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1 Simulacdo de Sistemas Lineares e Nao-
Lineares (Lab 1)

Objetivos: Primeiramente, vamos apresentar certos conceitos fundamentais sobre siste-
mas: sistemas dinamicos, variaveis de estados, linearidade, invariancia no tempo e modelo
em espaco de estado. Na sequéncia, veremos exemplos de como modelar, simular, e ana-

lisar sistemas dinamicos lineares e nao-lineares.

1.1 Conceitos Fundamentais

Sistema: é uma entidade em que as variaveis de saida sao alterados pelas variaveis de
entrada (controles). Ex: motores elétricos, veiculos, aeronaves, ecossistemas

Sistema dindmico (ou com memdria): quando ao menos uma das varidveis de saida
do sistema no instante t depende de algum valor passado ou futuro de certas variaveis
de entrada.

Sistemas dindmicos SISO, SIMO e MIMO: vamos considerar sistemas dinamicos que
apresentam m varidveis de entrada wuy(),...,un,(t) e p varidveis de saida y;(t),...,y,(t).
Quando m = p = 1, dizemos que o sistema é SISO (Single-Input Single-Output). Quando
m=1e p>2, dizemos que o sistema é SIMO (Single-Input Multi-Output). Quando m >2
e p > 2, dizemos que o sistema é MIMO (Multi-Input Multi-Output). Denominamos
u(t) = (uy(t),...,un(t)) € R™ de vetor de entrada (ou vetor de controle) e y(r) =
(y1(7),...,yp(t)) € R? de vetor de saida.

Vetor de estado de um sistema dinamico: o vetor de estado x(fg) = (x(t9), ...,
xn(f0)) € R" (ou, simplesmente, estado) de um sistema dinamico no instante de tempo
to > 0 é a informagao em #y que, juntamente com o conhecimento do vetor de entrada
u(t) = (ui(t),...,un(t)) € R™ t >ty (futuro), determina um vinico vetor de saida y(r) =
(y1(t),...,yp(t)) € RP, para todo t > 1. Isto significa que, para se determinar o comporta-
mento futuro das saidas, nao importa a maneira como o sistema atingiu o vetor de estado

x(t9), ou seja, x(fp) contém toda a informacao passada do sistema até o instante zy. Assim,

x(t0),
u(t), t >ty

} —>y(t)7 t > 1.

Dizemos que x(fg) € R" é o estado inicial (ou a condigao inicial) do sistema no instante
inicial 7y > 0. Denominamos x(t),...,x,(t), t € R, de varidveis de estado do sistema,
e dizemos que o sistema é de ordem n (n =1 é primeira ordem, n =2 é segunda ordem,
etc).
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Em muitos sistemas dinamicos, escolhemos as variaveis de estado como sinais que
correspondem aos elementos armazenadores de energia no sistema. Por exemplo, em
circuitos elétricos, as varidveis de estado sdo: as tensoes nos capacitores (energia
armazenada no campo elétrico) e as correntes dos indutores (energia armazenada no
campo magnético).

De agora em diante, todos os sistemas que trataremos serao dinamicos e causais, ou
seja, as variaveis de saida do sistema no instante r nao dependem de valores futuros
das variaveis de entrada. Desse modo, para simplificar, quando dizemos sistema, esta-
remos sempre nos referindo a um sistema dinamico causal. Além disso, salvo mencao
contraria, vamos sempre assumir que as variaveis de entrada sao fungoes continuas por

partes em relacao ao tempo ¢.

1.1.1 Sistemas Dinamicos Lineares e Nio-Lineares

e Linear: quando o sistema satisfaz (kj,k, € R):

(Principio da Superposigao) Se

f0), f0),
Yalho) )z )

— (1), 1 > 19
ua(t), t > 19 up(t), t > 19 olt); ’

entao,

o) =k f k 1
xe(lo) ”““””b“’)t’ s yelt) = kayalt) + kayp(1),1 > o

l/tc(t) :k1ua(t)—|—k2ub(t) >ty

Ao tomarmos k; =k, = 0 na condicao acima, concluimos que todo sistema linear satisfaz:

x(t0) =0, u(t) =0,t > 10} — y(r) = 0,1 > 19 |.

No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Isto significa que nao podemos garantir que um
sistema ¢é linear apenas porque x(fo) =0, u(t) =0,t > to} —> y(t) = 0,1 > 1.

Resposta Entrada Nula yg(f): é a resposta do sistema quando u(t) = 0, > fo:

x(to), u(t) =0,t >t} —> yo(t),t > 1o

Resposta Estado Nulo y,,(): é a resposta do sistema quando x(fg) = 0:
x(t()) =0, u(t>7t > tO} Hyesn(l‘);l‘ > 1o |

Concluimos entdo que resposta total y(¢),r > fy, de um sistema linear é dada por

y(t) = y0(t) + Yesn(t), ou seja:
Resposta Total = Resposta Entrada Nula 4+ Resposta Estado Nulo

. e . v
linear em x(zo) linear em u(r)

Propriedade de Decomposicao

e Nao-Linear: quando o sistema nao é linear
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Importante! Na pratica, todo sistema fisico possui limitagoes na amplitude da entrada
u(t) (ex: motor elétrico). Assim, sistemas reais ndo podem ser lineares pois o principio
da separacao nao é satisfeito. No entanto, para variagoes nao muito grandes na entrada,
diversos sistemas reais se comportam como se fossem lineares. Isto sera visto mais

adiante em nosso curso no topico “Linearizacao de Sistemas Nao-Lineares”.

1.1.2 Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

Nocgao intuitiva: quando as caracteristicas de um sistema nao mudam com o tempo,
dizemos que o sistema é invariante no tempo. Caso contrario, dizemos que o sistema é
variante no tempo.

A massa de um transatlantico sofre grandes variagoes ao longo do tempo devido ao
consumo do combustivel. Logo, é um sistema variante no tempo. Em geral, sistemas reais
sao variantes no tempo devido a deterioracao e ao envelhecimento dos componentes fisicos
ao longo do tempo. No entanto, num certo intervalo de tempo finito razoavel, diversos
sistemas reais se comportam como se fossem invariantes no tempo. Por exemplo, um
automovel zero pode ser considerado invariante no tempo no primeiro ano de uso.

Vamos agora definir de maneira precisa este conceito.

e Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é satisfeita:
Se
x(l‘o) =,

—s (), t> 19
u(t). 1> 1 (1), :

entao

=l

(to+T) = o,

—y@)=yt—-T),t>1+T.
ult)=u(t—T),t>1t9+T Y0 = ) 0

Ilustracao: (no quadro)

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, nao importa o tempo inicial #y em
que comecamos a estudar o sistema ou aplicamos a entrada. Assim, para simplificar,
podemos sempre escolher 7y = 0.

e Variante no tempo: quando nao ¢ invariante no tempo.

1.2 Modelo em Espaco de Estado

Modelo em espaco de estado: é a modelagem matematica que determina as relagoes
entre as variaveis de estado e as entradas do sistema dinamico por diversas equagoes
diferenciais de primeira ordem (uma para cada varidvel de estado), e que determina as
relagdes entre as saidas, as varidveis de estado e as entradas por equagoes algébricas (uma

para cada saida).
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Por exemplo, se x(¢) = (x1(¢),...,x,(¢)) € R" é o vetor (coluna) de estado, u(r) =
(ur(t),...,um(r)) € R™ é o vetor de entrada e y(r) = (y1(),...,y,(t)) € R? é o vetor de

saida, entao o modelo em espacgo de estado do sistema dinamico é dado por:

dx(t)/dt = fi(xi(t),...,x0(t),ur(t),. .. ,upn(t),1),

dx,(t)/dt = fulx1(t),...,x0(2),u1(t),. .. ,upn(t),1),
vi(t) = hi(xp(t),...,x0(2),ur(t),. .. ,un(t),1),
yp(t) = hp(xi(t),....x,(t),u1(t),...,um(t),t),

ou, em notacao vetorial,

onde fi(x,u,t),..., fulx,u,t),hi(x,u,t),... . hp(x,u,t) eRe

f(x7u7t) - (fl(x,u,t),---,fn(X,I/t’t))/ e Rn?
h(x,u,t) = (hy(x,u,1),...,hy(x,u,t)) € RP.

Veremos mais adiante que:

e Todo sistema modelado por

dx(t)/dt = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(1) + Du(t),

é linear e invariante no tempo, onde A € R™" (matriz quadrada de ordem n), B €
R™™ (matriz n x m), C € RP*" (matriz p x n) e D € RP*™ (matriz p x m) sdo matrizes

constantes.

e Todo sistema modelado por

¢ invariante no tempo, onde f: R" x R™ — R" e h: R" x R — R? sao aplicacoes conti-

nuamente diferenciaveis.
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1.3 Modelagem de Sistemas Dinamicos

Exemplo 1: Sistema elétrico (circuito elétrico)

Counsidere o circuito elétrico abaixo:

ve (1) _ g g i) L
Ry ir, (1)
ic(t)V
u(t) @) [o—
A

Figura 1 — Circuito elétrico, com Ry =1Q, Ry =2Q, R3 =5Q, C=1F, L= 1H.

Assumimos que a entrada é a fonte de tensdo u(t), e que as varidveis de saida sao
yi(t) =ve(t) e y2(t) = ir(t). Relembre que:
ic(t) = Cdve(t)/dt,
VL(Z‘) = LdiL(t)/dt.
Escolhemos entao como variaveis de estado:
xl(t) = VC(Z‘),
XQ(I) = iL(l‘).

e LKTy (Lei de Kirchhoff das Tensoes na malha A):

) v ()P =0 5wl = v () +rel) > ul) = Ry in () +n()
=1

u(t) = ig, (t) +x1 (1) (1.1)
e LKCp (Lei de Kirchhoff das Correntes no né B):

=Cvc(t)=x; =VR(1)/R=x1()/2  =x,(r)
. = N N : . x1(t)
ig,(t) = ic(t) + ir, (1) +ir(t) — g (1) =%1(t)+ 5 +x2(1)
" u(t) =ig, (1) +x1(t) =x1(¢) + xlz(t) +x2(t)+x1(2) oo X1 (8) = —=1.5x1(¢) —x2(2) +u(?)

(1.2)

e LKT¢ (Lei de Kirchhoff das Tensoes na malha C):
— wry(t) Hvi(t)+vr,(t) =0 —  —xi(t)+Ldir(t)/dt +R3ip(¢)
——

=vc(t)=x1(t)

—  —x1(t)+20() +5x() =0 . |d2(t) =0.5x1(r) —2.5x(1) (1.3)
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Assim, o modelo em espaco de estado do circuito é dado por

ou, em formar matricial,

(sistema linear invariante no tempo de ordem n =2), onde
X1 )1
X = ) y - )
—1.5 -1 1 10
A= , B= , C= =1, D
0.5 25 0 0 1

Exemplo 2: Sistema mecanico (péndulo simples)

o

Considere o péndulo simples ilustrado abaixo:

torque u(t) (controle) 0(1)\J/

Com base na segunda lei de Newton, encontramos que (equagao diferencial de segunda
ordem)

.. |
mlo = —mgsenO—kEG—kZu, (1.4)

onde k > 0 é o coeficiente de atrito do ar (relembre que Torque = Forga x £). Suponha
que

Escolhendo
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obtemos
Xp = 9 = X2,
. 1 1.5
xzzez—%senxl—n—ixz—kwu, ( )
y=0=x. (1.6)

Fixado um controle u(t), t > to, é facil ver que (x1(t),x2(t)) = (8(¢),0(t)) é solucdo
(1.5) com condicdo inicial (x1(0),x2(0)) = (8(0),0(0)) se e somente se 0(t) = x;(t) ¢
solucao de (T.4)) com condicdes iniciais 8(0), 6(0), para t > ty. Logo, e possuem
as mesmas solugoes! Portanto, o modelo em espaco de estado do péndulo simples é dado

por (sistema invariante no tempo de ordem n =2)

X1 =x2 = fi(xr,x2,u),

o= Kt £l )
X =—2senx; — —xo+ —=u= fr(x1,x0,u
2 / 1 m 2 mgz 2\A1,A2,U),
y=x1 = h(x1,x,u).

Note que a ordem de (1.4]) é preservadal
Exemplo 3: Sistema MIMO com 2 entradas e 2 saidas (manipulador robético)

Considere o robo de dois graus de liberdade ilustrado abaixo.

Figura 2 — Robo de 2 graus de liberdade.

Os dois discos escuros representam massas unitarias (m; =my = 1) ligadas por bragos
de comprimento unitario (¢/; = ¢, = 1). Podemos aplicar torques de controle 7 e T,
através de motores elétricos presentes nas juntas de modo a controlar os graus de liberdade

correspondentes 6 e 6,. O modelo associado a este robo é
M(6)0+C(6,0)+K(0) =T,

onde 8 = (61,6,) € R? é o vetor de deslocamentos angulares, 8 = (81,6,)' € R? o vetor

de velocidades angulares, T= (1, 1) € R? o vetor dos torques aplicados pelos motores, e
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as matrizes M, K e C sao dadas por:

M(8) = 3+2cosB, 1+4cosb,
B 1+ cos 6, 1 ’

. —6,(26, + 6 6
C(e,e):< 220+ Ga)sen 2>,

912 sen 6,
K(6) - 2gsen B + gsen(6; + 6,)
B gsen(0; + 6,) ’

onde g é a aceleracao da gravidade. Assumimos que as saidas sao:

y1 = cosB;+cos(0;+6,),
y2 = sen91+sen(91+62).

Note que X =y, e Y =y sdo as coordenadas cartesianas (X,Y) do manipulador (massa m).
Seja x = (0',8") = (61,6,61,6,) € R* o vetor de estado, u = (uj,uy) =7 = (11,%)" € R?
o vetor de controle, e y = (y1,y2) € R? o vetor de saida. Assim, o modelo em espaco de

estado do robo ¢é dado por (sistema MIMO de ordem n =4 com 2 entradas e 2 saidas):

d ; N °
x
o — X4 +( -1 )”Zf(x’u)’
t f —M (x1,22) "M [C(x) + K (x1,%2)] e
4

yi = cosxj+cos(x;+x3) = hy(x1,x2),

y2 = senxj+sen(x;+xp)=hy(x1,x2).

1.4 Simulacdo Numérica de Sistemas Dinamicos
Considere um sistema dinamico (invariante no tempo) modelado por
dx/dt = f(x,u), (1.7)

onde x € R" é o vetor de estado e u € R™ o vetor de controle. Escolha uma entrada
u(t), t >0, e seja x(0) = xp € R" a condigao inicial em 7y = 0. Vamos relembrar agora
como simular numericamente o sistema, ou seja, integrar numericamente de modo
a determinarmos uma aproximagao da solugao correspondente x(z), t > 0. Escolha um

passo de integracao T = 0. Considerando o método de Euler, temos entao que:

x(kT +T) —x(kT)
T

>~ x(kT) = f(x(kT),u(kT)) = x((k+ 1)T) 2 T f(x(kT),u(kT)) +x(kT)
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Logo, para determinarmos uma aproximacao numérica de x(z), t > 0, encontramos

x(T) =T £(x(0),u(0)) +x(0),
2T) =Tf(x(T),u(T)) +x(T),
3T) =T f(x(2T),u(2T)) +x(2T),

x((k+1)T) = Tf(x(kT),u(kT)) +x(kT),

e entdo realizamos um interpolacdo linear entre x(kT) e x((k+1)T) para obtermos x(f)
para kT <t < (k+1)T.

1.5 Procedimentos

1. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a simular o sistema
elétrico do Exemplo 1. De acordo com o modelo em espaco de estado, o sistema é linear?
E invariante no tempo? Comprove sua resposta através de simulagoes. Dica: verifique o
principio da superposicao com u(t) =0, u(t) =1 e u(t) = sen(t).

2. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a simular o sistema
mecanico do Exemplo 2. De acordo com o modelo em espaco de estado, o sistema é
linear? E invariante no tempo? Comprove sua resposta através de simulagoes com ¢ =1,
g=9.8,ek=0.5 k=0. Dica: teste o principio da superposicio para u(t) =0,0(0) =0 e
com 6(0) =0, 6(0)==x/2, 6(0) = .

3. No item anterior, justifique o comportamento observado (solu¢do constante) com
6(0) =0 e 8(0) = & quando u(t) = 0,6(0) =0 . Existe mais alguma outra solucio cons-

tante? Justifique sua resposta.



2 Existéncia e Unicidade de Solucbes de

Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO's)

Relembre do Lab 1 que o modelo em espaco de estado (ou, simplesmente, modelo de

estado) de um sistema dinamico tem a seguinte forma:

dx(t)/dt = f(x(t),u,t),
y(t) = h(x(t),u,1),

onde x = (x1,...,x,) € R" é o vetor de estado, u = (uy,...,u,) € R™ é o vetor de entrada
(controle), y = (y1,...,yp) € RP é o vetor de saida, e f = (fi,...,fn): R* xR" xR =+ R"
e h=(hi,...,hp): R" xR™ xR — R? sao aplicagoes (vetoriais). A primeira equagao do

modelo de estado acima é denominada de equacao de estado e, a segunda, de equagao
de saida.
Definicao: A bola aberta centrada em x € R" e de raio (finito) 6 > 0 é o subconjunto
de R" definido por

B(x,6) = {zeR" | [lz—x|| < &},

onde ||w|| = 1/w?+---+w2 é a norma euclidiana do vetor w = (wy,...,w,) € R". Dize-

mos que um conjunto D C R” é aberto (em R") se, para todo x € D, existe d > 0 tal que
B(x,0) C D.

Exemplos:

1. A reta real R é um conjunto aberto em R;

2. Todo intervalo aberto (a,b) é um conjunto aberto em R;

3. O conjunto D = {(x1,x2) € R? | xo # 0} é aberto em R2.
Propriedade: Os seguintes conjuntos sao abertos em R”™:

1. O proprio R” e o conjunto vazio ¢;

2. Toda bola aberta B(x,8), com x € R" e § > 0;

3. A unido arbitraria de conjuntos abertos em R”;

4. A interseccao finita de conjuntos abertos em R”.

Em vérias situagoes préticas, a aplicagao f que determina a equagao de estado dx(t) /dt =
f(x,u,t) nao pode ser definida para todo x € R”. Por exemplo, se f(x,u,t) =t>u+1/xcR
(n=1), entao f s estd definida para x # 0. Logo, o dominio de f é D x R xR, onde
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D={xeR|x#0} é aberto. Note que D é de fato aberto, pois D = (—e0,0) U (0,0) (unido
de dois abertos).
De agora em diante, salvo menc¢ao contraria, vamos supor que, no modelo de estado,

f e h nao dependem do tempo t:

dx(t) fdt = f(x(1),u),
y(t) = hix(1),u),
onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle,
fiDxR" - R"e h: DxR"™ — RP.
Exemplo (Motor CC): Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear

simplificado em espaco de estado é dado por:

onde u € R é a tensao externa em Volts aplicada no motor (controle), x;(¢t) = 6(r) é a
posicao angular do eixo em rad, x2(¢) = 6(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e

y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assim, x = (x1,x2) € D =R? é o vetor de estado e
dx(t)/dt = f(x(t),u) = (x2(2), =x2(r) +u),
(1) = h(x(t),u) = x1(2).

O motor CC pode ser controlado tanto em malha-aberta quanto em malha-fechada. Por

exemplo, podemos escolher:

e Malha-aberta: u = o(t) = sen(t);
controlador P
. B A —_——N—
e Malha-fechada (realimentacdo): u = a(x,t) = k(r(t) —x1), onde r(t) =t (rampa) e

k >0 é um ganho a ser ajustado.
Substituindo os controles acima no modelo do motor, obtemos:

e Malha-aberta:

dx(t)/dt = f(x(t), ) u=a(r) = (x2(t), —x2(t) +sen(t)) = f(x(1), 1),
V(1) = h(x(t), 1)z = 21 () = h(x(t),1).

e Malha-fechada:

dx(r) fdt = F(x(1), ) umaer) = (%2(t), —x2(0) +kt —kxy (£)) 2 F(x(2),0),
(1) = h(x(t), 1) ymqes) = 1 () 2 h(x(1).1).
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Note que, em ambos os casos (malha-aberta e malha-fechada), o modelo de estado resul-

tante é da forma:

dx(t)/dt = f(x(t)1),
¥() = h(x(1),1).

Considere o seguinte modelo de estado

dx/dt = f(x,u),
y = h(x,u),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R" é o vetor de controle,
i DxR"™ - R" e h: DxR™ — RP. Suponha que escolhemos uma entrada da forma
u=a(x,t),onde o: D x [0,00) — R™ é uma aplicacao (vetorial). Assim, o sistema resultante

é da forma:

~

dx/dt = f(x,0(x,1)) éf(x,t),
y=h(x,a(x,1)) £ h(x,1),

com f: D x [0,00) = R" e 71: D x [0,00) — R”. Note que:

e Quando u = o(t), entdo temos controle em malha-aberta (por exemplo, u =0 ou
u=sen(t));

e Quando u = a(x,t), entdo temos controle por realimentacdo de estado (malha-

fechada).

Desse modo, podemos restringir o nosso estudo a equagoes de estado dadas por (vol-

taremos a considerar a equacao de saida mais adiante)
dx/dt = f(x,1),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D x [0,00) — R". Tal equagao
de estado é denominada de nao-forcada, e o sistema é chamado nao-auténomo. Res-
saltamos que esta equagao de estado pode corresponder tanto a sistemas em malha-aberta

(u= a(t)) quanto a sistemas em malha-fechada (u = a(x,r)). Quando

dx/dt = f(x),

ou seja, a aplicacao f: D — R" nao depende do tempo ¢, dizemos que o sistema é auto-
nomo.

Vamos agora analisar sistemas descritos por EDO’s da forma (equagao de estado)

dx/dt = f(x,t),
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onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D x [0,00) — R". Denominamos
f de campo de vetores dependente do tempo (fixado t > 0, para cada vetor x € D C R"
a aplicagao f associa o vetor f(x,1) € R").

Estamos considerando que a equacao de estado acima modela um sistema dinamico
real em que foi fixada uma entrada u = a(x,t), x € D, t > 0. Em um sistema dinamico
real, temos que, para cada condigao inicial x(zp) € D no instante inicial o > 0, existe uma
tunica solugao x(z), para t > ty. Concluimos assim que o modelo acima deve preservar
esta propriedade. Portanto, temos que determinar condigoes que o campo de vetores f
do modelo deve satisfazer de modo a preservar a existéncia e unicidade de solucoes do
sistema real.

Considere a EDO
dx/dt = f(x,1), (2.1)

onde f: D x [0,00) = R" e D C R" é aberto.

Definig¢ao: Seja x;, € D e to > 0. Dizemos que uma curva diferencidvel x: J/ — D ¢ uma
solugao de com condi¢ao inicial x(tp) = x4, € D no instante inicial o > 0, se J C [0,00)
é um intervalo contendo fy e X%(t) = f(x(¢),t), para todo t € J. Dizemos que tal solucao
x: J = D (com x(ty) = x;, em f9) é maximal se, para qualquer outra solugio x: J — D de
com condigao inicial X(f9) = x;, em fo, temos que J C J e X(¢) = x(t), para todo t € J.
Obs: Note que, caso uma solucao maximal exista, entao ela é tinica no seguinte
sentido: se x: J — D e X: J — D sao solugoes maximais de (2.1)) com as mesmas condigoes
iniciais x(f9) = X(f9) em to, entdo J =J e x(t) =X(t), parat € J =J.

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes: Suponha que f: D x [0,00) — R”"
e df/dx: D x[0,00) — R = R™ (matriz jacobiana) s@o continuas na EDO acima.
Entao, dados x;, € D e 1o > 0, existe uma tnica solu¢do maximal x: J C [0,00) — D com
condigao inicial x(fy) = x4, em fp, que por sua vez s6 depende da restrigdo do dominio de
f ao subconjunto D xJ C D C [0,%). Em particular, se ¥: J C [0,0) — D é uma solugao
de para a condi¢ao inicial X(f9) = x;, em 7, entdo tal solu¢do é tinica no seguinte
sentido: se X: J C [0,00) — D é uma outra solucéo de com a mesma condicao inicial
x(t0) = X(t9) = x;, em 1o, entdio X(r) = X(¢), para t € JNJ. Por este motivo, dizemos que
x: J C [0,00) — D ¢ a solugao de no intervalo J para a condicdo inicial X(f9) = x;,
em fy.

Obs 1: Relembre que (aqui, D C R" é aberto):

e Uma aplicagao (vetorial) f = (fi,...,fn): D x[0,00) = R" é continua se e somente

se cada fungao coordenada fj: D x R™ x [0,00) — R" é continua, j=1,...,n;

e A soma, diferenga, produto, divisdo (com quociente nao-nulo) e composigao de fun-

¢oes continuas é uma funcao continua;
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e Dada uma aplicagao f: D x [0,00) — R, temos que df/dx: D x [0,00) — R"*"* = R
(matriz jacobiana) é continua se e somente se as derivadas parciais d f;/dx;: D X

[0,00) — R existem e sdo continuas, para j=1,....n, k=1,...,n;

e Uma aplicacio f: D — R" é denominada de classe C! quando df/dx: D — R =
R™ (matriz jacobiana) é continua, ou seja, quando as derivadas parciais d f;/dx;: D X

[0,00) — R existem e sdo continuas, para j=1,....n, k=1,...,n.

Obs 2: Suponha que na EDO acima, o campo de vetores f nao depende do tempo
t, ou seja, dx/dt = f(x), onde f: D — R" é de classe C!. Entdo, as hipéteses do teorema
anterior sao atendidas, pois f: D - R" e df/dx: D — R"" = R" sdo continuas. Neste
caso, pode-se verificar que: dadosxg € D, t0>0eT €R tal quetg+T >0, se x: J = [tg,b) —
D é a solugao de dx/dt = f(x) no intervalo J = [tg,b) para a condi¢ao inicial x(#p) = x¢ no
instante inicial r = 0, entdo x: J = [to+ T,b+T) — D definida por X(t) = x(t — 1), para
t €J, é a solugdo de dx/dt = f(x) no intervalo J = [to+ T,b+ T) para a condicio inicial
X(to+T) = x(tg) = x9 em to+ T, onde fy < b < oo. De fato, considere a curva definida por
X(t) = x(t —t9). Temos que X(to+T) = x(tp) = xo e, pela regra da cadeia, obtemos que
x(t) =x(t—19) = f(x(t —19)) = f(x(¢)). Logo, mostramos que X(t) = x(t —ty) é uma solugao
de dx/dt = f(x) para a condicao inicial X(tp+ T) = x¢ e, pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de Solugoes, concluimos que X(1) = x(t —1p) ¢é de fato a solugao de dx/dt = f(x)
para a condicao inicial X(t9+7) = xp. Por este motivo, dizemos que um sistema auténomo
modelado por dx/dt = f(x) é invariante no tempo, e sempre podemos considerar
que 19 = 0.

Obs 3: Considere a equacao de estado
dx/dt = f(x,u),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é vetor de controle e f: D x R™ —
R" é de classe C!, ou seja, df/dx: DxR™ = R" e d f/du: D x R™ — R" sdo aplicacdes conti-
nuas. Suponha que escolhemos uma entrada da forma u = a(x,7), onde a: D x [0,00) — R"™
e doe/dx: D x [0,00) — R™ sdo aplicagdes continuas. Entao, o sistema resultante é dado
por

dx/dt = f(x,t) = f(x,0(x,1)),
com f: Dx [0,00) = R™ e df/dx: D x [0,00) — R™ continuas pela regra da cadeia:

oF . _af of

E(XJ) Ox +£ g(xﬂ‘)‘

(x,00(x,1))
Logo, o sistema resultante satisfaz as hipéteses do teorema anterior.
Obs 4: Considere o modelo de estado

dx/dt = f(x,u),
y = h(x,u),

(x,0t(x,1))

(2.2)
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onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é vetor de controle, y € R?
é o vetor de saida e h: D x R™ — RP. Assuma que as aplicagoes f: D x R™ — R" e
df/dx: D x R™ — R" sdo continuas. Suponha que escolhemos uma entrada da forma
u=0o(t), onde o: [0,00) — R™ é continua. Entao, a equagao de estado do sistema resultante
¢é dada por

dx/di = f(x,1) £ f(x,u(r)),

com f: D x [0,00) = R™ e af/Qx: D x [0,00) — R™ continuas. Logo, a equagao de estado
do sistema resultante satisfaz as hipdteses do teorema anterior. Portanto, dados x;,, € D e
fo > 0, existe uma tnica solucao x: J = [tg,b) — D no intervalo J = [tg,b) para a condigao
inicial x(f9) = x4, em fy, que por sua vez sé depende da entrada u(t) = a(t), parat € J =
[to,b), onde 1y < b < eo.

Em particular, escolhida uma entrada continua u(t) = a(t), t > 0, para o modelo de
estado acima e dada uma condigao inicial x(f9) = x;, € D em fy > 0, existe uma tinica
saida y(t) = h(x(t),u(t)), t € J = [ty,b), que por sua vez s6 depende da entrada u(t) = a(t),
para t € J = [ty,b). Logo, tal modelo de estado estd de acordo com a definicao de vetor

de estado de um sistema dinamico vista no Lab 1:

X(l()) €D,

u(t) = a(t), t €J = [to,b) } —y(t), 1 €J =lto,b).

Ainda em relagao ao modelo de estado (2.2)), suponha que escolhemos uma entrada da
forma u = a(t), onde a: [0,00) — R™ é continua. Entao, o modelo de estado do sistema

resultante é dado por

dx/dt :f(xat) éf(x7”(t))a y= h(x7u(t))7

com f: Dx[0,00) = R™ ¢ 9 f/dx: D x [0,00) — R™ continuas. Sejam xo €D, fp>0e T €R
tal que 1o+ T > 0. Defina u(t) =u(t—T)=a(t —T), parat >ty+T. Considere o modelo
de estado

dx/dt = f(x,t) = f(x,7(r)), §=h(xa(r)),
onde f: D x [ty +T,) — R". Pode-se verificar que, se x: J = [ty,b) — D é a solucio de
dx/dt = f(x,t) = f(x,u(t)) no intervalo J = [tp,b) para a condigao inicial x(f9) = xo em #o,
onde ty < b < oo, entao:

1. x: J=[to+T,b+T)— D definida por x(¢t) = x(t —19), para t € J, é a solugio de
dx/dt = f(x,t) £ f(x,u(t)) no intervalo J = [ty + T,b+ T) para a condicdo inicial
X(to+T)=x(tg) =xp em 19+ T}

2. Para o sistema resultante, existe uma tinica saida y(t) = h(x(t),u(t)), t € J = [to,D),
que por sua vez s6 depende da entrada u(t) = a(t), parat € J = [tg,b). E, além disto,
a saida y(t) = h(x(t),u(t)) é tnica, satisfaz y(t) = y(t — T) e s6 depende da entrada
u(t)=u(t—T), parat € J.
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Portanto, mostramos que o modelo de estado (2.2)) corresponde a um sistema invari-

ante no tempo no sentido da definicao vista no Lab 1:
Se
x(l‘o) = X0,
—y(t), t €J = lty,b),
u(t):oc(t)JEJ:[to,b)} ¥ 0.)

entao,

=I

(to+T) = xo, o .
u(t)=u(t—T),reJ=[to+T,b+T) }_W(f)—y(l T), tcJ.

Desse modo, em tais modelos de estado sempre podemos considerar que 7y = 0.
Obs 5: Os resultados das Obs 3 e 4 acima permanecem validos quando a entrada
u(t) = a(t), t >0, é continua por partes.

Exemplo 1 (nao-unicidade de solugoes): Considere a EDO
=323 =f(x), xeR.

Seja fp = 0 o instante inicial. Note que x(f) =0, r > 0, é uma solugdo desta EDO com

condi¢ao inicial x(0) =0 em 7 =0. E, dado ¢ > 0, observe que x.(t), t > 0, definida por

(t) 0, se 0<r<c,
X, =
‘ (t—c)®, set>c,

também ¢ solugao desta EDO com condigao inicial x(0) = 0. Logo, existem infinitas so-
lugoes da EDO acima quando a condigao inicial é nula em #y = 0 (e nao existe solucao
maximal com x(0) = 0!). Portanto, um modelo descrito por essa EDO nao permite de-
terminar (prever) a solucao do sistema real quando a condicao inicial é nula. Isto ocorre,
por exemplo, se aplicamos a realimentacio u = 3x2/3 /(2+cosx) em um sistema modelado
por X = f(x,u) = (2+cosx)u. Note que, apesar da funcao f: R — R da EDO acima ser
continua, f nao é diferenciavel em x =0 e, portanto, nao satisfaz as hipdteses do Teorema
de Existéncia e Unicidade de Solugoes.

Exemplo 2 (tempo de escape finito): Considere a EDO
x=1+x*=f(x), xeR.

Note que f: R — R é infinitamente diferenciavel e, assim, as hipoteses do Teorema de
Existéncia e Unicidade de Solugoes sao satisfeitas para f. Seja tgp = 0. Note que x(t) =
tan(¢), para 0 <t < m/2, é uma solucao dessa EDO para a condigao inicial x(0) =0 em
to =0 (e, assim, é a solucao no intervalo J = [0,7/2) para x(0) =0 em 7y = 0). Observe
que

lim x(f) = 4+e (tempo de escape finito em 7, = 7/2).
t—m/2

Desse modo, a solugao maximal com condi¢ao inicial nula em 7y = 0 nao pode estar definida
no instante f, = /2 e, portanto, concluimos que x(¢t) =tan(t), parat € J = [0,7/2), é a

solucao maximal quando a condicao inicial é nula em 7y = 0.
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Exemplo 3 (Sistema Eletronico): A equacao de estado de Van der Pol, que modela o

oscilador eletronico utilizado nos primeiros aparelhos de radio, é dada por:
X = X2,
. 2
Xy = —€(x] — 1)xp —xp,
onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, x|(t) é a tensdo sobre um elemento resistivo

com x(t) =% (¢), e € >0 é um parametro constante (veja a Secao 1.2.4 do livro do Khalil

para maiores detalhes). Assim:

— | 7| = 2 | A | X
x_[b]_[_e(x%—l)xz—xl]_[fz(x)]_f( ),

para x = (x1,x) € R2. Note que este é um sistema auténomo. Pela Obs 2 acima, as
hipéteses do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes serao atendidas caso a matriz

jacobiana @ f/dx: R? — R?*? seja uma aplicacio continua. Para x = (x1,x2) € R?, temos:

Wy | W G0 | 0 ! |
dx a—){f(x) g—f;(x) —2expxy—1 —g(x?—1) -

Como cada componente da matriz jacobiana é continua em relacdo a x = (x,x2) € R?
(sdo polinomiais nas varidveis de estado), temos que df/dx: R?> — R2*2 é continua, ou
seja, f: R? — R? é de classe C!. Portanto, a equacdo de estado de Van der Pol satisfaz
as hipoteses do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes. Novamente pela Obs 2
acima, sempre podemos considerar que fy = 0, pois o sistema é autonomo. Logo, dado
xp € R?, existe uma tnica solucdo maximal x: J C [0,00) — R? para a condicdo inicial
x(0) =xp em 15 =0.

Exemplo 4 (Sistema Bioldgico): Um modelo simplificado para a dinamica de propa-

gagao de doengas contagiosas (maldria, por exemplo), é dado por:

S =—BSI,
I=BSI—vI,
R=VI,

onde x = (S,[,R) € R3 é o vetor de estado, S é o tamanho da populacéo dos individuos sus-
cetiveis a doenga, I dos infectados, R dos que se recuperaram (apés terem sido infectados),

e B,v > 0 sao parametros constantes. Assim:

S —BSI fi(x)
x= |1 |=|BSI-vI | =] fox) | =f(x),
R vl f3(x)
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para x = (S,I,R) € R3. Note que este é um sistema auténomo. Temos que:

- ) Y Y Bl —BS 0
w=| RO FE@ G | =| B Bs—v 0
<9—1;3(x) %(x) %(x) 0 v 005,

Como cada componente da matriz jacobiana é continua em relacao a x = (S,I,R) € R3,
temos que f: R? — R3 é de classe C'. Portanto, dado xo € R3, existe uma tnica solucio
maximal x: J C [0,00) — R3 para a condicdo inicial x(0) = xo em #y = 0.

Exemplo 5 (Sistema Ecolégico): O sistema presa-predador de Lotka-Volterra é dado

por:
X1 =Xx1 (a — bXQ) = f1 (x),
Xy = XZ(—C—l—d)q) = fz(x),

onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, x; é o tamanho da populacio das presas (peixes,

por exemplo), x, dos predadores (arraias, por exemplo), e a,b,c,d > 0 sdo parametros

constantes. Note que este é um sistema autonomo, e que:

J J
8_f(x) B a_g(x) a_Q(x) B [ a—bx, —bx;

| o 9 - '
dx a_f(x) a_ﬁ(x) dx, —c+dxi |, ,

Como cada componente da matriz jacobiana é continua em relagdo a x = (x1,x) € R2,
temos que f: R? — R? é de classe C'. Portanto, dado xy € R?, existe uma tnica solucio
maximal x: J C [0,00) — R? para a condicdo inicial x(0) = xy em o = 0.
Exemplo 6 (Motor CC com entrada senoidal): Considere um motor CC com con-
trole modelado por:
X =x2 = fi(x,u), (2.3)
Xop=—x24+u= fg(x,u),
onde x = (x1,x) € R? é o vetor de estado, x; = 6 é a posicao angular do eixo do motor,
x2 = 6 a velocidade angular, e u € R o controle (tensio de entrada). Note que este é um

sistema invariante no tempo. Temos que:

o fl(.x,l/i) o X2
flxu) = [fz(x,u) ] |
com
Jf 90 () 0 (x,u) 0 1
22 W= op o - ’
a_x?(x:”) T)é(xa“) 0 —I 2%2
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Como cada componente das matrizes jacobianas df/dx e df/du sdo constantes, con-
clumos que df/du: RZ xR — R?*? ¢ 9f/dx: R?> x R — R**! sdo aplicacdes continuas.
Portanto, f: R? x R — R? é de classe C!. Escolha u(t) = sen(t), para t > 0. Esta entrada
(em malha-abertal) é continua no intervalo [0,00). Logo, com base na Obs 4 acima e
no Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdes, temos que, dado xo € R?, existe uma

tinica solugio maximal x: J C [0,00) — R? do sistema resultante

X = f(xat) = f(x7u)‘u:sen(t) = f(x7 Sen(t))’ (x?t) = R* x [0700)5

para a condi¢ao inicial x(0) = xp em #fp = 0. Note que, novamente pela Obs 4, sempre
podemos considerar que ty = 0, pois ¢ um sistema invariante no tempo.

Definicao: Suponha que f: D x [0,00) = R" e df/dx: D x [0,00) — R"" = R" sio apli-
cagoes continuas. Dizemos que o campo de vetores f da EDO dx/dt = f(x,t) é completo
se, para quaisquer x;, € D e tp > 0, temos que a solugao maximal correspondente x: J — D
(com x(fp) = x;, em fg) € tal que J = [0,00), ou seja, cada solucao maximal esta definida
para todo t € [0,e0).

Teorema: Considere que o campo de vetores f: D x [0,00) — R" da EDO dx/dt = f(x,t)
é completo. Denote por ¢: [0,00) X D x [0,00) — D o fluxo associado ao campo de vetores
f, ou seja, dados x;,, € D e 19 > 0, @(-;xz,%0): [0,00) — D ¢é igual a solucdo maximal da

EDO com condicao inicial x(fy) = x4, em 9. Entao, dados x;, € D, t2,11,1p > 0, temos que:

(P(to;xlmt()) = xl‘()?

O (12: 0 (11509, 10),11) = @ (123 %1,00)-

Em particular, temos que duas solugoes distintas da EDO dx/dt = f(x,t) nunca podem
se cruzar no mesmo instante de tempo.

Prova (do resultado de cruzamento acima): Considere duas solugoes distintas:
x: [0,00) — D com condigao inicial x(tp) =x,, € D em o > 0, e X: [0,00) — D com condigao
inicial X(fo) = X;, € D em 7y > 0. A demonstracdo ¢ por contradicao. Assim, suponha
que existe t; > 0 tal que @(t1;x(19),10) = @(11;%(to),%0), ou seja, as solugdes se cruzam no
instante de tempo #;. Entao, para todo t > 0,

x(1) = ¢(t:x(10),10) = ¢ (1: 9 (t1:x(10),20),11)
=0 (11:x(f0) f0)
= ¢<t;¢(tl;)_c(fo)720)7tl) = (P(I;X(fo),fo) =f<l‘),

ou seja, as duas solugoes sao idénticas, o que contradiz a hipotese de que elas sao distintas.



3 Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no
Plano (Lab 2)

Objetivos: Vamos introduzir o conceito de ponto de equilibrio, rever certos resultados de
Algebra Linear, e classificar o comportamento qualitativo das solucoes de sistemas lineares
autonomos no plano com base nos autovalores da matriz que determina a dinamica do

sistema.

3.1 Ponto de Equilibrio

Intuitivamente, pensamos que um sistema estda em equilibrio quando o mesmo apresenta
um comportamento estatico, ou seja, o sistema nao exibe qualquer dinamica. Veremos

agora como definir matematicamente esta nocao.

Considere o sistema autonomo
x=f(x),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D — R" é uma aplicacio de classe C!
(i.e. a aplicacdo df/dx: D — R™" (matriz jacobiana) é continua). Dizemos que x¢ € D é
um ponto de equilibrio (ou ponto de operagao ou solugao estaciondria) do sistema
se a solugao do sistema para a condicao inicial x(0) = x¢ em fyp = 0 permanece em x° para
todo tempo futuro, ou seja, se x(¢) = x¢, para t > 0, é a solucao do sistema para x(0) = x°
em 19 = 0.

Proposicao: Temos que x° € D é um ponto de equilibrio do sistema acima se e somente
se f(x¢) =0 (ou seja, x =0).

Demonstracao: Suponha que x* € D é um ponto de equilibrio do sistema. Entao, a
solugao do sistema para a condicao inicial x(0) =x¢ em £y = 0 é a curva constante x(t) = x¢,
t > 0. Logo, 0=x(t) = f(x(¢)) = f(x°), t > 0, ou seja, f(x°) =0. Agora, suponha que x° € D
¢ tal que f(x¢) =0. Considere a curva constante x: [0,00) — D definida por x(r) = x°,
t > 0. Assim, x(r) = 0= f(x°) = f(x(t)), t > 0, ou seja, mostramos que x(t) =x°, t >0,
¢ uma solugao do sistema para x(0) = x¢ em ty = 0. Portanto, concluimos pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade de Solugdes que x(r) = x¢, t > 0, é a solucao do sistema para
x(0) =x° em 1 =0.

Teorema: Considere novamente o sistema autonomo x = f(x) apresentado acima. Seja
x(0) =x0 € D uma dada condicao inicial (em #p =0). Se lim;_x(t) =X € D, entdao x € D

¢ um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, f(x) = 0.
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3.2 Pontos de Equilibrio de Sistemas Lineares no Plano
Exemplo 1: Considere o péndulo simples do Lab 1 com u =0 (sem controle)
X1 =x2 = fi(x1,x2),
Xp = —§ sen(xp) — gxz = fa(x1,x2),

onde x;] =0, x, = 0, e x= (x1,x2) € R? é o vetor de estado.

Para encontramos todos os pontos de equilibrio x° = (x§,x5) € R? do péndulo simples,

resolvemos:
0=fi(x],x5) =x5 = x5=0,
g k
0= fo(x],x5) = -3 sen(x{) — Exs = sen(x{) =0.
Logo, os pontos de equilibrio sao x, = (x{,x5) = (¢x,0), com £ =0,%1,£2,.... Mas, como

x1 = 0 (angulo que o péndulo forma com o eixo vertical), concluimos que o péndulo
simples apresenta apenas 2 pontos de equilibrio: (0,0) (péndulo parado em baixo) e (7,0)
(péndulo parado em cima).

Exemplo 2: Considere um sistema linear autonomo
X = Ax,

onde x € R" é o vetor de estado e A € R™" é uma matriz quadrada constante. Note
que f(x) = Ax é de classe C!, pois df/dx = A é constante. Para encontrarmos os pontos
de equilibrio do sistema, devemos resolver Ax® = 0. E evidente que x, = 0 sempre é um
ponto de equilibrio. Relembre de Algebra Linear que o conjunto N(A) = {x € R" | Ax = 0}
(nicleo de A) é um subespago vetorial, e que N(A) = {0} se e somente se det(A) # 0.
Logo:

e Se det(A) # 0, entao x¢ = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio;

e Suponha que det(A) =0 com A # 0. Entao, o sistema possui infinitos pontos de
equilibrio, pois o conjunto N(A) # {0} é um subespaco vetorial de dimensao maior
ou igual a 1. Em particular, se n =2 (sistema de segunda ordem), entdo N(A) é um
subespago vetorial de dimensao 1, ou seja, uma reta passando pela origem do plano

X1-X2.

3.3 Revisao de Algebra Linear

Considere uma matriz quadrada ndo-nula A € R"*". Relembre que A € R é um autovalor

de A quando existe um vetor nao-nulo v € R” tal que

Ay = Av.
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Note que, como v # 0,
Av=Av & (A—Av=0 & veNA—-AI) & det(A—AI) =0,

onde I € R™" ¢ a matriz identidade. Denominamos det(A — AI) de polinébmio caracte-
ristico de A. Logo, os autovalores de A sao as raizes reais do seu polinomio caracteristico.
No entanto, é possivel que o polinomio caracteristico possua raizes complexas. Em tal
caso, dizemos que A possui autovalores complexos.

Relembre, ainda, que toda matriz quadrada A € R™™" determina o seguinte operador
no R"

R">x— Ax e R",

e que toda matriz quadrada invertivel T € R™" determina a seguinte mudanca linear de

coordenadas (mudanga de base)

z=Tkx,
onde x = (xi,...,%,) € R" sao as coordenadas canonicas originais do vetor x € R” em
relacdo a base canonica do R", e z= (z1,...,2,)" € R" sdo as novas coordenadas do vetor

x € R" em relagao a nova base.
Considere uma matriz quadrada A € R"*". Temos entao que A é a representagao do
operador no R”,
R">x+—x=Ax e R",

em relagao & base canonica do R", ou seja, x = (xq,...,x,)" e X = (X1,...,%) € R" sao
as coordenadas canonicas dos vetores x e x = Ax € R”", respectivamente. Suponha que
T € R™" ¢ invertivel. Podemos entdao encontrar a matriz A que representa operador

acima nas novas coordenadas z = Tx. Note que

R'ozsx=T "z X=Ax=AT 7 7=Tx= TAT:IZ:ZzeR”,
=A

onde z=Tx e 7= Tx = TAx sao as novas coordenadas dos vetores x e X = Ax em relacao a
nova base, respectivamente. Relembre que A e A = TAT ~! possuem os mesmos autovalores:
det(sI —A) = det(sTT~! —TAT ') = det(T (s —A)T~!) = det((s] —A)T~'T) = det(s] —A).

3.4 Andlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano
Motivagao: Considere a seguinte EDO linear de primeira ordem

X =ax, xeR,

onde a é um parametro real constante. Relembre que
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com

d
dt
Portanto, para a condicao inicial xg € R em g = 0, a solugao desta EDO é dada por

e =ae”, V=1.

x(t) =e%xg, t>0,
pois x(0) =xg e
x(t) = ae”xy = ax(t), t>0.

Agora, considere um sistema linear autéonomo
X = Ax,

onde x € R" é o vetor de estado e A € R"™" é uma matriz quadrada constante. Definimos,

para cada t > 0, a matriz quadrada

|
M= Y (A R,

k=0

onde (Ar)* = (tA)(tA)--- (tA) (k vezes). Temos que
d t t -0 . . .
EeA =AY, A0 =T (matriz identidade).
Portanto, para a condigao inicial xg € R" em ty = 0, a solucao deste sistema ¢ dada por
x(t) =e'xg, 1>0,

pois x(0) =xp e
i(t) = Ae''xg = Ax(t), t>0.

Relembre que x¢ =0 é sempre ponto de equilibrio do sistema
X =Ax.

Logo, se a condicao inicial é xg = x° =0 em ty) = 0, entao a solucao correspondente é
x(t)=x¢=0,1t>0.

De agora em diante, vamos considerar apenas sistemas de segunda ordem (n =2), ou
seja, sistemas em que a dinamica evolui no plano. Nosso objetivo é analisar de maneira
qualitativa o comportamento do sistema quando xg # 0. Por exemplo, caso xy # 0,

queremos saber:

e Se as solugoes convergem (retornam) assintoticamente para o ponto de equilibrio

x¢ =0 e, em tal caso, se isto se da de maneira oscilatéria ou nao;

e Se as solugoes oscilam de maneira periddica, sem convergirem ao ponto de equilibrio

x¢=0;
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e As solugoes se afastam (divergem) do ponto de equilibrio x¢ = 0.

Ao invés de determinarmos as solugoes de maneira quantitativa (analitica), tal andlise
qualitativa serd realizada pelo esbogo do retrato de fase do sistema (definido a seguir),
o qual sera determinado a partir dos autovalores da matriz A.

Dada uma condi¢ao inicial xg, a trajetéria (ou drbita) da solugao corresponde x(t),

t >0, é a curva no plano (parametrizada pelo tempo ¢ > 0)
Oy, = {x=(x1,x2) € R? |x = x(t), para algum 7 > 0}.

Assim, as trajetorias do sistema exibem apenas o comportamento qualitativo do sis-
tema. Por exemplo, uma trajetéria Oy, que é uma curva fechada no plano corresponde
a uma solucao oscilatoria periddica no tempo, e uma trajetéria que é somente um ponto
corresponde a um ponto de equilibrio. O retrato de fase do sistema ¢ a uniao de todas
as suas trajetérias (6rbitas).

Obs: Considere um sistema auténomo da forma x = f(x), onde f: D — R" ¢ de classe C!
e D C R" é aberto. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes e a Obs 2 do
capitulo anterior, pode-se mostrar que as érbitas desse sistema (auténomo!) nunca
podem se cruzar no retrato de fase (e cada 6rbita ndo pode cruzar sobre si mesma,
a menos que seja uma orbita fechada, ou seja, corresponda a uma solucao periédica no
tempo) pois, caso contrario, teremos mais de uma solugdo para uma mesma condi¢ao
iniciall Em particular, nenhuma érbita pode “encostar” em um ponto de equilibrio!

Para um sistema linear autéonomo no plano (n =2)
X = Ax,

onde A € R? é uma matriz quadrada nao-nula, pode-se demonstrar que sempre existe
T € R? invertivel em que a matriz A = TAT ~! apresenta uma das seguintes formas (forma

canodnica de Jordan — veja o livro do Chen):

A0 A0 A1l a —B
0 L[| |0 A 0 A B«

No primeiro caso, A, A, sdo autovalores reais distintos de A. No segundo caso e no terceiro,

Y Y

os autovalores reais de A sao A = A, =A. No ultimo caso, A; » = ot jB s@o os autovalores
complexos de A. Relembre que A e A = TAT ! possuem os mesmos autovalores.

Para determinarmos um esboco do retrato de fase do sistema, a ideia é:
1. Fazemos a mudanca de coordenadas z = Tx, denominada de coordenadas modais;
2. Esbocamos o retrato de fase do sistema nas coordenadas modais z = Tx;

3. Voltamos as coordenadas originais por x = T~ !z, e esbocamos o retrato de fase na

base canonica.
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Seja x(t), t > 0, a solugao do sistema (nas coordenadas canodnicas originais) para uma
dada condigao inicial xg em 79 = 0. Defina z(r) = Tx(t), t > 0 (solugdo nas coordenadas

modais). Assim,
z(t) = Tx(tr) = TAx(t) = TA{ z(1).
=A

Portanto, a solucao do sistema nas coordenadas modais é dada por

z(t) = zo, >0, com zo = Txg

e, nas coordenadas originais é x(t) = T~ 'z(¢), t > 0.

Caso 1: A # Ay, com A, A, reais e nao-nulos

_ [zl o]
A= .
0 X

Neste caso,

Temos que

Logo, 2(t) = (z1(t),22(¢)) = 20, 1 2 0, ou seja,

21(t) = z10€™,

2(t) = 220",
onde zo = (z10,220)’.

Desse modo:

1. Se Ay < A1 <0, entao [lim 721(t) = tlim 22(t) = 0. Neste caso, denominamos o ponto
e —yoo

de equilibrio x* =0 de né estavel.

2. Se Ap > A1 >0, entdo limz;(7) = lim z5(¢) = . Neste caso, denominamos x¢ =0 de
f—o0 f—o0

no instavel.

3. Se Ap <0< Ay, entao tlim zi(t) =o0 ¢ tlim 22(t) = 0. Neste caso, denominamos x° =0
e —yoo

de sela.
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Z2

Z1

Figura 3 — Retrato de fase de um né estavel nas coordenadas modais.

X2
Vi Vi
X4 X 1
(a) (b)
Figura 4 — Retrato de fase de um (a) né estével e (b) né instavel nas coordenadas
originais.

g 7 2/2/“; :

Figura 5 — Retrato de fase de uma sela (a) nas coordenadas modais e (b) nas coor-
denadas originais.




3.4. Andlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano 31

Caso 2: 412 = a=f #0 (autovalores complexos) Neste caso,

Pode-se demonstrar que

t>0.

il [ e cosft e*senfr ]
- 9

—e%senfBr e* cosPr

Logo, Z(t) = (Zl (t)’ZZ(t))I = eAtZ07 1 >0, ou seja,

z21(t) = z10e™ cos Bt + z20¢* sen Bit,

22(t) = —z10e* sen Bt + z20e™ cos Bt,

onde zo = (z10,220)".

Passando para coordenadas polares

r=y/d+a3, 0=t (n/z),

obtemos que

r(t) = /23 (1) +23(t) = roe™,  O(r) =tan" (z2(1)/21()) = 60+ Bt
onde rg = */Z%O“‘Z%o e By = tan~!(z20/z10). Desse modo:

1. Se a <0, entao z(t) = (z1(),z2(¢))’ converge assintoticamente em espiral para a
origem do plano zj-zp, com frequéncia (angular) de oscilagao B > 0. Neste caso,

denominamos o ponto de equilibrio x =0 de foco estavel.

2. Se >0, entao z(¢) = (z1(¢),z2(¢))’ se afasta (diverge) em espiral da origem do plano
71-22, com frequéncia de oscilagdo 8 > 0. Neste caso, denominamos x¢ = 0 de foco

instavel.

3. Se a =0, entao z(t) = (z1(¢),z2(¢))’ oscila periodicamente com frequéncia f§ > 0,
sendo que a amplitude é determinada pelas condicoes iniciais zjg, z20. Neste caso,
as trajetorias das solugoes z(t) sao circulos centrado na origem do plano zj-z7, e

denominamos x¢ = 0 de centro.
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Z

S =
Za AT

//ﬁﬁ 8
N
N\

Figura 6 — Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c) centro nas
coordenadas modais.

@ 2L o " @ 2
R DAY )
(}/ X4 G;/ Xy Q(// X4

Figura 7 — Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c) centro nas
coordenadas originais.

Caso 3: A} =4, = A #0 (autovalores repetidos)

Neste caso, temos duas situagoes:

_ A0 —_ A1
A= ou A= .
5 o]

Na primeira situacao,

Logo, z(r) = (z1(),22(r))' = ¢*z0, 1 > 0, ou seja,
21(1) = z10€™,

22(1) = z20€™,

onde zp = (z10,220)". Desse modo:

1. Se A <0, entao llim z1(t) = tlim 22(t) = 0. Neste caso, denominamos o ponto de
—»00 —ro0

equilibrio x* =0 de né (ou estrela) estavel.

2. Se A >0, entao tlim 21(t) = tlim z2(t) = oo. Neste caso, denominamos x¢ =0 de né
—»00 —>o0

(ou estrela) instavel.
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th
n

S

(@) (b)

Figura 8 — Retrato de fase de um (a) né (ou estrela) estavel e (b) né (ou estrela)
instavel nas coordenadas modais.

Por fim, na segunda situacao,

Logo, z(t) = (z1(1),22(1))' = "'z, 1 > 0, ou seja,

21 (t) = Zloeh —i—ZzoteM,

22 (t) = Zzoelt,

onde zg = (z10,220)". Desse modo:

1. Se A <0, entao tlim zi1(t) = tlim 22(t) = 0. Neste caso, denominamos o ponto de
—» 00 —» 00

equilibrio x =0 de né (impréprio) estavel.

2. Se A > 0, entao tlim 71(t) = tlim 72(t) = . Neste caso, denominamos x¢ = 0 de né
e —yoo

(impréprio) instavel.

> -
A~
(a)\\ - (b)

Figura 9 — Retrato de fase de um (a) né (impréprio) estavel e (b) né (impréprio)
instavel nas coordenadas modais.
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Resumo: Considere um sistema linear autonomo no plano

X =Ax.

RZXZ

Com base nos autovalores A;,A, da matriz A € , obtemos a seguinte classificagao do

ponto de equilibrio x¢ = 0:

1. A1 # Ay, com A1, Ay reais e nao-nulos: né estavel (Ay < Ay < 0), né instavel (A, >
ﬂ,l > 0), sela ()Lz <0< 11);

2. Mp=o0= jB #0: foco estavel (a <0), foco instavel (a > 0), centro (o = 0);
3. A =4, = A, com A1, 4, reais e ndo-nulos: né estével (A < 0), né instavel (A > 0).

Importante: como em todos os casos acima a matriz A nao possui autovalores nulos,
concluimos que det(A) # 0, ou seja, x* = 0 é o tinico ponto de equilibrio do sistema. Além
disso, concluimos pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes que: (a) érbitas
correspondentes a condigoes iniciais distintas nunca podem se cruzar no retrato de fase;
(b) uma 6rbita nado pode cruzar sobre si mesma, a menos que seja uma érbita fechada,
ou seja, corresponda a uma solugdo periédica no tempo; e (c¢) uma 6rbita nunca pode

“encostar” em x¢ = 0 (ponto de equilibrio).

3.5 Procedimentos

1. Comprove por simulagao que x° = (0,0) e x* = (7,0) sado realmente pontos de equilibrio
do péndulo simples. Verifique também que o péndulo simples é nao-linear. Dica: simule
o péndulo para a condi¢ao inicial x(0) = (7/2,0).

2. Considere o sistema linear autonomo no plano
X =Ax.

Para cada um dos casos abaixo, classifique o ponto de equilibrio x¢ = 0, esboce a retrato
de fase com base nos autovalores de A, e determine o retrato de fase por simulagao para

diversas condicoes iniciais. Dica: utilize o pacote pplane do Matlab.

1.
B 0 1
] —10 —1
9.
0 1
A=
[10 —1]
3.
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-2 0
A=
0o -2
S
A=
0o -2




4 Analise Qualitativa de Sistemas Nao-
Lineares no Plano (Lab 3)

Objetivos: Vamos introduzir o conceito de estabilidade estrutural e classificar o compor-
tamento qualitativo local do retrato de fase de sistemas nao-lineares autonomos no plano

com base nos autovalores da matriz do sistema linearizado.

4.1 Estabilidade Estrutural

Seja A = (a;;) € R™" uma matriz quadrada. Definimos a norma euclidiana de A por

Al = \/Zl§i§n21§j§n a%j. Temos o seguinte resultado da Teoria de Perturbagao de Ma-
trizes:

Proposicao (Continuidade dos Autovalores): Seja A € R**" uma matriz quadrada.
Entao, dado € > 0, existe 8 > 0 tal que, se AA € R™*" (matriz constante) satisfaz ||AA|| < 0,
entao a distancia entre autovalores das matrizes A +AA e A é menor que €, ou seja,
IA(A+AA)—A(A)| < e.

Considere o sistema linear auténomo no plano (sistema nominal)
X = Ax,

onde x = (x1,x2)" € R? é o vetor (coluna) de estado e os autovalores da matriz A € R**?

sao distintos e nao-nulos, e o sistema perturbado
x=(A+AA)x,

onde AA € R**? é uma matriz constante. Concluimos assim da proposicdo acima que,
para pequenas perturbacoes AA, a estabilidade e o tipo do ponto de equilibrio
x¢ =0 sao preservados. Mais precisamente, se o ponto de equilibrio x* =0 do sistema
nominal x = Ax é do tipo né estéavel (os autovalores de A sao reais e negativos), né
instavel (reais e positivos), sela (A possui um autovalor negativo e outro positivo), foco
estéavel (os autovalores de A sdo complexos conjugados com parte real negativa), foco
instavel (complexos conjugados com parte real positiva), entdo o ponto de equilibrio
x¢ =0 do sistema perturbado x = (A+ AA)x serd do tipo né estavel, né instavel,
sela, foco estavel ou foco instavel, respectivamente.

Dizemos que um sistema (nominal) da forma x = f(x) é estruturalmente estével
quando o comportamento qualitativo do seu retrato de fase é preservado sob pequenas
perturbagoes no seu campo de vetores f(x). Assim, sistemas lineares no plano da forma
X = Ax sao estruturalmente estaveis quando x =0 é um ponto de equilibrio do tipo né

(com autovalores distintos), sela ou foco.



4.2. Andlise Qualitativa de Sistemas Nao-Lineares no Plano nas Prozimidades de um Ponto de
Equilibrio 37

Importante: Nao ha estabilidade estrutural quando o ponto de equilibrio x* = 0 do
sistema nominal x = Ax é do tipo centro (i.e. a matriz A possui autovalores complexos

conjugados com parte real nula). Por exemplo, considere que

0 -1 )
AZ[I O] (M2 ==)).

Assim, para
u 0
0 u

temos que os autovalores da matriz perturbada A+AA sao A1 » = u =+ j. Portanto, se u >0,

A —

Y

entao o ponto de equilibrio x¢ = 0 do sistema perturbado sera do tipo foco instavel e, se
1 < 0, seré do tipo foco estavel. Desse modo, o comportamento qualitativo do retrato de

fase do sistema nominal nao é preservado sob pequenas perturbacoes no campo de vetores

f(x) =Ax.

4.2 Andlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares no Plano nas

Proximidades de um Ponto de Equilibrio
Considere um sistema nao-linear da forma
x=f(x),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D — R" ¢ de classe C' (i..
df/dx: D — R™" é continua). Suponha que x¢ € D é um ponto de equilibrio, ou seja,

f(x)=0. A expansao em série de Taylor de f em relagao ao ponto de equilibrio x¢ é dada

por
£ = £+ 22O e pTos
S~—~— X x=x¢
=0

Agora, seja x(t), t > 0, a solugao do sistema para uma condicao inicial x(0) € D em 1y =0,
e considere o desvio x5(t) = x(t) —x¢ da solucao x(z) em relagdo ao ponto de equilibrio
x¢. Assim, para xg(t) = x(t) —x¢ =2 0 (pequenos desvios), temos

¥5(6) = 1) = fx(r)) = 2L

(x() —x°) = Axs (7).
—_——

=x5(t)

x=x¢

£ A € Rnxn
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x=x¢

de sistema linearizado associado ao sistema x = f(x) no ponto de equilibrio x°. Relembre

Denominamos

Xs =Axg = [agix)

que a solugao do sistema linear autonomo x5 = Axg para a condigao inicial x5(0) € R" é

dada por x5(t) = e*x5(0), t > 0. Portanto, é razoavel esperarmos que
x(t) = x° +x5(1) =2 x4 Mxs(0) = x* + Y (x(0) —x¢), >0,

desde que x5(t) = x(t) —x° = 0, ou seja, x(r) = x°. Em particular, é razoavel esperarmos
que o retrato de fase do sistema nao-linear x = f(x) apresente, nas proximidades
do ponto do equilibrio x*, um comportamento qualitativo semelhante ao do retrato
de fase do sistema linear x5 = Axg = [d f(x¢)/dx]xs (apds uma translagao por x°). Isto é
de fato verdade, conforme o teorema apresentado a seguir.

Teorema de Hartman-Grobman: Considere um sistema nao-linear autonomo da

forma
x=f(x),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, e f: D — R" é de classe C!. Seja x¢ € D

um ponto de equilibrio do sistema, e considere o sistema linearizado associado

9f(x) x:xj rs

Xs =Axg = {—
Assuma que os autovalores de A possuem parte real nao-nula. Entao, o retrato de fase

ox

de X = f(x) apresenta, nas proximidades do ponto de equilibrio x°, um comportamento
qualitativo semelhante ao do retrato de fase do sistema linearizado associado. Em parti-
cular, quando n =2 (sistema no plano) e os 2 autovalores da matriz A sao distintos
e com parte real nao-nula, se x5 =0 ¢ um ponto de equilibrio do sistema linearizado
do tipo né estavel, no instavel, sela, foco estavel ou foco instavel, entao o retrato de fase
de x = f(x) apresenta, nas proximidades do ponto de equilibrio x¢, um comportamento
qualitativo semelhante a um né estavel, no instavel, sela, foco estavel ou foco instavel,
respectivamente.

Devido ao Teorema de Hartman-Grobman acima, dizemos que o sistema linearizado
permite analisar localmente o retrato de fase de x = f(x) em torno do ponto de equilibrio
x¢.

Obs: Quando n=2 e f: D — R? é uma aplicacio analitica (por exemplo, cada compo-
nente de f é a soma, diferenca, produto ou quociente de fungoes polinomiais ou trigono-
métricas), entao o resultado do Teorema de Hartman-Grobman permanece valido mesmo
quando a matriz A possui 2 autovalores repetidos fora do eixo imaginario, ou seja, se
x5 =0 ¢ um ponto de equilibrio do sistema linearizado do tipo n6 estavel ou né instével

com autovalores iguais, entao o retrato de fase de x = f(x) apresenta, nas proximidades
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do ponto de equilibrio x¢, um comportamento qualitativo semelhante a um né estavel ou
no instavel, respectivamente.

Exemplo: Considere o circuito tunnel-diode abaixo:

ir, L © i,mA
+ vL — 1
Yic Vip
R § 0.5
+
ve=—=C SZ’UR ob- T
E= - -
| 05

0 0.5 1wV
(a) ()

Figura 10 — (a) Circuito tunnel-diode, e (b) caracteristica v,—i, do diodo.

Considerando que u = E (controle), x; = v, e x = ir, temos que o modelo de estado

do circuito ¢ dado por:

X1 == (—h(x1)+x),

SNI—= Q=

Xo = (—x1 —RX2—|—M).

Para u= 1.2V, R=1.5kQ, C =2pF =2 x 1071?F, L = 5uH, e considerando que o tempo

¢ medido em nanosegundos e as correntes em mA, temos

X1 = fi(x1,%2) = 0.5( = h(x1) +x2),
Xy = f2(X1,X2) = 0.2( —x1— 1.5x + 1.2).

Suponha que
h(x1) = 17.76x; — 103.79x} +229.62x] — 226.31x7 4 83.72x3.
Fazendo f(x¢,x5) = (f1(x¢,x5), f2(x¢,x5)) = (0,0), obtemos 3 pontos de equilibrio:
Q1 = (0.063,0.758), Q> =(0.285,0.61), Q3= (0.884,0.21).

Temos que
af(x) —0.5dh(x1)/dx; 0.5

ox —02 —03 |’
com

dh(xy)/dx; = 17.76 — 207.58x; 4 668.86x7 — 905.25x7 +418.6x7.
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Assim:
[ 3598 0.5
A = 8£(x) - ] A =-357.4 =—033
¥ oo, | 02 -03
1.82 05
Ay = a];(x) - ] A =177, = —0.25
¥ g, | -02 —03
1427 05
A= W - A =—1334 = —04.
ox =05 | —02 -03

Portanto: Q1 é um no estavel, Q> é do tipo sela, e Q3 é um no estavel. O retrato de
fase abaixo comprova nossa andlise local pelo sistema linearizado. Observe a presenca
das sepatrizes (uma separatriz é uma curva que divide o retrato de fase em regides com
comportamentos qualitativos distintos). Assim, um circuito tunnel-diode real funciona
como um circuito biestével: os 2 estados sao Q1 e Q3 (na pratica, pequenos ruidos externos

forcardo a drbita a sair das separatrizes).

16| 1

1.4 -

1.2 -

1 : 1

0.8- Q < 7
0.6 : :
0.4f -
02——="] \ <4 ]
0 | ‘

] 1
-0.21 b

_‘0'4 1 | A Il i i 1 i 1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 11 — Retrato de fase do circuito tunnel-diode.

4.3 Procedimentos

1. Para o circuito tunnel-diode do exemplo anterior, utilize o pacote simbdlico do Matlab
para calcular os pontos de equilibrio e o sistema linearizado associado. Classifique os
pontos de equilibrio e esboce o retrato de fase utilizando o pacote pplane. Interprete

o retrato de fase, concluindo que um circuito tunnel-diode real opera como um circuito
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biestavel. Ressaltamos que a andlise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever
o aparecimento das separatrizes (fenémeno global).

2. C(lassifique os pontos de equilibrio do péndulo simples e esboce o retrato de fase.
Relembre que o modelo de estado do péndulo simples com u =0 (sem controle) é dado

por

fC] = X2,

X —Sen(x —X
2 I 1 2

onde x; =0, x = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, m=£=1,g=9.8 ¢ k=0.1.

3. Considere a equacao de Van der Pol

X1 = X2,

Xy = —x1 +&(1 —x})x,

onde x = (x1,x) € R? é o vetor de estado, e € =0.2 é um parametro. Classifique os pontos
de equilibrio e esboce o retrato de fase. Note a presenga de um ciclo-limite (érbita
fechada). Assim, a equagao de Van der Pol corresponde a um oscilador periédico (nao-
linear) em que a amplitude de oscilagao independe da condigao inicial. Ressaltamos que
a analise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever o aparecimento do ciclo

limite (fenomeno global).
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Neste capitulo, vamos estudar sistemas lineares invariantes no tempo (LTI — Linear

Time-Invariant) modelados por

X =Ax—+ Bu,
y =Cx+ Du,

onde x € R" é o vetor (coluna) de estado, u € R™ é o vetor de controle, y € R? é o vetor
de saida, e A € R™" (matriz quadrada de ordem n), B € R™" (matriz n x m), C € RP*"
(matriz p x n) e D € RP*™ (matriz p X m) sdo matrizes constantes. Salvo mengao
contraria, de agora em diante iremos assumir que a entrada u(t), t > 0, é continua por

partes. Como
X =Ax+Bu= f(x,u), y=Cx+Du=h(x,u),

com f: R"xR™ =+ R" e h: R" x R" — R? de classe C' (df/dx=A, df/du=B, dh/dx=C,
dh/du= D), concluimos pelas Obs 4 e 5 do Capitulo 2 que o sistema é de fato invariante
no tempo e, assim, sempre podemos (e iremos) considerar que 7y = 0.

Mostraremos na sequéncia que um sistema da forma
X=Ax+Bu, y=Cx+ Du,

é de fato linear, ou seja, o principio da superposicao é satisfeito. Definimos, para cada

t > 0, a matriz quadrada

o)

1
M= Y LAt em

k=0
onde (A1)* =tAtA---tA (k vezes). Temos que

%eA’ =AM, 0 =T (matriz identidade) , A7) = AN AR

Relembre que se
t
mn:/mﬂMGWszzq
0

onde B(t) € R™™ ¢ >0, é uma aplicagdo continua, entao

—a
dt

Dada uma condigao inicial x(0) = xp € R" (em 7y = 0), temos que

t
ﬂn:&mﬁfkwmeﬁm,tzo
0
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¢ uma solucao do sistema no intervalo J = [0,00) para a condigao inicial xq, pois x(0) =

A 0%y = Ixg = xo e, parat >0,

1
x(1) = M xg +eAt/ e " Bu(t)dr,
0

. =]
(1) = Aexg + A /O e Bu(t)dt+ e M Bu(t)

=AleMxo + /0 t A" Bu(t)dt] + Bulr)
= Ax(t) + Bu(t).

Portanto, concluimos pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes que

t
x(t) = M xg -l—/ AUPBu(t)dt, >0
0

é a solugao do sistema no intervalo J = [0,e0) para a condigao inicial x(0) = xp. Assim, a
saida y(r), t > 0, é dada por

y(t) = Cx(t) + Du(t)

1
:CeAtxo—F/ CA' Y Bu(t)dt + Du(r),
—— JO

J/

=yo(t) :y; 0

ou seja,

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

. e . h
linear em x(1o) linear em u(r)

Propriedade de Decomposicao

Logo, o principio da superposicao é satisfeito:
Se
xa(0),
ug(t),t>0

entao (kj,k; € R)

Xb<0),

— yu(t), t >0,
} Yall) up(t), 1 >0

}—>yb(t),t20,

xc(0) = k1x4(0) + kaxp(0),

uc(t) = kiug(t) +koup(t), t >0 } — Ye(t) = kiya(r) +kayp (1), = 0.

Concluimos assim que todo sistema modelado por

X = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du,
é de fato um sistema linear invariante no tempo (LTI).

Importante: Como as solugoes do modelo acima estao definidas em todo o interval

J =10,%), nao ha tempo de escape finito!
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Capitulo 5. Sistemas Lineares

5.1 Transformada de Laplace, Matriz de Resposta Impulsiva e Ma-

triz de Transferéncia

Considere o sistema LT1

X =Ax-+ Bu,
y=Cx+Du.

Relembre que, fixada a condi¢ao inicial xg € R" e escolhida uma entrada u(t), t > 0,

continua por partes, a saida y(z), t > 0, é dada por

y(t) = CeMxo+ /O t CeA" Y Bu(t)dt + Du(r)

G(t—7)

- N
— Celxo+ / [CADB 1 §(t — 7)D] u(7)dr,
SN——" JO~

yo(t) ~~

= Yesn(t) =% (1)xu(r) (convolugao!)

onde &(¢) é o impulso unitdrio centrado em ¢ = 0. Denominamos ¥(t) = Ce*’B+ 8(t)D €

RP*™ t >0, de matriz resposta ao impulso do sistema.

Ao aplicarmos a transformada de Laplace . em ambos os lados de

obtemos que

onde
X(s) = (X1 (s),
U(s) = (Ui(s),
Y(s) = (N(s),
Portanto,

sX(s) —x(0) =AX(s)+BU(s),
Y(s) =CX(s)+DU(s),

(s —A)X(s) =x(0)+BU(s),

X(s) = (sI —A)"'x(0) + (sI —A)"'BU(s),
Y(s) =C(sI —A)~'x(0) + [C(sI —A)'B+D]U(s).

o Xa(s)) = L{x()} = (L{n @)}, L {0},
- Un(s))' = 2{u(t)} = (L{m (@)}, L{un(0)}),
)

L Yp(9) =20} = (L0} L)}
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Mas, para t > 0,

x(t) = eMxo + /0 t AP Bu(1)dr,

G(t—1)
r 7~ - Y
¥(t) = CeMxg + / DB+ (1 —7)D] u(t)d.
0 .
=0 t ~~

= Yesn(1) =% (1)xu(r) (convolugao!)

Concluimos entao que (relembre que Z{6(t)} = 1):

L HsI-A) =M1 >0,
=G(s) = 2{9(1)}

Y(s) = C(sI —A)~'x(0) +r[C(sI—A)‘lB+DTU(S),
:;&S) =Yesn (S) ZG(S)U(S)

onde

G(s) = L{% (1)} € RP™ = C(sI —A)"'B+D

é denominada de matriz de transferéncia do sistema. Logo, para xo =0 (condigoes

iniciais nulas), temos

Y (s) =Yesn(s) = G(s)U(s) |,

ou seja,
Yi(s) Gui(s) Gim(s) Ui(s)
Y, (s) Gpi(s) .. Gpm(s) Un(s)
—¥(s) —G(s) = (Gy(3) = 2{9(1)}  =U(s)
Ccom
gu(t) ... gim()
G(t) = (gij(t)) = CMB+8(1)D = : : . t>0.
gpi(t) .. gpml(t)
Portanto,
Yi(s)

m = Gij(s> Zg{gl](t)}

¢ a funcao de transferéncia entre a j-ésima entrada u;(f) e a i-ésima saida y;(r) do
sistema quando as demais entradas u(¢) sdo identicamente nulas (k # j), e g;j(t) é a
resposta ao impulso correspondente.
Obs: Relembre de Algebra Linear que, dada uma matriz quadrada M € R"™" com
det(M) # 0, entdo a matriz inversa M~! € R existe e é determinada por

1 1

= WAdj(M)v
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onde Adj(M) € R é a matriz adjunta de M: Adj(M) =C', com C = (c¢ij) e ¢ij =
(—=1)"/det(M;;), onde M;; € R*~1*1~1 ¢ 3 submatriz obtida de M ao se eliminar a linha i
e a coluna j.

Em particular, quando M = (m;;) € R**? com det(M) # 0, entdo

_ 1 mpy —mjo
M= .
miimop —mjipmay1 —my1 mii

Relembre que a matriz de transferéncia é dada por

G(s) = (Gi;(s)) =C(sI—A)"'B+D = CAdj(sI —A)B+D.

det(sI —A)
Temos que cada elemento da matriz Adj(sI —A) é um polindémio em s de grau menor ou
igual a n—1, e o polinomio det(s] —A) tem grau n. Portanto, cada elemento G;j(s) de
G(s) é uma funcao de transferéncia racional da forma Gjj(s) = pij(s)/qij(s), onde p;;(s) e

gij(s) sdo polinomios em s com grau(p;;(s)) < grau(g;;(s)) < n. Note que:

1. Nao hé cancelamentos polo-zero num certo elemento G;j(s) = p;j(s)/qij(s) da matriz

de transferéncia G(s) se e somente se g;;(s) = det(s/ —A) (com grau(g;;(s)) = n);

2. Se D =0, entdo grau(p;;(s)) < grau(g;;(s)) (sem transferéncia direta) em cada ele-
mento Gij(s) = pij(s)/qij(s) de G(s).

Dizemos que p € C é um polo da matriz da transferéncia G(s) quando p é um polo
de algum elemento de G(s). Assim, cada polo de cada elemento de G(s) é um polo da
matriz de transferéncia G(s). Como os autovalores da matriz A sao as raizes de det(A —
Al) = det(AI —A) = 0, concluimos que todo polo da matriz de transferéncia G(s) é um
autovalor da matriz A. No entanto, nem todo autovalor de A é um polo de G(s) devido
a possiveis cancelamentos polo-zero nos elementos de G(s).

Além disso, como x(t) = e*'xg, t >0, é a solucio da equacio de estado x = Ax (u = 0)
para a condicdo inicial x(0) =xo, onde £~ {(sI—A) "'} = Z 1 Adj(sI—A) /det(s] —A)} =
eA, t >0, decorre que todo polo de X(s) (para u = 0) é um autovalor da matriz A. Assim,
por simplicidade, de agora em diante denominaremos os autovalores da matriz A de polos.

Portanto, concluimos que, se os polos (autovalores) da matriz A séo

p1, P2 (reais e distintos),
p3 = ps = ps = p (real de multiplicidade 3),
P67 =0 £ jB (complexo conjugado),

P89 = P9.10 =Y =£ jO (complexo conjugado de multiplicidade 2),
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entdo cada elemento da matriz exponencial e (e, consequentemente, cada elemento do
vetor x(¢) = e*'xq) é combinacio linear dos modos caracteristicos associados:

ePlt’ eP?! ,

el tel! | 12el

e® cos(Bt), e* sen(Bt),

e" cos(6t), e" sen(8t), te” cos(8t), te' sen(t),

(de modo analogo ao que foi visto na disciplina “Sinais e Sistemas Lineares™).
A nocao de zeros de uma matriz de transferéncia G(s) é mais dificil de ser colocada,
e nao serd vista no nosso curso. Para maiores detalhes, veja o livro do Chen.

Exemplo 1: Considere o sistema (n =2 estados, m = 1 entrada e p =2 saidas)

X =Ax+ Bu,

y=4x

o]y

Determine a solugao x(), t > 0, para a condigao inicial xo = [2 5] considerando entrada

com

A=

nula (u =0). Encontre também a matriz de transferancia G(s) e determine seus polos.

10 0
C=1= ., D=
01 0

Temos que x(t) = e'xp, t >0, com

Solucao: Note que

L Y1) =M 1 >0.

Os polos de A sao p; = p» = —1, e temos que

te”! (1—t)e!

- -1
(sI—A)_l— s 1 B 1 s+2 —1
—1 s+42 s24+2s+1 1 s
L N——
= (s+1)2 = det(sI—A)
o542 —1
| (s+1)2 (s+1)2
- 1 S
L (s+1)2 (s+1)?
Portanto,
l+t)et  —te!
2 (si—ay = | T ¢ ]:e/‘f, £>0.
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Logo,

t>0.

() = My — [ P Y ] |

5¢7"—3te”!
Como era esperado, note que cada elemento de e’ e de x(t) = e'xy é combinacdo linear
dos modos caracteristicos associados: e, te”!. Por fim,

—1

G(s) =Clst ~A) "B = Gn<s>]: [FEE

G2 (s) _5
(s+1)2
Os polos de G(s) sao p; = p» = —1, coincidindo com os polos da matriz A. Note que nao

tivemos cancelamentos polo-zero em Gpi(s) e em G (s).

Exemplo 2: Para o sistema (n =3 estados, m = 1 entrada e p = 2 saidas)

-2 0 0 1
) X1 1 00
X = 0 -6 225 (x+ |05 (u y= = X,
X3 0 01
0 4 0 0 N
~~ - N—— =C

=A =B

temos que

(s43)° !

Gai(s) e
(s+2)(s+3)? (s+3)?

Os polos de A sao p; = —2,p23 = —3, coincidindo com os polos de G(s). No entanto,

G(s)=C(sI—A)"'B=

observe que houve um cancelamento polo-zero em Gyi(s) e em Gy (s).

Exemplo 3: Para o sistema SISO (m=p=1) com n =2 estados e

-5 -3 2
X= [ X+ u, y=0.5(x;+x)= [ 0.5 0.5 }x,

2 0 —

—A =B =¢
temos que

1
G(s)=C(sI—A)"'B= s42] .
(s42)(s+3) (s+3)

Os polos de A sdo p; = —2,p, = —3, mas a fungao de transferéncia G(s) possui somente
um polo em p = —3 devido a um cancelamento polo-zero.

5.2 Estabilidade

Considere um sistema LTI

X =Ax+ Bu,
y = Cx+ Du.
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Definigao (Estabilidade Interna): Assuma que u =0 (entrada nula). Dizemos que
x¢ =0 é um ponto de equilibrio estavel do sistema quando, para todo € > 0, existe 6 > 0
tal que

lx(0)|] < & = ||x(¢)|| < €, parat>0.

Quando x° = 0 nao ¢é estavel, dizemos que x* =0 é um ponto de equilibrio instavel.
Dizemos que x* =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel
do sistema quando x¢ = 0 é estavel e, além disso, dada qualquer condigao inicial x(0) € R",
temos que limy e x(t) = lim; . eA’x(0) = 0.
Defini¢ao (Estabilidade Externa): Assuma que x(0) =0 (condigao inicial nula). Di-
zemos que o sistema acima ¢ BIBO (Bounded-Input Bounded-Output) estavel
quando, para qualquer entrada limitada u(t), t > 0, temos que a resposta estado nulo
V() = Yesn(t) =94 (t) *u(r), t >0, é limitada. Quando o sistema nao é BIBO estavel, di-
zemos que o mesmo ¢ BIBO instavel. Isto significa que existe ao menos uma entrada
limitada u(z), r > 0, para a qual a resposta estado nulo y(t) = yesn(t) =4 (¢) xu(t), t > 0,
nao é limitada.
Obs: Relembre que uma aplicagao v: [0,00) — RY ¢é limitada quando existe 0 < M, < o
tal que

|lv(t)|| < M,, para todo ¢t > 0.

Teorema: Considere um sistema LTI

X = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du.

Entao:

1. O ponto de equilibrio x¢ = 0 é instavel caso a matriz A possua algum polo (autovalor)

com parte real positiva (i.e. no SPD);

2. O ponto de equilibrio x* = 0 é globalmente assintoticamente estavel se e somente

se a matriz A possui todos os polos (autovalores) com parte real negativa (i.e. estao
no SPE);

3. O sistema é BIBO estavel se e somente se cada elemento G;j(s) da matriz de

transferéncia G(s) é BIBO estavel, ou seja, todos os polos de G(s) estao no SPE.

Obs 1: Relembre que todo polo de G(s) é um polo (autovalor) da matriz A. Portanto: (a)
se G(s) possui algum polo no SPD, entao o sistema é BIBO instével e xX* =0 é um ponto
de equilibrio instavel; e (b) se todos os polos da matriz A estao no SPE, entao o x¢ =0 é
globalmente assintoticamente estavel e, além disso, o sistema é BIBO estavel. No entanto,
um sistema pode ser BIBO estavel mas x° =0 nao ser globalmente assintoticamente estavel

(devido a cancelamentos polo-zero instaveis nos elementos de G(s)).
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Obs 2: Relembre que a solugdo de x = Ax para a condigao inicial x(0) € R" é dada por
x(t) = Mx(0), >0,
com
LH(GI-A)" = 27 Adj(sT —A) /det(sT —A)} = &Y, 1 > 0.

Portanto, quanto mais afastados da origem estiverem os polos da matriz A no SPE, mais
rapida sera a convergéncia assintética da solugao x(r) para x° = 0.

Exemplo: Considere (novamente) o sistema (n =2 estados, m = 1 entrada e p =2 saidas)

x:[(l) :;]x—i-[(l)]u, y=x (ie.C=1).

—_— ~—~—
=A =B

Temos que

s
-1 s+2

sl —A= = det(sI —A) =s(s+2)+1=(s+1)>=0

= p1p=—1€SPE.

Logo, x* =0 é globalmente assintoticamente estavel e, portanto, o sistema é BIBO estavel.
A BIBO estabilidade também pode ser verificada diretamente (os polos de G(s) sdo p12 =
—1 € SPE):
—1
G(s) = C(sI—A)"'B=| (s£1)?

(s+1)2
5.3 Controlabilidade e Observabilidade

Considere (novamente) um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

X = Ax—+ Bu,
y = Cx+ Du.

Definigao: Dizemos que o sistema é controlavel quando, cada condigao inicial xo € R" e
cada estado final x7 € R", existe uma entrada u: [0,T] — R™ tal que a solucao x: [0,T] — R”
do sistema para a condigao inicial x(0) = xo satisfaz x(T) = xr, para algum T > 0. Isto
significa que sempre podemos levar o sistema de todo estado inicial para qualquer estado
final desejado em tempo finito através de uma entrada adequada. Dizemos que o sistema
¢ nao-controlavel quando ele nao for controlavel.

Definigao: Dizemos que o sistema é observavel quando, para todo estado inicial x(0) €
R" desconhecido, existe T > 0 tal que o conhecimento de qualquer entrada aplicada

u(t) € R™ e da saida correspondente y(t) € R” no intervalo de tempo [0,T] é suficiente
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:

Figura 12 — Exemplo de um circuito elétrico nao-controlavel: a tensao de entrada u(r)
nunca é capaz de transferir as varidveis de estado x;(¢) e x,(f) para estados
finais distintos x1(T) # x»(T) a partir das condigdes iniciais x1(0) = x»(0)
(capacitores em paralelo).

12 Lo

—+
™~ —'.—.-——.t
is2 IQ§

|

Figura 13 — Exemplo de um circuito elétrico nao-observavel: quando u = 0, temos que
y =0 devido a simetria do circuito. Assim, mesmo conhecendo u(r) =y(t) =0,
para t > 0, nao temos como determinar de maneira inica a tensao inicial x(0)

do capacitor.

para determinar de maneira unica o estado inicial x(0). Dizemos que o sistema é nao-

observavel quando ele nao for observavel.

Para um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

X =Ax-+ Bu,
y =Cx+ Du,

definimos a matriz de controlabilidade por

€ =[B AB A’B ... A" 'Bl,xnm,
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e a matriz de observabilidade por

C
CA
0 = | CA?

cA"!

L d npxn

Teorema: Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

X=Ax+Bu, y=Cx+Du.

Entao:

1.

O sistema é controldvel se e somente se posto(%) = n (posto completo de linha).
Neste caso, dizemos simplesmente que o par (A,B) é controlavel, pois a matriz de

controlabilidade % s6 depende das matrizes A e B,

O sistema ¢ observivel se e somente se posto(&) =n (posto completo de coluna).
Neste caso, dizemos simplesmente que o par (A,C) é observavel, pois a matriz de

observabilidade & s6 depende das matrizes A e C;
O par (A,C) é observavel se e somente se o par (A’,C’) é controlavel (dualidade);

Quando o sistema é SISO (m = p = 1), temos que o sistema é controlavel e observavel
se e somente se nao hé cancelamentos polo-zero na funcao de transferéncia G(s) =
C(sI—A)"'B+D.

Obs 1: Note que, quando m = 1 (uma tnica entrada), o sistema é controldvel se e

somente se det(%¢) #0. E, quando p =1 (uma tnica saida), o sistema ¢é observavel se
e somente se det(0) #0.

Obs 2: Temos os seguintes comandos no Matlab:

1.

. MC

. MO

sys = ss(A,B,C,D) = define o modelo de estado X = Ax+ Bu, y = Cx+ Du;

. G = tf(sys) = calcula a matriz de transferéncia G = C(sl —A) !B+ D;

. minreal (G) = realiza os possiveis cancelamentos polo-zero na matriz de transfe-

réncia G;

. zpk(G) = coloca cada elemento de G na forma fatorada;

ctrb(A,B) = calcula a matriz de controlabilidade %;

obsv(A,C) = calcula a matriz de observabilidade O,
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7. svd(M) = calcula os valores singulares de uma matriz M. O ndmero de valores
singulares nao-nulos é igual a posto(M). Utilizar o comando svd para calcular o
posto de uma matriz M é numericamente mais robusto do que determinar o posto

de M diretamente pelo comando rank(M).

Exemplo 1 (Sistema Plataforma — usado no estudo de sistemas de suspensao

de automéveis):

lz;’i

x.l" ' ; R Jl.rg

Damping Spring Damping Spring
coetticient ﬁﬂﬂﬂaﬂt coefficiem constant
2 ]

&

Figura 14 — Sistema plataforma.

A equacao de estado deste sistema é dada por

) —0.5 0 0.5
X = X+ u.
0 —1 1

| — ~———
=A =B

Como

0.5 -0.25

¥ =|B AB =
[ l2x2 [ | O

] = posto(¥) =2 (det(¥) = —0.25),

concluimos que o sistema é controlavel.

Exemplo 2: Considere um sistema SISO (m = p =1) com n =4 estados e

01 00 0

) 00 —1 0 1

X = X + u, y—xlz[l 00 O]x.
00 01 0 J L
00 50 -2 =C
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Temos que
0 1 0 2
1 0 2 0
% =[B AB A’B A’Blsx4 = = posto(¥) = 4,
[ laxa 0 —2 0 —10 L(’)_/
50 —10 0 (det(€)=36)
C 10 0 0
CA 01 0 0
0= = = posto(O) =4.
CA2 00 —1 posto(0) =4
0=
CA3 00 0 —1 (der(€)=1)

4x4

Assim, o sistema é controlavel e observavel.

Exemplo 3: Considere (novamente) o sistema SISO (m = p=1) com n =2 estados e

. -5 -3
x—[ . x+ u, y—0.5(x1+xz)—[0.5 O.S}X.

—_——
=C

Temos que

¢ = [B ABlax2 = [ (2) _12 ] = posto(%) =2 (det(¥¢) = 10),

C
CA

—-1.5 —15

[ 0.5 0-5]jposto(ﬁ)zl(det(ﬁ)zo)-

2x2
Portanto, o sistema é controlavel, mas nao é observavel. Ressaltamos que este sistema
SISO nao poderia ser controlavel e observavel, pois hd um cancelamento polo-zero em sua

funcao de transferéncia:

N
G(s) = C(sI —A) 1B—M(s+3) =573

5.4 Estabilizacdo por Realimentacao de Estado

Motivagao 1: Considere um motor CC modelado de maneira simplificada por

_Y(s) 1
GO =06 6T 1)

onde y= 0 ¢ a posicao angular do eixo do motor e u é a tensao de entrada. Em termos

de variaveis de estado, temos que
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ondex; =y=0ex;=y=20 (velocidade angular). Seja r uma referéncia do tipo degrau a
ser rastreada pela saida y. Relembre da disciplina Sistemas de Controle que o controlador

PD (na malha-inversa, e nao na malha-diretal)
U(s) =R(s) — k1Y (s) —kasY (s),

ou seja,
u(t) = r(t) —kiy(r) —kay(t) = r(t) — kixi (t) — koo (1),
posiciona arbitrariamente no SPE os polos de malha-fechada de Gyr(s) =Y (s)/R(s)

por uma escolha adequada dos ganhos ki,k> € R.

Motivagao 2: Considere um sistema linear no plano modelado por
X = Ax+ Bu,

onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado e u € R é o controle. Suponha que os polos da
matrix A sao complexos conjugados no SPE, mas com parte real relativamente proxima do
eixo imagindrio, ou seja, a origem x° =0 é do tipo foco estdvel em malha-aberta (1= 0),
mas com uma convergéncia assintética relativamente lenta de x(¢) em dire¢ao a x¢ =0. O
problema de controle é acelerar a convergéncia assintética de x(f) em diregao a x* =0 em
malha-fechada e assegurar que x(#) nao apresente oscilagdes ao longo do tempo.

Ao escolhermos uma realimentacao da forma
u= —k1X1 —k2X2 = —K)C,

onde ky,ky € R sao os ganhos a serem determinados com K = [k k], temos que o sistema

em malha-fechada é dado por
X =Ax—BKx = (A—BK)x.

Assim, se o vetor de ganho K = [k; k3] puder se escolhido de modo que os polos de A —BK
sejam posicionados arbitrariamente no SPE, entao sera possivel solucionarmos o problema
de controle em questao, pois poderemos assegurar que x° =0 seja do tipo né estével (sem
oscilagoes) em malha-fechada e com parte real dos polos relativamente afastada do eixo
imagindrio (convergéncia assintética mais rapida).

De agora em diante, vamos considerar sistemas LTI modelados por (n estados, m

entradas e p saidas)

X =Ax+ Bu,
y=~Cx,

ou seja, D =0 (sem transmissao direta entre o vetor de entrada e o vetor de saida).

Considere a realimentagao (linear) de estado

u=r—Kx (ouseja, u(t)=r(t)—Kx(t) € R", parat>0),
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onde r = (ry,...,ry) € R™ é a nova entrada (que nao é necessariamente um vetor de
referéncia, pois relembre que temos n estados, p saidas e m novas entradas em r) e K =
(kij) € R™" é uma matriz constante. Note que a i-ésima componente do controle u(t) =
(ui(t),...,um(t)) € R™ é dada por

n
u,-(t) = 7‘,'(1‘) — Z k,-jxj = I’l'(l‘) —kilxl(t) — e —k,-nxn(t), t> 0,
j=1
parai=1,...,m. Denominamos K de matriz de ganho ou, simplesmente, de ganho de

realimentacao. Substituindo tal realimentacao no modelo de estado acima, obtemos o

sistema em malha-fechada

X =Ax+B(r—Kx) = (A—BK)x+ Br,
y=Cx.

Logo, a matriz de transferéncia em malha-fechada é dada por
Gur(s) =C(sI—(A—BK))'B, com Y(s) = Gur(s)R(s).

Desse modo, todo polo de Gy (s) é um polo (autovalor) da matriz A —BK, ou seja, uma
realimentacao de estado u = r — Kx desloca os polos da matriz de transferéncia em malha-
aberta G(s) = C(sI —A)~'B para os polos de Gyr(s). No entanto, pode-se demonstrar
que uma realimentacao de estado da forma u = r— Kx nao afeta os zeros de G(s), ou
seja, G(s) e Gyr(s) possuirao os mesmos zeros caso nao ocorra nenhum cancelamento

polo-zero em Gyr(s).

Figura 15 — Sistema em malha-fechada com a realimentagao (linear) de estado u = r— Kx.

Definigao (Problema de Estabilizagao por Realimentacao de Estado com Im-
posicao de Pdlos): Encontrar uma matriz constante K € R™*" tal que os todos pélos
da matriz (A — BK) do sistema em malha-fechada sejam posicionados arbitrariamente no
plano complexo, onde u = r — Kx ¢é a realimentacao de estado. Em particular, se todos os

pdlos de (A — BK) forem posicionados no SPE, entao asseguramos que x° =0 é um ponto
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de equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada e que a
matriz de transferéncia Gyr(s) é¢ BIBO estavel.

O proximo resultado garante que a controlabilidade é preservada por uma realimen-
tacao de estado da forma u =r— Kx:

Teorema 1: O par (A,B) é controldvel se e somente se o par (A — KB, B) é controlavel,
onde K € R™*" é qualquer matriz constante.

E resultado abaixo assegura que o Problema de Estabilizacao por Realimentagao
de Estado com Imposicao de Pélos sempre tem solucao para sistemas controlaveis:
Teorema 2: Os poélos da matriz A — BK podem ser posicionados arbitrariamente no plano
complexo pela escolha adequada de uma matriz constante K € R”™*" se e somente se o
par (A,B) é controlavel.

Obs: Veremos como determinar uma matriz K adequada na Secao 5.7.

Exemplo: Considere o sistema SISO (m=p=1) com n =2 estados e

_ I 2 0
x= x+ u, y=/[1 2]x.
31 1 ——
—C
—A =B

Temos que

% = [B ABax2 = [ (1) ? ] = posto(¥) =2 (det(¥) =2),

CA 7

¢ ] :[1 2]:>posto(ﬁ):2(det(ﬁ):—10).
2x2 4

Logo, o sistema ¢ controlavel e observavel. Temos que

2s
(s —3.449)(s+1.449)

Agora, considere a realimentacao de estado

G(s)=C(sI—A)"'B=

u=r—I[3 1ljx=r—3x; —x.
—K

Assim, o sistema em malha-fechada é dado por

R 0
X—[OO]x-I—[l]r, y [iﬁ]/x.
——

=C
=A—-BK =B

Temos que

0

Cur = [B (A—BK)B]ZXZ = [ i

(2) ] = posto(eur) =2 (det(Eyr) =2),

C
C(A — BK)

Omr =

1 2
= = posto(Oyr) =1 (det(Oyr) =0).
2x2 12
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Logo, o sistema em malha-fechada é controlavel (como tinha que ser pelo Teorema 1
acima), mas nao ¢ observavel. Como o sistema é SISO, sabemos que terd que ocorrer um
cancelamento polo-zero na fungao de transferéncia em malha-fechada (veja o Teorema da
Secao 5.3). De fato, a fungao de transferéncia em malha-fechada é dada por

28 2

ClsT— (A — —lp_ = .
Gur () = Clsl = (A=BK)) "B = -5 = 51

Concluimos assim que uma realimentacao de estado da forma u = r— Kx pode fa-

zer com que um sistema observavel se torne nao-observavel em malha-fechada.

5.5 Estimador de Estado

Definimos na secao anterior o conceito de realimentacao de estado:
u=r—Knx.
Relembre que isto significa que
u(t)=r(t)—Kx(t), t>0.

Sempre que escolhemos uma dada realimentacao de estado, fica implicito que
estamos assumindo que todas as varidveis de estado x(¢),...,x,(t) do vetor de
estado x(r) = (xi(),...,xn(t)) € R" podem ser realimentadas, ou seja, todas elas
podem ser medidas por sensores. No entanto, isto nem sempre serd possivel, pois: (a)
podemos nao ter acesso direto a certas varidveis de estado (a corrente num certo indutor,
por exemplo); (b) os sensores necessarios podem nao estar disponiveis para uso ou serem
em numero insuficiente (precisamos de dois tacogeradores, mas s6 temos um disponivel,
por exemplo); e/ou (c) os sensores que precisamos sao muito caros.

Uma alternativa para tal problema é a seguinte: projetarmos um dispositivo que
estime as variaveis de estado que nao podem ser medidas diretamente. Tal sistema é
denominado de estimador de estado ou observador de estado. Denotaremos por x
uma certa estimacao do vetor de estado x.

Considere um sistema LTT (n estados, m entradas e p saidas)

X =Ax—+ Bu,
y=Cx.

Assuma que as matrizes A,B,C sao conhecidas e que tanto a entrada u(t) quanto a saida
y(t) podem ser medidas, para t > 0. No entanto, consideramos que o vetor de estado x(z)
nao pode ser medido. O problema é entdo obtermos uma estimagao adequada x(¢) do

vetor estado x(t), para t > 0.
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Uma ideia bem simples é definirmos um estimador de estado de malha-aberta

como uma réplica da equagao de estado sistema original:

X = AX+ Bu.

te x

f ¢

Figura 16 — Estimador de estado de malha-aberta, o qual pode ser implementado através
de amp-ops, por exemplo.

Assim, se x(0) = x(0), entao, para qualquer entrada aplicada u(z), t > 0, teremos que
x(t) = x(t), para t > 0. Desse modo, o problema passa a ser determinarmos a condi¢ao
inicial x(0). Suponha que o sistema original é observéavel. Logo, podemos determinar x(0)
a partir de u(r) e y(t), para t pertencente a um certo intervalo, digamos t € [0,;]. Assim,
é possivel calcularmos x(1;) a partir da expressao analitica explicita da solugao x(¢) (veja
a Segao 2.1), onde t, > t1, e entdo escolhemos x(#;) = x(t;). Com isso, x(t) = x(t), para
t > 1, ou seja, teremos uma estimagao exata do vetor de estado x(z). Concluimos entao
que se o sistema original for observavel, entao o estimador de estado de malha-aberta
acima soluciona o problema de estimacao. No entanto, tal estimador de malha-aberta
apresenta algumas limitagoes. Primeiramente, toda vez que formos utilizar o estimador,
sua condicao inicial terd que ser determinada a partir da propriedade de observabilidade
do sistema original. Além disso, ao consideramos o erro de estimagao e(t) = x(t) — x(t),

temos que o mesmo € solucao da seguinte equacao de estado
¢ =x—X=Ax+Bu— (Ax+Bu) = A(x —X) = Ae.

Note que e =0 é um ponto de equilibrio. Assim, se e(t;) = x(2) —x(t2) =0 (i.e. x(r) =
x(f)), entdo e(r) = 0, ou seja, x(t) = x(t), para t > t,. Mas, na prética, sempre teremos
que X(f2) # x(t) devido a pequenas perturbagoes/ruidos externos. O problema entao se

agrava quando a matriz A possui algum polo com parte real positiva, de modo que e =0
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¢ um ponto de equilibrio instével (relembre que e(t) = exp (Ar)e(t2), t > ;). Em tal caso,
mesmo que tenhamos Xx(f;) = x(t;), poderemos ter uma magnitude relativamente grande
para o erro de estimagao e(t) no decorrer do tempo.

Estas restrigoes podem ser facilmente contornadas se injetarmos a saida y(z) do sistema
no estimador de estado de malha-aberta através do acréscimo de um termo de correcao

da forma L(y — Cx), onde L € R**P é uma matriz constante:
X = AX+Bu+ L(y — CX).

Ressaltamos que, como y = Cx, podemos considerar que y = Cx é uma estimacao da saida
y. Assim, o termo de correcao adicionado L(y — Cx) corresponde a multiplicarmos o erro de
estimagao da saida y —y =y — Cx pela matriz (de ganho) L. Com tal modificagao, temos
que a dinamica do erro de estimacao do estado e(r) = x(¢t) —x(¢) é dada pela seguinte

equacao de estado:

¢ =x—X=Ax+Bu— [AX+Bu+L(y — Cx)]
= Ax+Bu — [AX+ Bu+L(Cx—Cx)|
=A(x—Xx)—LC(x—X)
=(A—LC)e.

Desse modo, mostramos que estimador de estado definido por
X =AX+ Bu+ L(y — CX),

assegura que
é¢=(A—LC)e,

onde e(t) = x(t) —x(t) é o erro de estimagdo. Suponha que a matriz L foi escolhida de
modo que todos os polos da matriz A — LC estao no SPE. Assim, e =0 é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estavel. Em particular, dada qualquer condicao
inicial e(0) = x(0) —x(0) € R”" para o erro de estimagao, teremos que

lim e(r) = lim [x(r) — %(r)] =0,

ou seja, o erro de estimagao e(t) converge assintoticamente para zero quando f — oo.
Portanto, mesmo que em um certa situacao pratica seja possivel determinarmos uma
estimacao adequada da condi¢ao inicial x(0) do sistema, sempre teremos que x(0) # x(0)
devido a pequenas perturbagdes/ruidos externos. No entanto, isto ndo serd problema, pois
o estimador de estado acima garante que x(¢) = x(¢) para ¢ > 0 suficientemente grande.
Além disso, em situagbes reais em que nao temos a minima ideia de qual seria uma
estimacao adequada da condigao inicial x(0) do sistema, sempre poderemos escolher x(0) =

0, pois teremos x(¢) = x(¢) para t > 0 suficientemente grande.



5.6. Realimentagao de Estado Baseada nos Estados Estimados 61

Considere uma planta (sistema LTT) modelada por

X =Ax+ Bu,

- (5.1)

Assuma que as matrizes A € R™"", B € R"*P,C € RP*" sao conhecidas e que tanto a entrada

u(t) € R™ quanto a saida y(t) € R? podem ser medidas, parat > 0. Denominamos o sistema
X=AX+Bu+L(y—CX) = (A— LC)Xx+ Bu+Ly

de estimador de estado assintético (ou observador de estado assintético ou, sim-
plesmente, observador) da planta acima quando, para qualquer erro de estimacao
inicial e(0) = x(0) —x(0) € R", temos que lim;_ee(t) =0. A matriz L € R"*? é denomi-
nada de matriz de ganho do observador. De acordo com a exposi¢ao anterior, este
sistema correspondera a um observador caso todos os polos da matriz A — LC estejam no
SPE, pois é = (A—LC)e. O préximo resultado estabelece que isto serd atingido sempre
que a planta for observavel.

b 15T — AN A < -

1
! 1

I’ 1

1 - 1

1 1

| . 1

| +\f X 1 I \i
o — —
1 o, ™ 5 1

+

1 !

! P 1

b A(‘— b

i E

— — o — — — e — e — — — — — —

Figura 17 — Planta (acima) com seu observador (abaixo).

Teorema: Todos os polos da matriz A — LC podem ser posicionados arbitrariamente no
plano complexo pela escolha adequada de uma matriz constante L € RP*" se e somente
o par (A,C) é observavel.

Obs: Veremos como determinar uma matriz L adequada na Secao 5.7.

5.6 Realimentacao de Estado Baseada nos Estados Estimados

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas e p saidas)

X =Ax+ Bu,
y=Cx.
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Relembre da Secao 5.5. que, fixada uma realimentacao de estado u = r — Kx, temos que o

sistema em malha-fechada ¢ dado por

X =Ax+B(r—Kx)=(A—BK)+Br,
y=Cx,

e que todos os polos da matriz A — BK podem ser arbitrariamente posicionados no SPE
quando o par (A,B) for controlavel. Relembre também da Segao 5.6. que, caso o vetor
de estado x(¢) € R" da planta ndo puder ser realimentado (medido), podemos utilizar o
observador (assintético)

X=(A—LC)Xx+Bu+Ly

para obtermos uma estimagcao x(¢) de x(t), sendo que todos os polos de A —LC (¢ = (A —
LC)e, com e = x —X) podem ser arbitrariamente posicionados no SPE quando o par (4,C)
for observavel. Surge entao a seguinte pergunta: Na situagao em que o vetor de estado
x(t) da planta ndo pode ser realimentado (medido), o que acontece se realimentarmos o

estado estimado Xx(¢) no lugar de x(¢), ou seja, se aplicarmos na planta
u=r—Kx 7

Isto ¢ ilustrado na Figura abaixo. Tal estrutura de controle é denominada de configura-
¢ao controlador-observador. Note que o vetor de estado deste sistema é X = (x,x) € R2",

Vamos responder na sequéncia a pergunta que acabamos de levantar.

r + u v
»{ Plant —
X
k - Estimator te
¥

Figura 18 — Configuracao controlador-observador.

Temos a planta

X =Ax—+ Bu,
y=Cx,
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e o observador

X=(A—LC)x+ Bu+Ly.

Substituindo y = Cx no observador, substituindo
u=r—Kx

em ambos, e definindo o vetor de estado X = (x,x) € R?", obtemos assim o modelo de

estado da configuragao controlador-observador:

Y X A —BK X B
X = P = ~ + r
X IC A—BK-LC X B
i = B
X
y=I[C 0] A].
~—~— | X
-C \C_/

=X

Vamos agora representar o sistema controlador-observador em novas coordenadas z =
Tx, onde T € R¥"™?" ¢ invertivel. Isto permitird responder nossa pergunta de maneira

facil e direta. Considere a mudanga (linear) de coordenadas

Note que T~! = T. Nas novas coordenadas z = Tx, o modelo de estado do sistema

controlador-observador é dado por:

[:]:z:Tj?:T(ZﬂEr):TK X +TBr=TAT 'z+TBr

:T*IZ
A —BK BK X B
= —"— }",
0 A-LC e 0
~ =
=TAT! =z =TB
y=Cx=CT 'z
—[C 0] x].
~—~— | e
-C ~——

=z

Relembre de Algebra Linear que como a matriz TAT ' é bloco triangular, temos que
o conjunto dos autovalores de TAT ! ¢ igual & unido (com repeti¢ao) do conjunto dos

autovalores de A — BK com o conjunto dos autovalores de A — LC. Relembre também que
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os autovalores das matrizes A e TAT ™! coincidem, pois

det(AI —TAT™") = det(ATT ! —TAT ") = det(T (A1 —A)T ™)
=1
_ - -1\ _ . -1
= det(T(AI —A)T™") = det((AI A)TIT)
= det(AI—A).

Mostramos assim que os autovalores da matriz A do sistema controlador-compensador sao

a unido (com repetigao) dos autovalores das matrizes A —BK e A —LC.

Suponha que a planta é controldvel e observavel. Concluimos entao que (agora

chegamos na resposta da pergunta levantada):

(a)

Os autovalores da matriz A do sistema controlador-compensador podem ser arbi-
trariamente posicionados SPE por uma escolha independente das matrizes de
ganho K e L: K corresponde ao controlador u = r — Kx (realimentacao baseada
no estado estimado para os autovalores de A —BK) e L corresponde ao obser-
vador X = (A — LC)X+ Bu+ Ly (para os autovalores de A — LC). Isto assegurard
que x =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel e, assim,
limy 00 X(2) = limy 0 (x(2),X(¢)) = (0,0) para qualquer x(0) = (x(0),x(0)) (com r=0).

Em particular, lim; e x(#) =0 (com r =0).

O projeto das matrizes de ganho K e L para o posicionamento dos polos da matriz A
no SPE é realizado como se o vetor de estado x(¢) da planta pudesse ser efetivamente
medido e  utilizdssemos o  controlador u = r — Kx na planta
(o sistema em malha-fechada seria X = (A — BK)x+ Br, y = Cx), e como se o obser-
vador X = (A — LC)x+ Bu+ Ly para a planta fosse independente de tal realimentacio

de estado! Tal propriedade é denominada de principio da separacao.
Para o sistema controlador-observador, relembre que

0% e el

Assim, percebemos que a dinamica do erro de estimacao e = x —Xx ¢é dada por é =

A—BK BK
0 A-LC

(A—LC)e, ou seja, a mesma independe do vetor de estado x(z) e do ganho K.
Suponha que os polos de A — LC sao rapidos, ou seja, estao relativamente longe da
origem (no SPE!). Assim, para t > 0 suficientemente grande, tudo se passa como
se e(t) =0, ou seja, x(¢) = x(¢) (estimacao exata). Consequentemente, para t > 0

grande, percebemos que tudo se passa como se
x=(A—BK)x+Br, y=Cx,
o que coincide com a planta em malha-fechada com a realimentagao de estado u =

r— Kx! Uma regra pratica é que os pdélos dominantes de A — LC sejam de

2 a 5 vezes mais rapidos que os polos dominantes de A —BK (SPE!)
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(d) Pode-se demonstrar que a matriz de transferéncia do sistema controlador-observador
¢é dada por
G(s)=C(sI—(A—BK)) " 'B, com Y(s) = G(s)R(s),

o0 que coincide a matriz de transferéncia da planta em malha-fechada com a re-
alimentacao de estado u = r — Kx (veja a Secao 2.4.)! Justificativa: a matriz de
transferéncia pressupoe que a condicao inicial do sistema controlador-observador é
nula, ou seja, x(0) = x(0) = 0. Logo, ¢(0) =0 e, assim, e(¢) =0, t > 0. Desse modo,

a relagao entre R(s) e Y(s) é determinada por (veja o Item (c) acima)

x=(A—BK)x+Br,
y=Cx.

Exemplo: Considere a planta SISO (m=p =1) com n =2 estados ¢

. 01 0
xX= x+ u, y=[1 0Jx=ux.
20.6 0O 1 —~—
—— =

=A =B

Os autovalores de A sao: £v/20. Logo, a origem x = 0 é instavel (u = 0). Devemos entao

projetar um controlador que estabilize o sistema em malha-fechada. Temos que

0

% = [B ABlyxs = [1

(1) ] = posto(¥) =2 (det(¢) = —1),

C
CA

0 1

= [ bo ] = posto(0) =2 (det(0) =1).
2x2
Logo, o sistema ¢é controlavel e observavel, e assim, podemos posicionar arbitrariamente
os polos de A—BK e A— LC no SPE para uma escolha adequada de K e L.

Note que y = x1. Suponha que a variavel de estado x» nao pode ser medida. Pelo
principio da separagdo, podemos projetar as matrizes de ganho K (da realimentagao do
estado estimado) e L (do observador) de maneira independente e como se pudéssemos

aplicar a realimentagao de estado u = —Kx na planta. Considere que:

e Os polos desejados referentes a realimentacao, i.e. para a matriz A — BK do sistema

em malha-fechada com a realimentacao de estado u = —Kx, sao: —1.8+ j2.4;

e Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz A —LC de X = (A—
LC)x+ Bu+ Ly, sao: —8, —8.

Uma escolha adequada é (mostraremos na Segao 5.7 os célculos realizados na determinagao
deKel):

16
K=[296 36, L= .
84.6
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Verificagao:
0 1 ,
A—BK = 6] = det(Al —(A—BK)) =0= Ajo = —1.84 j2.4,
—16 1
A—-LC= o4 ] =det(y/—(A—-LC))=0=7,=-8.

Como o estado xp nao pode ser realimentado (medido), devemos utilizar a configuragao

controlador-observador com:
e Controlador: u = —Kx = —29.6x] — 3.6x; (realimentagao do estado estimado);
e Observador: X = (A — LC)x+ Bu + Ly.

Logo, os polos da configuracao controlador-observador sao: —1.8 + j2.4,—8,—8 € SPE.
Assim, X = (x,x) = (0,0) é globalmente assintoticamente estavel.

Simulacoes: veja o arquivo ExemploControladorObservador.mdl no Moodle

5.7 Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para Imposicao

de Polos

1. Caso SISO (m=p=1)
e Determinacgio de K = [k; ... k,] € RI*"

1. Verifique que par (A,B) é controlavel (A € R™" e B € R™1);

2. Seja det(s] —A) = s"+a,_15"" '+ +ajs+ao (polinémio caracteristico de A);

3. Seja v, =B e calcule v;_| =Av;+a;_1BER" i=n,...,2 (vetores coluna);

4. Defina a matriz T = [v; ... v,] € R™",

5. Sejam pq,...,p, os polos desejados para A —BK. Assim, o polinomio caracteristico
de A—BK ¢ dado por det(sI —(A—BK)) = (s—p1)---(s—pn) =" +dp_15" '+ +
dis+do;

6. Defina o vetor K = [dy—aqg ... dy_1 —an_1];

7. Escolha K =KT~! € R, Isto garante que os polos de A —BK sao pi,...,pn.

Demonstragao: Suponha que o par (A,B) é controldvel e que o polindomio caracteristico

da matriz A é dado por

det(sl —A) =5"+a,_15" ' +--- +ais+ao.
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Considere a mudanca de coordenadas z=T"'x, onde T é a matriz invertivel determinada
)
pelo algoritmo acima. Pode-se mostrar que, nas novas coordenadas z, o sistema é descrito

por (forma canénica de controlabilidade):

[ 0 0 0o [0 ]
0 0 1 0 0
= : : R : Z+ : u.
0 0 0 0 1 0
—ap —ad;p —ap —dp—1 1
\- - — \- -/
=A=T-1AT =B=T"1'B

Logo, para
= _
u=—Kx=—KT 'x=-Kz=—[dy—ag ... dn, —an_1]z,
=z
temos que, nas coordenadas z, o sistema em malha-fechada é descrito por

0 1 0
0 0 1 0
= Z
0 0 0 0 1
I —dy —dy —dy ... —d,_ |
—A-BK ’

Como T~ (A —BK)T = A — BK, concluimos que:

det(sI — (A—BK)) = det(s] —(A—BK)) =s"+d,_15" ' +--- +dis+dy
= (S—pl)-..(s—pn).

Obs 1: Pode-se mostrar que det(T) = det(%). Relembre que T~! = Adj(T)/det(T). Logo,
se o par (A,B) estd no limiar da controlabilidade, ou seja, det(%’) = 0, entao os elementos
da matriz de ganho K = KT ! poderao assumir valores relativamente elevados, compro-
metendo assim a aplicagao do sinal de controle u(t) = —Kx(t) (ou u(t) = —Kx(t)) na planta
devido as limitacoes praticas do atuador.

Obs 2: Quando o par (A,B) nao é controldvel, pode-se mostrar que a matriz A possui
um conjunto de polos que ficam “trancados”, no sentido de que a matriz A — BK possuira
esses mesmos polos para qualquer escolha de K. Quando os polos da matriz A que ficam
“trancados” estao no SPE, dizemos que o par (A,B) é estabilizavel, e entdao podemos
encontrar K de forma que todos os polos de A — BK estejam no SPE (mas nao podem ser
escolhidos arbitrariamente!). Tais resultados serao vistos na Secao [5.11]

e Determinacgdo de L= [{; ... {,) € R*! (por dualidade)

1. Verifique que par (A,C) é observavel (A € R™" ¢ C € R™*");
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2. Sejam pq,...p, os polos desejados para A — LC;
3. Seja A=A’ ¢ B=C'. Assim, o par (A,B) ¢ controlavel;

4. Siga o procedimento acima de modo a determinar K € R 3] que os polos de
A — BK sejam py, ..., pn (relembre que det(sl —A) = det(sl —A"));

5. Escolha L =K' € R™!. Isto garante que os polos de A — LC sao pi,...,pn, pOIS
(A—BK) = (A) — (K)'(B) =A—LC.

Obs 1: Pode-se mostrar que det(L) = det(¢). Relembre que L~ = Adj(L)/det(L). Logo,
se o par (A,C) estd no limiar da controlabilidade, ou seja, det(&') = 0, entao os elementos
da matriz L poderao assumir valores relativamente elevados, comprometendo assim a
implementacgao do observador devido a presenca de ruidos externos em situacoes praticas.
Obs 2: Quando o par (A,C) nao é observavel, pode-se mostrar que a matriz A possui
um conjunto de polos que ficam “trancados”, no sentido de que a matriz A — LC possuird
esses mesmos polos para qualquer escolha de L. Quando os polos da matriz A que ficam
“trancados” estdo no SPE, dizemos que o par (A,C) é detectdvel, e entdao podemos
encontrar L de forma que todos os polos de A — LC estejam no SPE (mas nao podem ser
escolhidos arbitrariamente!). Tais resultados serao vistos na Secao

2. Caso MIMO

e Determinacgao de K € R

1. Verifique que par (A,B) é controlavel (A € R™" e B € R"™);
2. Sejam pq,...,pn 0s polos desejados para A — BK;;

3. Escolha quaisquer M € R™" ¢ N € R™! (vetor coluna) de modo que o par (A —
BM,BN) seja controlavel;

4. Sejam A =A —BM € R™" ¢ B; = BN € R™!. Assim, o par (A1,B;) é controlavel;

5. Siga o procedimento anterior do caso SISO de modo a determinar K; € R'” tal que

os polos de A; — B1K| sejam pq,...,Px;

6. Escolha K =M+ NK;| € R™*". Isto garante que os polos de A — BK sao pi,...,pn.

Obs: No Passo 3 acima, o probabilidade de escolhermos M,N de modo que o par
(A — BM,BN) seja nao-controlavel é igual a zero, ou seja, a probabilidade do par
(A—BM,BN) ser controlavel para um “chute aleatério” de M,N ¢ igual a um. Existem
métodos para se determinar a matriz de ganho K no caso MIMO que nao envolvem “chutes
aleatorios”. Para maiores detalhes, veja o livro do Chen. No entanto, isto nao serd visto

no nosso curso. O comando place do Matlab utiliza um algoritmo de otimizacao para
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determinar K, com a restricao de que a multiplicidade de cada polo nao seja superior ao
nimero m de entradas.

e Determinacgao de L € R"™ (por dualidade)

1. Verifique que par (A,C) é observavel (A € R"" e C € R™*");

[\

. Sejam py,...p, os polos desejados para A — LC;

. Seja A=A’ e B=C' € R™™_ Assim, o par (A,B) é controldvel:

w

4. Siga o procedimento anterior de modo a determinar K € R™*" tal que os polos de

A—BK sejam pi,...,Pn;
5. Escolha L =K' € R™™_ Isto garante que os polos de A —LC sao pi,...,Pa.

Obs: Quando (A,B) é controlavel e (A,C) é observavel, sabemos que podemos posicionar
arbitrariamente os polos de A — BK (realimentagao) e de A — LC (observador) no SPE para
uma escolha adequada das matrizes de ganho K e L, respectivamente. No entanto, uma
dificuldade técnica é como escolher tais polos (de maneira geral temos vérios polos a serem
posicionados). Por exemplo, os polos de A — BK, referentes a realimentagao u = —Kx,
influenciam no regime transitério de x(¢) (oscilagdo e taxa de convergéncia) e também
no esforgo de controle (magnitude e energia de u(t) = —Kx(¢)). O método denominado
Controle Otimo posiciona os polos de A — BK e determina a matriz de ganho K de
modo a minimizar uma certa funcao custo, a qual corresponde a uma ponderacao entre
a energia do vetor de estado x(f) e a energia da realimentacdo u(t) = —Kx(t). Por outro
lado, os polos de A — LC, referentes ao observador, determinam o regime transitério do
erro de estimagao e(r) = x(t) — x(¢), mas também influenciam na atenuagao/amplificagdo
de ruidos externos. O Filtro de Kalman posiciona os polos de A — LC e determina a
matriz de ganho L do observador de modo a minimizar o efeito de tais ruidos no sistema.
Tanto Controle Otimo quanto o Filtro de Kalman serao vistos posteriormente no
nosso curso (Lab 10 e Lab 11, respectivamente).

Exemplo 1: Considere novamente a planta SISO do exemplo da Secao 5.6:

. 01 0
X = x+ u, y=I[1 0lx=ux.
206 O 1 —~—
—A =B -

Relembre que:

e Os polos desejados referentes ao controlador, i.e. para a matriz A — BK do sistema

em malha-fechada com a realimentacao de estado u = —Kx, sao: —1.8+ j2.4;

e Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz A — LC da dinamica
é=(A—LC)e do erro, sao: —8, —8.
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Vamos agora determinar K e L através dos procedimentos apresentados acima.

Comecaremos calculando K:

1.

Ja verificamos na Secao 2.6 que o sistema é controlavel;

. det(sI —A) = s> —20.6 = s> +ays +ap (polinémio caracteristico de A);

Considere

0
V) =B= [ ] ], vi=Avw+a1B=AB =

1 .
O 9

Os polos desejados para A —BK sao: —1.8+ j2.5. Assim, o polindmio caracteristico
de A—BK é dado por det(sI — (A —BK)) = (s — (—1.84 j2.4))(s — (1.8 — j2.4)) =
§243.65+9 =52 +d;s+do;

Considere T = [v; w] =1,

Defina o vetor K = [dy —ag di —ay1] = [29.6 3.6];

Escolha K =KT ! =K = [29.6 3.6].

Agora, calcularemos L:

1.

J& verificamos na Segao 2.6 que o sistema é observavel;

Sejam

_det(sT—A) = det(sT —A) = 52 —20.6 = s> + a5+ ao;

Considere
| ! AvtaB—AB— |
Vo) = —_— N V1 = A% a fry g ’
2 0 1 2 1 0

Considere T = [v; w] =1,

Os polos desejados para A — LC sao: —8, —8. Assim, o polinémio caracteristico
de A— BK ¢ dado por det (s1 — (K—EI?)) =(s—(=8))(s—(—=8)) = s>+ 165+ 64 =
5%+ dis+ do;

Defina o vetor K = [dy—ag dy —ai] = [84.6 16];

. Calcule K =KT~' =K =[84.6 16], e entfio escolha L = K’ = [84.6 16]’.
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Verificagao:
1
A—BK = 6] = det(A/—(A—BK))=0= A1, =—18+ 2.4,
—-16 1
A—LC = 64 O] = det(y/—(A—LC))=0=y,=—-8.

Exemplo 2: Considere que

A= 0 ! g=| Y C=[10
Sl =sv2 <1 o] =110

Temos que

0 —10
10 —10

Lo ] = posto(0) =2 (det(0) = —1).

% = [B ABlyx2 = [ ] = posto(%) =2 (det(€") = 100),

C
CA

0 -1

2%x2

Logo, (A,B) é controlavel e (A,C) é observavel. Considere que os polos desejados para
A — BK sao {—4,—4}, e que os polos desejados para A — LC sao {—12,—12}.

Comecaremos calculando K:
1. J& verificamos que (A, B) é controlavel;

2. det(sI —A) = s> +5+5v2 = s> +ays+ap (polinémio caracteristico de A);

10|
0’

3. Considere
10

10 0 |
0 10 |

5. Os polos desejados para A — BK sao: —4, —4. Assim, o polinémio caracteristico de
A—BK é dado por det(sI — (A—BK)) = (s+4)(s+4) = s>+ 85+ 16 = s> +- dys + dy;

0
vw=B= [ ], vi=Av+aB=AB+B=

4. Considere T = [v; w] =

6. Defina o vetor K = [dy —ag dy —a1] = [16—5v2 1];
7. Escolha K =KT~! =[0.8929 0.7].
Agora, calcularemos L:

1. J& verificamos que (A,C) é observével;
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2. Sejam

3. det(s] —A) = det(sl —A) = 52 + 54+ 5v2 = 52+ a5+ ao:

4. Considere

I
>
I

V2

1 ~ e
0], vi=Av,+a1B=AB+B =

1 .
1 b
5. Considere

T =[v vz]:li (1)]

6. Os polos desejados para A — LC sao: —12, —12. Assim, o polinomio caracteristico
de A —BK ¢ dado por det (sl — (K—EE)) = (s+12)(s+12) = s> + 245+ 144 = 5> +
dys + do;

7. Defina o vetor K = [dy —ag dy —a;] = [144 —5v/2 23];

8. Calcule K = KT ! =[23 113.9289], e entdo escolha L =K' =

23
113.9289 |

Verificacao:
0 1
A-BK=| ] = det(Al — (A—BK)) =0 = Ao = —4,
=23 1
A—LC = I ] =det(yI—(A—-LC))=0= 7y, =—12.

Exemplo 3: Considere o péndulo invertido linear abordado no Lab 4, em que:

0 1 00 0
0 0 —4.905 0 1
00 01 0
0 0 14715 0O —1
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Temos que
0 1 0 4.905
1 0 4.905 0
€ =B AB A’B A’Blyy4 =
0 —1 0 —14.715
-1 0 —14.715 0
= posto(€) =4 (det(%) = 96.236)
C 10 0 0
CA 0 1 0 0
ﬁ: p—
CAZ? 0 0 —4.905 0
CA3 00 0 —4.905

4x4
= posto(0) =4 (det(0) = 24.059).

Logo, (A, B) é controlavel e (A,C) é observavel. Considere que os polos desejados para A —
BK sao {—2,-2,—2,—2} (t;=3.0s), e que os polos desejados para A — LC sao {—4,—4,—4,—4}.

Comecaremos calculando K:

1. J& verificamos que (A, B) é controlavel.

2. det(sI —A) = s* — 14.715s> = s* + a35 + aps® +ays+ ag (polindmio caracteristico de
A)

3. Considere

0 1
1 0
vg=B= , w=Awu+a3B=AB = ,
0 —1
—1 0
0
—9.81
Vo =Avs+arB = Avy — 14.715B = o |
0
—9.81
0
vi=Avy+a1B=Av, = 0
0
4. Considere
—9.81 0 1 0
T [ ] 0 —9.81 0 1
= 1|V V2 V3 V4| =
1 2 V3 V4 0 0 —1 0

0 0 0 -1
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5. Os polos desejados para A — BK sao: —2, —2, —2, —2. Assim, o polinémio caracteris-
tico de A— BK ¢ dado por det(sI — (A—BK)) = (s+2)* = s*+8s° + 245>+ 325+ 16 =
st —l—d3s3 +d282 +dis+dp.

6. Defina o vetor

K=[dy—ay d—ay dy—ay d3—a3) =[16 32 38.715 8.

7. Escolha

K=Kr'= [—1.630989 —3.261978 —40.345989 —11.261978|.

Agora, calcularemos L:

1. Ja verificamos que (A,C) é observével.

2. Sejam
0 00 0 1
- 1 00 0 ~ 0
A=A'= , B=C'=
0 —4905 0 14.715 0
0 01 0 0

3. det(s] —A) = det(sl —A) = s* —14.71552 = 5* + a3s® + ars® +a1s + ay.

4. Considere

1 0
g=|" AvitasB=AB=| !
Vg4 = = y V2 = AV a = = s
4 0 3 4 3 0
0 0
—14.715
Avs +a>rB = Avs — 14.715B 0
Vo) = AV a = AV3 — . = ,
AT . —4.905
0
0
- SO —14.715
vi=Av, +a1B=Av, = 0
—4.905
5. Considere
1 0 —14.715 0
I | 0 1 0 —14.715
= |V A% \% V4| =
b 00 —4.905 0
00 0 —4.905
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6. Os polos desejados para A — LC sao: —4, —4, —4, —4. Assim, o polinomio caracte-
ristico de A — BK ¢ dado por det (sl — (K—EE)) = (s+4)* = s* + 165> +- 965> +-2565 +
256 = s* + d3s> + das* + dys + dy.

7. Defina o vetor

K=[dy—ay dy—ay dr—ay dy—aj] =[256 256 110.715 16].

8. Calcule K =KT!, e entdo escolha

16.000000
L& _ | 110715000
—100.191641
—384.336641

Verificagao:

A—BK = det(ll— (A —BK)) =0= 11727374 = —2,
A—LC=det(yI—(A—LC))=0= 11234 = —4.
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5.8 Projeto: Estabilizacao de um Péndulo Invertido com Base na

Configuragdo Controlador-Observador (Lab 4)

Objetivos: Vamos inicialmente analisar algumas das propriedades de um modelo linear
simplificado de um péndulo invertido. Na sequéncia, projetaremos uma realimentacao de
estado com o objetivo de se estabilizar o péndulo invertido, ou seja, manter o péndulo
equilibrado na vertical em repouso. Por fim, com base no principio da separagao, vamos
projetar um observador de estado para entao utilizarmos a configuracao controlador-

observador na estabilizacao do sistema.

5.8.1 Modelo Linear Simplificado de um Péndulo Invertido

Considere o péndulo invertido mostrado abaixo:

Figura 19 — Péndulo invertido.

Um modelo de estado linear simplificado deste sistema é dado por

X1 01 0 0 X1

, X 00 —mg/M 0 X /M

X = = + u,
X3 00 0 1 X3 0
X4 0 0 (m+M)g/(ML) O X4 —1/(ML)

y =X,

onde:
o x = (x1,x2,x3,x4) € R* é 0 vetor de estado;

e x| =y ¢ a posicao do carro;
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e x; =y é a velocidade do carro;

x3 = 0 é o angulo da haste do péndulo com o eixo vertical;
e x; = 0 é a velocidade angular da haste do péndulo:
e u é a forca aplicada no carro (controle);

e m é a massa da esfera do péndulo, M é a massa do carro, L é o comprimento da

haste, e g é a aceleracao de gravidade.

Esse modelo é vélido quando 6 =20 e 6 = 0. Veja o livro do Chen, Exemplo 2.8, p. 22,

para maiores detalhes.

5.8.2 Procedimentos

Considere que m = 0.5kg (massa da esfera do péndulo), M = lkg (massa do carrinho),
L= 1m (comprimento da haste) e g = 9.81m/s? (aceleracio da gravidade).

1. A origem x = 0 é globalmente assintoticamente estével (estabilidade interna)? Justifi-
que, e realize algumas simulagoes para comprovar sua resposta.

2. Encontre a funcao de transferéncia G(s) do sistema. O sistema é BIBO-estédvel (es-
tabilidade externa)? Justifique sua resposta. Note que o sistema apresenta um zero no
SPD (fase ndo-minima).

3. Verifique a controlabilidade e a observabilidade do sistema (a saida y = x| é a posigao
do carro). Note que os polos de G(s) coincidem com os polos (autovalores) da matriz A.
Isto era esperado? Justifique sua resposta.

4. O sistema continua sendo observével caso a saida fosse y = x3 (dngulo da haste do
péndulo)? Justifique sua resposta. Observe que hd um cancelamento pélo-zero na fungao
de transferéncia associada a saida y = x3. Isto era esperado? Justifique.

5. Os polos de malha-fechada podem ser posicionados arbitrariamente no plano complexo
através de uma realimentagao de estado da forma u = —Kx? Justifique sua resposta. Em
caso afirmativo, projete uma realimentacao de estado com o objetivo de estabilizar a
origem, ou seja, manter o pendulo equilibrado na vertical em repouso e com o carro na
posicao y =x; = 0. O projeto da matriz de ganho K devera atender a seguinte especi-
ficagao: para as condigoes iniciais x3(0) = 0(0) = /4 (45°) e x1(0) = x2(0) = x4(0) =0,
tem-se que x3(¢) = O(¢) entra e permanece na faixa de +0.061 (£3.5°) em #; = 3.0s. Dica:
escolha polos repetidos por tentativa e erro.

Agora, considerando que o controle satura em +40N, analise os resultados de simulacao
obtidos para x(0) = (0,0,7/4,0), observando o desempenho dinamico de x() e o esforgo
de controle (o controle u(t) correponde a forca aplicada no carro). Repita para f; = 1.6s.
Por fim, responda: os polos de malha-fechada podem ser escolhidos tao rapidos quanto se

queira? Justifique.
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6. Refaca o item anterior com a especificacao de t; = 3.0s, mas agora assumindo que os
estados nao podem ser realimentados. Utilize a configuracao controlador-observador para
tal, e relembre o principio da separacao. Compare os resultados de simulagao obtidos,
considerando que os polos da dinadmica do erro de estimagao (ou seja, os polos de A — LC)
sao 2 vezes mais rapidos que os polos da realimentagao de estado (i.e. de A —BK). Res-
saltamos que o calculo analitico de K e L é mostrado no Exemplo 3 da Secao 5.7
acima. Analise os resultados de simulagao obtidos considerando que x(0) = (0,0, 7/4,0),
e x(0) = x(0), x(0) = (0.05,0,7/5,0.1), x(0) = (0.05,0,0,0), x(0) = (0.3,0,7/4,0). Nao
se esqueca de verificar se a especificacao de t; = 3.0s foi atendida. Note que, quando
x(0) = x(0), entao x(¢) = x(t) parat > 0. Isto era esperado? Na prética, é possivel termos
x(0) =x(0)? Justifique.

Agora, repita as simulagoes, mas considerando que os polos de A — LC sao 3 e 5 vezes
mais rapidos que os de A — BK.

Conclua que, para o modelo do péndulo invertido em questao, a configuracao controlador-
observador atende a especificacao de t; = 3.0s desde que x7(0) = x1(0) = y(0) (|x1(0) —
x1(0)] = 0.05m) e os polos de A — LC (observador) sejam relativamente rdapidos em re-
lagao aos polos de A — BK (realimentagao). Como que a condigao x1(0) = x1(0) = y(0)
poderia ser assegurada na implementacao pratica do controlador-observador? Justifi-
que. Ressaltamos que, como nao estamos medindo x», x3 e x4, entao é razoavel setarmos
x2(0) = x3(0) = x4(0) = 0 no observador.

5.9 Rastreamento de Referéncia e Rejeicdo de Perturbagdo para

Sistemas Lineares (Lab 5)

Objetivos: Trataremos do problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de pertur-
bagao para sistemas lineares. Para isso, primeiramente vamos introduzir o conceito de
modelo interno. Em seguida, estudaremos uma estrutura de controle que permite resolver
o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao através de uma
realimentacao de estado. Por fim, aplicaremos as técnicas de controle vistas num sistema

massa-mola e analisaremos os resultados de simulacao obtidos.

5.9.1 Definicao do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas, p saidas e g perturbagoes)

X =Ax+Bu+Ew,
y=Cx+Fw,

onde x € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, y € R” é o vetor de saida
com , w € R? é o vetor de perturbacao nao-mensuravel, e A € R"™*" B c R™*"
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CeR™P E e R?" e F € R?*P sao matrizes constantes. Assuma que r(t) ERP, 1t >0, é

um dado vetor de referéncia escolhido, e considere o erro de rastreamento
e(t)=r(t)—y(t)eRP, t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbagao é encon-
trar um controlador tal que em malha-fechada o vetor de saida y(z) da planta rastreie

assintoticamente o vetor de referéncia r(¢) com rejeigao da perturbagao w(t), ou seja,

,h_>r£1° e(t)=0.
5.9.2 Modelo Interno
Vamos considerar que cada componente do vetor de referéncia r(t) = (r(),...,ry(t)) €

R? e do vetor de perturbacao w(r) = (wi(t),...,wy(t)) € RY, t >0, é solucao de uma

mesma equagcao diferencial linear homogénea conhecida, ou seja,

(Dk+ak_1Dk_1 +~--+(X1D+OC()) 7‘,'(1‘) :0, I= 1,...,p, t> O,
=B (D)
k k—1 . _ -
(D' + oy D' 4+ D+ o) wj(t) =0, Jj=1..,41t>0,
=B (D)

. o (k1 1 0 k—1 1
para uma determinada condigao inicial ’"E )(0), e rl( )(O),rl( )(O) e wg )(0), s ,w§. )(0),
w&o) (0), respectivamente, onde D = d/dt é o operador diferencial, k > 0 é a ordem da
equacao diferencial, e ap, 0,...,Q_1 sao constantes reais. Portanto, a EDO

B(D)g(r) =0,

modela a dinamica do vetor de referéncia r(r) e do vetor de perturbagao w(r).
Ressaltamos que apesar do vetor de perturbagao w(t) = (wi(f),...,wy(t)) € RY, ¢t > 0,
ser nao-mensuravel, estamos assumindo que conhecemos a equagao diferencial B(D)w;(t) =

0 que cada componente w;(t), t > 0, satisfaz. No entanto, a principio as condicoes iniciais
wﬁkil) 0),... ,wi.l) (0),w§0) (0) sao desconhecidas.

Obs: Podemos sempre escolher

B(s) =|produto dos denominadores de R;(s) e W;(s)

="+ o s s+ o,

mas tomando o cuidado para se eliminar as redundancias!
Exemplo 1: Suponha que p=¢ =1 com r(t) = At (rampa de coeficiente angular A;) e
w(t) = B; (degrau de amplitude B; desconhecida em principio), t > 0. Entdo, R(s) = A1 /s?,
W(s)=Bj/se

B(s) =,
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(e ndo B(s) = s -5 =s>!) pois

B(D)r(t) = Dzr(t) =0, t>0,
B(D)w(t) = D*w(t) = 0, >0

Exemplo 2: Suponha que p=¢ =2 com

r(t) = (ri(t),m(t)=( Ay , Azt ), t >0,
() = (), r2(1)) = (A1, Aot )
degrau rampa
W(t) = (Wl(t),WZ(l‘)) :( B +sten(2t), B3 +B4sen(5t)), t>0,

~N N Y——

degrau senoide  degrau senoide
onde A,A»,B1,B>,B3,B4 sao constantes com Bjp,B»,B3,Bs desconhecidas em principio.
Assim, Ry (s) =A1/s, Ra(s) =A2/S2, Wi (s) ZBl/S+232/(S2+4), Wa(s) =B3/S+SB4/(S2+
25) e

B(s) = s*(s* +4)(s* +25) = s*(s* + 295 + 100) =| s° +295* + 10057 |,

pois
B(D)g(t) = (D°+29D* + 100D*)g(t) = [D*(D* +4)(D*+25)]g(t) =0, t > 0,

para g(t) = ri(t),r2(t),wi(t), wa(t), t = 0.
Agora, seja g(t) =ri(t),...,rp(t),wi(t),...,wy(t), t > 0. E facil ver que g(t),t>0,¢é
solucao da EDO

B(D)g(t) = (D" + a4 1D '+ + uD+ ap)g(t) = 0

se e somente se yg(t) = xg, (t) = g(t), t > 0, é a saida do modelo de estado abaixo com as

mesmas condigoes iniciais:

¢ 0 1 0 0 g
g 0 0 1 0 g
Xg = : = : :
gk=2) O 0 0 0 1 gk=2)
gD —ay —oy —0 ... —ogy || g*V
—_ M e Rbxk — x5 € Rk
yvg=110 - Olxg=x
p=] |xp = xp,
=P e RIxk

Logo, este sistema ¢ a representacao em espaco de estado da EDO acima. Temos que
det(sI —M) = B(s), ou seja, os polos (autovalores) de M coincidem com as raizes de B(s) =
0.
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Defina o sistema (p cépias bloco diagonal do sistema anterior)

TV
= A,, € RPkxpk = B,, € Rpkxp

onde x,, € RPK é o vetor de estado, e =r—y € R? é a entrada deste sistema,

0 1 0o ... 0 0
0 0 ... 0 0

M= N 7
O 0 0 0 1 0

0 o~ Ok | L ! Jdkx1

com B(s) = s+ a5 +--- 4+ ays + 0. Denominamos o sistema acima de modelo
interno (da referéncia r(r) e da perturbagao w(t)).
Pode-se verificar que o modelo interno é controlavel, e que sua matriz de transferéncia

¢ dada pela matriz bloco diagonal

1/B(s)
Gon(5) = Con(sT — Ay) "By = L/B(s) ) ,
1/B(s)

pXp

com Yy, (s) = Gp(s)E(s) e considerando que a saida é

P Xim,1
P X, 14k
Ym = ' Xy = " ,onde P=[10 --- 0] € Rk,
p X1+ (p—1)k
:CmERPka =ym €RP

Obs: Assuma que cada r;(t) e w;(t) sao do tipo degrau, ou seja, B(s) =s. Entao, M =0,
1

N=1,A,,=0e B, =1, ou seja, x,, = e. Logo: x,,(t) = / e(7) dt+x,(0).
0

5.9.3 Sistema Aumentado

Relembre que a planta é modelada por (n estados, m entradas, p saidas e g perturbagoes)

X=Ax+Bu—+Ew,
y=Cx+Fw,
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e que o modelo interno ¢é dado por
Xm = AmXm + Bpe,
onde e=r—y=r—(Cx+Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = Amxim + By (r — Cx — Fw) = —B,Cx + Ay — BuFw+ Byr.

Considere o vetor de estado aumentado x, = (x,x,) € R**P¥. Obtemos assim o sistema

aumentado:
, X A 0 X B E 0
Xg = = + u—+ w+ r,
Xm -B,,C A, X 0 —B,,F B,,
—A, =g —B,
ya=y=|[C 0] +Fw.
Xm
Cq
=X4
5.9.4 Estrutura de Controle
Considere a estrutura de controle em malha-fechada mostrada abaixo:
d(t)
T (1)
7(t) e(t) Internal up(t) y(t)
T Model K., — Plant
- a K, xp(t)

Figura 20 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagao de estado u(r) =
—Kx(t) — Knxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacao externa, u,(t) = u(t),
x,(t) =x(t) e K, =K. O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops considerando x,,(0) = 0 (condi¢ao inicial nula).

O préximo resultado apresenta condigoes para que esta estrutura de controle resolva o

problema de rastreamento da referéncia r(¢f) com rejeicao da perturbacao w(t). Veremos
que se trata de um Problema de Estabilizagcao por Realimentacao de Estado com
Imposicao de Polos (veja a Secao 2.4 da Teoria).
Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controlavel, isto é, o par (A4, B,) é con-
trolavel. Escolha uma matriz de ganho K, € R™*(+Pk) de forma que todos os polos de
A, — ByK, estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz de f(s) =0. Entao,
a realimentacao de estado

u=—Kyx;, =—Kx— Kyx,,
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onde K, = [K Kyl € R (+Pk) com K € R™" ¢ K, € R™<Pk  soluciona o problema de
rastreamento da referéncia r(t) com rejeicdo de perturbagao w(t), ou seja,

lime(t) =r(t) —y(t) =0,

f—o0

para qualquer condicio inicial x,(0) = (x(0),x,,(0)) € R"™*P* do sistema em malha-fechada.
Além disso, temos que x, =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel do sistema aumentado em malha-fechada com tal realimentacdo u = —K,x, (para
w=r=0). Em particular, o sistema aumentado em malha-fechada é BIBO-estavel (para
x4(0) =0).

Prova: Com base na Figura acima, no sistema aumentado e no fato de que e=r—y =

r—yq, temos que o modelo de estado do sistema aumentado em malha-fechada com a

realimentacao u = —Kyx, = —Kx — K;,x,,, ¢ dado por
- X A—BK —BK, || x E 0 W
X, = == ,
T i —Bu,C A X —BnF By r
Vv Vv - V
=A, =A,—BuK, =Xa =B, =Ue
w
e=[—C 0] +[—F 1]
—— | X N—— r
C.=—C, =D, -
=Xq =u,

Aqui, consideramos que u,(r) = (w(r),r(t)) € R7T? é o vetor de entrada e que e(r) =
r(t) —y(t) = Coxa(t) + Dot (1) € RP é 0 vetor de saida do sistema em malha-fechada.

Como o par (Ag,B,) é controlavel, podemos sempre encontrar uma matriz de ganho
K, e R (1K) de modo a posicionar arbitrariamente os polos de A, = A, — B,K, no SPE,
mas de forma que nao coincidam com nenhuma raiz de B(s) =0. Portanto, x, =0 é um
ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada
(com u, = (w,r) = (0,0)). Em particular, lim; e x,(f) = lim;_exp(Act)x,(0) = 0, para
qualquer condigao inicial x,(0) = (x(0),x,,(0)) € R* Pk (4, = 0).

Relembre que (resposta total = resposta entrada nula + resposta estado nulo):

e(t) = Ce exp(Aet)xa(OZ%—%(t) * Me(ll-

~~

=eq(t) =eesn (1)

Logo,
}gg eo(t) = }gg Coexp(Aet)x,(0) =0,
para todo x,(0) € R"*PK Assim, resta-nos mostrar que
tlLrgo Cesn(t) = zlgg% () *ue(t) =0.

Temos que

Ge(s) = (Ge;(s)) = Co(sI —Ae) !B, + D, com E(s) = Ge(s)U,(s).
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Pode-se mostrar que a fungao de transferéncia entre a j-ésima componente u,; () da
entrada u.(t) e a i-ésima componente e;(t) do erro e(t) (assumindo que u,,(t) = 0 para
¢ # j) é dada por

B (s)mij(s)

Ei(s) _ . (s) = det(sI —A,)’

Uey(s)

onde n;;(s) é um polinénimo em s. Portanto,

Concluimos entao que

tlgg esn(t) = tlg(r}o% (1) *xu.(t) =0,

pois algum fator do polinémio B(s) cancelard os polos de U,,(s) (relembre que os polos de
A, =A,— B,K, ndo coincidem com nenhuma raiz de B(s) =0, por hipétese). Isto termina
a prova.

Obs 1: A estrutura de controle da Figura acima é robusta. De fato, a partir da de-
monstracao acima, percebemos que os resultados do teorema permanecem vélidos para
qualquer perturbacao nas matrizes A,B,C (planta) e K, = [K,, K] (realimentacao) que
mantenha polos de A, = A, — B,K, no SPE e sem coincidirem com as raizes de B(s) = 0.
Pelo resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a Se¢ao 3.1 do
Lab 3), asseguramos que isto serd atendido para pequenas perturbagdes em A, B,C,K,.
Obs 2: Para determinarmos uma matriz de ganho K, = [K,, K] que soluciona o problema
de controle em questao, necessitamos apenas montar as matrizes A, e B, do sistema
aumentado e verificar se o par (A4, B,) é controlavel. Caso o par (A4, B,) seja controlavel,
entdo basta determinarmos K, = [K,, K| de maneira que os polos da matriz A, — B,K,
estejam no SPE, mas que nao coincidam com as raizes de B(s) =0. Logo, o sistema
aumentado ¢ utilizado apenas para fins de calculo de K, = [K,, K]! Para controlarmos
o sistema em malha-fechada, basta implementarmos o modelo interno e aplicarmos a
realimentacao u = —Kx — K,,x,;, na planta.

Obs 3: Note que o modelo de estado do sistema aumentado em malha-fechada com a

realimentacao u = —K,x, = —Kx — K;;x,,, ¢ dado por:
X A—BK —BK, || x E 0 W
Xg — = + ,
Xm —-B,C A, Xim —B,,F By r
~\~ /R/—/ N ~~  N— —
=A, =A,—B,K, =Xq =B, =u,
X w
ya=y=[C 0] +[F 0]
| X | —~—~]| T
Ca —— =Dy ——
=X, =,

Logo, a matriz de transferéncia do sistema aumentado em malha-fechada é determinada
por
Ga(s) = (Gy;(s)) = Cu(sI —A,) " 'Bo+ Dy, com Y (s) = Gu(s)U,(s).
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Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de Referéncia com

Rejeicao de Perturbacao:

1. A partir dos vetores de referéncia r(t) = (r((t),...,rp(t)) e de perturbacao w(t) =
(wi(t),...,wy(t)), t >0, determine B(s) = produto dos denominadores de R;(s) e
Wi(s) = sk o1 sK 1+ -+ o s+ ap, mas tomando o cuidado para se eliminar as
redundancias!;

2. Considere o modelo interno (p-cépias de M,N):

M N
M N
%, = ' Xm + . €
M N
— R ca—
onde ~ ) [0 ]
0 0 0 0
0o 0 1 0 0
e L CON=|
o 0 0 0 I 0
i -0y —O0q —0p ... —Oh_q dixk L 1 dkx1

3. Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

B
’ Ba: )

e verifique se o par (A4, By) é controldvel. Em caso afirmativo, determine uma matriz
de ganho K, = [K K,,] € R™ (P com K € R™*" ¢ K, € R™*P¥ | de forma que todos

os polos de A, — B,K, estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz

de B(s) =0;

A 0
A, =
-B,,C A,

4. Implemente o modelo interno e aplique a realimentacao u = —Kx — K;;x,,, na planta,

conforme a estrutura de controle ilustrada na Figura do inicio desta secao.

5.9.5 Exemplo

Considere o sistema massa-mola ilustrado abaixo o qual consiste de 2 blocos de massas m;
e my conectados por 3 molas com constantes de mola kj,kp,k3. As varidveis de controle
sao as forcas uy,ur aplicadas em cada bloco, e as variaveis de saida sao os deslocamentos

y1 e y2 de cada bloco. Por simplicidade, assumimos que nao ha atrito entre os blocos e a

superficie.
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— 1 — 11
kl Ji: It_x_
irmn._. m —ren __m'nE
e B ey

LTI TTIT P ldrridly

Figura 21 — Sistema massa-mola.

Com base na 24 Lei de Newton, temos que

my1 = uy —kiyr —ka(y1 —y2),
mayr = us +koyr — (ki +k2)ys.

Vamos agora representar o sistema em modelo de estado. Definindo o vetor de controle
u=(u,us) € R?, o vetor de saida y = (y1,y2) € R?, e o vetor de estado x = (x1,x2,%3,x4) €

R2 com
X1 =Y1, X2 = Y1, X3 = Y2, X4 = )2,

obtemos que

0 1 0 0 0 0
ki +k k X1 1
_mtk g ke o 20 "
%= mi mj + | ™ ,
0 0 0 1 x3 0 0 U
ko 0 _kitk 0 x4 0 R Do
B my mq dN~—— L mp
(. ~ 7 =X N ——  —
—A =B
X1
o Y1 o 1 00O X2
iyl T oo 1 0] x
N——

=X

Considere que ha uma perturbagao w = (wy,w;) € R? na entrada do sistema, ou seja,
E =B com

X=Ax+Bu+ E w,
=B

y = Cx,
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e suponha que

r(t) = (ri(t),rn()) = (éL’AZ +Aszsen(t)), t >0,

degrau senoide

w(t) = (wi(t),w2(t))=( B1 , By ),t>0,
() = (wi(2),w2(1)) = ( B1_, B2 )
degrau degrau

onde Aj,A,A3,B1,By sdo constantes com Bj,B; desconhecidas. Assim, Rj(s) = A;/s,
Ry(s) =Ay/s+A3/(s>+1), Wi(s) = By /s, Wa(s) = By /s, e

B(s)=s(s*+1)=5+s| (k=3).

Portanto,

e o modelo interno é dado por (p =2 cdpias)

001 00 0 0] [0 0]
0 0 10 0 O 00

0 -1 00 0 O +10

Xm = X e.
" o 0 oo 1 of™" 00
0 0 00 0 1 00

0 0 00 —1 0 0 1

~ -~ ) N —
=Ap =By

Logo, as matrizes A, e B, do sistema aumentado sao, respectivamente,

A0 5 _| B
—BnC A 10x1o’ ’ 0

10x2

5.9.6 Procedimentos

1. Determine e analise a matriz de transferéncia do sistema massa-mola (malha-aberta).
2. Considere a estrutura de controle da Figura da Secao 5.4 referente ao problema de
rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbacao. Assuma que as referéncias sao
ri(t) =3 (degrau) e ry(t) =2+ 0.5sen(z) para r > 0, e que as perturbagoes sao wi(r) =2
e wy(t) = 3, incidindo a partir de # > 50s. Para o sistema massa-mola acima, verifique se
o sistema aumentado é controlavel. Em caso afirmativo, determine uma matriz de ganho
K, = [K K, na realimentagao de estado u = —K,x, = —Kx — Ky,x,, para o sistema massa-
mola de modo a atender a seguinte especificacao em malha-fechada: para a condicao
inicial x,4(0) = (x(0),x,(0)) = (0,0), tem-se que as componentes e (f) e ex(r) do erro de

rastreamento e(r) = (e1(r),e2(t)) entram e permanecem na faixa de £0.2m em 7, = 10.0s
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em relacao a referéncia dada acima. Dica: escolha n+ pk =4+2-3 = 10 polos repetidos

por tentativa e erro.

Agora, considerando que os controles u(¢) e uy(t) (correspondentes as forgas aplica-
das nas massas m; e mp, respectivamente) saturam em +20N, analise os resultados de
simulagao obtidos em malha-fechada para x(0) =0 e x(0) # 0, verificando se o problema
de rastreamento da referéncia r(t) com rejeicdo da perturbacao w(r) foi de fato resol-
vido. Analise a matriz de transferéncia G,(s) do sistema aumentado em malha-fechada
(Y(s) = Ga(s)Ue(s)), e analise os resultados de simulagao obtidos (referéncia, perturbacao,
estado, saida, erro, controle). Repita os procedimentos anteriores, mas agora para polos
50%, 2 vezes e 3 vezes mais rapidos que os polos determinados para t; = 10s. Por fim,
responda: os polos de malha-fechada podem ser escolhidos tao rapidos quanto se queira?

Justifique.

3. Determine os polos de malha-fechada considerando que:

| 45975 3.5337 0.9908 0.4067 —1.8253 0.0778 —4.9807 —0.0386 0.1826 —0.1056
¢ 0.6755 0.2034 4.1541 4.4480  0.0386 0.1659  0.1402 —1.8253 0.5435 —4.9345 |

Simule o sistema em malha-fechada com tal matriz de ganho, observando uma diminui-
¢ao significativa do tempo de acomodagao t; e também do esforgo de controle (picos no
regime transitério) em comparacao a matriz de ganho projetada no Item 1 para t; = 10s.
Conclusao: apesar de podermos posicionar os polos de malha-fechada (i.e. os polos de
A, =A,— B,K,) arbitrariamente no SPE, de maneira geral nao é uma tarefa facil escolhé-
los adequadamente, no sentido de se obter um compromisso razoavel entre desempenho e

esforgo de controle!

Obs: Para o sistema massa-mola, temos que:

xl = X2,
X3 = x4.
E, para o modelo interno:
Xml = Xm2,

Xm2 = Xm3 = X1,
Xm3 = —Xm2 +e1,
X4 = X5,

Xms = Xm6 = X4,

Xm6 = —Xms +€2.
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Assim, para i =1,2:

U = —Kc’;xa = —Kix— K,;xm
= —Ki1x1 — Kipxy — Ki3x3 — Kiaxs
- Kmilxml - Kmizxm2 - Km,~3xm3 - Km,~4xm4 - Kmisme — KonisXme
= —Ki1x; — Kipx1 — Ki3x3 — Kiux3
- Km,-lxml - Km,-gxml - ngjéml - Kmi4xm4 - Kmi5xm4 - Km,-(,xmét

= — (Kix1 + Ki3x3 + Ky Xt + Ky Xima)

termo P

- (Ki2x1 + Kigx3 + Kmizxml + Km,gjéml + Kmisxmél + Kmi(,jém4) .

[\

~~
termo D

Logo, temos uma realimentagao com agao PD (Proporcional-Derivativa) nos estados da

planta e do modelo interno! Além disso, relembre que, no modelo interno:

Xm1 (S) . Xm4(s) 1 1

Ei(s)  Exs) B(s) s(s2+1)

Portanto, a realimentacao projetada tem acao integral nos erros de rastreamento e; =
r—y1, e2=r—y.
Concluimos entao que o controlador projetado tem agao PID (Proporcional-Integral-

Derivativa) nos erros de rastreamento!

5.10 Rastreamento de Referéncia e Rejeicdo de Perturbacao para

Sistemas Lineares com Observador de Estado (Lab 6)

Objetivos: Continuaremos a tratar o problema de rastreamento de referéncia e rejeigao
de perturbacao para sistemas lineares visto no Lab 5, mas agora considerando que os
estados da planta nao podem ser realimentados devido a restricoes praticas. Para isso,
utilizaremos um observador de estado. Aplicaremos entao as técnicas de controle vistas

num sistema massa-mola e analisaremos os resultados de simulacao obtidos.

5.10.1 Estrutura de Controle com Observador de Estado

Relembre a estrutura de controle analisada na Secao 5.4 do Lab 5 para o problema de
rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao:

No entanto, agora consideraremos que o vetor de estado x(¢) da planta nao esta dis-
ponivel, ou seja, nao pode ser realimentado devido a restrigoes praticas. Mostraremos
na sequéncia que a estrutura de controle acima resolve o problema de rastreamento de
referéncia com rejeigao de perturbagao se realimentarmos uma estimativa x(¢) de x(¢), ou

seja, se utilizarmos uma realimentacao da forma u = —Kx — K,x,.
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Tm(t)
10 o e e | [ i S e )
- a e zp (1)

Figura 22 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagao de estado u(t) =
—Kx(t) — Knxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbagao externa, u,(t) = u(t),
xp(t) =x(t) e K, = K. O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops considerando x,,(0) =0 (condi¢ao inicial nula).

Primeiramente, relembre que a planta é modelada por (n estados, m entradas, p saidas

e g perturbagoes)
X =Ax+Bu+ Ew,
y=Cx+Fw,
e que o modelo interno é dado por
Xm = AmXm + Bpe,
onde e=r—y=r—(Cx+Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = AmXm + By (r — Cx — Fw) = —ByCx + ApXyy — ByFw + Byyr.

Com isso, relembre que o sistema aumentado ¢ dado por:

) X A 0 X 0
Xa = = + u,+ w+ T,
Xm —-B,,C A, Xm 0 —B, F By
A, =24 =B,
X
Ya=y=1[C 0 +Fw.
—~— | Xm

Ca

=Xq
Agora, considere o observador de estado (para a planta, e ndo para o sistema
aumentado!):
X=(A—LC)x+ Bu+Ly.
Seja & = x—X o erro de estimacao. Note que, na presenca de uma perturbacao w # 0

sobre a planta, nio temos que & = (A—LC)E, mas sim que:
£ =%—X=Ax+Bu+Ew— ((A—LC)X+Bu+Ly)
=Ax+Bu+Ew—(A—LC)x—Bu—L(Cx+Fw)
—_—————
=y
= (A—LC)E + (E — LF)w.
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No entanto, isto nao causa nenhuma dificuldade técnica adicional, pois o préximo resul-
tado estabelece condigbes para que a realimentagao (do estado estimado x e do estado do
modelo interno x,)

u=—Kx— Kuxn,

resolva o problema de controle através do projeto independente das matriz de ganho
K, = [K K,] € R™0+Pk) (realimentacio) e L (observador). Veremos que novamente
se trata de um Problema de Estabilizacao por Realimentagao de Estado com
Imposicao de Polos (veja a Secao 2.4 da Teoria).

Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controlavel (i.e. o par (A4, B,) é contro-
ldvel) e que a planta é observével (i.e. o par (A,C) é observével). Escolha as matrizes de
ganho K, € RM*(n+Pk) o [ € R™P de forma que todos os polos de A, — ByK, e A— LC este-
jam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz de (s) =0. Entao, o observador
de estado

X=(A—LC)x+ Bu+ Ly,

e a realimentacao

u=—Kx— Kuxn,

onde K, = [K K] € RM*(14PK) com K € R™" ¢ K, € R™*Pk solucionam o problema de
rastreamento da referéncia r(t) com rejeigdo de perturbagao w(t), ou seja,
lime(e) = (1)~ 5(0) 0.

~

para qualquer condicio inicial X(0) = (x(0),x,(0),x(0)) € R***Pk do sistema em malha-
fechada. Além disso, temos que x =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintotica-
mente estavel do sistema em malha-fechada com tal controlador (para w=r=0).

Prova: Seja X = (x4,%) = (x,x,,%) € R?"Pk o vetor de estado do sistema aumentado com
o observador. Com base no sistema aumentado, no observador de estado e considerando o

erro e = r—y como saida, obtemos que o modelo de estado do sistema em malha-fechada

com a realimentacao u = —Kx — K,,x,, é:
X A —BK,, —BK X E 0
S w
X=\|Xn | =| -BuC Ay, 0 Xm | + | —BwF By [ ] ,
. r
X LC —BK,, A—BK—-LC X LF 0 |- ,
N -~ J\W_/ N ~~ > :ue
:ge =x :Ne
X

e=[—C 0 0] | x,, | +[-F I
N—_—— N——

C. % -

Aqui, consideramos que u,(t) = (w(t),r(r)) € RITP é o vetor de entrada e que e(r) =
r(t) = y(t) = Coxy(t) + Dot (1) € RP é 0 vetor de saida do sistema em malha-fechada.
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Temos que

Ge(s) = (Ge,, () = Ce(sI —A) "'Bo + D, com E(s) = Ge(s)Ue(s),

e que a fungdo de transferéncia entre a j-ésima componente u,,(t) da entrada u.(t) e a

i-ésima componente e;(t) do erro e(t) (assumindo que u,, () =0 para ¢ # j) é dada por

E(s) _~ 5) = B(s)7ij(s)
! det(sl —A,)’

onde 7;;(s) ¢ um polinénimo em s.

Agora, considere a mudanga (linear) de coordenadas

X X I 0 O X
2=\ x5 | = Xm =10 11 O Xm
g xX—Xx I 0 —I X
—_———— —
T -5

Note que T =T e x=T"'z= Tz Nas novas coordenadas z = TX, o sistema em malha-

fechada é dado por:

X
X | =2=TX=T(AX+Bouty) = TAX+TBeute = TA,T ' 2+ TBeu,

3

A—BK —-BK, —BK X E 0
=| -B,C Ay, 0 Xm |+ | —BuF By | Ue,
0 0 A—-LC & E—-LF O
=TAT~! = =TB.

e= @f—i-f)eue = @T_lz—i-lN)eue = Nez-l—lN)eue,

com
A—BK —BK,

Aqs—B.K, =
a alra _B,C A,

. K,=[K K] eR"™Urk),

Concluimos entao que o conjunto de polos da matriz A, é igual a unido (com repetigao)
dos polos de A, — B,K,; com os polos de A — LC (principio da separagao).

Por hipétese, (Aq,By) ¢ controlavel e (A,C) é observavel. Logo, podemos encontrar
matrizes de ganho K, € R™*("tPk) o [ ¢ R"™P de modo a posicionar arbitrariamente os
polos de A, — B,K, e de A— LC no SPE, mas de forma que nao coincidam com nenhuma
raiz de B(s) = 0. Portanto, x =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estdavel do sistema em malha-fechada (para u, = (w,r) = (0,0)), e o restante da prova é

andlogo ao Teorema da Se¢ao 5.4 do Lab 5. Isto conclui a demonstragao.
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Obs 1: A estrutura de controle com o observador de estado é robusta. De fato, a partir
da demonstragao acima, percebemos que os resultados do teorema permanecem validos
para qualquer perturbagao nas matrizes A,B,C (planta), L (observador) e K, = [K K]
(realimentagao) que mantenha polos de A, —B,K, e de A— LC no SPE e sem coincidirem
com as raizes de B(s) =0. Pelo resultado de continuidade dos autovalores de uma
matriz (veja a Segao 3.1 do Lab 3), asseguramos que isto serd atendido para pequenas
perturbagoes em A,B,C,L,K,.

Obs 2: Note que o modelo de estado do sistema aumentado com o observador e em

malha-fechada com a realimentacao u = —Kx — K,;,x,, é dado por:
% A —BK, —BK X E 0
kS w
X=|2xn | =| —B,C Ay, 0 Xm | +| —BnF By [ ] ,
. r
X IC —-BK, A—BK-LC X E—LF 0 |. ,
N ~ jw_/ N\ ~ / =u,
:Ave =x :Ee
X
~ w
y=y=[C 0 0] | xp | +[F 0O ]
— ~—~—| r
C=—C, x =

onde

G(s) = (Gij(s)) = C(sI —A,) "'B.+ D, com Y (s) = G(s)U,(s).
Obs 3: Considere que no lugar de
X=(A—LC)x+ Bu+ Ly, (5.2)
optamos por utilizar
X=(A—LC)x+ Bu— Le. (5.3)
Seja & = x—X o erro de estimagao. Temos entao que:

£ =i—X=Ax+Bu+Ew— ((A—LC)X+Bu—Le)
=Ax+Bu+Ew—(A—LC)x—Bu+L(r— (Cx+Fw))

N J/
-

=e=r—y

=(A—LC)E+(E—LF)w+Lr.

Logo, o sistema ({5.3) desempenha o papel de um estimador de estado apenas quando
w=r=0. No entanto, note que os resultados do teorema acima permanecem validos
mesmo quando utilizamos (5.3 no lugar de (5.2), pois em tal caso o modelo de estado

do sistema em malha-fechada com a realimentacao u = —Kx— K,,,x,,, e considerando o erro
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e =r—y como saida é:

X A —BK, —BK x E 0
Y w
X=|idm | =] —BuC An 0 Xm |+ | —BwF B [ ) ] ,
X LC -BK, A-BK-ILC X LF L | 2
[ ~ 7\ J/ [ ~ S =U,
'y =¥ —B,
X

e=[-C 0 0] | x,, | +[-F 1]

e —He

i

Note que a unica diferenca em relacao a utilizacao do estimador {) ¢ a matriz B, no

lugar de B, (veja a prova do teorema).

Temos que

Ge(s) = (Ge,y(8)) = Ce(SI = Ao) "' Be + Do, com E(s) = G(s)Ue(s),
e que a fungao de transferéncia entre a j-ésima componente u,,(f) da entrada u.(t) e a
i-ésima componente e;(t) do erro e(t) (assumindo que u,, () =0 para £ # j) é dada por

E(s) = . _ B0
U, )~ %)= aetfor - Ay

onde 7;;(s) ¢ um polinénimo em s. Portanto, concluimos pela demonstragao do teorema

acima (referente a ([5.2))) que tal resultado permanece vélido mesmo quando utilizamos
|| no lugar de 1) jé que a tnica diferenca entre G, (s) e 5e,»j (s) sao os zeros deter-
minados pelos polinomios 7;;(s) e M;;(s). Ressaltamos que diferengas entre os polinémios
7M;;(s) e Mij(s) sdo decorrentes das diferengas entre as matrizes B, (com 1' e B, (com

(©-2)-

Além disso, note que o modelo de estado do sistema aumentado com (5.3]) e em malha-

fechada com a realimentacao u = —Kx — K,,x,, ¢ dado por:
X A —BK, _BK X E 0
ks w
X=1|Jdn | =| —-Bu.C Ay 0 Xm | +| —BwF By [ ] ,
. r
X LC —-BK, A—BK-LC X E—LF L |. ,
N\ ~ J ~ s =U,
:Xe =X :7e
X
— w
y=y=[C 0 O] | x | +[F 0] ]7
—— ~——| r
c=—C, X =D
onde

G(s) = (Gij(s)) = C(sI —A) "'B, + D, com Y (s) = G(s)U,(s).

Logo, as componentes correspondentes das matrizes de transferéncia G(s) (com (5.3)) e
5(s) (veja a Obs 2 acima referente ao observador (5.2))) podem apresentar zeros diferentes

devido & diferenca entre as matrizes B, e B,.
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Por fim, ao utilizarmos (5.3) no lugar de (5.2)), temos que o modelo de estado do

controlador a ser implementado é dado por:

X=(A—LC)x+Bu—Le = (A — BK — LC)X — BKx,, — Le,
Xm = AmXm + Be,

u=—Kx—K,xp.

Aqui, x. = (X,x,) € R"™Pk ¢ o estado do controlador, o error e = r—y € R? é a entrada do
controlador e u = —K,x, € R™ é a saida do controlador, onde K, = [K K| € R (ntpk)
com K € R™" ¢ K, € R™Pk_ Desse modo, podemos escrever o modelo de estado do

controlador como:

- x A—BK—LC —BK,, % L
Xe = = + e,
[\ -~ e N, e’
=A. =X, =B,
x
u=—[K Ky ] .
~Y—— | X
Ka H,—/

Portanto, a matriz de transferéncia do controlador é dada por:
C(s) = —Ku(sI —A.)"'B., com U(s) =C(s)E(s).

Note que as raizes de B(s) =0 aparecem como polos da matriz A, do controlador, pois
como A, ¢ uma matriz bloco triangular superior, temos que o conjunto de polos de A,
é a unido (com repeticao) dos polos de A —BK — LC com os polos de A, (vemos pelo
Lab 5 que os valores dos polos de A,, coincidem com as raizes de B(s) =0). Como A,
¢ a matriz do modelo interno, concluimos que o controlador acima generaliza para o
caso multivariavel a abordagem de projeto monovariavel vista na disciplina Sistemas
de Controle para o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao:
primeiramente colocamos os polos do modelo interno como polos do controlador, e em
seguida projetamos um estabilizador de forma a posicionar os polos de malha-fechada no
SPE.

Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de Referéncia com

Rejeicao de Perturbacao com Observador de Estado:

1. A partir dos vetores de referéncia r(t) = (ri(t),...,rp(t)) e de perturbacao w(t) =
(wi(t),...,wg(t)), t > 0, determine B(s) = produto dos denomiradores de R;(s) e
Wi(s) = s*+ o155+ -+ oys+ o, mas tomando o cuidado para se eliminar

as redundancias!;
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2. Considere o modelo interno (p-cépias de M,N):

M N
M N
%y = ' Xm + : e,
M N
) =An ;TRpkxpk =Bn ZRPkXP /
0 1 o o [0 |
0 0 1 0 0
M= » N= ’
o 0 0 0 1 0
o -0 —0p ... — O | kxk L 1 Jkx1

3. Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

A 0 B
Aa: 9 Ba:
—B,C A 0

Y

e verifique se o par (Ag4,B,) é controlavel e o par (A,C) é observavel. Em caso
afirmativo, determine matrizes de ganho K, = [K K,,] € R™*("+PK) (realimentacéo),
com K € R™" ¢ K, € R"™Pk ¢ [ ¢ R™P (observador) de forma que todos os polos

de A, — B,K, e A— LC estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz
de B(s) =0;

4. Implemente o modelo interno e o observador de estado (para a planta, e ndo para o

sistema aumentado!)
X=(A—LC)x+Bu+Ly (ou —Le),

e aplique a realimentacao u = —Kx — K,,x,, na planta, conforme a estrutura de con-
trole ilustrada na Figura do inicio da Se¢ao 5.4 do Lab 5. Assim, concluimos que o

controlador projetado a ser implementador é dado por:

X=(A—LC)x+Bu+Ly (ou —Le),
Xm = AmXm + Bpe, com e =r—y,

u=—Kx—K,x,.

Note que o observador de estado é referente somente & planta (nado ao sistema
aumentado!), j& que sempre podemos realimentar o estado x,, pelo fato do modelo
interno ser implementado. Tal controlador resolve o problema de rastreamento da
referéncia r(t) com rejei¢ao da perturbagao w(t). Ressaltamos que os polos de malha-
fechada serao a uniao (com repeticao) dos polos de A, — B,K, com os polos de A — LC,
ou seja, as matrizes de ganho K, = [K K] (realimentacao) e L (observador) sao

projetadas independentemente (principio da separagao).



5.10. Rastreamento de Referéncia e Rejei¢cdo de Perturbagdo para Sistemas Lineares com Observador
de Estado (Lab 6) 97

5.10.2 Procedimentos

1. Considere novamente o sistema massa-mola da Secao 5.5 do Lab 5. Considere a
estrutura de controle da Figura da Secao 5.4 referente ao problema de rastreamento de
referéncia e rejeicao de perturbagdo. Assuma que as referéncias sao ri(r) =3 (degrau) e
r(t) =240.5sen(t) para t > 0, e que as perturbagoes sdo wy(fr) =2 e wy(t) = 3, incidindo
a partir de t > 50s. Para o sistema massa-mola acima, verifique se o sistema aumentado
¢ controlavel. Em caso afirmativo, determine uma matriz de ganho K, = [K K| na
realimentacao de estado u = —K,x, = —Kx — K,,x;;, para o sistema massa-mola de modo
a atender a seguinte especificacdo em malha-fechada: para a condigao inicial x,(0) =
(x(0),x,(0)) = (0,0), tem-se que as componentes e;(t) e ex(f) do erro de rastreamento
e(r) = (e1(t),ex(t)) entram e permanecem na faixa de £0.2m em 7, = 10.0s em relacao a
referéncia dada acima. Dica: escolha n+ pk =4+2-3 = 10 polos repetidos por tentativa
e erro. Resposta: polos em s = —1.

2. Comprove que o sistema massa-mola é observavel, e entao determine a matriz de
ganho L de modo que os polos do observador (i.e. da matriz A — LC) sejam 2 vezes mais
rapidos que os polos de A, — B4K, encontrados no Item 1. Considerando que os controles
ui(t) e up(t) (forcas aplicadas nas massas) saturam em +20, analise os resultados de
simulagao obtidos em malha-fechada com o observador para x(0) =0, x(0) =0,
x(0)=[1 2 0.8 —0.3], relembrado que & = (A — LC)& + (E — LF)w, onde & =x—X é
o erro de estimac@o. Verifique se o problema de rastreamento da referéncia r(f) com
rejeicao da perturbagao w(t) foi de fato resolvido, comparando o desempenho em relagao
a realimentacao de estado u = —K,,x,, — Kx, e analisando a referéncia, perturbacao, estado,
estado estimado, saida, erro e controle. Repita, mas agora considere que os polos de A —LC
sao 5, 10 e 20 vezes mais rapidos que os de A, — B4K,. Observe que o sobressinal durante
o regime transitério da rejeicao da perturbacao diminui a medida que os polos de A — LC
se tornam mais rapidos. Isto era esperado? Justifique. Dica: relembre o principio da
separacao.

3. Refaca o item anterior, mas agora utilizando no lugar de (5.2)), relembrando
que & = (A—LC)E 4 (E — LF)w+ Lr. Observe o sobressinal na saida durante o regime
transitorio do rastreamento da referéncia. Explique tal comportamento. Dica: encontre a
matriz de transferéncia do sistema aumentado em malha-fechada com ([5.3]) (veja a Obs 3
acima) e compare com a matriz de transferéncia do sistema aumentado em malha-fechada
com ([5.2)) (veja a Obs 1). Por fim, encontre a matriz de transferéncia C(s) do controlador
resultante ao se utilizar ((5.3) (veja a Obs 3). Note que as raizes de B(s) = s(s>+1) =0
(modelo interno) aparecem como pélos de C(s), em conformidade com a Obs 3.

4. Modifique as referéncias ry () e rp(t) com o objetivo de se diminuir as oscilagoes na saida
durante o regime transitério em relacdo ao Item 2. Dica: escolha ri(t) = 3(1 — e */3),
ra(t) = 2(1 —e3) +0.5sen(r) (,(5%) =9 para a exponencial), e reprojete o modelo

interno. Determine a matriz de ganho L de modo que os polos do observador (i.e. da
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matriz A — LC) sejam 2 vezes mais rapidos que os polos de A, —B,K, (s = —1). Analise os
resultados de simulagao obtidos em malha-fechada com o observador para x(0) =0,
x(0) =0, x(0) =[1 2 0.8 —0.3], observando a diminui¢ao das oscilagoes na saida durante
o regime transitorio em relacao ao Item 2. Repita, mas agora considere que polos de

A, — B,K, sao 3 vezes mais répidos (s = —3).

5.11 Decomposicao Candnica
Considere um sistema LTT (n estados, m entradas e p saidas) da forma:

X = Ax+ Bu,

b (5.4)

Veremos nesta secao condigoes para estabilizarmos a origem via realimentacao de es-
tado ou via estrutura controlador-observador caso o sistema seja nao-controlavel ou nao-
observavel.

Suponha que T é uma matriz invertivel (det(7) # 0), ou seja, T corresponde a uma
mudanca de coordenadas. Entao, nas novas coordenadas z = Tx, temos que o sistema

acima ¢ descrito por:

t=Tx=T(Ax+Bu)=TAx+TBu=TAT 'z+TBu,
~—~—~
=X

y=CT"'z,

ou seja,

:=Az+Bu=TAT '+ TB

Z Z+ Bu ; z+ 2 u,
_ o, =B (5.5)

y=Cz=CT "z

—~
=C
J& mostramos anteriormente que det(sI —A) = det(s] —A), ou seja, as matrizes A e A

possuem os mesmos polindmios caracteristicos. Sejam %, ¢ e G(s) a matriz de contro-
labilidade, a matriz de observabilidade e a matriz de transferéncia do modelo de estado
{j respectivamente. Do mesmo modo, sejam €, O e G(s) a matriz de controlabili-
dade, a matriz de observabilidade e a matriz de transferéncia do modelo de estado (5.5)),

respectivamente. Temos entao que:

e ©=T% e 0= 0OT'. Em particular, posto(%’) = posto(%’) e posto(&) = posto(0)

(pois T ¢ invertivel);

¢ G(s)=C(sI—A) 'B=CT ' (sTT ' —~TAT ") 'TB=CT (T (sI —A)T~")"'TB =
CT'T(sI-A)"'T'TB=C(sI —A)"'B=G(s).
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Concluimos assim que: controlabilidade, observabilidade, matriz de transferéncia, polos e
estabilidade (interna e externa), sdo aspectos geométricos de um sistema, ou seja, inde-
pendem das coordenadas em que representamos o sistema.

Teorema 1 (Decomposigao Canénica nas Partes Controldavel e Nao-Controlavel):
Considere que é nao-controldvel com posto(%’) = n. < n. Entao, existe uma matriz

invertivel T tal que, nas novas coordenadas (z¢,zz) = z = Tx, o sistema (5.4 é descrito por

=] | = el I s u, (5.6)
Zc 0 Ag Ve 0
—— e~ N —
=A=TAT—! =z =B=TB
- = Z
y:ch]C],
| ¢
=C=CT"!

onde z. € R, A, € R"* 7. c R" " Az € RV X1 - Além disso, o subsistema de ordem

ne

Ze = Zch +§cu7

ye = Ceze, 57)
é controlavel e possui a mesma matriz de transferéncia que , ou seja,
G(s)=C(sI—A)"'B=C.(sI —A.)"'B..
A matriz invertivel T pode ser determinada da seguinte maneira:
T'=V=W - V, Val,
onde Vp,...,V,. sao quaisquer n. colunas linearmente independentes da matriz de con-
trolabilidade €, e as n —n, colunas restantes V,_41,...,V, sao escolhidas de maneira que

det(T~") 0 (relembre de Algebra Linear que sempre podemos escolher tais n —n. colunas
Vae+1,---,Vn dentre as n colunas da base canonica de R").

A mudanga de coordenadas (z¢,zz) = z = Tx € R" decompde o espago vetorial R” em
dois subespagos (soma direta): um controlavel (pois o subsistema é controlével) e
outro nao-controlavel (pois vemos em que a entrada u nao afeta zz diretamente nem
indiretamente via z.). Como o subsistema é controlavel, podemos sempre encontrar
uma entrada u(r) € R", 0 <t < T¢, de modo a transferir o subsistema do estado
inicial z.(0) € R™ ao estado final desejado z.(7y) € R™ em t = Ty < eo. Consequentemente,
essa mesma entrada transferird do estado inicial z(0) = (z.(0),0) ao estado final
2(Ty) = (z¢(Tf),0) em t = Ty < oo, j& que teremos (note que zz = Azzz em ):
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Logo, o subespago controlavel tem dimensao n. e consiste dos vetores da forma (z.,0) €
R”. Por simplicidade, dizemos que z. é o estado controldvel (nas coordenadas z).

Por outro lado, nenhuma entrada u(r) € R" é capaz de afetar a componente zz € R" ™"
em : como zz = Agze, temos que za(t) = €*zz(0). Desse modo, o subespago nao-
controlivel tem dimensao n—n, e consiste dos vetores da forma (0,zz), no sentido de
que nao existe nenhuma entrada u(r) € R”, 0 <r < Ty, capaz de transferir de um
determinado estado inicial (0,zz(0)) a um dado estado final desejado (0,zz(Tf)) em t =
Ty < oo. Por simplicidade, dizemos que zz ¢ o estado nao-controlavel.

Por fim, ressaltamos que a matriz de transferéncia de s6 depende do subsistema
controlavel de ordem reduzida (5.7): G(s) = C(sI —A)~'B = C.(sI —A.)"'B..

Obs 1: No Matlab, o comando ctrbf determina uma matriz invertivel T de modo que

(ze,2¢) =z = Tx com

N Az 0
Zc Z21 Zc

Obs 2: Como A =TAT ! em 1} ¢ uma matriz bloco triangular superior, concluimos

que os polos da matriz A em 1' sao dados pela unido (com repeticdo) do polos de A,

+

_O ]u, y=[C: C]

C

Zc
Z

C

(parte controldvel) com os polos de Az (parte nao-controldvel).

Obs 3: Considere que aplicamos no sistema ((5.4)) uma realimentagao de estado da forma:
u=—Kx.
Temos o sistema em malha-fechada:
X = (A—BK)x.

Suponha que é nao-controlavel. Mostraremos agora que os polos da matriz Ag
(parte nao-controldvel) ficam trancados no plano complexo em relagao a realimentagoes
de estado da forma u = —Kx, no sentido de que a matriz A — BK possuira esses mesmos
polos para qualquer escolha da matriz de ganho K.

Pelo teorema acima, temos que existe uma matriz invertivel T tal que, nas novas

coordenadas (z¢,zz) =z = Tx, o sistema ({5.4) é descrito por
B,
u.
0

-5

Nas novas coordenadas z = T'x, a realimentagao ¢ descrita por

Zc

Zc Z_12 +
0 Az

ie

u=—Kx=—-KT 7= —KT:IZ =—Kz= _[Kc K&]
=X =K

Zc
9
Ze
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e o sistema em malha-fechada por

i= Zc _ Zc Z12
2z 0 A:

BN

c— BCKC Z12 - ECF_
0

2|

c

Logo, os polos de A — BK do sistema em malha-fechada
%= (A—BK)x

sao dados pela unido (com repeticdo) dos polos de A, — B.K, (subsistema controldvel
em malha-fechada com o ganho K.) com os polos de Az (parte ndo-controldvel de malha-
aberta). Concluimos entdo que os polos de Az ndo podem ser deslocados no plano complexo
pela realimentagao de estado u = —Kx, ou seja, os mesmos estao trancados. Por outro
lado, os polos de A. — B.K, podem ser arbitrariamente posicionados no SPE pela escolha
adequada do ganho K., pois o par (A, B.) é controldvel (subsistema controldvel). Essa
discussao motiva a seguinte definicao:
Definigao: Dizemos que o sistema ([5.4]) é estabilizdvel (ou que o par (A,B) é estabili-
zavel) quando os pdlos de A — BK (malha-fechada) podem ao menos ser estabilizados,
ou seja, posicionados em algum lugar do SPE, por uma escolha adequada da matriz de
ganho K na realimentacao de estado u = —Kx.

E imediato que:
Proposicao 1: Todo sistema controlavel é estabilizavel.

E, pela Obs 3 acima, obtemos os dois préoximos resultados:
Proposicao 2: Suponha que o sistema é nao-controldvel. Entao, é estabilizavel
se e somente se os polos da parte nio-controldvel Az em estao no SPE.
Proposicao 3: Suponha que o sistema ¢ nao-controlavel mas estabilizavel. Entao,
para estabilizarmos os polos de A — BK, basta aplicarmos a seguinte realimentacao de

estado

onde a matriz invertivel T é como no Teorema 1 acima e K, é escolhido de modo que os
polos de A. — B.K. (subsistema controldvel em malha-fechada com ganho K,) estejam no
SPE. Com isso, os polos de A — BK estao no SPE e sao dados pela uniao (com repeticéo)
dos polos de A, — B.K. com os polos de Az (0os quais podem ser relativamente lentos, e
nao podem ser deslocados pelo ganho K da realimentacao!). Note que: u = —[K. 0]Tx =
—K I 0]Tx=—K.I 0]z=—K.z.
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Exemplo 1: Considere o sistema

21 0 O 0
. 02 0 O 1
X = X+ u,
00 -1 O 1
00 0 —1 1
N - - N’
A =B
y=I[1 0 0 O]x.
=C
Tal sistema é nao-controlavel, pois
0 1 4 12
2 3 1 2 4
% =B AB A°B A’B] = L1 = det(%) =0, posto(¥) =3.
I -1 1 —1

Logo, n. =3 <n=4. As primeiras 3 colunas V;,V,,V3 de € sao linearmente independentes.

Escolhendo-se V4 = 1[0 0 1 0], temos que

T = [Vl Vo V3 V4] =

Pelo Teorema 1 acima, temos que a decomposi¢cao canonica nas partes controlavel e nao-

controlavel do sistema é dada por:

00 —4 O
_ Ac Ap | 10 0 0
A=TAT '=| "¢ | =
0 Ag 01 0
00 —1
.
- B, 0 _ _
B=TB=| ‘|= , C=CT'=[C. Cj/=[0140].
0 0
0
Como Az = —1 € SPE, concluimos que o sistema é estabilizavel pela Proposicio 2 anterior.
Sabemos que (A.,B.) é controlavel, onde
00 —4 1
Ac=|10 0|, B=|0
01 3 0

1 40
2 40

, com det(T~') =9 #£0.
-1 11
-1 10
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Para posicionarmos os polos de A, — B.K. em {—2,—3, —4}, encontramos que K. = [12 62 25.6].

Portanto, pela Proposicao 3, a realimentagao de estado

u=—[K. 0]Tx=—[12 62 206 0]Tx =
— —[40.0000 11.3333 0 0.6666]x = —Kx,

(. J
~~

=K

estabiliza A — BK com os polos em {—1,—2,—3,—4} (unido dos polos de A, — B.K, com o
polo de Az).
Verificagao:
2 1 0 0
—40 —9.33 0 —-0.67

—40 —-11.33 -1 —-0.67
—-40 -933 0 —-1.67

= det(s] — (A — BK)) = s* +10s” + 355> + 505 +24 = 0
=s=—1, -2, -3, —4.

A—BK =

Teorema 2 (Decomposigao Candnica nas Partes Observavel e Nao-Observavel):
Considere que ([5.4) é nao-observavel com posto(€) =n, < n. Entao, existe uma matriz

invertivel T tal que, nas novas coordenadas (z,,z5) =z = Tx, (5.4) é descrito por

. — Z.() — 14() _() Z() _"_ f{) u’ (58)
25 Ayl Aj 25 B;
— —
—=A=TAT"! =z =B=TB
— Z
y - [CO 0] ? ] 9
~—— 25
=C=CT"!

onde z, € R, A, € R%*% 75 c R" " Az € R X" " Além disso, o subsistema de

ordem n,

Zo= KOZO + Eom

T (5.9)
- 0X09

é observavel e possui a mesma matriz de transferéncia que (5.4), ou seja, G(s) = C(sI —

A)"'B=C,(sI-A,)"'B,. A matriz invertivel T pode ser determinada da seguinte maneira:

T;

T=|T1,

0 ?
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onde T1,...,T,, sao quaisquer n, linhas linearmente independentes da matriz de observabi-
lidade &, e as n—n, linhas restantes T, 11, ..., T, sao escolhidas de maneira que det(T") # 0
(relembre de Algebra Linear que sempre podemos escolher as n—n, linhas T, t1,...,T,
dentre as n linhas da base canonica de R").

A mudanga de coordenadas (z¢,zz) =z = Tx € R" decompode o espago vetorial R” em
dois subespagos (soma direta): um observavel (pois o subsistema ([5.9) é observével) e
outro nao-observavel (pois vemos em que z; nao afeta a saida y diretamente nem
indiretamente via z,). Como o subsistema é observavel, podemos sempre determinar
sua condicao inicial (desconhecida) z,(0) € R™ ao conhecermos qualquer entrada aplicada
u(t) € R™ e a saida correspondente y(t) € R?, 0 <t < Ty < oo. Como as equacoes de Zg ey
em sao identicas a , concluimos entdo que a componente inicial (desconhecida)
70(0) € R™ de toda condigao inicial de da forma z(0) = (z,(0),0) € R" pode ser
determinada ao conhecermos qualquer entrada aplicada u(z) € R™ e a saida correspondente
y(t) € RP, 0 <t < Ty <oo. Logo, o subespago observavel tem dimensao n, e consiste
dos vetores da forma (z,,0) € R". Por simplicidade, dizemos que z, é o estado obseravel
(nas coordenadas z).

Por outro lado, suponha que a condicao inicial em (/5.8)) é da forma z(0) = (0,z5(0)) € R"
e a entrada aplicada u(t) = 0 é identicamente nula. Entao, temos que a saida correspon-
dente y(z) = 0 também ¢ identicamente nula também e, assim, ndo hé como determinarmos

a componente inicial (desconhecida) z5(0) € R"™" a partir de u =0 e y =0. De fato, para

z(0) = (0,2z5(0)) e u(t) =0, obtemos de (5.8) que
2o
26 ’
——

2]
25
=Z

y= 6()Zo-

0

. A,
Z= -
Ax As

Logo, z, = Ayz,, OU s€ja,

2o(t) = ™' 7,(0) = 0.
>

Consequentemente, y(t) = C,2,(t) = 0. Portanto, o subespago nao-observavel tem di-
mensao n—ny e consiste dos vetores da forma (0, z5), no sentido de que existe ao menos uma
entrada u(t) em que nao é possivel determinarmos a componente inicial (desconhecida)
z5(0) € R"7 da condigao inicial z(0) = (0,z5(0)) € R" de a partir do conhecimento
de u(t) e da saida correspondente y(t). Por simplicidade, dizemos que z; é o estado
nao-observavel.

Por fim, ressaltamos que a matriz de transferéncia de s6 depende do subsistema
observavel de ordem reduzida (5.9): G(s) = C(sI —A)"'B = C,(sI —A,)"'B,.

Obs 4: No Matlab, o comando obsvf determina uma matriz invertivel T de modo que
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(26,20) = 2= Tx com

. 26 <o
Z = . .
Zo Z0

Obs 5: Como A = TAT~! em (5.8) é uma matriz bloco triangular inferior, conclufmos
que os polos da matriz A em ‘) sao dados pela unido (com repeticio) do polos de A,

0 AO ZO o

[Z An

_ ]u, y=[0 C,]

(parte observavel) com os polos de A; (parte nao-observavel).

Obs 6: Considere que utilizamos no sistema um observador de estado da forma:
X=(A—LC)x+ Bu+Ly.
Temos entao a seguinte dinamica para o erro de estimagao e =x —Xx:
é=(A—LC)e.

Suponha que (5.4) é nao-observavel. Mostraremos agora que os polos da matriz A, (parte
nao-observével) ficam trancados no plano complexo em relagao a observadores de estado
da forma x = (A—LC)x+ Bu+ Ly, no sentido de que a matriz A — LC possuird esses mesmos
polos para qualquer escolha da matriz de ganho L.

Pelo teorema anterior, temos que existe uma matriz invertivel T tal que, nas novas
coordenadas (z,,z5) = z = Tx, o sistema ¢ descrito por

. 20 K0 0 2o EO
7= . = _ _ —|— _ u7
25 Ay As % B;
—_—— —_——

=A=TAT! B=TB

2o

y= [Co 0]
——

C=CT"!

2o
Nas novas coordenadas (&,,&;) = & = Te, a dindmica do erro de estimagao é descrita por

E=Té=T((A-LC)e=TA—-LC)T '& = (TAT ' — TL CT')¢&
— ~—— N ~ =
—¢ —e —A =L =C

Assim,

Logo, os polos de A — LC da dinamica do erro de estimacgao

é=(A—LC)e
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sao dados pela unido (com repeti¢ao) dos polos de A, — L,C, (subsistema observével
com ganho L,) com os polos de A; (parte nao-observavel de malha-aberta). Conclufmos
entdo que os polos de A; nao podem ser deslocados no plano complexo pelo ganho L
do observador X = (A—LC)x+ Bu+ Ly, ou seja, os mesmos estao trancados. Por outro
lado, os polos de A, — L,C, podem ser arbitrariamente posicionados no SPE pela escolha
adequada do ganho L,, pois o par (A,,C,) é observéavel (subsistema observével). Essa
discussao motiva a seguinte definicao:
Definigao: Dizemos que o sistema é detectavel (ou que o par (A,C) é detectavel)
quando os polos de A — LC (dinamica do erro de estimagao) podem ao menos ser estabi-
lizados, ou seja, posicionados em algum lugar do SPE, por uma escolha adequada da
matriz de ganho L do observador de estado ¥ = (A — LC)X+ Bu -+ Ly.

E imediato que:
Proposicao 4: Todo sistema observavel é detectavel.

E, pela Obs 6 anterior, obtemos os dois préximos resultados:
Proposicao 5: Suponha que o sistema ¢ nao-observavel. Entao, ¢ detectéavel
se e somente se os polos da parte ndo-observavel A; em |) estao no SPE.
Proposicao 6: Suponha que o sistema é nao-observavel mas detectavel. Entao, para
estabilizarmos os polos de A — LC, basta escolhermos a matriz de ganho L do observador
de estado X = (A — LC)x+ Bu + Ly da seguinte maneira:

onde a matriz invertivel T é como no teorema anterior e L. é escolhido de modo que os
polos de A, — L,C, (subsistema observavel com ganho L,) estejam no SPE. Com isso,
os polos de A — LC estao no SPE e sao dados pela unidao (com repetigao) dos polos de
A, —L,C, com os polos de A; (os quais podem ser relativamente lentos, e ndo podem ser

deslocados pelo ganho L do observador!). Note que: para (Z,,25) =7z = Tx, temos

Zo=1[I 0)z=[I 0]Tx= (A, —L,C,)Zp + Bou+ Lyy.

Exemplo 2: Considere novamente o sistema do Exemplo 1 acima:

21 0 0 0
. 02 0 O 1
X= X+ u,
00 —1 O 1
00 0 -1 1
~ ~- ——
—A =B
y=I[1 0 0 O]x.
——
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Tal sistema é nao-observavel, pois

C 1 0

CA 2 1
ﬁ: =

CA? 4 4

CA3 8 12

o O O O
S O O O

= det(0) =0, posto(0) = 2.

Logo, n, =2 <n=4. As primeiras 2 linhas T1,T> de & sao linearmente independentes.
Escolhendo-se T3 =[0 0 1 0],74=[0 0 O 1], temos que

T 10

T 2 1
T—1| 2=

T; 0 0

T4 00

, com det(T)=0.11#0.

S = O O
- O O O

Pelo Teorema 2 acima, temos que a decomposi¢ao canonica nas partes observavel e nao-

observavel do sistema é dada por:

Como

01 0 0
44 0 0
00 -1 0]’
00 0 —1

, C=CT'=Cc=[Cy 0]=[1000)].

= polo duplo em s = —1,

concluimos que o sistema ¢é detectavel pela Proposicao 5 anterior.

Sabemos que (A,,C,) é observével, onde

0 1

A —
? [—44

, C,=110].

Para posicionarmos os polos de A, — L,C, em {—6,—9}, encontramos que L, = [19 126]".

Portanto, pela Proposicao 6, o observador de estado x = (A—LC)x+ Bu+ Ly com

19 19
126 88
0 0
0 0
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estabiliza a matriz A — LC de é = (A — LC)e, onde e = x—X é o erro de estimagao, com 0s

polos em {—1,—1,—6,—9} (uniao dos polos de A, — L,C, com os polos de Aj).

Verificacao:
—17 1 0 O
—-88 2 0 O
A—LC=
0 0 —1 0
00 0 —1

= det(s] — (A— LC)) = s* + 175 + 855 + 1235+ 54 =0
=s=—1, -1, —6, 9.

Concluimos entao pelo principio da separagao que a estrutura controlador-observador

Ccom
X=(A—LC)x+ Bu+ Ly,

u=—Kx,

torna a origem do sistema em malha-fechada globalmente assintoticamente estavel com

os polos em {—1, —1, —1, =2, =3, —4, —6, —9}, onde (veja o Exemplo 1 acima):
K = [40.0000 11.3333 0 0.6666], L=[19 88 0 0]'.

Obs 7: Pelo o que vimos até o momento nesta secao, concluimos que todos os resultados
apresentados nas secoes anteriores do presente capitulo permanecem validos ao substituir-
mos a hipétese de controlabilidade (par (A,B) é controlavel) por estabilizibilidade
(par (A, B) é estabilizavel), e a hipétese de observabilidade (par (A,C) é observavel) por
detectabilidade (par (A,C) é detectdvel).

Teorema 3 (Decomposi¢ao Candnica de Kalman): Considere que o sistema é
nao-controldvel e/ou nao-observavel. Entao, existe uma matriz invertivel T tal que, nas
novas coordenadas (zco,Zcs,2c0,2e6) = (2¢,2¢) = 2= Tx, ¢ descrito por

—— ——

=Zc =Zz

. Zc Kc Z12 Zc Ec
7= ) = _ —+ u
i Vs O AE Vs O
=A=TAT ! =z =B=TB
Zco Zco 0 Z13 0 Zco Eco
| % | Ay A Az Anpg o | B y
Zeo 0 0 Azp O Zeo 0 |
| Zeo 0 0 Ay Az || zeo 0
Zco
. z _ Ze
y:[ c C'] ‘= [Cco 0 Cz O] “ )
~—~—— | Z¢ Zéo
=C=CT"!
| <co
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onde o estado z., é controlavel e observavel, z.5 é controlavel e nao-observavel, zz, € nao-
controlavel e observavel, e zz5 ¢ nao-controlavel e nao-observavel. Além disso, o subsistema

de ordem reduzida

Zeo = AcoZeo + Beou,

_ (5.10)
Yeo = CeoZeo,

é controldvel e observével, e possui a mesma matriz de transferéncia que (5.4)), ou seja,

G(s) =C(sI —A)"'B=Ceo(sI —Aco) 'Beo.
Prova: Primeiramente, utilizamos o Teorema 1 acima no sistema ([5.4), subdividindo o
sistema nas partes controlavel e nao-controlavel. Em seguida aplicamos, tanto na parte

controlavel quanto na parte nao-controlavel resultantes, o Teorema 2 anterior. Isto sig-

nifica que subdividimos cada uma das partes controlavel e nao-controlavel nas partes

observavel e nao-observavel.

0

J T
-
.

Figura 23 — Decomposi¢ao Canodnica de Kalman.

Ressaltamos que os polos de A sdo dados pela unido (com repeticao) dos polos de A,
Acs, Aco, Azs. A decomposicdo canonica de Kalman ¢é ilustrada na Figura acima, em que
percebemos que apenas a dinamica do estado controlavel e observavel z., estd conectada
tanto a entrada quanto a saida do sistema. Isto ilustra o fato da matriz de transferéncia

G(s) do sistema sé depender do subsistema controlavel e observavel ({5.10)):

G(s) =C(sI —A)"'B=Ceo(sI —Aco)  'Beo.

Concluimos assim que: a descrigao de um sistema através da matriz de trans-
feréncia G(s) nao capta toda a descrigao fornecida pelo modelo de estado !
A matriz de transferéncia G(s) capta apenas a relacao entrada-saida do sub-
sistema controldvel e observavel (e para condigao inicial x(0) =0 nula)! Por
exemplo, se algum polo da parte nao-controlavel Az estiver no SPD (i.e. o sistema

nao é estabilizavel), entdo alguma varidvel de estado do sistema ({5.4) podera explodir
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com o tempo (dependendo da condigao inicial), mas tal comportamento nao tem como
ser captado pela matriz de transferéncia G(s) = Ceo(sI —Aco) ™' Beo.
Obs 8: No Matlab, o comando minreal determina uma matriz invertivel T que coloca o

sistema ([5.4]), nas novas coordenadas z = Tx, na forma canonica de Kalman.

5.12 Realizacao de Matrizes de Transferéncia

Definigao: Dizemos que uma matriz de transferéncia G(s) = (G;j(s)) ¢ estritamente
prépria quando cada componente Gj;(s) = N;j(s)/D;jj(s) é racional com grau(Djj(s)) <
grau(N;;(s)), onde Nj;(s) e Djj(s) sdo polinomios em s.

Definigao: Seja G(s) uma matriz de transferéncia estritamente prépria. Dizemos que

G(s) é realizavel quando existe um sistema linear da forma

X =Ax—+ Bu,
y=Cx,

em que sua matriz de transferéncia correspondente coincide com G(s), ou seja, temos
que G(s) = C(sI —A)~'B. Neste caso, dizemos que tal sistema é uma realizagdo de
G(s). Por simplicidade, denotaremos tal sistema por (A,B,C) e diremos que (A,B,C) é
uma realizagao de G(s). Dizemos que um sistema da forma acima é uma realizagao
minimal de G(s) (ou que (A,B,C) é uma realizacdo minimal de G(s)) quando: (i) o
sistema é uma realizagao de G(s), e (ii) a ordem de tal sistema é menor ou igual & ordem
de todas as outras possiveis realizagoes de G(s).

O problema de encontrar uma realizagao de G(s) é motivado por situagbes préticas.
Em primeiro lugar, existem muitos métodos de projeto de controladores e algoritmos com-
putacionais que sao baseados em modelos de estado, e nao em matrizes de transferéncia.
Desse modo, quando desconhecemos o modelo de estado de uma planta mas conhecemos
sua matriz de transferéncia G(s) (por exemplo, quando identificamos G(s) experimental-
mente pela resposta ao degrau), temos que encontrar uma realizagdo de G(s) para que
tais métodos e algoritmos possam ser aplicados. Isto ocorre quando simulamos a saida de
uma matriz de transferéncia G(s) a uma entrada escolhida no Matlab/Simulink: para efe-
tuar a simulagao, o Matlab/Simulink primeiramente encontra uma realizacao (A,B,C) de
G(s), e em seguida calcula a saida por integragao numérica de tal modelo de estado. Em
segundo lugar, uma dada matriz de transferéncia G(s) (de um controlador, por exemplo)
pode ser implementada eletronicamente na préatica pela utilizacao de amp-ops com base
na determinacao de uma realizagao.

Pelo o que vimos na segao anterior, se existir uma certa realizacao de G(s), entao ha
infinitas realizacoes de G(s). De fato, suponha que (A,B,C) é uma realizacao de G(s).
Entdo, para cada matriz invertivel T, temos que (A,B,C) = (TAT ', TB,CT~') também é
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uma realizagao de G(s), pois
G(s)=C(sI—A)"'B=C(sI—A)"'B.

Desse modo, o problema de se encontrar uma realizagdo minimal de G(s) é crucial na
pratica, pois quanto menor for a ordem de uma realizagao, menor serd o nimero de amp-
ops necessarios para implementa-la, ou seja, menor a complexidade e o custo envolvido.
Veremos na sequéncia como encontrar uma realiza¢ao de G(s), como verificar se uma
realizagdo é de fato minimal, e como determinar uma realiza¢do minimal de G(s).
Primeiramente vamos tratar da realizacao de fungoes de transferéncia estritamente
préprias da forma G(s) = N'(s)/D'(s) (caso SISO). Suponha que, apés termos efetuado

todos os possiveis cancelamentos polo-zero em G(s), obtemos que

Bi1s" '+ 4 Bis+ By
S Oy S s+ o]

onde N(s) e D(s) ndo possuem fatores em comum, ou seja, nao hé mais possiveis can-

celamentos polo-zero. Considere o seguinte sistema de ordem n (forma candnica de

controlabilidade):
[ 0 0 o | [o]
0 0 0 0
X = X+ u,
0 0 0O o0 1 0
|~ —0 o — 01 | B
. — . ==
=A e Rmxn =BeR"
y= [ﬁ() ﬁnfl]x.
=CeR"

Pode-se mostrar que a forma candnica de controlabilidade acima possui as seguintes pro-

priedades:
1. det(sI —A) =D(s) = s" + 015" '+ + a5+ ap;
2. (A,B) é controlavel e (A,C) é observavel;

3. G(s) =C(sI—A)~'B, ou seja, a forma cancnica de controlabilidade é uma realizacio
de G(s) =N(s)/D(s).

Teorema 1: Seja

onde os polindémios N(s) e D(s) nao possuem fatores em comum. Considere que (A,B,C)

é uma realizacao de G(s). Entao, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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e (A,B,C) é uma realizagdo minimal de G(s);
e (A,B) é controlavel e (A,C) é observével;
e ordem(A) =n (ou seja, a ordem do sistema (A,B,C) coincide com grau(D(s)).
Em particular, a forma canonica de controlabilidade acima é uma realizacao minimal de

G(s).
Exemplo: Seja
G(s) 2(s+3) 2546
s) = = :
s(s+5)(s+8) 53+ 1352440s

Entao, uma realizacdo minimal de G(s) é dada pela forma canonica de controlabilidade:

0 1 0 0
x=10 0 1 |x+ | 0 |u,
0 —40 -—13 1
—A =B
y=1[6 2 0]x.
——
=C
Verificacao:
25s+6
C(sI—A)"'B= e
(sT—A4) Friardos  CW)

e a forma canonica de controlabilidade tem ordem 3 (veja o Teorema 1 acima).

Obs 1: Em muitas situagoes praticas, nao conhecemos o modelo de estado de uma planta
linear SISO, mas apenas sua fungao de transferéncia G(s) (determinada experimental-
mente pela resposta ao degrau, por exemplo). Em tal caso, podemos mesmo assim aplicar
os métodos de controle tratados anteriormente no presente capitulo (no entanto, relem-
bre da segao anterior que G(s) é determinada apenas pelo subsistema controlavel e
observavel da plantal) Por exemplo, suponha que desejamos projetar um controlador
em série com a planta e com realimentacao unitaria para o problema de rastreamento
de referéncia com rejeicao de perturbacao (isto foi abordado na disciplina Sistemas de
Controle no dominio da frequéncia: Transformada de Laplace 4+ Lugar das Raizes). Pelo
0 que vimos acima e com os resultados apresentados no Lab 6, concluimos que podemos

projetar tal controlador no dominio do tempo através dos seguintes passos:
1. Encontre as matrizes A, B,C da forma candnica de controlabilidade de G(s);
2. Determine o modelo interno de ordem k
Xm =Am+ Bne
para a referéncia r(t) e a perturbacdo w(r), onde e = r—y é o erro de rastreamento;

3. Verifique que o par (A4, B,) do sistema aumentado é estabilizdvel (j4 sabemos que

o par (A,C) é observavel);
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4. Determine K, de modo a estabilizar A, — B,K, e L de modo a estabilizar A — LC,
verificando que os polos de A; — B,K, e de A — LC nao coincidem com os polos da

referéncia e da perturbacao (ou seja, com as raizes de B(s) =0 do modelo interno);

5. O modelo de estado do controlador projetado é dado por

A—BK—LC —BK,

0 A
- ~— —_—— e —
=A, =X; =B,
x
u=—[K K, ,
~—— | X
K, \_y_/

e sua fungao de transferéncia é dada por

C(s) = % — K, (sI—A.)"'B;

6. A implementacao deste controlador de ordem n+ k resolve o problema de rastre-
amento da referéncia r(f) com rejeicdo da perturbacao w(t). Os polos de malha-
fechada de Y (s)/R(s) = C(s)G(s)/[1 +C(s)G(s)] e de Y (s)/W (s) serdo a unidao (com
repeticao) dos polos de A, — B,K, com os polos de A — LC (a menos de cancelamentos

polo-zero).

Vamos agora abordar a realizacao de matrizes de transferéncia G(s) estritamente pro-
prias (caso MIMO). Com o objetivo de nao sobrecarregar a notagao, assuma por simpli-

cidade que (m =3 entradas e p = 2 saidas)

G11 (S) Gn(s) G13 (S)

_ , (5.11)
Gai(s) Ganf(s) Gas(s)

G(s) = (Gij(s))

onde Gjj(s) = N;j(s)/D;j(s), grau(D;;(s)) < grau(N;;(s)), e os polinomios Nj;(s) e D;j(s)
nao possuem fatores em comum. Seja (A;j,B;j,Cij) uma realizagdo minimal da funcao de

transferéncia G;;(s) (a forma canonica de controlabilidade, por exemplo). Entao, pode-se
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mostrar que o seguinte sistema é uma realizacao de G(s):

X11 A O 0 0 0 0 X11 B O 0
X12 0 Ap O 0 0 0 X12 0O B;p O
. X13 0 0 A3 O 0 0 X13 0 0 Bj3
X = = + u?
X1 0 0 0 Ay O 0 X271 By O 0
X0 0 0 0 0 A»p O X220 0 By O
X23 0 0 0 0 0 Ay X23 0 0 By
- - \- TV -l - Vv - \- TV -1
=A =X =B
(5.12)
X11
X12
y— Cih Cp Gz 0 0 O x13
0 0 0 Gy Crn Cxn X21
-C x22
X23

Teorema 2: Seja G(s) = (Gjj(s)) uma matriz de transferéncia estritamente prépria. Su-
ponha que em cada componente Gij(s) = Nj;(s)/D;j(s) os polinomios N;;(s) e D;;(s) nao
possuem fatores em comum. Considere que (A,B,C) é uma realizagdo de G(s). Entao, as

seguintes afirmacoes sao equivalentes:
e (A,B,C) é uma realizagdo minimal de G(s);
e (A,B) é controlavel e (A,C) é observével;

e ordem(A) = grau(G(s)) (ndo vamos abordar a definicdo de grau(G(s)) em nosso

curso: veja o livro do Chen para maiores detalhes).

Concluimos entao pelo Teorema 2 acima e pela decomposicao canonica de Kalman
(Teorema 3 da Segao 5.11) que, para obtermos uma realiza¢cdo minimal da matriz de

transferéncia G(s) em (5.11)), basta seguirmos o seguinte procedimento:
1. Encontre uma realiza¢do de G(s) como em ([5.12));

2. Determine o subsistema controldvel e observével (5.10) da decomposigao canonica
de Kalman do sistema ((5.12));

3. O subsistema controlavel e observavel (ZCO,ECO,E’C()) ¢ uma realizagao minimal de
G(s), pois G(s) = Ceo(sI —Aco) ' Beo.

Obs 2: No Matlab, o comando minreal (minimal realization) determina uma realizac¢ao
minimal da matriz de transferéncia G(s) em (5.11]).
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Obs 3: Seja G(s) = (Gij(s)) uma matriz de transferéncia estritamente prépria. Suponha
que em cada componente Gjj(s) = N;j(s)/Djj(s) os polinomios Nj;(s) e D;j(s) nao possuem
fatores em comum. Se (A,B,C) é uma realizagdo minimal de G(s), entdo dada qualquer
matriz invertivel T, temos que (A,B,C) = (TAT~!,TB,CT~") também é uma realizacio
minimal de G(s), pois (A,B,C) e (A,B,C) possuem a mesma ordem, e (relembre os resul-
tados da Segao 5.11)

G(s)=C(sI—A)"'B=C(sI—-A)"'B.

Pode-se mostrar que a reciproca também é verdadeira: se (A,B,C) e (A,B,C) sdo re-

alizacoes minimais de G(s), entdo existe uma matriz invertivel T tal que (A,B,C) =
(TAT-',TB,CT1).

5.13 Implementacdo Digital

Veremos nesta secao como implementar de maneira aproximada os controladores projeta-
dos nas se¢oes anteriores através de um algoritmo computacional. Seja Ty > 0 o periodo
de amostragem.

Implementagcao da realimentagao de estado:
u=—Kx.
Algoritmo:
1. Leia x; = x(kT;) (conversor A/D — amostrador);
2. Calcule u = —Kxy,
3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);
4. Espere até completar Ty segundos e volte ao Passo 1.

Obs 1: Seja uc(t) o controle constante por partes resultante do algoritmo computacional

acima. Para Ty = 0, espera-se que uc(t) = u(t) = —Kx(t).
Obs 2: Suponha que a planta tem n estados e m entradas, ou seja, x = (x1,...,x,) € R" e
u= (ug,...,u,) € R™ Caso nao ha operagoes matriciais disponiveis no microcontrolador

a ser utilizado, pode-se calcular cada variavel de controle u; € R da seguinte maneira:

n

ug; = —Kixp = Z —Kijxj, i=1,...,m,
J=1

onde ug = (g1, .-, ukm) ER™ e xp = (Xp 15, Xkn) €R" para k>0, e K; = (K;;) é a i-ésima
linha da matriz de ganho K.

Implementagao da configuracao controlador-observador:

X=(A—LC)x+Bu+Ly=(A—BK — LC)X+ Ly,

u=—Kx.
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Neste caso, a ideia é aproximar o controlador em tempo continuo projetado por um
controlador em tempo discreto com 73 = 0. O método de aproximacao forward fornece

que, para Ty = 0:

f((k‘i‘ 1)Tv) —f(k]})

- >~ ¥(kTy) = (A — BK — LC)x(kTy) + Ly(kT;)

Assim, obtemos a seguinte equacao recursiva para o estado estimado:
x((k+1)Ty) = T5(A — BK — LC)x(kT) + TsLy(kTy) + x(kTy), T =0.

Algoritmo:

1. X =x(0) (inicializagdo — condigao inicial do observador de estado);

2. Calcule uy = —Kxy;

3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);

4. Leia y, = y(kT;) (conversor A/D — amostrador);

5. Calcule x;y| = Ty(A — BK — LC)xy + TyLyy + Xi;

6. Atualize Xx = X1 1;

7. Espere até completar T segundos e volte ao Passo 2.

Obs 3: Seja u.(t) o controle constante por partes resultante do algoritmo computacional
acima. Para Ty = 0, espera-se que u.(t) = u(t) = —Kx(t).

Obs 4: Suponha que a planta tem em n estados, m entradas e p saidas, ou seja, x =
(X150, %) €R" u= (ur,...,um) €ER™ e y=(y1,...,yp) € RP. Caso nao hé operagoes
matriciais disponiveis no microcontrolador a ser utilizado, pode-se calcular cada variavel

de controle u; € R da seguinte maneira:

n
ui = —Kxe =Y —Kijxej, i=1,...,m,
=1

onde uy = (ug 1, ., ugm) ER™ e X = (X 1,...,Xkn) €R" para k>0, e K; = (Kjj) ¢ a i-ésima

linha da matriz de ganho K, com
fk—b—l,j = TS(A —BK—LC)j)/C\k—l— TYLjyk +5C\k,j7 j=1,...,n,

onde (A—BK—LC)j e Lj ¢ a j-ésima linha da matriz A—BK — LC e L, respectivamente.
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6 Controle Linear de Sistemas Nao-Lineares

Este capitulo trata de técnicas de controle linear para sistemas nao-lineares. Veremos
como os controladores vistos no capitulo anterior podem ser utilizados em sistemas nao-

lineares.

6.1 Estabilidade de Lyapunov

No decorrer de toda esta secao, consideremos sistemas autonomos da forma

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D — R" é uma aplicacao de classe

C! (i.e. a aplicacdo df/dx: D — R™" (matriz jacobiana) é continua). Relembre do Lab 2

que x° € D é um ponto de equilibrio (ou ponto de operagao) do sistema se a solugao

do sistema para a condicao inicial x(0) = x¢ em #p = 0 permanece em x¢ para todo tempo

futuro, ou seja, x(¢) = x¢, para t > 0, é a solugdo do sistema para x(0) = x¢ em 9 = 0.
Relembramos também os proximos dois resultados do Lab 2:

Proposicao: Temos que x* € D é um ponto de equilibrio do sistema x = f(x) se e so-

mente se f(x°) =0 (ou seja, x =0).

Teorema: Considere o sistema x = f(x). Seja x(0) = xp € D uma dada condigao inicial

(em tp =0). Se lim;_,ox(f) =X € D, entdao X € D é um ponto de equilibrio do sistema, ou

seja, f(x) =0.

Definicao (Estabilidade de Lyapunov): Seja x° € D um ponto de equilibrio do sistema

x = f(x). Entao:

1. Dizemos que x° é estavel se, dado € > 0, existe § = §(g) > 0 tal que

|1x(0) —x°|| < 6 = ||x(t) —x°|| < &, para todo t > 0;

2. Dizemos que x¢ é instavel quando x° nao é estavel,

3. Dizemos que x¢ é (localmente) assintoticamente estavel quando x¢ é estavel e,

além disso, existe ¥ > 0 tal que

_ € : — 4.
[x(0) — 2] < y=> lim x(r) =

4. Dizemos que x° é globalmente assintoticamente estavel quando: (a) D =R",

(b) x¢ é estavel, e (c¢) lim;x(t) = x¢ para qualquer x(0) € R".
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Obs: Para sistemas lineares da forma y = Ay, com y € R”, temos que a origem y* =0 é
(localmente) assintoticamente estédvel se e somente se y° =0 é globalmente assintoti-
camente estavel. Assim, para sistema lineares, sé faz sentido em se falar de estabilidade
assintética global. Relembre da Secao 5.2 que: (a) y* =0 é globalmente assintoticamente
estavel se e somente se todos os polos (autovalores) da matriz A estdao no SPE; e (b) se
a matriz A possui algum polo no SPD, entao y¢ =0 ¢ instavel.

Definicao: Seja x* € D um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema x =
f(x). A regido (ou dominio) de atragao de x° é o conjunto R4 (x¢) formado por todas
as condigoes iniciais cujas solugoes convergem assintoticamente para x¢, ou seja,

RAo(x®) ={x(0) € D | limx(t) = x°}.

{—roo

Note que x¢ € R4(x°). Pode-se mostrar que R4(x¢) é um conjunto aberto. Note também
que, se x° é globalmente assintoticamente estével, entdao Ry (x¢) = R".

O proximo resultado estabelece condigoes que permitem concluir sobre a estabilidade
de um ponto de equilibrio x° € D de um sistema nao-linear X = f(x) a partir da determi-
nacao da estabilidade da origem do sistema linearizado associado. Relembre do Lab 3 que
o sistema linearizado associado é dado por

o[

=A

:| X5 :AX5.

x=x¢

Teorema (Método Indireto de Lyapunov): Seja x* € D um ponto de equilibrio do

sistema x = f(x), e considere a matriz do sistema linearizado associado

0

A ox

x=x¢

Entao:

1. Se todos os polos (autovalores) da matriz A estdo no SPE, entao x¢ é um ponto de

equilibrio assintoticamente estével do sistema x = f(x);

2. Se ao menos um polo da matriz A esta no SPD, entao x¢ é um ponto de equilibrio

instavel.

Obs 1: Para sistemas lineares ou nao-lineares no plano (n =2), esse resultado estabelece
que: (a) um ponto de equilibrio x¢ do tipo né estével ou foco estével é de fato assintoti-
camente estavel; e (b) um ponto de equilibrio x¢ do tipo né instavel, foco instavel ou sela
é de fato instavel. Isto justifica a nomenclatura utilizada nos Labs 2 e 3.

Obs 2: Caso a matriz A do sistema linearizado possua algum polo em cima do eixo
imagindrio, entao nada podemos concluir sobre a estabilidade do ponto de equilibrio x¢

pelo Método Indireto de Lyapunov.
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Exemplo: Considere o sistema nao-linear de 3¢ ordem:

X = —xx3+ 1 = fi(x1,x2,x3),
Xy = x1x3 — X2 = fa(x1,%2,X3),

%3 =251 —x3) = f3(x1,%2,%3).

O tnico ponto de equilibrio é x¢ = (1,1,1), pois: (i) f3(x1,%2,%3) = x3(1 —x3) = 0 implica
que x> =0 ou x° = 1; (ii) para termos fi(x1,x2,X3) = —x2x3 + 1x3) = 0 é exigido que x3 = 1
e, consequentemente xp = 1; (iii) f2(x1,x2,x3) = x1x3 —x = 0 implica que x; = 1.

Agora, linearizando em x¢ = (1,1,1):

[ dfi af dfi i

1
(x1,%2,X3) 8_x2(x1’x2’x3) 8_x3<x1’x2’x3)

ox;
A= 3—{:(366) = g—f(xl,xz,xg) a—xi(xl,xz,)g) a—xz(xl,xz,)g) ,
b(xl X2,X3) %(xl X2,%3) %(Xl X2,X3)
| dx; T dxy 7 oxy T e
0 —x3 —x 0 -1 —1
=1 x3 -1 X1 =11 -1 1
0 0 2x3-3%3 0 0 -1

x=(1,1,1)

Os autovalores da matriz A sio: —1, —1/2+ j/3/2. Logo, x* = (1,1,1) é (localmente)
assintoticamente estavel. Ressaltamos que a linearizacao por si s6 nao permite concluir
se a estabilidade assintética é local ou global, nem determinar (ou estimar) a regiao de

atracao.

6.2 Ponto de Equilibrio

Ao longo do restante deste capitulo, vamos considerar equacoes de estado da forma
dx/dt = f(x,u),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle e
f: DxR" — R" é de classe C'. Dizemos que o par (x°,u°) é um ponto de equilibrio
(ou ponto de operagao) do sistema se x(¢) = x¢, r > 0, é a solugao constante do sistema
para a condigao inicial x(0) = x¢ e entrada constante u(f) = u®, t > 0. De maneira analoga
ao caso autonomo, temos:

Proposicao: O par (x¢,u¢) € D x R" é um ponto de equilibrio do sistema x = f(x,u) se e
somente se f(x¢,u¢) =0.

Teorema: Considere o sistema x = f(x,u). Seja x(0) = xop € D uma dada condigao ini-

cial (em tp = 0) e considere que escolhemos uma entrada continua u(t), t > 0, tal que
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limy e u(t) =u € R™. Se lim;_x(t) =X € D, entdo (X,u) € D x R™ é um ponto de equili-
brio do sistema x = f(x,u), ou seja, f(¥,u) =0.

Exemplo: Considere o péndulo simples controlado

X1 =x2 = fi(x1,x2,u),

¢ gsen( ) k + ! fal )
i =—2sen(x;)— —xo+ —u= H(x1,x.u
2 E 1 m 2 mgz 2\A1,42, )

y=x1 = h(x2,x2),

onde x; = 0, xo =0, x = (x1,x2) € R? é 0 vetor de estado, u € R é o controle (torque)
ey=x; =0 R é a saida. Para encontramos todos os pontos de equilibrio (x¢,u¢) =

((x9,x5),u°) € R? x R deste sistema, resolvemos:
0= fi(x{,x5,u®) =x5 = x5=0,

k 1
0= fo(x¢,x5,u) = —%sen(xﬁ) — X = Ut = mglsen(xf).

Logo, os pontos de equilibrio sao (x¢,u¢) com x¢ = (x{,x5) = (8,0) e u® = mglsen(§), onde
x{ =6 €10,27) pode ser arbitrariamente escolhido. Isto significa que, se aplicarmos
a entrada constante u(t) = u® = mglsen(d), t > 0, e a condi¢do inicial do péndulo for
x(0) =x¢ = (6,0) (i.e. angulo inicial & e velocidade angular inicial nula), entao o péndulo
permanecerd parado no angulo 8 € [0,27), ou seja, x(t) = (x1(),x2(t)) = (8,0), para todo
t>0.

6.3 Sistema Linearizado

Considere o sistema

x = f(x7 u)?
y = h(x),
onde h: D — RP ¢ de classe C!. Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ é um ponto de equilibrio

do sistema, ou seja, f(x¢,u) = 0. Definimos entao a saida de equilibrio y* = h(x°) € R”.

A expansao em série de Taylor de f em relagdo ao ponto de equilibrio (x¢,u¢) é dada

por
d d
fle,u) = f(x4uf)+ 9f (x,u) (x—x°) + 9f x,u) (u—u®) +TOS,
if_/ dx x=x¢,u=u¢ du x=x¢,u=u®
onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,
=X =us
—— ——
fleay = LT IR,
X x=x¢ u=u¢ u x=x¢ u=u’

para xg =x—x° =0, ug =u—u®=0.
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Do mesmo modo, a expansao em série de Taylor de & em relacao a x¢ é dada por

h(x) = @4— agg)
=y¢

(x—x%)+TOS,

x=x¢

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

oh
)yt = LT,
x=x¢

para xs =x—x° = 0.

Agora, fixe uma entrada continua u(t), t > 0, e seja x(t), t > 0, a solugao correspondente
do sistema para uma condigao inicial x(0) € D. Considere: (a) o desvio xg(t) =x(t) —x° do
estado x(¢) em relagao a x°; (b) o desvio ug(t) = u(t) —u® da entrada u(t) em relagdo a
u®; e (c) o desvio yg(t) = y(t) — y° da saida y(¢) = h(x(¢)) em relagao a y°. Assim, quando
x5(t) =x(t) —x* =0, ug(t) = u(t) —u® =0 (pequenos desvios no estado e na entrada),
temos

_—— —u

o)) + DL,

-~ -~

=A =

9f (x,u)
X

= CX5(Z‘).

Denominamos o sistema linear (estado xs € R", entrada ug € R e saida yg € R”)

x5 =Axs + Bug, A:%(xe7ue)732%(xe,ue)’
oh .
vs = Cxs, C=-5-(x%).

de sistema linearizado associado ao ponto de equilibrio (x¢,u¢).

6.4 Estabilizac3do via Sistema Linearizado
Considere o sistema
'x:f('x7 u)?

e suponha que (x°,u¢) € D xR™ é um ponto de equilibrio, ou seja, f(x¢,u) =0. Vamos

tratar nesta secao do problema de estabilizacao por realimentacao de estado:
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encontrar uma realimentacio de estado u = ot(x), onde o: D — R™ é de classe C' com
o(x®) =u®, tal que x° € D é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema

em malha-fechada

X=f(x) = fxu)|umaw = (& ax)).
Note que x¢ é de fato um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada, pois f(xe) =
£, @(x€)) = £x¢,u¢) = 0.

O proéximo resultado mostra como solucionar este problema de controle através da
estabilizacao da origem x5 = 0 do sistema linearizado por uma realimentacao linear de
estado da forma ug = —Kxs. A ideia principal é: u = a(x) = —K(x—x°) +u® assegura
que a linearizagcao do sistema nao-linear em malha-fechada coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada (SMFL=SLMF). Em particular, concluimos
pelo Teorema de Hartman-Grobman do Lab 3 que, nas proximidades do ponto de equilibrio
x¢, o retrato de fase do sistema nao-linear em malha-fechada terda um comportamento
qualitativo semelhante ao do retrato de fase do sistema linearizado em malha-fechada.
Teorema: Seja (x¢,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do sistema x = f(x,u), e considere
a equacao de estado do sistema linearizado associado

af _df

5 = Axs -+ Bug, A=2l(xu), B=2L(x u).
Xs X5 +Dbug, ax<x>u)7 au(x7u)

Suponha que o par (A,B) é controlavel/estabilizavel, e escolha uma matriz de ganho K de
forma que todos os polos de A — BK estejam no SPE. Entao, a realimentacao linear de

estado

u=—-Kx—x°)+u® (ouseja,us =u—u’=—K(x—x°)=—Kxg),

soluciona o problema de estabilizacao, ou seja, x* € D é um ponto de equilibrio assintoti-

camente estavel do sistema em malha-fechada
= ) = £, ) = £l K5 —3) ).
Prova: Considere o sistema linearizado
x5 =Axs+Bug, A=0df(x°u’)/dx, B=09f(x°u’)/du.

Por hipétese, o par (A,B) é controlavel/estabilizavel. Logo, podemos encontrar uma
matriz de ganho K na realimentagao us = —Kxs para o sistema linearizado de forma

que todos os polos de A — BK estejam no SPE. Assim,
us = —KX5,
e o sistema linearizado em malha-fechada é dado por

Xs =Axg — BKxs = (A —BK)x(;.
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Como os polos de A — BK estao no SPE, temos que x5 = 0 é um ponto de equilibrio

globalmente assintoticamente estavel.

Mostraremos que a realimentacao linear de estado (inspirada na do sistema linearizado

com xg =x—x° e ug =u—uc)

u=o(x)=—-K(x—x°)+u®=—Kx+Kx*+u°,
resolve de fato o problema de estabilizagao para o sistema nao-linear. Note que o/(x¢) = u®.

Logo, x¢ é um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada

X= f(x) = f(xa u)’u:a(x) = f(xv _K(x_xe) +”e)'

Vamos aplicar agora o Método Indireto de Lyapunov visto na Se¢ao 3.2 no sistema em

malha-fechada acima. Temos que

— Of 0 d 0
A= J(;ix) =a—ic(xe,ue)+a—£(xe,ue)a—j(xe)ZA—BK’

x=x¢

ou seja, a linearizacao do sistema nao-linear em malha-fechada coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada (SMFL=SLMF). Como todos os polos de
A=A — BK estdo no SPE (pela escolha da matriz de ganho K), concluimos pelo Método
Indireto de Lyapunov que x¢ é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema

em malha-fechada. Isto encerra a demonstracao.

Exemplo: Considere novamente o péndulo simples controlado da secao anterior

X1 =x2 = fi(xr,x2,u),

X = —%sen(xl) — n%xz + #u = fa(x1,x2,u).
Vimos que os pontos de equilfbrio sio (x¢,u¢) € R? x R com x¢ = (x¢,x5) = (5,0) e u® =
mglsen(8), onde x{ = 8 € [0,27) pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que
m=k=0.1,g=10, £ = 1. Assim, u, = sen(x{) = sen(d). Supondo que x{ =0 =7/4 (=
45°), nosso objetivo é encontrar uma realimentagao de estado u = o (x) que estabilize o
ponto de equilibrio x* = (6,0) do péndulo em malha-fechada. Ressaltamos que: (i) (9,0)
nao é ponto de equilibrio para u = 0; e (ii) ao aplicarmos a entrada constante u(t) = u® =
sen(0), t > 0, temos que x¢ = (8,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estavel (os
autovalores de %(3,0) sao —0.5+ j2.6), mas ndo ¢é globalmente assintoticamente estavel
(por exemplo, x(0) = (3.12,0) nao pertence a regiao de atragao do ponto de equilibrio

= (8,0)).
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Seja f = (f1,f2). As matrizes A e B do sistema linearizado associado sao:

dfi dfi

3, o | aa ) Gyl
A= o—(xuf) = |
dx %( ) %( )
ax1 X1,X2,U 3x2 XX, U x=x¢,u=u¢
0 1 0 1
p— k B 7
_%cos(m) e | —10cos(6) —1
-5v2 1|’
8f1 (-xl X3 I/l) 0
B:af(‘” ‘) v NN !
PR 8f2(x x0,1) mi? 10
3 1,42, P — m

A matriz de controlabilidade é dada por

0 —10

@ = [B ABlyx2 —
1B 4Bl [10 10

] = posto(€) =2 (det(%) = 100).

Logo, o par (A, B) é controlavel. Suponha que os pélos desejados para A — BK sao: —4,—4
(n6 estavel, em que um pdlo em s = —4 corresponde a uma constante de tempo de 0.25
segundo). Assim (veja o Exemplo 2 da Segao 5.7):
K =[k1 k] =[0.8929 0.7].
Portanto, a realimentacao linear de estado
u=—K(x—x°)4+u’=—ki(x; —x5) —ka(xp — x5) + u®,
= —ki(x; —0) —koxy +sen(9),
= —0.9(x; —/4) — 0.7, +V2/2.
soluciona o problema de estabilizacao.
Simulacoes: veja o arquivo EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle
Pode-se mostrar que x° = (8,0) = (m/4,0) ¢é o tinico ponto do equilibrio do sistema nao-
linear em malha-fechada. Pelo retrato de fase mostrado abaixo na Figura [24] percebemos
que x°¢ ¢ globalmente assintoticamente estavel.
No entanto, se o polo duplo desejado para A — BK for s = —0.1 (lento), entao temos

que
K =[-0.7060 —0.0790],

e pode-se mostrar que hé 3 pontos de equilibrio distintos para o sistema em malha-fechada:
x! = (8,0) = (0.7854,0) né estavel,
x2 = (0.7885,0) sela,
x = (—1.6301,0) sela.
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x1'=x2 k1 =0.8929
x2'=-10sin(x1) - x2 + 10 ( - k1 (x1 - pi/4) — k2 x2 + sqrt(2)/2) k2=0.7
T T T T T T

10~
8

6~ > =~

X2
o
T
I
i

#TER
i

Figura 24 — Retrato de fase do péndulo simples nao-linear em malha-fechada com polo
duplo em s = —4 (répido).

De acordo com o retrato de fase mostrado na Figura percebemos que x¢' = (8,0) é
apenas localmente assintoticamente estavel, e com uma regiao de atragao relativamente
pequena. Ressaltamos que apenas os dois primeiros pontos de equilibrio sao mostrados,
a escala no eixo horizontal é de 0.76 a 0.80, e a escala do eixo vertical é de —5x 1073 a
5x 1073,

x1'=x2 k1 =-0.706006781186548

Xy =10 8in(x1) = X2 + 10 (=K1 (x1 - pi/4) - K2 X2 + sqrt(2)12) k2 = - 0.079000000000000
X
T T T T T T T

| |
0.76 0.765 0.77 0.775 0.78 0.785 0.79 0.795 0.8
x1

Figura 25 — Retrato de fase do péndulo simples nao-linear em malha-fechada com polo
duplo em s = —0.1 (lento).

Conclusao: De maneira geral, o tamanho da regiao de atragao de um ponto de equilibrio
de malha-fechada assintoticamente estavel depende da escolha dos polos de A — BK! Além
disso, se os polos forem muito lentos ou muito rapidos, entao a regiao de atragao pode

se tornar muito pequena. Portanto, a escolha dos polos de malha-fechada deve
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levar em conta o compromisso entre desempenho dinamico do sistema em
malha-fechada, esforco de controle e tamanho da regiao de atragao!
Interpretacao: O sistema linearizado aproxima relativamente bem a dinamica de um
sistema nao-linear apenas enquanto xg(t) =x(¢r) —x°* =0 e ug(t) = u(t) —u® = 0 (pequenos
desvios). Assim, para polos muito lentos (s = —0.1), temos que os ganhos de realimentacao
podem ser insuficientemente grandes para que o esforgo de controle u(t) (torque) compense
adequadamente as nao-lineariedades do sistema (a gravidade no caso do péndulo simples).
Consequentemente, tem-se que |xg(f)| = |[x(t) —x°| > 0 e |ug(t)| = |u(t) —u¢| >0, levando o
estado do sistema em malha-fechada a divergir do ponto de equilibrio x¢! = (8,0) quando
a condicdo inicial x(0) est4 relativamente longe de x°!. Semelhantemente, pode acontecer
que, ao escolhermos polos muito rapidos, certas condigoes iniciais também estejam fora
de regido de atracdo de x°'. A explicacdo intuitiva é que os ganhos de realimentacdo se
tornam elevados e, consequentemente, |ug(t)| = |u(t) —u¢| > 0 nos instantes iniciais.

O Teorema anterior soluciona o problema de estabilizacao quando todos os estados
podem ser realimentados (medidos). No entanto, isto ndo sempre serd possivel em muitas
situagoes praticas. O préximo resultado apresenta condi¢oes para que o problema de
estabilizacao seja solucionado através da realimentacao do estado estimado.

Teorema: Seja (x¢,u) € D x R™ um ponto de equilibrio do sistema
X= f(xv u)7
y = h(x),

e considere o sistema linearizado associado

af( e}ue),B: af( e

X5 = Axs + Bug, =50 X 5 x4 u),
oh
=C C=—(x°).
Y5 X5 ax(x)

Suponha que o par (A, B) é controlavel /estabilizdvel e que o par (A,C) é observavel /detectavel.
Escolha matrizes de ganho K e L de forma que todos os polos de A—BK e A — LC estejam

no SPE, respectivamente. Entao, a configuragao controlador-observador linear

x=(A—LC)(Xx—x°)+B(u—u°)+L(y—h(x)),
u=ax)=—-Kx—x°)+u® (ousejaus=u—u’=—-K(x—x°)=—Kx+Kx°),
soluciona o problema de estabilizagdo, ou seja, x¢ = (x°,x¢) € D x R" é um ponto de

equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada com vetor de estado
X=(x,x) e DxR™

x f(x7 u)|u:a(f) = f(x7 _K(k\_ xe) + ue)a
x=(A—LC)(x—x°) +B(u—u°) + L(h(x) — h(x°)),

h(x).

y
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Prova: Considere o sistema linearizado

af

af
. e e e e
Xs =Axs+Bus, A= _Bx(x uf), B= —au(x ul),
dh
=C C=—(x°.
ys X§s aX(X)

Por hipétese, (A,B) é controlavel/estabilizavel. Logo, podemos encontrar uma matriz de
ganho K na realimentacao us = —Kxg para o sistema linearizado de forma que todos os
polos de A — BK estejam no SPE. Como (A, C) é observavel /detectavel, podemos encontrar
uma matriz de ganho L de modo que todos os polos de A — LC estejam no SPE.

Considere o seguinte observador de estado para o sistema linearizado
X5 = (A — LC)X5 + Bug + Lys.

Ao realimentarmos o estado estimado X por ug = —KXx, temos o seguinte controlador-

observador para o sistema linearizado:

3?5 = (A —LC)EC\g +Bug+Lys = (A—BK—LC))/C\g + LCxg,

Uus = —ch\g.

Logo, o sistema linearizado em malha-fechada ¢é dado por:
xXs | X5
X5 % |

Relembre da Secao 5.6 que os polos da matriz ga acima sao a uniao (com repetigao) dos

A —BK
LC A-BK-LC

(. J/
-~

=Ag

polos de A — BK com os polos de A — LC, pois (principio da separagao!):
fCS . A—BK BK xXs
és | 0 A—LC || e5 |’

e = (A _LC)657
onde eg = x5 —xg. Portanto, (x5,x5) = (0,0) é um ponto de equilibrio globalmente assin-

co1m

toticamente estavel.

Em relacao ao sistema linearizado, projetamos a configuracao controlador-observador:
X5 = (A — LC)X5 + Bug + Lys,
us = —ng.
Com base no Método Indireto de Lyapunov visto na Se¢ao 6.2, vamos mostrar agora que
a configuracao controlador-observador linear (inspirado no do sistema linearizado com
Xg =X—x°, X=X5, ug =u—u’ e y5 =y—y" =y—h(x*)!)
x=(A—LC)(Xx—x°)+B(u—u°)+L(y —h(x°)) = (A— BK — LC) (X — x°) + L(h(x) — h(x)),
u=o(x)=—-Kx—x°)+u,
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resolve de fato o problema de estabiliza¢do do sistema nao-linear. Note que a(x¢) = u®.
Logo, x¢ = (x¢,x°) € D x R" é um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada com

vetor de estado X = (x,X) € D x R"™:

F6%) = (x5 u0)lma = fx—K(E—x) +u),

f(x,%) = (A—BK — LC)(x—x°) + L(h(x) — h(x°)).

=.
I

X

Seja f = (f, f) D xR" — R" x R" =2 R?". Portanto, a equacio de estado do sistema em

malha-fechada é dada por

x= (%),
Ccom
of of . of ., . of,, ,da
Z_ 87(_%) B E(xr;{) a—)?(x,x) B a(xvu) E(xﬂ/t )g(x)
0% | | 9F oF | on
ZJ Ly 5 L—(x° A—BK—-LC
8x<x7;{) ak\(xax) . 8)6( )
A —BK ~

=As,

LC A—-BK-LC

ou seja, a linearizacao do sistema nao-linear em malha-fechada coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada (SMFL=SLMF). Desse modo, mostramos
que todos os polos de A :gg estao no SPE. Pelo Método Indireto de Lyapunov, concluimos
que x° = (x¢,x¢) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-
fechada. Isto conclui a demonstragao.

Obs 1: Ressaltamos que o sistema

x=(A—LC)(X—x°)+B(u—u°)+L(y—h(x)) = (A—BK — LC)(x — x°) + L(h(x) — h(x°)),

u=a(x)=—-Kx—x°)+u® (ouseja,us=u—u’=—-K(x—x°%)),

se comporta como uma configuracao controlador-observador linear para o sistema nao-
linear em torno do ponto de equilibrio X¢ = (x¢,x°) € D x R". De fato, em malha-fechada

temos o sistema autonomo

x=f(x,—K(x—x°) +u)
= f(x,—K(x—e—x°)+u°),
é=i—x=f(x, —K(x—x°)+u’) — (A—BK — LC)(x — x°) — L(h(x) — h(x°))
= f(x,~K(x—e—x°)+u) — (A= BK — LC)(x — e —x°) — L(h(x) — h(x°)),
onde z = (x,e) € DxR" é o vetor de estado e e =x—X é o erro de estimagdo, com

X =x—e. Portanto, z¢ = (x¢,0) € D x R" é um ponto de equilibrio desse sistema, e a

linearizagao associada é dada por (que, pela demonstracao acima, coincide com o principio
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da separacao do sistema linearizado com a configuracao controlador-observador!)

. Xg A—BK BK X§
Z pu— pr— 5

07| ¢ 0 A—LC | | es
———

com zg = (xg,e5), x§ =X —x°, eg = x5 —Xg. Logo, z¢ = (x¢,0) é um ponto de equilibrio

assintoticamente estavel quando os polos de A — BK e de A — LC estao no SPE, com
é5 = (A—LC)es,

o que coincide com a dinamica do erro de estimacgao do sistema linearizado com a confi-
guracao controlador-observador!

Obs 2: Em situagoes reais em que nao temos a minima ideia de qual seria uma estimacao
adequada da condigao inicial x(0) do sistema, entdo x(0) = x° é uma escolha razodvel,
pois X° = (x°,x¢) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-
fechada com vetor de estado X = (x,x). Além disso, mesmo quando e(0) =0 (ou seja,
x(0) =x(0)), em geral nao teremos que e(t) = x(¢) —x(¢t) = 0, para t > 0. Isto serd valido
caso x(0) = x(0) = x¢, pois X = (x°,x°) é um ponto de equilibrio de malha-fechada, mas
nao ¢é valido no caso geral.

Exemplo: Retomamos o péndulo simples controlado do exemplo anterior:

X.l = X2 = fl (xthvu)?
X en(x X7 + u X1,X2.U
2 / 1 2 62 2\A1,42,%),

y=x1 = h(x1,x2).

Vimos que os pontos de equilfbrio sio (x¢,u¢) € R? x R com x¢ = (x¢,x5) = (8,0) e u¢ =
mglsen(8), onde x{ = & € [0,27) pode ser arbitrariamente escolhido. Considere nova-
mente que m=k=0.1, g=10, £ =1, x{ = § = /4 (=45°). Desse modo, u, = sen(x{) =
sen(0). No entanto, agora vamos assumir que o estado x, (velocidade angular) ndo pode
ser medido (realimentado). Vamos entao aplicar o teorema acima.

Utilizaremos u = —K(x—x¢) +u¢, com K como no exemplo anterior, e assim nos resta

apenas determinar a matriz de ganho L do observador:
Xx=(A—LC)(Xx—x°)+B(u—u°) +L(y—h(x)).

Note que y* = h(x{,x5) =x{ = 6. A matriz C do sistema linearizado associado é dada por:

_8h e e):[g_Z(xth) g_i(xl,m)] :[1 0}.

x=x¢

A matriz de observabilidade é dada por

C

CA 0

= [ Lo ] = posto(0) =2 (det(0) =1).
2x2 !
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Logo, o par (A,C) é observavel. Suponha que os pdlos desejados para A — LC sao:
—12,—12. Assim (veja o Exemplo 2 da Segao 5.7):

23
L= .
113.9289

Portanto, a configuragao controlador-observador projetada (relembre que u® = sen(9),
Y =h(x{,x5)=x{=0=m/4ex5=0)

X=(A—LC)(X—x°)+B(u—sen(8))+L(y—§),
u=o(x) =—-K(x—x°)+u’=-0.9(x; —8) — 0.7x; + sen(d),

assegura que ¥° = (x%,x¢) € R? x R? é um ponto de equilibrio assintoticamente estével
do sistema em malha-fechada com vetor de estado ¥ = (x,X) € R> x R2. No entanto,
ressaltamos que x¢ = (x¢,x°) nao é globalmente assintoticamente estavel. Por exemplo,
x(0) = (x(0),x(0)) = ((3.12+7m/4,5),(7/4,0)) ndo pertence a regiao de atracdo do ponto
de equilibrio X¢ = (x,x¢), pois a solugao correspondente X(t) = (x(t),)/c\(t)), t >0, converge
para um outro ponto de equilibrio (relembre o Teorema da Segao 6.2).

Simulagoes: veja o arquivo EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle.

Obs: De maneira geral, o ponto de equilibrio (x¢,u¢) e a saida de equilibrio y* = h(x¢)

dependerao dos parametros fisicos do sistema nao-linear

x:f(xau)7
y = h(x).

Se este for o caso, entao os controladores dos dois teoremas de estabilizagdo acima (reali-
mentacao de estado e realimentagao do estado estimado) poderao nao ser robustos, pois
note que tais controladores dependem de x°,u,y¢. Nas préximas se¢oes (Labs 7 e 8),

veremos como eliminar essa dependéncia através do uso de controle integral.

6.5 Controle Integral Linear de Sistemas N3o-Lineares: Rastrea-
mento de Referéncia e Rejeicdo de Perturbacdo do Tipo De-

grau via Sistema Linearizado (Lab 7)

Objetivos: Vamos abordar o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de
perturbacao do tipo degrau para sistemas nao-lineares. Isto serd atingido com base em
controle integral via sistema linearizado. Utilizando a mesma estrutura de controle linear
vista no Lab 5, recairemos num problema de estabilizagao de um ponto de equilibrio
via sistema linearizado. Veremos que o ponto de equilibrio a ser estabilizado depende
das amplitudes da referéncia e da perturbacao, e que o controlador linear projetado nao

assegura estabilidade assintética global.
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6.5.1 Definicao do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas, p = m saidas e g perturba-
coes)
’x‘ - f(x7 u’ W)’

¥ = hxw), (6.1)

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle, y € R™
é o vetor de saida com , w € R? é o vetor de perturbagao nao-mensuravel, e
f: DxR™ xR —=R" e h: DxR? — R™ sio de classe C'. Assuma que tanto o vetor de
referéncia r(r) =7 € R™ quanto o vetor de perturbagao w(r) =w e R?, t >0, sdo do

tipo degrau, e considere o erro de rastreamento

Q
—~
~
~—
I
=~
—~
~
~—
|
~
—
~
~—
I

F—y(t)eR", 1>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbagao é encontrar
um controlador tal que em malha-fechada o vetor de saida y(r) da planta rastreie assin-
toticamente o vetor de referéncia r(fr) =7 com rejeicao da perturbagdo w(t) =w, ou seja,

lim; e e(f) = 0.

6.5.2 Estrutura de Controle

Para resolvermos o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao
do tipo degrau para sistemas nao-lineares, vamos considerar a mesma estrutura de controle
em malha-fechada do Lab 5:

d(t)
Tm(t)
0 e et | [ s w0 W
- a K, [ zp (1)

Figura 26 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentacao de estado u(r) =
—Kx(t) — Knxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacao externa, u,(t) = u(t),
xp(t) =x(t) e K, =K. O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops.

Mostraremos na sequéncia que o rastreamento da referéncia r(f) com rejeigao da pertur-
bagao w(t) do tipo degrau sera atingido através da estabilizacao de um ponto de equilibrio

em malha-fechada.
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Como a referéncia r(t) e a perturbagao w(t) sao do tipo degrau, temos que B(s) =s.

Assim, A, =0, B,, =1, e o modelo interno é dado por (veja o Lab 5):

ou seja, para x,(0) =0,

Fixe 7 € R™ e w € RY, e considere o sistema aumentado com vetor de estado x, =

(x,xm) € D xR™ (relembre que e =7—y ¢ y = h(x,w)):

x:f(x,u,W),
Xm =T —h(x,w),

y = h(x,w),

onde r(t) =7 e w(t) =w, t > 0.

Suponha que (x¢,x5,u¢) € D x R™ x R™ é um ponto de equilibrio desse sistema. Desse

modo, as componentes x°,u¢ de tal ponto de equilibrio devem satisfazer:

O = f(xe,ue’w),

Fo= h(x°,w), (6.2)

mas a componente x;, € R” é arbitraria.
Obs: Note que

0= f(x%u’,w)
significa que (x¢,u¢) é um ponto de equilibrio da planta quando w(t) =w, >0, e
7= h(x*,w)

significa que y° = h(x°,w) = F, ou seja, a saida de equilibrio da planta é igual a 7, com
r(t) =7,t > 0. Além disso, ressaltamos que os pares (x¢,u¢) € D x R™ que satisfazem ([6.2))

dependem das amplitudes 7 e w, ou seja, x* =x°(7,w) € D e u® = u®(7,w) € R™ com

0= f(x°(F,w),u(F,w),w),

Agora, considere a realimentacao de estado lineaﬂ

u=0o(x,xy) =—Kx—Kpxy, comu®=—Kx—Kyx;,. (6.3)

=0

1 Note que u = —K(x —x°) — Ky (X — X&) +u¢ = —Kx — KX + (Kx° + Kpux6, + u°) = —Kx — KX Assim,
nao é necessario realizar um off-set dos equilibrios na lei de controle!




6.5. Controle Integral Linear de Sistemas Nao-Lineares: Rastreamento de Referéncia e Rejei¢do de

Perturbagao do Tipo Degrau via Sistema Linearizado (Lab 7) 133

Consequentemente, a(x®,x¢) = u e, assim, (x¢,x5,) é um ponto de equilibrio do sistema

aumentado malha-fechada (veja (6.2))):

X = f(-xv M,W) ‘u:—KEC\—Kmxm = f(xa —Kx— Kmxmaw)v
Am =T —h(x,W), (6.4)

Assuma que (x¢,x¢) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema
»vm

acima. Portanto, para toda condigao inicial dentro da regiao de atracao de (x¢,x5,), temos

que Tim (x(t), (1)) = (.. Logo,

. o, T N B b€ oy
tlgge(t)-flggxﬂt)-flggr h(x(t),w) tlgl;r h(x¢,w) =0.

Xm=0

Desse modo, mostramos que para se resolver localmente em torno de (x¢,x¢,) o problema
de rastreamento da referéncia r(t) =7 com rejeicao da perturbagao w(tr) = w do tipo
degrau, basta estabilizarmos o ponto de equilibrio (x¢,x¢,) do sistema em malha-fechada
(6.4). Isto serd alcangado através da estabilizagdo da origem do sistema linearizado de
em (x°,x5,) (relembre o Método Indireto de Lyapunov da Segao 6.2).

Obs: O sinal de controle aplicado em malha-fechada possui acao integral, pois para
xm(0) =0:

U(t) = —Kx — Ky, com () :/Ote(r)dr@xm(t) — (), 1>0.

Explicaremos agora o motivo pelo qual a acao integral do controlador projetado garante
robustez em relagao a perturbacoes paramétricas na planta que nao destroem a estabi-
lidade assintotica do ponto de equilibrio de malha-fechada associado. De maneira geral,
perturbagdes paramétricas na planta irao alterar os pontos de equilibrio (x¢,x¢,) do sistema
aumentado em malha-fechada , ou seja, (x,%%,) = (¥(p),x%(p)), onde p é o vetor
de parametros da planta. No entanto, desde que o ponto de equilibrio de malha-fechada
perturbado (x¢,x%,) seja assintocamente estavel e a condicao inicial esteja dentro da regiao
de atragao de (x°,x%,), temos que a agao integral do controlador projetado for¢ard o erro

de rastreamento a convergir assintoticamente para zero! De fato:

. o, T N e e ey
tlgge(t)—tlggxm(t)—g%r h(x(t),w) }Lngor h(x*,w) =0.

Xm=0

O sistema aumentado linearizado no ponto de equilibrio (x¢,x¢,,u¢) € D x R™ x R™

(veja (6.2)), onde x;, € R™ é arbitrario, tem como vetor de estado x,5 = (X5,%mz) €

R" xR™ e é dado por (note que o mesmo coincide com o sistema aumentado do Lab 5
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) xXs A O X5 B
Xag = = + us,
—_—— ——— N —
=Ay, Xag =B,
(6.5)
X§
Yas = [C O] ] >
~—~— | Xms
Cq
:xa§
onde
0 0
A= —f(x,u,W) , B:—f(x,u,W)
Jx () =(x%,0) du () =(x,0)
oh
C= _<X7W)
dx (oc,u)=(x€,ue)

Obs: Perceba que o sistema linearizado da planta

x:f(x7u7w)7

y = h(x,w),
no ponto de equilibrio (x¢,u¢) € D x R™ é dado por

Xs = Axg+ Bug,

ys :Cx57

considerando que w(t) =w, t > 0. Assim, as matrizes A, e B, acima do sistema aumentado
linearizado sao determinadas a partir da linearizacao da planta no ponto de equilibrio
(x¢,uf).

O sistema aumentado linearizado em malha-fechada com a realimentacao ug =
—Kuxy5 = —Kxs — KipXpms como em , onde K, = [K K] € R™<("+m) ¢ dado por:

. ng A —BK —BKm X5
X, = = 5
—A,—B.K, (6.6)
X5
Yas = [C 0] ] :
7‘/4 Xmg

O proximo resultado estabelece condigoes para que o sistema aumentado em malha-
fechada apresente um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. A ideia central
é: a linearizacao associada do sistema em malha-fechada (/6.4 coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada , ou seja, SMFL = SLMF, e assim
basta estabilizarmos a origem de (Método Indireto de Lyapunov).
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Teorema: Considere a planta

x:f('x7uﬂw)’

y=h(x,w),

e sejam 7 € R™ e w € R? as amplitudes nominais da referéncia r(¢) e da perturbagao w(r)
do tipo degrau, respectivamente. Suponha que (x°,u¢) € D x R™ (ponto de equilibrio

nominal correspondente) é tal que

0 :f('xe7ue7w)’

7 = h(x’,).

Considere o sistema aumentado linearizado associado (6.5)) e suponha que o par (A4, B,)
é controldvel /estabilizével. Escolha uma matriz de ganho K, = [K K] € R"*("+m)
K e R™" ¢ K,,, € R™™ de forma que todos os polos de A, — B,K, estejam no SPE. Entao,

a realimentacao linear de estado

com

u=—Kx—K;x;,
é tal que:
1. A matriz de ganho K, € R™*™ é invertivel;

2. Para x¢, = —(Kn) "' (u€ + Kx¢), temos u® = —Kx¢ — K;,x%, como em , e assim
(x¢,x¢,) é um ponto de equilibrio de (6.4). Por construgao, temos que SMFL =
SLMF. Em particular, (x¢,x¢,) é um ponto de equilibrio localmente assintotica-
mente estavel do sistema em malha-fechada (Método Indireto de Lyapunov);

3. Por continuidade (Teorema da Funcao Implicita + continuidade dos autovalores
de A (r,w) — B,(r,w)K,), temos que para pequenas variagdes 0r =0 e dw = 0 nas
amplitudes de r(t) =F=7+6rew(t) = w=w+ 0w em relagao aos valores nominais 7
e W, respectivamente, existe em torno do equilibrio nominal (x¢,x¢,) um inico ponto
de equilibrio (x¢,%%,) = (¥*(r,w),%,(r,w)) localmente assintoticamente estdvel do

sistema em malha-fechada:

x = f(x,—Kx — KpXm,w),
Xm — 7_ h(x, W),

y=h(x,w), r(t)=r=7+0r,w(t)=w=w-+3dw, >0,

com (x¢,x%,,u¢) satisfazendo (6.2)), onde u® = —Kx* — K, x5,.

YvVm

Em particular, para tal ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel (x¢,x%,) =

(fe (ryw), x5, (7, W)) correspondente a 6r =0 e dw = 0 (pequenas variagoes nas amplitude
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de r(t) =r=7r+06r e w(t) =w=w+ 6w em relagdo aos valores nominais 7 e w, respecti-
vamente), temos

lime(t) = lim X, (¢) = lim 7 — h(x(¢),w) = lim 7 — h(x*,w) =0

tim e(1) = lim (1) = lim 7 h(x(1), ) = lim 7 — h(¥*, ) =0,

xm:O

para toda condicao inicial (x(0),x,(0)) pertencente & regiao de atragao de (x¢,x5,), resol-
vendo assim localmente em torno de (x,x%,) o problema de rastreamento da referéncia
r(t) =7 =7+ 8r com rejeicao da perturbagao w(r) =w =w+ dw do tipo degrau.
Obs 1: Os resultados do teorema acima permanecem validos se utilizarmos a seguinte lei
de controle

u=o(x,xy) =—Kx— Kpxy, +1u,

onde 7 € R™ é um vetor constante, pois dae/dx = —K, do/dx,, = —Kyp, ou seja, a lineari-
zacao do sistema aumentado em malha-fechada permanece a mesma! No entanto, em tal
caso, teremos que

x6 = —(Kp) "' (uf + Kx® — 7).

Obs 2: Note que projetamos um controlador integral linear (para x,,(0) = 0):

t
u(t) = —Kx(t) — Kpxm(t) = —Kx(t) _Km/ e(t)dt, t>0.
0
——
termo integral

Além disso, ressaltamos que, ao contrario dos controladores lineares de estabilizacao vis-
tos na Secao 6.4, a expressao desta lei de controle nao utiliza os valores de equilibrio
x¢,uf,y°, que em geral dependem dos parametros da planta (robustez!). De maneira ge-
ral, perturbacoes no vetor de parametros p € R* da planta alteram o ponto de equilibrio
(x,x%) = (x(F,w,p), X, (F,w,p)) do sistema aumentado em malha-fechada e, consequen-
temente, afetam a matriz A,(7,w,p) — B,(r,w,p)K,. No entanto, a lei de controle do
resultado acima é robusta, pois os resultados do teorema permanecem validos para per-
turbagoes paramétricas na planta que mantenham os polos de A, (7, w,p) — B, (7, w, p)K, no
SPE. Pelo resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a Segao 3.1
do Lab 3), asseguramos que isto serd atendido para pequenas perturbagoes paramétri-
cas na planta em relagdo ao valor nominal p. Aqui, estamos assumindo que a planta é
modelada por:

x = fx,u,w,p),

y = h(x,w,p),
onde f: DXR"xRIxR* = R" e h: DxR? — R™ x R* sao de classe C'.

Portanto, concluimos que o controlador integral linear projetado assegura robustez
em malha-fechada para o problema de rastreamento de referéncias com rejeicao de per-
turbagoes do tipo degrau, tanto para pequenas variacoes 6r = 0 e dw = 0 nas amplitudes
de r(t) =7r=7+38rew(t) = w=w+ 0w em relagao aos valores nominais 7 e w, respecti-

vamente, quanto para pequenas perturbagoes paramétricas na planta em relagao ao valor
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nominal p. Por fim, é importante se ter em mente que tal lei de controle nao
assegura que a regiao de atracgao de (x°,x%,) seja igual a D x R".

Obs 3: O teorema acima nao pode ser diretamente generalizado quando a referéncia e
a perturbacao nao sao do tipo degrau, no sentido de que se, por exemplo, a referéncia
é exponencial e a perturbacao é senoidal, nao basta simplesmente utilizarmos o modelo
interno correspondente e entao projetar os ganhos K e K, da realimentagao com base nas
matrizes A,,B, do sistema aumentado. Em tal caso, é preciso que condigoes adicionais

sejam atendidas e que, de maneira geral, sao dificeis de serem verificadas.

6.5.3 Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

X1 :x2=f1(x17x27u)7

g k !

Xy = ——Sen(xl) .X'2+ 62 f2(x1ax27u)7
y =X :h(X],XZ),

onde x; = 0, x = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, u € R é o controle (torque) e
y=x; =0 R é asaida. J4 vimos que os pontos de equilibrio sio (x¢,u¢) € R> xR com
x¢ = (x{,x5) = (8,0) e u® =mglsen(§), onde x{ = § € [0,27) pode ser arbitrariamente
escolhido. Considere que m =k =0.1, g =10, £ =1. Assim, u, = sen(x{) = sen(§).
Assuma que x{ = 6 = /4 (=45°). Verifique por simulacao que: (a) (8,0) nao é ponto de
equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada constante u(r) = u® =sen(9), t > 0,
temos que x° = (§,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estavel (os autovalores de
%(5 ,0) sao —0.5 4 j2.6), mas nao é globalmente assintoticamente estavel (por exemplo,
x(0) = (3.12,0) nao pertence a regiao de atracdo).

2. Considere que ha uma perturbagao w(t) do tipo degrau na entrada do péndulo, ou

seja,

X1 =x2 = f1(x1,x2,u,w),

; k 1 1
Xy = _8 sen(xy) — x2+ 62 pw fa(xr,x0,u,w),

14
y=x1 = h(xz,xz,w).

Assuma que o valor nominal de w(t) é w =0, e que o valor nominal para a referéncia
r(t) do tipo degrau é 7 = y° = h(x{,x5,w) = x{ = 6. Assim, o ponto de equilibrio nominal
(x4,x5,u¢) = (8,0,sen(8)) satisfaz

fl (xflz’xs,ue’w)’
fz(xix%uevw),

7 — h(x{,x5,W).

0
0
0
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Determine as matrizes de ganho K = [K] Kj| € R'*? ¢ K;, e R =R de modo que o

controlador linear integral
u=o(x,xy) = —Kx— Kpx, = —Kix; — Koxp — Kppxp,

assegure que a saida y(r) = 6(¢) do péndulo rastreie assintoticamente referéncias r(t) =
¥ =7+ 6r com rejeigao de perturbagoes w(t) =w = w+ 0w do tipo degrau, ao menos
quando 0r =0 e 6w =0 (pequenas variagoes nas amplitudes da referéncia e da perturbagao
em relagdo aos valores nominais). Simule e analise os resultados obtidos (referéncia,
perturbagao, erro, controle, saida, estados), considerando: (a) polo triplo de A, — B,K,
em s = —1 (lento), s = —2, s = —4 (moderado), s = —40 (rapido); (b) ow =0, dw =0.5
em t = 15s; (¢) 6r=0.1, 6r =371/4 em t =25s; e (d) x(0) =0, x(0) = (6 + 7,0). Note
que, quando os polos de A, — B,K, estdao em s = —1 (lentos) e x(0) = (6 + m,0), entdo o
erro de rastreamento nao converge assintoticamente para zero, mas sim diverge!
Interpretacao: O sistema linearizado aproxima relativamente bem a dinamica de um
sistema nao-linear apenas enquanto xg(t) =x(r) —x* =0 e ug(t) = u(t) —u® = 0 (pequenos
desvios). Assim, para polos lentos em s = —1 e com condicao inicial x(0) = (6 + 7,0),
temos que os ganhos de realimentacao sao insuficientemente grandes para que o esforco
de controle u(z) (torque) compense adequadamente a nao-lineariedade correspondente a
gravidade. Consequentemente, tem-se que |xs(¢)| = [x(¢) —x¢| >0 e |ug(t)| = |u(t) — u®| >
0, levando o estado do sistema em malha-fechada a divergir. Isto significa que a condi¢ao
inicial (x(0),x,(0)) = ((6 +7,0),0) esté fora da regiao de atragao do ponto de equilibrio
(x¢,x5,) do sistema aumentado em malha-fechada. Observe que isto nao ocorre quando
x(0) =0, ou seja, temos que (x(0),x,(0)) = (0,0) estd dentro da regiao de atragao!
No entanto, para polos moderados em s = —4, entdo (x(0),x,(0)) = ((6 + 7,0),0) esta
dentro da regiao de atragao! Semelhantemente, pode acontecer que, ao escolhermos
polos muito rapidos, certas condigoes iniciais também podem estar fora de regiao de
atracao. A explicacao intuitiva é que os ganhos de realimentacao se tornam elevados e,
consequentemente, |ug(t)| = |u(t) —u®| > 0 nos instantes iniciais.
Conclusao: De maneira geral, o tamanho da regiao de atracao de um ponto de equilibrio
de malha-fechada assintoticamente estavel depende da escolha dos polos! Além disso, se os
polos forem muito lentos ou muito rapidos, entao a regiao de atracao pode se tornar muito
pequena. Portanto, a escolha dos polos de malha-fechada deve levar em conta
o compromisso entre desempenho dinamico do sistema em malha-fechada,
esforco de controle e tamanho da regiao de atracao!

Repita para pequenas e grandes variagoes 0r e Ow, e diversas outras condigdes iniciais.
3. Por fim, verifique por simulacao que o controlador com acgao integral projetado assegura
robustez em relacao a perturbagoes paramétricas, ao contrario dos estabilizadores lineares
utilizados na Segao 3.4 da Teoria (relembre que as leis de controle estabilizantes dependem

v o . : . ~ fy
dos valores de equilibrio x¢,u¢,y¢). Para isto, assuma que ha uma perturbacao paramétrica
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de 50% na massa do sistema: o valor nominal é o de projeto m = 0.1 (¢ =sen(d)), mas
o valor real é m=0.15 (u® = 1.5sen(9)).

Obs: Projetamos um controlador PID para o péndulo, pois:
u(t) = —Kx(t) — Kpxm(t) = —K1x1(t) — Koxo (1) — KXo (1)
1
— Ky (1) — Kot (1) — Ko / e(v)dt (£Ki7)
0

t
— Kie(t) + K»é() — K / e(1)dT—KiF,
0

PID!
com e(t) =r(t)—y(t) =7—x1(t), r(t) =7 (degrau), é(t) = —%;(¢). Assim, basta implemen-

tarmos o seguinte controlador PID (veja a Obs 1 acima):

t
uij(t) = u(t) + K7 +K,6r = u(t) +Kir = K1€<l‘) +K2X2(Z) —Km/ e(‘L‘) ,
~~ ~—~— 0

~ = (1)

com Or =7 —T, pois K;r pode ser visto como uma perturbagao do tipo degrau na entrada
u(t)+ K7 da planta. Por exemplo, para os polos de A, — B,K, em —2,—3,—16, temos um
PID com ganhos K} =7.9 (P) , K, =2 (D), —K,, =9.6 (I).

6.6 Controle Integral Linear de Sistemas Nao-Lineares com Obser-
vador de Estado Linear: Rastreamento de Referéncia e Rejei-

cao de Perturbacdo do Tipo Degrau via Sistema Linearizado

(Lab 8)

Objetivos: Continuaremos a tratar o problema de rastreamento de referéncia e rejeicao
de perturbacao para sistemas nao-lineares visto no Lab 7, mas agora considerando que
os estados da planta nao podem ser realimentados devido a restrigoes praticas. Isto serd
atingido com base em controle integral e estimacgao de estado lineares. Utilizando a mesma
estrutura de controle linear vista no Lab 7, recairemos num problema de estabilizagao de
um ponto de equilibrio via sistema linearizado. Veremos que o ponto de equilibrio a ser
estabilizado depende das amplitudes da referéncia e da perturbacao, e que o controlador

linear projetado nao assegura estabilidade assintética global.

6.6.1 Estrutura de Controle com Observador de Estado

Relembre a estrutura de controle analisada na Secao 7.2 do Lab 7 para o problema de
rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao:
No entanto, agora consideraremos que o vetor de estado x(¢) da planta nao esta dis-

ponivel, ou seja, nao pode ser realimentado devido a restrigoes praticas.
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d(t)
T (1)
0 e et | [ w0 W
- a K, zp(t)

Figura 27 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagao de estado u(t) =
—Kx(t) — Knxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbagao externa, u,(t) = u(t),
xp(t) =x(t) e K, = K. O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops.

Mostraremos na sequéncia que a estrutura de controle acima resolve o problema de
rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao se realimentarmos uma estimativa
x(t) de x(2), ou seja, se utilizarmos uma realimentacao da forma u = —Kx — KX,

Primeiramente, relembre do Lab 7 que a planta é modelada por (n estados, m entradas,
p = m saidas e g perturbagoes)

x = f(x,u,w),

y = h(x,w),
onde x € D ¢é o vetor de estado, D C R" ¢ aberto, u € R™ é o vetor de controle, y € R"
é o vetor de saida com , w € R? é o vetor de perturbacao nao-mensuravel, e
f:DXxR"xRY = R" ¢ h: DxRY— R™ sio de classe C'. Assumimos que tanto o vetor
de referéncia r(t) =7 € R™ quanto o vetor de perturbacao w(t) =w € RY, ¢ >0, sao
do tipo degrau.

Fixe 7 € R™ e w € R? e considere o sistema aumentado com vetor de estado (x,x,,) €
D x R™:

x = f(x7 I/t, W)7
i = F— h(x,7), (6.7)
y = h(x,w),

onde

é o erro de rastreamento, com r(t) =7 e w(t) =w, t > 0.
Agora, considere o observador de estado linear (para a planta, e ndo para o sistema

aumentado!)

X=(A—LC)X+ Bu+Ly. (6.8)
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Obtemos assim o sistema aumentado com observador, que tem como vetor de estado

(x,Xm,X) € DX R™ xR" e é dado por:

x=f(x,u,w),

Xm =T — h(x,w),

X=(A—LC)x+Bu+Ly = (A — LC)X+ Bu -+ Lh(x,W),
y = h(x,w).

(6.9)

Suponha que (x¢,x%,x%,u,) € D X R™ x R" x R™ é um ponto de equilibrio desse sis-
tema. Desse modo, as componentes x¢ = x°(7,w),x* = x°(7,w),u® = u®(7,w) de tal ponto

de equilibrio devem satisfazer:

O = f('xe7ue7w)?
Fo= h(x,w), (6.10)
0 = (A—LO)X*+Bu®+Lr,

mas a componente xi, € R” ¢ arbitraria.
Note que:
0=f(x%u’w)

significa que (x°,u¢) é um ponto de equilibrio da planta quando w(t) =w, t >0, e

7 = h(x*, )

significa que y¢ = h(x¢,w) =7, com r(t) =7, ¢ > 0.
Agora, considere a realimentagao linear (do estado estimado X e do estado do modelo

interno x,)
u=—Kx—Kpxp, com u®=—Kx°—Kpyx,. (6.11)

Consequentemente, temos que (x¢,x5,X°) é um ponto de equilibrio do sistema aumen-

tado com observador em malha-fechada (veja (6.10)):

X = f6u,W) |u=— k2 Ky = J (X, =KX — KXo, W),

Am =T —h(x,w),

X=(A—LC)X+Bu+Ly = (A— BK — LC)X — BK ., + Lh(x, W),
y = h(x,w).

(6.12)

Assuma que (x¢,x¢,,x%) é¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estével do sistema
acima. Portanto, para toda condigao inicial dentro da regiao de atragao de (x¢,x%,x°),

temos que tli_>m (x(1),xm(1),%) = (x,x5,%°). Logo,

. TN N B piee oy
tl;ngoe(t)—tlir?oxm(t)—tll_)r?or h(x(t),w) t11_>rgr h(x®,w) = 0.

Hm=0

Desse modo, mostramos que para se resolver localmente em torno de (x¢,x5,,X°) o pro-

blema de rastreamento da referéncia r(¢t) =7 com rejeigao da perturbagao w(t) =w do tipo
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degrau, basta estabilizarmos o ponto de equilibrio (x¢,x5,,x°) do sistema em malha-fechada,
. Isto sera alcancado através da estabilizacao da origem do sistema linearizado de
em (x¢,x%,x°) (relembre o Método Indireto de Lyapunov da Segao 6.2).

Relembre o sistema aumentado . Vimos no Lab 7 que o sistema aumentado
linearizado no ponto de equilibrio (x¢,x5,,u¢) € D x R" x R™ (relembre (6.10))), onde

x5, € R™ é arbitrario, tem como vetor de estado (xg,%n,5) € R" x R™ e é dado por:

X5 _ A O x5 + B "
o —C 0 || X 0"
=A, =B, (6.13)
X
ys = [C O] ° ]
e L
onde
A= g—f(x,u,W) , B= 3—]p(x,u,W)
X (v u)=(x¢,u®) u (v u)=(x¢,u®)
C= ?(x,W)
x (r,0)=(x¢,u°)

(note que as matrizes A, e B, acima sao determinadas a partir da linearizagao da planta
no ponto de equilibrio (x¢,u¢)).

Agora, considere o observador de estado como em para tal sistema linearizado
X5 = (A — LC)X5 + Bug + Ly,

e a realimentagao us = —Kx5 — KXy como em ([6.11]). Obtemos assim o sistema aumen-
tado linearizado com observador em malha-fechada (note que o mesmo coincide

com o sistema aumentado com observador do Lab 6 com A, =0, By, =1):

Xg A —BKm —BK X5
Xmg | =] —C 0 0 Xmg (6.14)
X5 LC —BK,, A—BK—-LC X5

_4,

Mostramos no Lab 6 que o conjunto de polos da matriz A, é igual a unido (com repeti-
¢ao) dos polos de A, — B,K, com os polos de A—LC, onde K, = [K K| (principio da
separagao).

O proximo resultado estabelece condicoes para que o sistema aumentado com observa-
dor em malha-fechada apresente um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
A ideia central é: a linearizagao associada do sistema em malha-fechada (/6.12]
coincide com o sistema linearizado em malha-fechada , ou seja, SMFL
= SLMF, e assim basta estabilizarmos a origem de (Método Indireto
de Lyapunov).
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Teorema: Considere a planta

'x‘:f(x7u7w)7

y = h(x,w),

e sejam 7 € R™ e w € R? as amplitudes nominais da referéncia r(¢) e da perturbagao w(t)
do tipo degrau, respectivamente. Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ (ponto de equilibrio

nominal correspondente) é tal que

O :f(xe7ue7w)7

7= h(x®,w).

Considere o sistema aumentado linearizado associado e suponha que o par (A4, By)
é controldvel/estabilizavel e o par (A,C) é observavel/detectavel. Escolha as matrizes de
ganho K, = [K K| € Rm*(ntm) o [ € R™™ de forma que todos os polos de A, — B.K,
e A—LC estejam no SPE, onde K € R™"™ ¢ K, € R™™, Entdo, o observador de estado

e a realimentacao de estado linear u = —Kx — K,,x,, sa0 tais que:

1. A matriz
—K, K

—BK,, A—BK-LC

é invertivel;

2. Para 1
Xm | | —Knm —K u¢
| | -BK, A—BK—LC L7 |’
temos que as condigoes em (6.10]) sao satisfeitas por (x¢,x5, X, u¢) com u® = —Kx°* —

Kpux6, como em (6.11)), e assim (x¢,x%,x°) é um ponto de equilibrio do sistema em
malha-fechada (6.12)). Por construgao, temos SMFL = SLMF. Em particular,

(x¢,x%,,x°) é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema
em malha-fechada ([6.12)) (Método Indireto de Lyapunov);

3. Por continuidade (Teorema da Fungdo Implicita + continuidade dos autovalores
de Ay(r,w) — B,(r,w)K, e A(r,w) — LC(r,w)), temos que para pequenas variagoes
O0r=0e w0 nas amplitudes de r(t) =7F =7+ 6r e w(t) = w=w+ 0w em relacao
aos valores nominais 7 e w, respectivamente, existe em torno do equilibrio nomi-
nal (x¢,x¢,,x°) um tnico ponto de equilibrio (x° ,ffn,:);\e) = (x*(F,w),x%,(7, W),?e(}’, w))
localmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada

X = f(x,— KX — KX, w),

Xm =T —h(x,w),
X=(A—LC)x+Bu+Ly = (A — BK — LC)X — KXy, + Lh(x,W),
y=h(x,w), r(t)=r=7+0r,w(t)=w=w+0w,t>0,
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com (fe,x,ii,}e,ﬁe) satisfazendo (|6.10)), onde u® = —K%e—Kmf;. Em particular,
para tal ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel (X, 35,5;1,556) =

(fe(i w),x¢, (7, W),?e(?, W)) correspondente a 6r =20 e dw = 0 (pequenas variagoes

nas amplitude de r(t) =7 =7+ 6r e w(t) =w =w+ dw em relagdo aos valores
nominais 7 e w, respectivamente), temos
. e o~ = e oy
t11_>r£1°e(t) = tlg?oxm(t) = tlggr h(x(t),w) tlggr h(x®,w) =0,
=0

~,

para toda condigao inicial (x(0),x,(0),x(0)) pertencente a regiao de atracao de
(fe,ffn,fe), resolvendo assim localmente em torno de (fe,fc';,)?e) o problema de
rastreamento da referéncia r(t) =7 =7+ 8r com rejeigdo da perturbacao w(r) =w =

w+ ow do tipo degrau.

Importante! O controlador projetado a ser implementado é dado por:

Xm=e=r—y,
X=(A—LC)x+ Bu+ Ly,

u=—Kx— Kuxn.

Note que o observador de estado é referente somente a planta (nao ao sistema aumentado!),
ja que sempre podemos realimentador o estado x;, pelo fato do modelo interno (integrador)
ser implementado na pratica.

Obs 1: Os resultados do teorema acima permanecem vélidos se utilizarmos a seguinte lei
de controle

u=a(x,x,) = —Kx— Kpxn+1,

onde u € R™ é um vetor constante, pois da/dx = —K, do/dx,, = —K,y, ou seja, a lineari-
zagao do sistema aumentado com observador em malha-fechada permanece a mesma! No

entanto, em tal caso, teremos que

5]

Obs 2: Temos um controlador integral linear (para x,,(0) = 0):

—K, —K
—BK,, A—BK—LC

u(t) = —KR(t) — Kt (1) = —K() — Ko / "e(t)dr, 130,
A#

termo integral

Além disso, ao contrario dos controladores de estabilizagao vistos na Secao 6.4 da Teoria,
as expressoes do observador linear e da realimentacao acima nao utilizam os valores
de equilibrio x°,u¢,y¢, que em geral dependem dos pardmetros da planta (robustez!).

De maneira geral, perturbacoes no vetor de parametros p € R* da planta alteram o
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ponto de equilibrio (x¢ ,ffn,ie) = (fe(’f, w,P), X0 (7, W,p),%e(’f, w,p)) do sistema aumentado
em malha-fechada e, consequentemente, afetam as matrizes A,(7,w,p) — B,(r,w,p)K, e
A(r,w,p) — LC(r,w,p). No entanto, a lei de controle do resultado acima é robusta, pois
os resultados do teorema permanecem validos para perturbagoes paramétricas na planta
que mantenham os polos de A,(F,w,p) — B,(r,w,p)K, e A(r,w,p) — LC(F,w,p) no SPE.
Pelo resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a Se¢ao 3.1 do
Lab 3), asseguramos que isto serd atendido para pequenas perturbagoes paramétricas na
planta em relagao ao valor nominal p. Aqui, estamos assumindo que a planta é modelada
por:

X = f(x,u,w,p),

y = h(x,w,p),

onde f: DxR™ xRI xR = R" ¢ h: D xR? — R" x R* sao de classe C'.

Portanto, concluimos que o controlador integral linear projetado assegura robustez
em malha-fechada para o problema de rastreamento de referéncias com rejeicao de per-
turbagoes do tipo degrau, tanto para pequenas variacoes 6r = 0 e dw = 0 nas amplitudes
de r(t) =7=7+0dr e w(t) = w=w+ 0w em relagao aos valores nominais 7 e w, respecti-
vamente, quanto para pequenas perturbagoes paramétricas na planta em relagao ao valor
nominal p. Por fim, é importante se ter em mente que tal lei de controle nao
assegura que a regiao de atragao de (fe,f,%,}e) seja igual a D x R" x R".

Obs 3: O teorema acima nao pode ser diretamente generalizado quando a referéncia e
a perturbacao nao sao do tipo degrau, no sentido de que se, por exemplo, a referéncia
é exponencial e a perturbacao é senoidal, nao basta simplesmente utilizarmos o modelo
interno correspondente e entao projetar os ganhos K e K, da realimentacao com base nas
matrizes Ay, B, do sistema aumentado. Em tal caso, é preciso que condicoes adicionais
sejam atendidas e que, de maneira geral, sao dificeis de serem verificadas.

Obs 4: Considere que as hipdteses do teorema acima foram satisfeitas, de modo que
(x¢,x8,,x°,u°) satisfaz com u® = —Kx® — K,yxé, como em (6.11]), e que os polos A, —
B,K, ¢ A—LC estao no SPE. Assim, (x°,x5,x°) é um ponto de equilibrio (locamente)
assintoticamente estavel de . Vamos mostrar na sequéncia que para o controlador-

observador

X=(A—LC)x+Bu+Ly = (A — BK — LC)X — BK ;X + Lh(x, W),
u=—Kx— Kuxm,

se a condigao inicial do sistema em malha-fechada (6.12)) estd dentro da regiao de atragao

de (x°,x%,,x°), entao erro de estimagdo x —X converge assintoticamente para x¢ — Xx°:

lim x(¢) — (1) = x° — 3. (6.15)

o0

Isto significa que X é de fato uma estimacao de x, a menos do off-set x¢ —x*.
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De fato, seja & =x—x— [x® —X°]. Nas novas coordenadas z = (x,x,,&), o sistema em

malha-fechada (6.12)) é descrito por (note que & = % —%):

x=f(x,—K(x—& — [x* =X°]) — KX, W),
Xm =T —h(x,w),
§ = fx,~K(x—& — [x =X) = K, W)
— (A—BK - LC)(x— & — [x* = X°]) + BKiXn — Lh(x,w).

Portanto, por (6.10) e (6.11)) vemos que z¢ = (x¢,x5,,0) € D x R™ x R" é um ponto de equi-
librio desse sistema, e a linearizagao associada é dada por (a qual coincide com o principio

da separagao do sistema aumentado linearizado com observador em malha-fechada (6.14))!)

Xg A—BK —BK, —BK Xg
5= | Xmg | = —C 0 0 Xmg |

Es 0 0 A—LC Es
——

com 25 = (X§,Xms,85), X5 =X =X, X5 = X — X5y, 5 = x5 —X5. Logo, z¢ = (x¢,x5,,0) é um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel, pois os polos de A, —B,K, e de A — LC estao

no SPE, com
55 = (A _LC)gﬁv

o que coincide com a dinamica do erro de estimacao do sistema aumentado linearizado com
observador em malha-fechada (6.14)! Em particular, para toda condigao inicial dentro da

regiao de atragao z¢ = (x¢,x%,,0), temos que

lim & (1) = lim x(r) — %(1) = lim x(1) — %(r) — [¢* ¥ = 0.

Logo, concluimos que, para o controlador-observador

X=(A—LC)x+Bu+Ly = (A — BK — LC)X — BK; X, + Lh(x, W),

u=—Kx— Kuxn,

se a condicao inicial do sistema em malha-fechada (6.12)) estd dentro da regiao de atracao
de (x¢,x¢,,X%), entao o erro de estimagao x — X converge assintoticamente para x°—Xx°:

. () — ¢ e
th_glox(t) x(t) =x°—Xx°.

Obs 5: Em situagoes reais em que nao temos a minima ideia de qual seria uma estimacao
adequada da condigao inicial x(0) do sistema, entao x(0) =x° é uma escolha razoavel, pois

(x¢,x%,,x°) é um ponto de equilibrio assintoticamente estével do sistema em malha-fechada
(6.12). Podemos também escolher x,,(0) = x¢,.
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Rastreamento de Referéncia e Rejei¢ao de Perturbagao do Tipo Degrau via Sisterna Linearizado (Labl&)

6.6.2 Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

X1 =x = f1(x1,x2,u),
1

Al = fa(x1,x0,u),

k
Xy = —i—;sen(xl) —Xy+ —

y =x1 = h(x1,x2),

onde x; = 0, x = 0, x = (x1,x2) € R? é 0 vetor de estado, u € R é o controle (torque) e
y=x; =0 R é asaida. J4 vimos que os pontos de equilibrio sio (x¢,u¢) € R> xR com
x¢ = (x{,x5) = (8,0) e u® = mglsen(§), onde x{ = § € [0,27) pode ser arbitrariamente
escolhido. Considere que m =k =0.1, g =10, £ =1. Assim, u, = sen(x{) = sen(§).
Assuma que x{ = 0 = n/4 (=45°). Verifique por simulagao que: (a) (6,0) nao é ponto de
equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada constante u(r) = u® =sen(9), t > 0,
temos que x° = (§,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estavel (os autovalores de
%(5 ,0) sdo —0.5+ j2.6), mas nao é globalmente assintoticamente estével (por exemplo,
x(0) = (3.12,0) nao pertence a regiao de atragao).

2. Considere que ha uma perturbagao w(t) do tipo degrau na entrada do péndulo, ou

seja,

X1 =x2 = f1(x1,x2,u,w),

k
Xy = —%sen(xl) —Xx2+ —u+—w= fo(x;,x2,u,w),

m2" " e
y=x1 =h(x2,x2,w).
Assuma que o valor nominal de w(f) é w =0, e que o valor nominal para a referéncia

r(t) do tipo degrau é 7 = y° = h(x{,x5,w) = x{ = 0. Assim, o ponto de equilibrio nominal
(x¢,x5,u®) = (8,0,sen(8)) satisfaz

0= fi(x§,25,u, W),
0= facf %),

=7 —h(x{,x5,W).

o

Determine as matrizes de ganho K = [K; K»] € R1*2 K, ¢ RI*! =R, L € R?>*! de modo

que o controlador-observador com acgao integral
X=(A—LC)X+ Bu+Ly,
u=—Kx—Kux, = —Kix1 — K2xp — KXo,
assegure que a saida y(r) = 6(¢) do péndulo rastreie assintoticamente referéncias r(t) =

7 =7+ 0r com rejeicao de perturbagoes w(t) =w = w-+ dw do tipo degrau, ao menos

quando 0r =0 e dw =0 (pequenas variagoes nas amplitudes da referéncia e da perturbagao
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em relagdo aos valores nominais). Simule e analise os resultados obtidos (referéncia,
perturbagao, erro, controle, saida, estados), verificando a validade de (6.15) na Obs 4 e

considerando:

(a) Polo triplo de A, —B,K; em s = —1 (lento), polos de A — LC em s = —3 (3 vezes mais
rapido), 6r = dw =0, x(0) = (0,0), x,,(0) = x2(0) = 0. Determine (por simulagao)

o maior valor do angulo inicial 0° < x;(0) < 360° de modo que (x(0),x,(0),x(0))

pertenga a regiao de atracdo do ponto de equilibrio nominal (x¢,x¢,,x%)
(b) Repita o item (a), mas agora considerando que x(0) = (9,0)

(c) Repita o item (a), mas agora considerando polo triplo de A, — B,K, em s = —4
(moderado) e polos de A —LC em s = —12 (3 vezes mais rdapido). Assuma também
que 6w = 0.5 em ¢ = 15s. Determine o maior valor de —45° < ér <315° em 1 = 25s
tal que (x(25),x,,(25),x(25)) pertenga a regiao de atracao do ponto de equilibrio

e
o
correspondente (x¢,Xx%,,X )

(d) Repita o item (c), mas agora considerando polos de A —LC em s = —20 (5 vezes
mais rdpido). Observe que o sobressinal durante o regime transitério da rejeigao da
perturbagao diminui a medida que os polos de A — LC se tornam mais rapidos. Isto

era esperado? Justifique. Dica: principio da separacao.

(e) Repita o item (d), mas agora considerando polo triplo de A, — B,K, em s = —40
(rapido) e polos de A — LC em s = —120 (3 vezes mais rapido).

Respostas:
(a) x1(0)mayr = 130°
(b) x1(0)pax = 120°
(€) x1(0)max = 360°, rpax = 110° (mas com bastante sobressinal e oscilagao na saidal)
(d) x1(0)pmax = 360°, Ormax = 315° (mas com bastante sobressinal na saida!)

(€) x1(0)max = 360°, Orpmax = 315° (sem sobressinal nem oscilagao na saida, mas

nao consideramos saturagao no controle!)

Conclusao: De maneira geral, o tamanho da regiao de atracao de um ponto de equilibrio
de malha-fechada assintoticamente estavel depende da escolha dos polos! Além disso, se os
polos forem muito lentos ou muito rapidos, entao a regiao de atracao pode se tornar muito
pequena. Portanto, a escolha dos polos de malha-fechada deve levar em conta
o compromisso entre desempenho dindmico do sistema em malha-fechada,

esforco de controle e tamanho da regiao de atracao!
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Rastreamento de Referéncia e Rejei¢ao de Perturbagao do Tipo Degrau via Sistema Linearizado (Labl€9)

Interpretacao: O sistema linearizado aproxima relativamente bem a dinamica de um
sistema nao-linear apenas enquanto xg(t) = x(t) —x° =0 e ug(t) = u(t) —u® =0, ys(t) =
y(t) —y° = 0 (pequenos desvios). Relembre a discussao realizada no Procedimento 2 do
Lab 7.

3. Por fim, verifique por simulacao que o controlador-observador com agao integral pro-
jetado assegura robustez em relagao a perturbagoes paramétricas, ao contrario dos es-
tabilizadores lineares utilizados na Segao 3.4 da Teoria (relembre que as leis de controle
estabilizantes dependem dos valores de equilibrio x¢,u¢,y¢). Para isto, assuma que hd uma
perturbacao paramétrica de 50% na massa do sistema: o valor nominal é o de projeto

m=0.1 (u° =sen(d)), mas o valor real é m =0.15 (u® = 1.5sen(9)).



7 Introducdo ao Problema de Rastreamento
de Saida (Lab 9)

Objetivos: Vamos introduzir o problema de rastreamento de saida para um motor CC e
projetar uma realimentacao que soluciona tal problema de controle. Em seguida, veremos
como implementar a realimentagao projetada por diagrama de blocos. Por fim, iremos

analisar os resultados de simulacao obtidos para diversas saidas de referéncia.

7.1 Rastreamento de Saida de um Motor CC

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear simplificado em espago

de estado ¢ dado por:

y(1) = x1(2),
onde u € R é a tensdo externa em Volts aplicada no motor (controle), x;(¢) = 6(t) é a
posicdo angular do eixo em rad, x;(t) = 8(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assumimos que x,(¢) = @(¢) pode ser medido (assim
como y(t) = x1(t) = 0(r)). O objetivo é resolver o problema de rastreamento de
saida: determinar uma lei de controle u que force a saida y(t) = x;(t) = 6(¢) do motor em
malha-fechada a rastrear assintoticamente uma saida de referéncia y(¢) escolhida, ou
seja,
tim (1) — 5(1)] =0,
onde y: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua) e limitada.

7.2 Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o Problema

de Rastreamento de Saida

Temos que:

y=X1=x2,

V=X =—Xx2+u.

Note que foi necessario derivar 2 vezes a saida y = x; em relacao ao tempo até que a
entrada u aparecesse explicitamente. Considere entao a realimentagao de estado

u=0(x;,x) +v=x+v, com &(xi,x2)=xs,
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onde v € R é a nova entrada. Assim, em malha-fechada temos que
V=X =X =W

Escolhendo a realimentagao de estado dependente do tempo

v =y(x1,x2,1) = ¥(t) —ki[x1 =3(2)] —ka[x2 = ¥(1)],

onde k1,kr» € R sao ganhos a serem ajustados, concluimos que em malha-fechada temos

() = v(t) =3() = ki [x1 (1) = 3(1)] = k2 [xa (1) = ¥(1)]
=3(t) = ki [y(1) =3(0)] = k2 [3(r) =¥ (1)]

= 5(1) — [kre(t) + ka(1)].

(.

TV
termo PD!

Consequentemente, a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada é dada pela

seguinte EDO linear homogénea:
é+kyé+kie=0.

Assim, vemos que os pélos do erro de rastreamento e(f) = y(¢) — y(¢) em malha-fechada
sao as raizes de

s2+k2s+k1 =0.

Agora, suponha que os pélos (estaveis!) de malha-fechada desejados para o erro de ras-

treamento sdo pp, py (partes reais negativas!). Logo, devemos ter que

s rkas ki =(s—p1)(s—p2)= = (p1+p)s+pips

polinémio caract. de MF

ou seja, escolhemos |k = —(p1 + p2), k1 = pi1p2|.

Concluimos entao que a realimentagao de estado dependente do tempo

u=0o(xg,x)+v=xy+y(x,x2,1)

=22 +3(t) —kifxr = ¥(t)] — kalxa — ¥(1)],
com ky = —(p1 + p2) e k1 = p1p2, garante queE]

lim e(z) = lim[y(r) —¥(r)] = 0,

t—ro0 t—o0

para quaisquer condigoes iniciais x;(0),x2(0), resolvendo assim o problema de ras-

treamento de saida.

1 Relembre que, se os polos py,p sdo reais e distintos, entdo e(t) = ¢y exp(pit) +crexp(pat), para t >0,

onde os valores dos coeficientes ¢y, ¢, € R séo determinados pelas condigdes iniciais e(0),é(0) do erro de
rastreamento. Em particular, se ¢(0) =¢(0) =0, entao e(r) =0 para t > 0 (rastreamento perfeito)!
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Note que o controle u(t) a ser aplicado ao longo do tempo ¢t > 0 é dado por:

+ (1) — ki [xi () = ¥(2)] — ka[xa(r) = y(1)]
= x2(t) + (1) — ki [y(t) = ¥(t)] — ka[y(t) — ¥(t)]
+ (1) — [kie(r) + kaé(2)],

[ J/

~~
termo PD!

onde e(t) = y(t) —y(t) é o erro de rastreamento da saida.

Ressaltamos que a ideia principal utilizada foi:

1. Escolher a realimentagao u = ot(x1,x) +v =2x; +v de modo que y = —xp +u =v,

onde v é a nova entrada;

2. Escolher v =y(t) —kje(t) — kpé(t) de modo que é+kjé+ ke =0 (EDO linear homo-

génea para a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada).

Note que nao ha modelo interno! Ao longo do nosso curso, veremos como generalizar

essa ideia para solucionar o problema de rastreamento de saida de sistemas nao-lineares

MIMO.

7.3 Procedimentos

1. Implemente no Matlab/Simulink a realimentagdo de estado dependente do tempo
projetada para solucionar o problema de rastreamento de saida do motor CC considerado.

Suponha que:
1. (1) =3,1>0, x;(0) = x2(0) =0;
2. (1) =3(1—e ), >0, x;(0) = =3, x2(0) = 6;
3. 5(t) =3(1—e 2),t >0, x;(0) =0, x(0) = 6;
4. 5(t) =3sen(5t), t >0, x1(0) = x2(0) = 0.

Em cada um dos casos acima, analise os resultados de simulagao obtidos (saida, referéncia,
controle e erro) para uma escolha de pélos “lentos” (p = —2), “médios” (p = —6) e “rapidos”
(p = —20) da dindmica do erro de rastreamento em malha-fechada. Note que, nos dois
primeiros casos acima, a dinamica do erro de rastreamento é idéntica, e que, no terceiro

caso, temos e(t) =0 para t > 0 (rastreamento perfeito) com
u(t) = xa(t) +3(1) = (1) +3(r) = 6™, 1>0.

Isto era esperado? Justifique.
2. Repita o item acima para: y(r) =1, 0 <7 < 10, y(r) =2, t > 10, com x;(0) = x,(0) = 0.

Note que y(t) nio é de classe C? devido ao salto de descontinuidade em t = 10, mas
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é de classe C? por partes. Explique o comportamento qualitativo da dinamica do erro
rastreamento e(t), t > 0. Dica: em t = 10, temos que e(t) # 0, ou seja, a condi¢ao inicial
do erro é ressetada em ¢ = 10.

3. Repita o Item 1 para: (1) = cos(r2), t > 0, x(0) = x2(0) = 0. E possivel implementar-

mos a lei de controle projetada neste caso? Isto era esperado? Justifique sua resposta.



8 Controle Nao-Linear

Este capitulo trata de técnicas de controle nao-linear. Primeiramente, vamos abordar o
problema de desacoplamento. Em seguida, trataremos do problema de rastreamento de
saida. Para resolvermos este problema, a ideia central é encontramos uma realimentacao
de estado nao-linear de modo que a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada
seja dada por uma EDO linear homogénea.

Na sequéncia, apresentaremos a nogao de platitude (flatness) e sua relagdo com con-
trolabilidade nao-linear e com o problema de rastreamento de saida. Por fim, estudaremos
brevemente o problema de linearizagao exata via mudanca de coordenadas e realimenta-
cao de estado. Veremos que, para uma certa classe de sistemas nao-lineares, existe uma
realimentacao de estado nao-linear que permite o cancelamento exato das nao-linearidades
do sistema. Neste caso, o sistema em malha-fechada torna-se linear, pelo menos quando

ele for descrito em um sistema de coordenadas adequado.

8.1 Motivacao

Neste momento, vamos retomar o problema de rastreamento de saida para um motor CC
visto no Lab 9, e abordaremos também uma questao filosofica. Esta questao reside no
fato de que os sinais de referéncia do tipo degrau sao adequados como sinais de teste de
desempenho, mas sao em geral inadequados para o controle de sistemas. De certo modo,
isto contraria os paradigmas de controle classico, que estabelece o degrau como um bom
candidato a sinal de referéncia.

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear simplificado em espago

de estado ¢ dado por:

XI:XQ,
Xy = —x2 +u,
y =X,

onde u € R é a tensdo externa em Volts aplicada no motor (controle), x;(t) = 6(t) é a
posicdo angular do eixo em rad, x2(¢) = @(¢) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(¢) é a saida do sistema. Assumimos que x2(¢) = () pode ser medido (assim
como y(t) = xi(¢t) = 6(¢)). Suponha que o motor estd em repouso em fy = 0, ou seja,
x1(0) = 6(0), x2(¢t) = 8(0) = 0. Em controle clssico, geralmente se aborda o seguinte
problema de controle: encontrar uma realimentacao u de forma que o eixo do motor
atinja um dado angulo desejado de referéncia 6, em regime permanente, ou seja,

lim 6(¢) = 6,.

t—o0
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A maneira classica de se resolver este problema é encontrando um controlador linear
de forma que a saida y(r) = x1(t) = 0(t) rastreie assintoticamente uma referéncia r(r) = 6

do tipo degrau de amplitude 6,, ou seja,

lim y(t) = 6,

t—o0

No entanto, suponha que, além dos posicionamentos inicial 6(0) e final desejado 6,
desejamos também controlar a saida y(¢) entre 6(0) e 6,. Em outras palavras, dada uma
saida de referéncia y(z), t > 0, gostariamos que a saida real y(t) = 6(¢) rastreasse

assintoticamente y(t), ou seja,

lim e(z) = lim [y(r) = ¥(t)] = 0,

—roo —ro0

onde e(t) = y(t) —y(t) é o erro de rastreamento.
Desse modo, nosso objetivo é resolver o problema de rastreamento de saida:
determinar uma lei de controle u que force a saida y(¢) = x;(¢) = 6(¢) do motor em malha-

fechada a rastrear assintoticamente uma saida de referéncia y(t) escolhida, ou seja,

lim [y(r) — ¥(1)] =0,

f—oo

onde y: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua) e limitada.

Temos que:

y =X =x2,

V=X = —xp+u.

Note que foi necessario derivar 2 vezes a saida y = x; em relacao ao tempo até que a

entrada u aparecesse explicitamente. Considere entao a realimentacao de estado
u=o(x;,x)+v=xa+v, com a(xy,x)=x,
onde v € R é a nova entrada. Assim, em malha-fechada temos que
j=i1 =iy =
Escolhendo a realimentacao de estado dependente do tempo
v="y(x1,2,t) = Y(t) — ki [x1 = ¥(1)] — koo — (1)),

onde ky,k; € R sao ganhos a serem ajustados, concluimos que em malha-fechada temos

() = v(t) =3(t) = ki [x1 (£) = 3(1)] = ko [xa (1) = ¥(1)]
(1))
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termo PD!
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Consequentemente, a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada é dada pela

seguinte EDO linear homogénea:
é+kiée+kie=0.

Assim, vemos que os pélos do erro de rastreamento e(f) = y(¢) — y(¢) em malha-fechada
sao as raizes de
s2+k2s+k1 =0.

Agora, suponha que os pélos (estaveis!) de malha-fechada desejados para o erro de ras-

treamento sdo pi,pa (partes reais negativas!). Logo, devemos ter que

s*+hkas+ky = (s—p1)(s—p2) = fz— (p1+p2)s+pip2

polinomio caract. de MF

ou seja, escolhemos |k, = —(p1 + p2), k1 = p1p2|.

Concluimos entao que a realimentacao de estado dependente do tempo

u=a(xy,x)+v=2xy+7y(x,x,1)

=2 +y(t) — ki [x1 = ¥(t)] — kaloea = ¥(1)],
com ky = —(p1 + p2) e ky = p1pa, garante queE|

lim e(t) = lim[y(¢) — y(¢)] = 0,

t—oo t—>o0
para quaisquer condigGes iniciais x;(0),x,(0), resolvendo assim o problema de ras-
treamento de saida.

Note que o controle u(t) a ser aplicado ao longo do tempo ¢t > 0 é dado por:

+3(t) = ki1 () = 3(1)] — k2 2 (£) = ¥(1)]
=x2(1) +3(t) = ka[y(£) = ¥(1)] = ka[(t) = ¥(1)]
+3(1) = [kie(t) + kaé (1)),

N J/

NV
termo PD!

onde e(t) =y(t) — () é o erro de rastreamento da saida.

Ressaltamos que a ideia principal utilizada foi:

1. Escolher a realimentagao u = ot(x1,x2) +v =2xp +v de modo que y = —xp +u = v,
onde v é a nova entrada

2. Escolher v =7y(t) —kje(t) — kpé(t) de modo que é+kjé+kye =0 (EDO linear homo-

génea para a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada)

Note que nao ha modelo interno! Neste capitulo, veremos como generalizar essa ideia

para solucionar o problema de rastreamento de saida de sistemas nao-lineares MIMO.
1

Relembre que, se os polos pi, ps sdo reais e distintos, entdo e(t) = cj exp(p1t) + caexp(pat), para t >0,
onde os valores dos coeficientes ¢j, ¢, € R séo determinados pelas condigdes iniciais e(0),¢(0) do erro de
rastreamento. Em particular, se ¢(0) =¢(0) =0, entao e(¢) =0 para t > 0 (rastreamento perfeito)!
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8.2 Desacoplamento e Rastreamento de Saida

Nesta secao, veremos a conexao entre o problema de desacoplamento e o problema de

rastreamento de saida. Vamos considerar sistemas da forma

X = fx)+g(x)ulr), (8.1)
y= h(x)7 (82>
onde x € V é o vetor de estado, V C R" é um conjunto aberto, u € R™ é o vetor de

entrada (controle), y € R™ ¢é o vetor de saida, f:V — R" é de classe C* (infinitamente

diferencidvel), e g(x) é uma matriz n x m.

gr(x) gi(x) -+ gim(x)
¢(0) = (gij(x)) = 821'()5) gzz.(x) g2m.(x) ,
gn1(x) 8m2(x) -+ gum(x)
onde todas as fungoes g;j: V = R, i,j € {1,2,...,m}, sdo de classe C*. Do mesmo modo,

h=(hi,....,hy):V —R™ é de classe C*.

Observe que o numero de componentes da saida y = (yi,...,ym) =h(x) = (h1(x),...,hn(x)) €
R™ é igual ao niimero de componentes da entrada u = (uy,...,u,) € R™, ou seja, m=p, e
que o sistema estd definido em V C R”. Denotando por g;(x) a coluna j de g(x), podemos
considerar g; como uma aplicacao g;:V — R" e rescrever f como

= F0)+ flujg,{x),

y = h(x).

Ao longo de todo este capitulo, consideraremos leis de controle denominadas de rea-
limentagao de estado estatica localmente regular (em um aberto U C V de R") e

dadas por
u = ofx)+ B, (8.3)
onde v € R™ ¢é a nova entrada, o : U — R é de classe C” e

Bii(x) Bra(x) -+ Pim(x)
Blx) = [321:(?6) ﬁ22: (x) ﬁznf(x)
Bml (X) BmZ (X) T Bmm (x)

¢ uma matriz m x m em que todas as fungoes B;;: U = R, i,j € {1,2,...,m}, sdo de classe
C*. Aqui, o termo localmente regular significa que a matriz  é invertivel em U, ou
seja, det (B(x)) # 0, para todo x € U.
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Assim, o sistema em malha-fechada, o qual estd definido em U C V, é dado por

F(x)+&(x), (8.4)
h(x), (8.5)

X

y

onde x e U CV CR”" é o vetor de estado, v € R™ é vetor de controle, e

f=r+ga,  g=gp.

8.2.1 O Problema de Desacoplamento

Considere um sistema da forma (8.1)—(8.2)), o qual estd definido em um aberto V C R, com
entrada u = (uy,...,uy) e saida y = (y1,...,ym). Dizemos que o sistema é desacoplado
quando cada componente u(t) de qualquer entrada escolhida u(t) = (ui(t),...,un(t)),

t >0, atua de fato na componente y;(¢) = h;(x(t)) da saida

y(0) = Gi(t)s- -, ym(t)) = h(x(1)) = (A1 (x(2)), - s I (x(2)),

mas nao influencia a componente y;(t) = h;j(x(t)) quando i # j. O problema de desacopla-
mento consiste na construcao de uma realimentacgao regular de modo que o sistema
em malha-fechada — seja desacoplado. Relembre que a entrada do sistema em
malha-fechada é v = (vi,...,vp).

Problema de Desacoplamento: Seja xg € V um ponto de trabalhcﬂ do sistema
(8-1)—(8.2). Dizemos que o problema de desacoplamento é localmente solivel em
Xo, se existir uma vizinhanca abertaﬁ U CV de xg e uma realimentacao localmente
regular em U, tal que o sistema em malha-fechada f seja desacoplado. Do mesmo
modo, seja Uy C V uma regiao de trabalho, ou seja, Uy é um aberto em R". Dizemos
que o problema de desacoplamento é localmente soltvel em Uy, se existir uma
realimentacao localmente regular em Uy tal que o sistema em malha-fechada f
seja desacoplado.

Ressaltamos que a primeira versao do problema de desacoplamento formulado acima
nao se preocupa com o tamanho da vizinhanca aberta U do ponto de trabalho xy para o
qual o sistema em malha-fechada f se torna desacoplado. Assim, a principio, nao
temos como garantir que U = V. Como (8.4)—(8.5]) estard definido somente em U C V, o
desacoplamento do sistema em malha-fechada ocorrera somente dentro de U. Isto significa
que apenas enquanto a solugao x(r) do sistema em malha-fechada nao sair de U é que o
sistema permanecera desacoplado. E por este motivo que usamos o termo localmente
soluvel na definicao acima, pois garantimos apenas uma solucao local em torno do ponto

de trabalho xg para o problema de desacoplamento.

Aqui, xp ndo é necessariamente a condicao inicial do sistema nem um ponto de equilibrio.
Dizemos que um conjunto U C R" é uma vizinhancga aberta de xyp € R” quando U é um aberto que
contém xg.

3
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Por outro lado, a segunda versao assegura a existéncia de uma realimentacao local-
mente regular que esta definida em toda a regiao de trabalho Uy C V e que desacopla
o sistema em malha-fechada, o qual esta definido em U. E claro que gostariamos de es-
colher Uy =V. No entanto, dependendo das nao-linearidades do sistema —, isto
nem sempre € possivel, e temos que nos contentar com uma solucao local em determinado
UyCV.

Seja xg € V um ponto de trabalho do sistema f e considere que U C V €
uma vizinhanca aberta de xyg. Veremos que a derivagao sucessiva das componentes y; da
saida y = (y1,-..,ym) com relagdo ao tempo nos leva a uma solugdo para o problema de
desacoplamento. Para isto, suponha que fixamos uma condicao inicial x(0) € V e uma
entrada u(t) = (uy(t),...,un(t)), t >0, e considere que tomamos uma componente y;(t) =
hi(x(t)) da saida y(t) = (y1(t),...,ym(t)) = h(x(¢)) = (h1(x(¢)),...,hn(x(t)) e a derivamos
no tempo. Como y;(t) = hi(x(t)) = hjox(t) (fungdo composta), pela regra da cadeia temos

que
(1) ohi| .
yi ()= == *().
ax x(t)
Substituindo (8.1]) na equacao acima, obtemos
dh;
0= 52 () + gel)u()
x(1)

Neste momento, é natural introduzirmos a derivada de Lie de duas aplicagoes w :
U—R (real) e g=(q1,..-,qm) : U = R™ (vetor coluna) de classe C*:

Low(x) 2 2% (5)q(0) = [9wl) /o1 .. w(x) [ xalg():
=¥ S0t € R

para todo x € U. Temos que Lyw : U — R ¢ de classe C”. Portanto, podemos também
considerar Léw = L,(Lyw). Note queﬁ
_ dLgw

Lflw(x) £ LyLyw(x) = 5 (x)g(x) €eR, paraxeU.
x

Definimos, para todo k > 1 (inteiro),
L’;w =1L, (LZ_IW), onde ng =w.

Voltando entao ao problema de desacoplamento, e tomando

hl(x) = aa—};(x) f(x) = Lhi(x) € R,

Al = 52000 = (G000 - S0

= (Ly/i(x) .. Lg,hi(x)) = (A} (x) ... Aj,(x)) €R™,

Pode-se mostrar que ng(x) =47 (x)H (x)q(x) + %(X)%(

fungdo real w e dg(x)/dx é a matriz Jacobiana do vetor coluna g, no ponto x € U.

x)g(x), onde H(x) é a matriz Hessiana da
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para todo x € U, encontramos que

YW () = B (xe(6) + AL (e(0))ue) = Lphi(x(t)) + inghi(x(t))”f(t)'

Assuma que A} (x) é identicamente nulo em U, isto é, Al (x) = 0, para todo x € U. Neste

(1)

caso, dentro de U, y; ’/(t) ndo serd instantaneamente afetado por u(t), pois teremos

wW(0) = B (x(1)) = Lhi(x(2)).
(1)

Repetindo o mesmo procedimento para y; ’(f), vamos obter

YW(0) = W (x(1)) + A} (x(0))ult) = Lahi(x (1)) + iLg ALphi(x(t))u;(),

onde, para todo x € U,

1
R (x) = o, (x)f(x) = szch,'(x) eR,

dox
oh! oh! oh!

20 = s = (FEWa 6 - G,
= (LgLshi(x) ... Ly, Lrhi(x)) = (A} (x) ... AL, (x)) € R™.

Assuma que A?(x) é identicamente nulo em U. Neste caso, dentro de U, yl(z) () nao sera
instantaneamente afetado por u(t).

Definimos p; > 1 como o menor inteiro tal que Af ‘(x) nao seja identicamente nulo em
U. Mais precisamente, p; > 1 é o inteiro tal que Af “(x0) # 0 e existe uma vizinhanga aberta
U CV de xp em que A¥(x) é identicamente nulo em U C V, para todo 1 <k < p; — 1.

Observe que tal definicao de p; equivale a

AP (x0) = [Lgy LY hi(x0) Loy L2 ' hi(xo) - Ly L9 hi(xo)] # 0,

s1=f f f
Af(x) = Lo\ Ly hi(x) Ly Ly i) o+ Lg, Ly~ hi(x)] = 0,

para 1 <k <p;—1,xeU,
que por sua vez € 0 mesmo que

i—1 i— i—1
[Lg, LY hi(xo) Lg, L2 'hixo) -+ Lg, L5 ' hi(x0)] #0,

ngLiihi(x)zo, para 1 <j<m,0<k<p,—2,xeU.

Quando, para todo k > 1,temos que Aﬁ.‘ (x) é identicamente nulo em alguma vizinhanga
aberta U C V de xg, definimos p; = o. No caso em que p; < o (finito), denominamos o
inteiro p; = pi(xp) > 1 de grau relativo da saida y; = h;(x) no ponto de trabalho xg, o
qual corresponde ao niimero de derivagoes no tempo que temos que realizar para

que a saida y; dependa explicitamente de alguma componente u; da entrada

u=(Up,...,un).
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Assuma que todas as componentes y; da saida y = (yq,...,yn) admitem grau relativo
em x9. Dizemos entao que a saida y = (yy,...,ym) =h(x) = (h1(x),...,hy(x)) admite grau

relativo em x( e, assim, podemos escrever

W= (x) AL (),

WP = s () + Ag(x)u,

y,(f’”) = ap(x) +An(x)u,

onde a;(x) = h'(x) = Lfc"h,-(x), Ai(x) = AP'(x), para i=1,...,m, x €U, onde U é alguma
vizinhanca aberta de xo.
(p1) (p2) (Pm)

Denotando-se yi?) = vy o ym™), podemos escrever
VP = a(x) +A(u, (8.6)
onde, para cada x € U,
a@ ] [ 2
aw = | 2| | W
am(x) L?’”hm(x) el
Ay (x) Lo L0 ' m(x) L2 'm(x) - Le, L0 i (x)
1 _ _
A ) || LalP ha(x) Lol 'ha(x) o Le, LT ha(x)
mil mil mil
Ap(x) Loy LY h(x) Loyl hn(x) - Lo, LY hw(x) |

Note que a; : V — R é uma funcao de classe C* e A; é um vetor linha de m fungoes
de classe C*. Desta forma, a:V — R™ é um vetor coluna de m funcoes de classe C* e
AV — R™™ ¢ uma matriz m x m de funcoes de classe C*, denominada de matriz de
desacoplamento.

Relembramos que a componente y; = h;(x) dasaiday= (yi,...,ym) =h(x) = (h1 (x),..., hn(x))

admite grau relativo p; = pi(xp) em xp quando

Ai(xp) = LglL?i_]hi(xO) LgmL.l;‘i_lhi(.xo)] #0,

e existe uma vizinhanca aberta U C V de x( tal que
ngLfchi(x) =0, paratodo 1 < j<m, 0<k<p;—2,x€eU.

Além disso,
yl(k) (t) = Lfchi(x(t)), para 0 <k < p;— 1.
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Ressaltamos que uma saida y nem sempre admite grau relativo em todos os pontos.

De fato, considere o exemplo abaixo:

X1 = X2+xu;

Xy = ui;

»y$no o= x.
Derivando-se y;, temos

(1)

W o= x2+xu,

com A%(X],Xz) = Lg, hi(x1,x2) = x2. Logo, o grau relativo de y; em xp = (x(l),xg) épr=1
quando xg # 0, pois A%(x?,xg) = x(z) # 0. No entanto, y; nao admite grau relativo em xg
caso x3 =0, j& que A}(x?,0) =0 e Al(x;,x2) = x2 ndo se anula em nenhuma vizinhanga
aberta U de xop = (x(l),O). De fato, dada qualquer vizinhanca aberta U de xg = (x(l),()),
sempre existe algum (¥1,%;) € U com %, # 0. Portanto, A%()El,)?z) =x #0.

Definigao: Seja Uy C V uma regiao de trabalho (aberto em R") do sistema ({8.1))-
(8:2). Dizemos que a saida y = h(x) do sistema (8.1)-(8.2) admite grau relativo em
Up quando cada componente y; = h;(x) da saida y = (y1,...,ym) = h(x) = (h1(x),...,hn(x))
admite grau relativo p;(x) em todo x € Uy e p;(x) permanece constante dentro da regiao
Uy, isto é, pi(x) = p;, para qualquer x € U.

Obs 1: Considere um sistema linear SISO (m = p = 1) da forma
Xx=Ax+Bu, y=Cx, xecR"

Assuma que o sistema ¢ controldvel e observavel, e sejam n, e n; o nimero de polos e
zeros, respectivamente, da fungao de transferéncia G(s). Entao, pode-se mostrar que o
sistema admite grau relativo em Uy =V =R" com p =n, —n,.

Obs 2: Ressaltamos que se a saida y = h(x) admite grau relativo em xp, entao existe
uma vizinhanga aberta Uy de xq tal que y = h(x) admite grau relativo em Up. Isto é uma
consequencia do teorema apresentado na sequeéncia.

Teorema: Seja y: W — R uma fungao continua, onde W C R" é aberto. Entao, o

conjunto
Z={xeW]|yx) #0}

¢é aberto.
Prova: Fixe x € Z C W. Assim, y(x) # 0. Por simplicidade, considere que y(x) > 0.
Como a fungao y é continua em x, sabemos que, para todo € > 0, existe 6 = d(x,€) >0

(a principio, 8 > 0 depende de x e €) tal que, para caday € W,

ly—x|| <6 =1|y(y) —yx)| <e.
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E, como W é aberto, sabemos que existe 8 > 0 tal que B(x,8) C W. Escolha & = y(x ) >0e
seja & = min(§,8) > 0. Fixe y € B(x, 5) C B(x,8) CW. Entdo, y €W com ||y —x|| < 5<6.
Desse modo,
[Y() = v(0)] < ¥(x),
ou seja,
—7(x) <y(y) = v(x) < yx).

Portanto, 0 < ¥(y). Logo, B(x,8) C Z. Mostramos assim que, para todo x € Z, existe §>0
tal que B(x, g) C Z, ou seja, provamos que Z é aberto.

Obs 3: Para j=1,...,n, temos que a funcao projecao 7;: R" — R na j-ésima compo-
nente é continua, onde

ﬂj(xl,...,xn) =Xj.

Exemplo 1:]3] Considere o sistema definido em V = R?

—X1 —exp(x2)
X = X1X2 + 1 u,
X2 0

Obtemos entao que

P9=001,  Liw=20e=0. Lok =20 =,
dLsh
dx
Desse modo, a saida y = h(x) = x3 admite grau relativo p =2 na regiao de trabalho
Up=V =R".
Exemplo 2:[3] Considere o sistema definido em V = R*

(=001 0], Llh() = 22" (gl = 1.

X1X2 —x? 0
242
i = X1 n +2x3 ’
—X3 1
x%+x2 0
y = hx)=x4
Temos P
5ﬂmzmoou, Loh(x) =0, L¢h(x) = x4 x2,
dLsh
é(@:pnlom,%gmm:uuﬁg

Assim, a saida y = h(x) = x4 admite grau relativo p =2 em todos os pontos (xy,x2,x3,x4)
de R* em que x3 # —1. Como tal conjunto é um aberto Uy C V = R", concluimos que

y = h(x) = x4 admite grau relativo p = 2 na regiao de trabalho Uy.
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Podemos agora enunciar as solugoes para as duas versoes do problema de desacopla-
mento, cujas demonstracoes sao semelhantes.

Teorema 1: Suponha que a saida y = h(x) do sistema (8.1)—(8.2) admite grau relativo
no ponto de trabalho xy € V. Entao, o problema de desacoplamento é localmente solivel
em xp se e somente se o determinante da matriz de desacoplamento nao se anula em xy,
ou seja, detA(xgp) # 0.

Teorema 2: Suponha que a saida y = h(x) do sistema (8.1)—(8.2) admite grau relativo
na regiao de trabalho Uy C V. Entao, o problema de desacoplamento é localmente solivel
em Uy se e somente se detA(x) # 0, para todo x € U.

Para esbogar a demonstracao da suficiéncia (<) dos dois teoremas acima, relembre

que (veja (8.6))

¥Pr = a(x) + A(x)u, (8.7)
com y) = (P Py,
Lg'hl(x)
LPhy(x
ar) = | 7 .2(> |
Lfc’"hm(x) -
LglL?-l—lhl(x) ngL?I_lhl(x) LgmL?I_lhl(x)
Alx) = Lol 'm(x) LolP'h(x) - Ly LP ' h(x)
m—1 1 -
Lo L2 () Lyl () - Ly L2" () |

Com base nisto, veremos na sequéncia que a escolha de uma realimentagao regular
que soluciona o problema de desacoplamento é natural e evidente.

Provaremos primeiro a suficiéncia do Teorema 2. Suponha entao que detA(x) # 0, para
todo x € Uy. Isto é equivalente a dizer que A(x)~! existe para todo x € Uy. Desse modo,

escolhendo a realimentagao como

u=o(x)+ B x)v, (8.8)

onde v=(v,...,vy) é a nova entrada e
alx) = —A@x)la(x), (8.9)
B(x) = A@x)~!, (8.10)

yP =y, (8.11)
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ou seja,
W=,
yng) — v,
ySrll)m) = Vm.

Note que cada equagao yl(p 2

¢ao yﬁp )= vj quando i # j. Além disso, y;(¢) corresponde a saida de um banco de p;

=v; € linear e completamente desacoplada de outra equa-

integradores em série tendo como entrada v;(t), ou seja,

Yi(s) = 5 Vils)

Desse modo, fica claro que a resposta entrada-saida é linear e que a evolucao de y;(r)
depende de fato de v;(t), mas nao é de modo algum influenciada por v;(t) quando i # j.
Como f ¢ uma realimentacao de estado estatica localmente regular em
Uy, concluimos que a mesma fornece uma solucao para o problema de desacoplamento.
Quando x ¢ Up, nao temos garantia de que A(x)_1 existe e, consequentemente, a realimen-
tagao — podera apresentar uma singularidade em tal ponto. Portanto, tudo que
podemos assegurar é que o sistema malha-fechada f fica desacoplado enquanto
a solucao x(r) permanecer em Uy para a entrada escolhida u(t) = (uy(¢),...,un(t)), t > 0.
Provaremos agora a suficiéncia do Teorema 1. Suponha entao que detA(xp) # 0. Denote
o conjunto das matrizes m x m de niimeros reais por R™ . Observe que a aplicacao A:V —
R™ definida por x — A(x) é de classe C* e, portanto, é continua. Denote por det : R™ 5 R
a funcao definida por M +— det(M). Mostra-se que det é uma fungao continua (por ser a
soma de produtos dos elementos da matriz M). Considere a funcao detA : V — R definida
por x — detA(x). Esta funcdo é continua, pois ela é a composta de “det” com “A”, e a

composta de aplicagoes continuas ¢ continua. Em particular, o conjunto
Up={xe€V|detA(x) #0}

é uma vizinhanca aberta de xg. Portanto, basta aplicarmos o Teorema 2 para demons-
trarmos a suficiéncia do Teorema 1.

A demonstracao da necessidade (=) dos dois teoremas pode ser encontrada em |3, |5,
2).

Obs 4: Quando m =1, ou seja, o sistema f tem um unica entrada u € R e
uma tnica saida y = h(x) € R, a realimentacao regular f se reduz a

1
u=oax)+pxy= lm

P@Mm+4, (8.12)
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onde v € R é a nova entrada e

B —L?h(x)
o(x) = L—gLfc_lh(x), (8.13)
1
Blx) = L—gLfrlh(x)' (8.14)

Portanto, a saida y = h(x) do sistema em malha-fechada (8.4])—(8.5] satisfaz

Y=y,

ou seja,
1
Y(s)= S—pV(s).

Exemplo 3: [3] Considere o sistema definido em V = R?

0 exp(x2)
X = | xi+x3 |+ | exp(x2) |u,
X1 —Xp 0
y = h(x)=x3.
Temos
Loh(x) =0, Lrh(x) = x1 —x2,
LoL¢h(x) =0, szch(x) = —x| — X3,

LgL}h(x) = —(142x)exp(x2), L}h(x) = —2x2(x1 +X3).

Vemos que a saida y = h(x) = x3 admite grau relativo p =3 em todos os pontos (x,x2,x3)
de R3 em que 1+42x> # 0. Como tal conjunto é um aberto Uy C V = R3, concluimos que
y = h(x) = x3 admite grau relativo p = 3 na regiao de trabalho Uy.

A matriz de desacoplamento (nesse caso é um escalar)
Ax) = LgL%h(x) = —(14+2x)exp(x2)

é tal que A(x) # 0 para todo x € Up. Desse modo, concluimos que a realimentagao de

estado estatica localmente regular em Uy dada por

. —L}h(x) n 1 b 2x2(x1 +x3) B 1 )
LeL7h(x) — LgLh(x) (1+2xp)exp(x2) (14 2x2)exp(xy)

para todo x € Uy, desacopla o sistema em malha-fechada (8.4)—(8.5)), o qual estd definido
em Uy CV =R3. Além disso, a saida y = h(x) = x3 de (8.4)(8.5) ¢ tal que

NOI

Exemplo 4: [3] Considere o sistema definido em V = R?
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B (1]
X3 — X1 X4 + X4X5 0 0
X = XoX4 +x1x5—x§ + | cos(x;—xs) |ur+ | 1 |u,
X5 0 0
I 3 | I A N
yio= hi(x)=x1—xs,

y2 = hy(x)=xs.
Temos
Lg hi(x) = Lg,h1(x) = Lg,Lyhy (x) = Lg,Lrh1(x) =0,
Lg hy(x) = Lg,ha(x) =0,
szfhl (x) = x3 — Xx1X4 + X4X5,
Lyhy(x) = xs,
[Lglezcm (x) ngL}m (x)] = [cos(x; —xs5) 1] #0,
[Lg Lo (x) Lg,Lyha(x)] = [0 1] 7# 0.
Escolhemos a origem xo = 0 € R> como ponto de trabalho. Assim, p; = p;(x) = 3,

P2 = p2(x0) =2, a saida y = h(x) = (h1(x),h2(x)) admite grau relativo em xp, e a matriz

de desacoplamento é

Alx) =

| Lo\ Lyha(x) Lg,Lyha(x)

LglL%hl(x) ngL}hl(x) ] _ [ cos(x; —xs) 1 ] .
0 1

Como detA(xp) # 0, sabemos que existe uma vizinhanca aberta U C V =R de xo em que

a realimentacao de estado estatica localmente regular em U dada por
u=—Ax)"a(x)+Ax) "y

para todo x € U, esta de fato bem definida, ou seja, A(x)_1 existe para todo x € U, onde

v=(vi,) € R? é a nova entrada e

L3h 0
a(x) = { 1) = , |
Além disso, tal realimentagao desacopla o sistema em malha-fechada (8.4)—(8.5), o
qual esté definido em U C V =R3. Por fim, a saida y = (y1,y2) = h(x) = (h1(x),ha(x)) de

(8-4)-(8.9) ¢é tal que

3
W =,

y§2) = V2.
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8.2.2 O Problema de Rastreamento de Saida

Considere o sistema (8.1)—(8.2) com saida y = h(x). Dada uma saida de referéncia
desejada y(f) para a saida y(t), onde y: [0,00) — R™ é uma aplicacdo de classe C*,
queremos encontrar uma realimentagao u que force y(r) a rastrear assintoticamente a
saida desejada y(t), ou seja,

lim () = lim [y(r) — 5(1)] = 0,

t—roo t—roo

onde e(t) = y(t) —y(t) é o erro de rastreamento. Este problema é denominado de
problema de rastreamento da saida y(¢). Para resolver o problema de rastreamento,
vamos projetar uma realimentagao u que garanta que a dinamica do erro e(t) seja assin-
toticamente estavel.

Na sequeéncia, restringiremos nosso estudo a classe de sistemas (8.1)—(8.2) que podem

ser desacoplados por realimentacao estética regular da forma (8.3). Considere o sistema

(8.1)—(8.2)) e assuma que, para todo x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é
igual ao seu nimero m de colunas. Seja Uy C V uma regiao de trabalho. Suponha que:

o A saida y = h(x) estd definida em Uy, é de classe C* e admite grau relativo em Up;

e A matriz de desacoplamento é nao singular em Uy, ou seja, detA(x) # 0, para todo

x € Uy.
Derivando-se sucessivamente e;(f) = y;(t) — y;(t) com rela¢ao ao tempo, obtemos que
My =yP ) -5V, i=1,...m keN.

Fazendo k = p; e usando (8.7)),teremos

P =P _ 5P) — 4(x) + A(x)u — 7P,

com
= PPy,
y(P) = (ygp])aygpﬂw'-ayr(?’l)m))/v
P = (e(lpl),eng),...,e,(,’,)”’))’.

Note que a realimentacao de estado dependente do tempo
u=38(x,1) =Ax)"[—a(x)+5° +v], x€Uyt>0, (8.15)

onde v=(vy,...,v,) € R™ é anova entrada, produz em malha-fechada a seguinte dinamica,

linear para o erro de rastreamento:
P — .
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A lei de controle (8.15) é portanto uma realimentagio linearizante para a dinamica
do erro. Podemos entao construir uma realimentagao estabilizante v para a dinamica do

erro. Fixe i=1,...,m, e relembre que

el(pi) =V

Sejam A; = {A, A ... ,),[’;i} o conjunto de polos desejados (no SPE!) para a dinamica do
erro
ei(t) = yi(t) = 3i(t).

Assim, o polinomio caracteristico desejado em malha-fechada é dado por

pi—1
mi(s) = (s—AD)(s—AD) - (s—AL) =sP+ ¥ Kisl.
j=0
Logo,
pi—1
=) =— Y kel (1),
j=0
pi—1
= Y Y0 -3 ),
j=0
pi—1 )
=~ Y B [Linx0) -5 1)),
j=0

¢ a realimentacao de estado dependente do tempo desejada, pois
pi—1
el(Pi) == — Z kj-el(j),
j=0
ou seja, a dinamica de ¢;(t) em malha-fechada é dada por
pi—1
el(pi) +) kiel(j) =0, (EDO linear homogéneal) (8.16)
j=0

a qual tem m(s) = (s—A})(s—Ad) -+ (s — l;;i) como polinémio caracteristico.
Portanto, a realimentacao de estado dependente do tempo a ser aplicada para o ras-

treamento da saida de referéncia desejada y(t) é

u=38(x,1) =A(x)"'[—ax) +5% (1) —Ke(x,1)], x €Uy, t>0, (8.17)

onde

K 0 0
0 K 0

K = .2 . 7
0 0 Kin



170 Capitulo 8. Controle Nao-Linear

Obs 5: As realimentagoes definidas acima forgam y(f) a rastrear assintoticamente y(z)
desde que a solugao x(t) do sistema em malha-fechada permanega em Uy para todo t > 0
(perceba que a realimentacao poderd apresentar singularidades e que y; = hj(x)
poderd deixar de ter grau relativo p; constante se x(z) sair de Up). Assuma que este é
o0 caso. Logo, limy_evi(f) = limy_se Zgi:_()l a};egk) (r) =0, independentemente da escolha dos
polos no SPE para a dindmica do erro e;. Assim, em regime permanente (f — o),
temos que

u(t) = A(x(r)) " [—a(x() + 5P (1)),
Além disso, a partir de (8.16)), concluimos que se

i—1 i—2 1
e V(0) = e (0) =+ =l (0) = ei(0) =0,
entao e;(t) =0 para todo ¢ > 0, ou seja,
yi(t) =yi(t), paratodot >0 (rastreamento perfeito!)

Em geral, podemos escolher a saida de referéncia y;(¢) de modo que egp =1 (0)= el(p =2) (0) =
s = egl)(O) = ¢;(0) = 0. Na pratica, no entanto, isto sempre serd violado devido a er-
ros/ruidos de medigao. Ressaltamos, por fim, que nao ha modelo interno para a saida
de referéncia y(¢) incorporado ao controlador projetado!

Exemplo 5: No Exemplo 4 da Secio 13.2.1, estudamos o sistema definido em V = R’

xo+x ] 0 1
X3 — X1 X4 + X4X5 0 0
x = x2X4—|—x1x5—x§ + | cos(x;—xs) |ur+ | 1 | ua,
X5 0 0
I 3 I N
yio= hi(x)=x—xs,

Y2 = hp(x) =xs.

Escolhemos xp = 0. Note que f(xg) =0, h(xp) =0, e que posto g(x) = [g1(x) g2(x)] = 2,
para todo x € V = R>. Vimos anteriormente que detA(xo) # 0, p; = 3, po = 2. Com base
na demonstracao da suficiéncia do Teorema 1 e da Obs 1 da Secao 13.2.1, sabemos que
existe uma vizinhanga aberta Uy C V de xg tal que y = h(x) admite grau relativo em Uy e
detA(x) # 0, para todo x € Up.

Seja y = (1,72): [0,00) — R? uma saida de referéncia desejada de classe C. A reali-

mentagao de estado dependente do tempo em ([8.15))
u=38(x,t) = A(x) "' [—a(x)+5P +v], x€Upt>0,

assegura a seguinte dinamica linear para os erros de rastreamento

(3)

€1’ =V,

(2)

e/’ =,
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com e (1) = yi (1) = y1(1), ex(r) = y2(t) = ¥2(t).

Logo, os ganhos de realimentagao k('),k} , k;,k(z),k% € R nas realimentacoes estabilizantes

2 2 . .
=11(x,1) Z =Y &pY 0 -5 0)]
j=0 i=0
2 ' )
= Y &L (x) -5 (0)]
j=0
= k[ (x) = 51(0)] = K Lok (x) = 3\ ()] = kS (L3 (x) — 37 (1)
— —ké[x. — x5 = 31(0)] =k ra — 3 ()] — Kl e — 31 4 xaxs — 35 (0),
2 } .
v = p(x,1) 2 e (0)= - Y B 0) -39 (1)
j=0

Y R[Lha() 5 (0]
j=0

— R ha(x) = 52()] = K [Lsha (x) — 557 (1)]
= K3y — 72(0)] — Klxs 5 (0)].

sao escolhidos de modo que as raizes dos polindmios caracteristicos
2 .
m(s) = s+ Z k}s] =5 —l—kés2 +k%s—l—k(1,,
j—O

m(s) = 52 +Zk2s1—s + ks +K3,
j=

estejam no SPE, pois as dinamicas malha-fechada dos erros sao dadas por

3) —}—kie(lz) —}—k}e(ll) +k(])€1 = O,

e}
P+ 126\ + ke, = 0.

A realimentacao de estado dependente do tempo projetada

w = 860 =AE) " a(x) +5) 4],
3

= A(x)™! <_a(x)+ }’z(i ;) ]) , x€Up,t >0,

soluciona o problema de rastreamento da saida de referéncia desejada y(¢) (desde que a

=
~—
~—

solugdo x(¢) do sistema em malha-fechada permanega em Uy para todo ¢ > 0), onde

(1) = —kb ey —xs — 51.()] — kLo — 330 (6)] — K [ies — 1 +xaxs — 532 (1))
B(xt) = —k2xs —52(1)] — Kes — 550 (1),

com v = (vi,n2) = (11(x,1), (x,1)) € R%.
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Ressaltamos, uma vez mais, que as realimentagoes definidas acima for¢am y(z) a ras-
trear assintoticamente y(r) desde que a solugdo x(f) do sistema em malha-fechada per-
maneca em Uy para todo t > 0 (perceba que a realimentacao poderéa apresentar
singularidades e que y; = h;(x) poderd deixar de ter grau relativo p; constante se x(¢) sair
de Up). No entanto, as hipdteses que fizemos até agora sobre o sistema — nao
garantem, a principio, que isto realmente ocorrerd. Além disso, tais hipdoteses também
nao garantem que a solucao x(t), t >0, e o controle aplicado u(t), t > 0, serdo limitados.
O préximo resultado apresenta condigoes para que isto seja assegurado.

Teorema 3: Considere o sistema (8.1)—(8.2) com saida y = h(x) e V =R". Assuma
que, para todo x € R" o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m

de colunas. Suponha que a saida y = h(x) satisfaz:
e A saida y =h(x) é de classe C* e admite grau relativo em R";

e A matriz de desacoplamento é nao singular em R”, ou seja, detA(x) # 0, para todo
x € R

e p=Ylpi=n

e A aplicacao z: R" — R” definida por

20) = 0\, V@), P, @), @),y (1))

= (1 (x), Lyhy (x), ..., L2 Ry (30), (), Ll (%), L ()

(8.18)

¢ injetiva.
Aplique a realimentacao (8.17)), e assuma que y : [fg,o0) — R™ é a saida de referéncia dese-
jada de classe C. Entao, ha convergéncia assintética global do erro de rastreamento
para zero, ou seja,

lim[y;(t) —¥;(t)] =0, para todo 1 <i<m,

t—roo

independentemente da condigao inicial x(0) € R" do sistema em malha-fechada. Além

disso, se a aplicagao z: R" — R" é bijetiva e, para cada 1 <i<m, 0 <k < p;, temos que
(k)

y; /(t), t >0, é limitada, entdo a solucao x(t), t > 0, do sistema em malha-fechada e o

controle aplicado u(t), t > 0, sdo limitados, com

lim [x(z) —X(t)] =0,

t—roo
para qualquer condicao inicial x(0) € R", onde
_ 1,0 _(p1—1 _(0 (pm—1
50 =2 300 V@I @3 0), 120

Prova: Consequéncia dos resultados que veremos na Secao 13.4.
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Exemplo 6: A equacao de movimento de um robo de n graus de liberdade e com

atuacao em todas as juntas é da forma
M(q)§+C(q,9) +K(q) =u (8.19)

onde M(g) é a matriz de massa n X n, que é sempre simétrica e invertivel, C(q,q) € R" é o
vetor dos efeitos de Coriolis e atritos viscosos, K(g) € R" é o vetor dos efeitos de mola e
de gravidade, g € R" é o vetor de posi¢oes generalizadas, ¢ € R" é o vetor de velocidades
generalizadas, u € R" é o vetor de forcas generalizadas, e M,C,K sao de classe C*.

A equagao (8.19) pode ser rescrita como

x= f(x)+g(x)u, (8.20)
onde
. - "q]
[a]
_ q
T = i +x@) |
0
&) = M‘l(q)]

onde h: W — R" é injetiva e com Jacobiano I'(¢) = dh(q)/dq invertivel para todo g
pertencente a um conjunto aberto W C R (onde nao existem singularidades da cinemética
direta).

Neste caso, pela regra da cadeia,

Vemos assim que a primeira derivada de todas as saidas y; = h;(x) é funcao apenas do

estado x e nao é influenciada pela entrada u. Derivando outra vez, obtemos

¥y =1W(g)¢+T(g)d.

Note que a componente ij da matriz I'(¢) é dada por

"9 (Jh; 9%
f (o f oo,
k=1
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Logo, a i-ésima componente do vetor coluna F(l)(q)q é

{ } i" z:" dqi aq]CquJ

A matriz Hessiana H; da aplicacao h; é definida elemento a elemento por

%h;

Hila)s = 57 5

Temos entao que
n
{r @3} =Y d"Hila)q
i=1
Como H; depende apenas de ¢, segue-se que

W = ax) +A(xu,

onde

Mas,
detA(x) = (detI(g))(detM '(¢q)) #0, parax=(q,q) €W xR".
Assim, concluimos que:
e Cada saida y; = h;(x) admite grau relativo W x R” com p; = 2;
e A matriz de desacoplamento é invertivel em W x R”" (o espago de estado é R" x R");
e p=Yipi=12n;

e A aplicagao z: W x R" — R" x R" em (8.18)) ¢ injetiva, ja que é dada por z(gq,q) =
(',yM) = (h(q),T(9)g)-

Portanto, a realimentacao de estado dependente do tempo
u=358(x,1) =AX)[—ax)+7P (@) +v], xeWxR", >0, (8.21)
lineariza a dinamica do erro da seguinte maneira

Dy

Y

onde y: [0,00) — R” é a saida de referéncia desejada.

Agora, seja & € R? definido por
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A dinamica de g é governada pela equacao linear
& = A&+ Byv;, (8.22)

onde

Devemos entao determinar uma lei de controle estabilizante
Vi = _Kigi-

Para isto, tomamos dois polos de malha-fechada ll-l,kiz (SPE), calculamos m;(s) = (s —
A (s — %2) =5+ k’is + ki, e escolhemos

K; = [k§ K]

Logo, a lei de controle estabilizante v possui a forma

v=—KEg,
onde
Ki O 0
0 K 0
= :2 , e=(g,8,...,8)
0 O K,
Note que
= (e, 0l D Dy 00 g0,
onde
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8.3 Flatness

Nesta secao, faremos a conexao entre o problema de rastreamento de saida e o conceito
de flatness (ou platitude, que segundo o dicionario Houaiss é a propriedade de ser
plano). O conceito de flatness foi cunhado por Fliess e seus coautores em [1] a partir
dos resultados que apresentamos neste capitulo sobre linearizacao exata. Existem varias
maneiras equivalentes de enunciar a propriedade de flatness. O leitor interessado pode
consultar, por exemplo, [6]. Os livros |7] e [4] apresentam a nogao de flatness e suas
diversas aplicacoes em problemas de controle.

Definigao: Dizemos que um sistema da forma é plano (ou flat) quando existe
um conjunto y = (yi,...,ym) de fungoes de classe C*, denominada de saidaﬂ plana (ou

saida flat), com as seguintes propriedades:

e Cada y; = h;i(x), 1 <i<m, é fungao apenasﬂ do estado x, e o niimero de compo-
nentes m de y é igual ao niimero de componentes da entrada u = (uy,...,uy)

do sistema;

e O estado x pode ser determinado a partir de y e de um ndmero finito de suas

derivadas. Mais especiﬁcamenteﬂ existe uma aplicacao o7 de classe C* tal que

x=a/ (YO, ), (8.23)

onde yk) £ (ygk), .. ,y,(qf)), para k > 0;

e A entrada u pode ser determinada a partir de y e de um numero finito de suas

derivadas. Em outras palavras, existe uma aplicagao Z de classe C* tal que

u=B" ", . ). (8.24)

Isto significa que

u(t) = BV (1), 5(t),....59(1), 1€[0,00),

onde y: [0,00) — R™ é uma aplicagao arbitraria de classe C*.
Exemplo 1: Temos que o motor CC apresentado na Secao 13.1 é um sistema flat com

saida flat y = x1, pois o estado deste sistema é determinado por

x=(x1,x2) = (x1,%1) = (y,y) = (y,y),

Essa nao é necessariamente a saida real do sistema .

Para simplificar a exposigao, consideraremos que y; depende somente do estado x. Na verdade, o
conceito de flatness é muito mais geral, de modo que y; pode depender também da entrada u =
(u1,...,uy,) e de suas derivadas até uma certa ordem finita.

Aqui, nao estamos sendo precisos porque a definigao de flatness é local, e as aplicagoes &7 e # acima
podem estar definidas apenas localmente, e nao globalmente.
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e, como ¥ = —y—+u, a entrada é dada por

u=y+y=20y5y).

Note que, neste caso, a saida flat coincide com a saida real do sistema.

Exemplo 2: [7] Considere o sistema

X1 = x,

Xy = —sin(xl)—x1+x3,
X3 = X4,

X4 = X1—x3+u.

Temos que y = x; é uma saida flat. De fato,

X1 =Y

x = %=y,

x3 = xy+sin(x)+x; =y® +sin(y) +y,
xo= b=y +yWeos(y) +yW,

u = xy—x;+x3=y% +y®cos(y) — (yV)2sin(y) +2y?) +sin(y).
Exemplo 3: Um sistema linear da forma
X=Ax+Bu

¢ flat se e somente ¢é controlavel (veja [1]).
Exemplo 4: Todo robo com n graus de liberdade e atuagao em todas as juntas é ﬂat|§|.
De fato, vimos no Exemplo 6 da Secao 13.2.2 que a equacao de movimento de um robo

de n graus de liberdade é da forma

M(q)G+C(q,q)+K(q) =u (8.25)

onde M(q) é a matriz de massa n X n, que é sempre simétrica e invertivel, C(q,q4) € R" é o
vetor dos efeitos de Coriolis e atritos viscosos, K(g) € R" é o vetor dos efeitos de mola e
de gravidade, g € R" é o vetor de posicoes generalizadas, g € R" é o vetor de velocidades
generalizadas, u € R" é o vetor de forgas generalizadas, e M,C,K sao de classe C*.

A equagao pode ser rescrita como

x=f(x)+g(x)u, (8.26)

8  Para quem ja fez algum curso de robética, percebers que a nocao de flatness é ansloga ao método do

torque calculado.
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onde

] g
T = _yvgicaa +x@) |
0
€= _M-1<q>]

Neste caso, fica claro que y = ¢ é uma saida flat, ja que

x=1(q,9) = (»),
u=M(q)§+C(q,q)+K(q) =M()j+C(y,y)+K().

(método do torque calculado!)

se escrevem em funcao de y,y, V.

Veremos agora que o conceito de flatness permite solucionar de maneira simples e direta
o problema de controlabilidade de um sistema nao-linear. De fato, imagine que desejamos
levar o estado x(z) do sistema de uma condigao inicial x(0) = xp em t =0 até uma
condigao final desejada x(T) =x7r emt =T > 0. Para isto, devemos encontrar uma entrada
adequada u : [0,T] — R™. Tal problema de controle é denominado de planejamento
de trajetérias. Quando y = h(x) é uma saida flat de (8.1), a solugao do problema de
planejamento de trajetdrias recai na construgao de uma aplicagao y: [0,7] — R™ de classe
C” que obedeca as seguintes restricoes determinadas por :

(A) xo= (7O ), 3V (@0),....37())|

t=0

(B) xr = o (7O (1), 5V (1),.... 5 (1))

=T

Teorema: Assuma que o sistema (8.1]) é flat. A aplicacao da entrada dada por (8.24))
u(t) = BF(1),5V(0),....59()), parate[0,T],

onde y:[0,7] — R™ é uma aplicagdo de classe C* que obedece as restrigoes (A) e (B)
anteriores ﬂ, leva o sistema de xp em t =0 até xy em t = T. Em particular, se um sistema
é flat, ele possui garantidamente uma propriedade de controlabilidadell__gl

Obs: Ressaltamos que apesar de a lei de controle acima resolver o problema de pla-
nejamento de trajetérias de maneira trivial, essa ¢ uma solucao em malha-aberta. Uma
estratégia de controle em malha-fechada deve ser capaz de corrigir erros de condicao ini-

cial, de modelagem, de influéncia de perturbagoes, etc.

9 Sempre podemos construir uma aplicacio y: [0,T] — R™ de classe C* que satisfaz tais restrigdes por

interpolacao polinomial. Para maiores detalhes, veja |4l pp. 182-184].

10" Para definicdes e resultados de controlabilidade para sistemas nao-lineares, veja [5] e [4].
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Note que, se y = h(x) é uma saida flat do sistema , entao implica que ao
forgarmos y(t) a rastrear y(z), o estado x(¢) do sistema fica completamente determinado.
Desse modo, para sistemas flat, o problema de rastreamento da saida se confunde com
o problema de controlar o seu estado. Veremos agora que, quando a saida y = h(x) do
sistema é flat, o problema de rastreamento de saida pode muitas vezes ser solucionado
de maneira relativamente simples e direta. Isto é ilustrado a seguir.

Exemplo 5: [7] No Exemplo 2 acima, mostramos que y = x| é uma saida flat para

o sistema
X1 = x,
Xy = —sin(xl)—x1+x3,
X3 = Xa,
X4 = X1—x3+uU,
pois

X1 = Y
xy = y

x3 = y@+sin(y)+y,
xg =y +yWeos(y) +y1,

u = yW+y@cos(y) — (3V)*sin(y) + 2y +sin(y).

Para resolvermos o problema de rastreamento de saida, basta encontrarmos uma reali-
mentagao de estado u = §(x,w), onde w € R é a nova entrada, que linearize a dindmica de
y. A ideia é escolher u = &(x,w) de modo a impor que (note que y(4) ¢ a maior derivada

de y que aparece na expressao de u acima):
RO
A realimentacgao de estado

u=w+y cos(y) — (") ?sin(y) + 2y +sin(y)

= w+ [x3 —x; — sin(x;)] cos(xy) — x5 sin(x) + 2x3 — 2x; — sin(x}),

J

~~

:y(z) =X

onde w € R ¢é a nova entrada, atinge o desejado, i.e. assegura que
YW=w,
pois
u=w+y2eos(y) — (WRsin(y) + 262 + singy)
=y@ +M—M+M+M

(a segunda igualdade acima é pela propriedade de flatness).

Escolhendo a nova entrada w como

w= )7(4) +v,
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onde y: [0,00) - R é a saida de referéncia desejada de classe C* e v € R é uma nova

entrada, obtemos que a dinamica do erro e =y—7 ¢ linear e dada por

e =y,

Logo, tudo o que nos resta fazer é determinar uma realimentacgao estabilizante v como na

Secao 4.2.2 acima. Escolhendo a realimentacao estabilizante v como
V= a3e(3) —|—aze(2) + ale(l) +ape

implica que

4) 2)

e® —a3e®) —apel? —qrelV) —gpe =0,

e entao especificamos os ganhos asz,as,a;,ag € R de modo que as raizes da equacao carac-

teristica do erro estejam no SPE:

3

n(s) = s* —a3s® —ars® —ays — ap.

Portanto, a realimentacao estabilizante v projetada, rescrita em funcao do estado x e

do tempo ¢, é dada por

v="1(x,1) = aze® + aze® 4 arelV + age
= a3 [y =39 ()] + [y =32 (0)] + e [ =5 (0)] + aoly — 3(0)]
= a3[xs — x2c08(x1 ) — x2 — T ()] 4+ azxz — x1 — sin(x;) — 7 ()] +

+ai[x —y(l)(l)] +ap[x1 — ()],

pois, a partir da propriedade de flatness apresentada anteriormente, encontraremos que

¥y =%, = x5 —x; —sin(x}),

y(3) = x4 —y(') cos(y) —y(]) = x4 —xpco8(x]) — X3.
Por fim, a realimentacao de estado dependente do tempo projetada

u = [x3 —x; —sin(x; )] cos(x;) — x3sin(xy) + 2x3 — 2x1 — sin(x; ) +w
= [x3 —x1 —sin(x)] cos(x1) — x3 sin(x; ) 4 2x3 — 2x1 — sin(xy)+

+7 () +v
——

— [x3 —x1 —sin(x;)] cos(x1) — x3 sin(xy) + 2x3 — 2x1 — sin(xp ) + 3 (1) +
+ azfxqg —xpcos(x1) —xz —)7(3)(t)] +as[xz —x; —sin(xp) —)7(2) (t)]+
+ai[xy — 5 (1)] + aolx — 3(1)],

soluciona o problema de rastreamento da saida de referéncia y(z).
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8.4 O Problema de Linearizacdo Exata

Comecamos apresentando dois exemplos motivacionais.
Exemplo 1: Considere o seguinte sistema nao-linear, com vetor de estado x = (x1,x;) €
R? ¢ entrada u € R, da forma

x= f(x,u)
e dado por
xl = X2,
X = x4 (1+x7+x3)u.
A realimentacao de estado nao-linear
1
(—X% + V)?

U= ——————
1—|—x%+x%

onde v € R é a nova entrada, permite cancelar perfeitamente as nao-linearidades, resul-

tando no seguinte sistema linear em malha-fechada

xl = X2,
Xy = W
Este sistema é da forma
X =Ax+ Bv,
onde
0 1 0
A= , B= .
00 1

Note que tal sistema linear é controlavel, pois posto(%) = posto([B AB]) =2. Em parti-
cular, podemos escolher uma realimentacao de estado da forma v = —Kx = —kjx; — kxxp
de modo a estabilizarmos a origem z =0 do sistema acima (polos de A—BK no SPE) e,

desse modo, concluimos que a realimentacao de estado nao-linear resultante

1

2
U= —— (X% —kyx; — koxa),
1+x%+x§( 1~k —kox)

aplicada ao sistema original X = f(x,u), assegura que a origem x = 0 do sistema em malha-
fechada é globalmente assintoticamente estavel.

Exemplo 2: Considere o seguinte sistema nao-linear, com vetor de estado x = (x1,x2)" €
R? e entrada u € R, da forma

t = o)
e dado por
P
: (14x3)
. 2x1x% 2 x% 2
Xp = ——+(14+x —=——+(1+x7)u].
T G gt
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Observe que x; nao pode ser linearizado diretamente por uma realimentacao. Definimos
entdo a mudanca de coordenadas (nao-linear) global ¢ : R? — R? por z = (z1,22) =
¢ (x1,x2), onde z; =x1 e 22 = x2/(1 —|—x%). Note que a aplicacdo ¢ possui inversa ¢! :
R? — R? definida por x = (x1,%2) = ¢ (z1,22), onde x; =z; e xp = z2(1 +2}). Portanto,
¢ é de fato uma mudanca de coordenadas global. Assim, aplicando a regra da cadeia,

teremos nas novas coordenadas z que

d d
W o= Gl J0=5], 0o
Substituindo x(t) = ¢~ (z(¢)), obtemos
1 0
7= <%f(x, u)) = _ 2xax 1 f(x,u) )
=) (1+23)2 (1+x}) —o1(2)
com X
(14x3)
flx,u)= 2 2
ZLXZZ+ (1 -l—x%) (x—22+ (1 -|—x%) u)
(1+x7) (1+x7)

Note que a equacao de estado acima ¢é da forma

z=g(z,u)

e corresponde a expressao do mesmo sistema nas novas coordenadas z. Fazendo os
calculos, vamos encontrar
21 = 22,
o= Z+(1+23)u
Escolhendo a realimentacao de estado nao-linear

1
—— (=g +v),

u=29zv) =1
1

onde v € R é a nova entrada, determinamos o sistema em malha-fechada

Zl = 22,

. = W
Este sistema ¢ linear e da forma

Z=Az+ By,

onde
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Vé-se que o sistema em malha-fechada, nas novas coordenadas z, é linear e
controlavel. Além disso, nas coordenadas originais x, a realimentacao de estado nao-

linear é dada por

1 X3
u=906(¢(x),v) =17y(x,v)= — 2 _1v).
009 =106 = o ()

Conclui-se entdo que uma mudanga de coordenadas nao-linear z = ¢(x) e uma re-
alimentacao de estado néo—lineaxﬂ u = y(x,v), permitem cancelar de maneira exata as
nao-linearidades do sistema e obter um sistema em malha-fechada que é linear e controla-
vel. Em particular, podemos escolher uma realimentagao de estado da forma v= —Kz =

—k121 — kpzp de modo a estabilizarmos a origem z =0 de
Z=Az+ By,

e, desse modo, como z = (z1,22) = z(x) = ¢(x1,x2) com z(0) = ¢(0,0) = 0, concluimos que

a realimentacao de estado nao-linear resultante

1 x% X r
U= — —kiz1 —kozo |,
1~|—x% (1+x%)2 121 — K222

1 x% X2
_ - —Jx —k ,
1422 ( (122 21+x%>

aplicada ao sistema original x = f(x,u), assegura que a origem x = 0 do sistema em malha-

fechada ¢ globalmente assintoticamente estavel.
Obs: Seja F : W C R" — R" uma aplicagao. Lembramos que F é injetiva quando F
nao nunca mapeia elementos distintos do dominio W ao mesmo elemento do contra-

dominio R”. Assim, F : W — R" é injetiva se e somente se
F(x)=F(y)=x=y, paratodox,yeW,
Equivalentemente, temos que F : W — R” ¢ injetiva se e somente se
z=z(x) =F(x) e F(W) = x=x(z) = F (), para todo x € W,

ou seja, podemos expressar x € W em fungao de z = F(x) através da aplicagao inversa pela
esquerda F~': F(W) CR" =W (F~!(F(x)) =x, para todo x € F(W), onde F(W) CR" é o
conjunto image de F). Lembramos também que F : W C R" — R" é sobrejetiva quando
todo elemento do contradominio R” é mapeado por ao menos um elemento do dominio
W, ou seja, para todo z € R" existe algum x € W tal que z = F(x) (note que isto é o
mesmo que dizer que o conjunto imagem F(W) é igual ao contradominio R*: F(W) =R").
Ressaltamos que toda aplicagao F : W C R" — R” se torna sobrejetiva ao restringirmos o

contradominio ao conjunto imagem, isto é, ao considerarmos que F : W — F(W).

11 QOu, equivalentemente, u = y(¢ ! (z),v) = 8(z,v).
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Lembramos, ainda, que uma aplicacao F : W C R" — R" é bijetiva quando F é injetiva
e sobrejetiva, ou seja, para todo z € R", existe um tnico x € W tal que z = F(x). Desse
modo, temos que F : W C R” — R” é bijetiva se e somente a aplicacdo inversa F~! :

R" — W existe, ou seja, F~! satisfaz:
F(F ') =z  F ' (F(x)=x

para todo ze R", x € W.
Veremos agora como determinar se uma aplicagdo F : R" — R” é bijetiva (injetiva e

sobrejetiva). Suponha que
z=z(x) =F(x) € F(W) = x=x(z) = F'(z), para todo x € R",

onde F~!': F(W) C R" — R", ou seja, F~!(F(x)) = x, para todo x € W (inversa pela
esquerda). Entdo, F : R” — R" é injetiva. Se F~!(z) estd bem-definida para todo z € R”

e, além disso,
x=x(z) = F (z) = z=z(x) = F(x), para todo z € R",

ou seja, F(F~!(z)) =z, para todo z € R", entdo F : R" — R" é também sobrejetiva, e
F~1:R" - R" ¢é a aplicacao inversa de F.

No Exemplo 2 acima, temos que ¢ : R? — R? é definida por z = (z1,22) = ¢ (x1,x2), onde
z1=x1 ez=x/(1 +x%). Vamos mostrar que ¢ : R> — R? é de fato bijetiva e, portanto,
possui inversa ¢! : R> — R2. Suponha que

z A

1

] =z(x) = ¢ (x1,x2) = X :
1+x%

para x1,x; € R. Entao (inversa pela esquerda),

X2

x= [m ] =x(z) =9 "(z1,22) =

<1
(l+22) |
Logo, ¢ ¢ injetiva. Note que nao hd nenhuma restricao na escolha de z1,z0 € R para
se expressar x = (x1,x) funcdo de z = (z1,22) = ¢(x1,x2). Desse modo, ¢ ~'(z1,22) estd
bem-definida para todo z;,z2 € R. Como

¢(07 " (z1,22)) = ¢ (z1.22(1 +27)) = (z1,22),

para z1,22 € R, conclufmos que ¢ é bijetiva e que sua inversa ¢ ~! : R? — R? é definida por
x= (x1,%2) = ¢ !(z1,22), onde x; = z1 e xp = 25(1 +z%).

Os resultados dos exemplos acima dao origem ao seguinte problema:

Problema de Linearizacao Exata: Encontrar uma realimentacao de estado e uma
mudanca de coordenadas, tais que o sistema em malha-fechada, quando escrito nessas
novas coordenadas, seja um sistema linear controlavel.

Na proxima secao, veremos a conexao entre o problema de linearizagao exata, o pro-

blema de desacoplamento e o problema de estabilizacao de um ponto de equilibrio.
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8.4.1 Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Para tratarmos mudancas de coordenadas nao-lineares de maneira precisa, precisa-
mos primeiramente apresentar um teorema fundamental na teoria de sistemas dinamicos,
denominado de Teorema da Fungao Inversa. Sejam W e Z abertos de R”. Uma aplica-
cdo ¢ : W — ¢(W) = Z de classe C* que admite inversa ¢~ : Z — ¢ ~1(Z) =W de classe C
¢ denominada de mudancga de coordenadas local em W (quando W =Z =R", dizemos
que ¢ : R" — R" é uma mudanga de coordenadas global).

Teorema da Funcao Inversa: Considere que F : W C R" — R" é uma aplicacao de
classe C*, onde W é um aberto em R”. Seja J(x) = dF (x)/dx € R™" a matriz Jacobiana
da aplicacdo F no ponto x € W. Sejaxg € W e yo = F(xp). Assuma que det (J(xg)) # 0 (ou,
equivalentemente, posto (J (xo)) =n). Entdo, existe uma vizinhanca aberta Uy, CW C R"
de xo e uma vizinhanca aberta Vy,; C R" de yo = F(xo) tal que a aplicacao ¢ : Uy, =V, =
¢ (Uy,) = F(Uy,) definida por z = ¢(x) = F(x), para todo x € Uy,, é uma mudanca de
coordenadas local em U,, CW.

Ressaltamos que, no enunciado do teorema, dizer que ¢ é a mesma aplicacao que F
seria um abuso de linguagem. De fato, o dominio destas aplicagoes em geral nao coincidem
(nem o contradominio), pois na maioria dos casos Uy, é um subconjunto aberto préprio
de W e V), é um subconjunto aberto préprio de R".

Obs 1: Suponha que uma aplicagao F : W C R" — R" de classe C™ ¢ tal que det (J(x)) =+
0, para todo x € W, onde W é um aberto. O Teorema da Fungao Inversa implica que F(W)
é um conjunto aberto em R”", mas nao assegura que F : W — F(W) é uma mudanga de
coordenadas local em W. No entanto, F : W — F(W) é uma mudanca de coordenadas
local em W se e somente se F ¢é uma aplicacao injetiva.

Cuidado! A aplicacdo F : R? — R? definida por

F(x1,x2) = (€ cos(x2),e" sin(xz))
¢é de classe C* com
det (J(xl,xz)) ="'l £0,

para todo x1,x» € R. No entanto, F' nao é injetiva!l De fato: se x; =y e xp = y» + 2km,
entdo F(x1,x2) = F(y1,y2). Conclusao: para que F: W — F(W) de classe C* seja uma
mudanga de coordenadas local no aberto W C R", devemos verificar que: (a) F é injetiva,
e (b) det (J(x)) # 0, para todo x € W.

Exemplo 3:[3] Considere a aplicacio F : R?> — R? dada por

z=(z1,22) = F(x1,x2) = (x1 +x2,sinxp),

para todo x = (x1,x2) € R2. Temos que

J(x):aa—i(x)zll ! ]

0 cos(xz)
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Como det (J (0)) =1# 0, concluimos que existe uma vizinhanca aberta Uy, C R? de xg=0
tal que z = F(x) é uma mudanca de coordenadas local em Uy,. Logo, F(xj,x2) = (x1 +
X2,8inxy) determina uma mudanca de coordenadas local em uma vizinhanga aberta da
origem xy = 0. Note que det (J(xl,xz)) =0 quando x; = /2 +km.

Exemplo 4:[3] Considere a aplicacdo F : W — R? dada por

4|
22

para todo x = (x1,x) € W = {x € R? | x; # —1}. Temos que W C R? é um aberto,

X1
= 1 )
x —
2 x1+1

Fi(x1,x2)

=F(x1,x) =
F>(x1,x2)

1 0
w=SFw=| 1
(1 +1)?

e det(J(x)) =1 #0, para todo x = (x1,x2) € W. Vamos mostrar que F : W — R? ¢ injetiva.
Suponha que

z e
1
z=[ ]:z(x)zF(xl,xz)I 1 :
<2 Xy —
x1+1

para x1,x; € R. Entao (inversa pela esquerda),

X1 2

X2 o+ ——

71 +1

Logo, F é injetiva, e concluimos assim que F : W — F(W) é uma mudanga de coordenadas
local em W.

Vamos agora tratar o problema de linearizacao exata que foi enunciado de maneira
relativamente imprecisa no inicio deste capitulo.

Problema de Linearizacao Exata: Seja xg € V um ponto de trabalho[l__zl do sistema
. Dizemos que o problema de linearizagao exata é localmente soltavel em x,
se existir uma mudanga de coordenadas local z = ¢(x) e uma realimentagao de estado
localmente regular u = o¢(x) + B (x)v, ambas definidas em uma vizinhanga aberta U C V de
Xp, tais que, nas novas coordenadas z = ¢(x), o sistema em malha-fechada se expresse

localmente em ¢(U) por um sistema linear controlavel da forma
{=Az+Bv. (8.27)

Do mesmo modo, seja Uy C V uma regiao de trabalho, ou seja, Uy é um aberto em R”.
Dizemos que o problema de linearizagao é localmente soltivel em Uy, se existir uma

mudanca de coordenadas local z= ¢ (x) e uma realimentacao de estado localmente regular

12" Novamente, aqui, xy ndo é necessariamente a condicio inicial do sistema nem um ponto de equilibrio.
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u = a(x)+ B(x)v, ambas definidas em Uy, tais que, nas novas coordenadas z = @(x), o

sistema em malha-fechada (8.4 se expresse localmente em ¢ (U) por (8.27)).
Obs 2: Note que

t = (Se0)| = (Gew et

B = (Sew) - (Sewpo)

Lema: Considere o sistema ({8.1)—(8.2)) e seja xg € V. Assuma que a saida y = h(x) do

sistema admite grau relativo em uma vizinhanca aberta U C V de xq e que det (A(xo)) # 0.

Y

=971

—o1(2) x=0-1(2)

Seja p =Y, pi a soma dos graus relativos p; das saidas y; = h;(x). Considere a aplicagao
z:U — RP definida por|

20 = 00w V), P )y ), @), D (),

= (1 (x), Lyhy (x), ..., L2 Ry (), B (), Ll (), L (), (8.28)
— (Z%,z%, ... ,zil)l,...,z’l",zgi, ... ,z;)”m) € RP,

para x € U. Seja J(x) = dz(x)/dx a matriz Jacobiana de z no ponto x € U (note que J(x)
tem tamanho p x n). Entdo, as p linhas de J(xp) sdo linearmente independentes ou, de
maneira equivalente, posto(] (xo)) = p (posto completo). Em particular, p =YY", p; <n.

Uma demonstragao geométrica deste resultado pode ser encontrada em|3].

Obs 2: Relembre que, pela Obs 1 da Secao 13.2.1, se y = h(x) admite grau relativo
em xp, entao existe uma vizinhanga aberta U de xg tal que y = h(x) admite grau relativo
em U. Além dissﬂ se f(x0) =0 e h(xp) =0, temos que a definicao de derivada de Lie
implica que L']‘phi(xo) =0, para todo 0 <k < p;, 1 <i<m. Logo, z(xg) =0 em e
o(xp) =0 em (8.8)).

Teorema 1: Considere o sistema e assuma que, para todo x € V, o posto da
matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas. Seja xp € V um ponto
de trabalho. Entao, o problema de linearizacao exata é localmente soluvel em xy se e

somente se existir uma saidaﬁ y=h(x) = (hi(x),...,hn(x)) (m componentes) tal que:

e A saida y = h(x) estd definida em uma vizinhanga aberta de xg, é de classe C* e

admite grau relativo em xo;

e A matriz de desacoplamento é nao singular em xg, ou seja, det (A(xo)) #0;

Da defini¢ao de grau relativo, temos que yl(k) = L’;h;(x) depende apenas de x para 0 <k < p; — 1.

Note que assumir que f(x9) =0 é o mesmo que dizer que xp é um ponto de equilibrio de 7
(8.2) para u=0. Observe também que, sem perda de generalidade, sempre podemos assumir que
h(xo) = 0. De fato, se h(xp) # 0, entdo ao escolhermos como nova saida y = h(x) = h(x) — h(xo), a qual
corresponde a uma translagdo da origem do espaco de saida, teremos que h(xp) =0 e Ll]‘,“hi = L’}“fzi,

13
14

ngLf;chi = Lg_jL'}f_li, para k > 0. Assim, y; = h;(x) admite grau relativo p; = p; em xp.
15 Aqui, y = h(x) ndo precisa ser a saida real de (8.T]).
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[ ] p:Z;'nzlpi:n-

Prova: O fato de que tais condigbes sdo suficientes (<) é uma consequéncia do
resultado acima. De fato, com base na demonstracao da suficiéncia do Teorema 1 e
da Obs 1 da Secao 13.2.1, sabemos que existe uma vizinhanga aberta U C V de xqy tal
que y = h(x) admite grau relativo em U e det (A(x)) # 0, para todo x € U. Pelo lema
anterior, temos que a matriz quadrada p X n =n x n dada por Z(xp) = dz(xp)/dx € R
tem determinante nao-nulo. Defina a aplicacdo ¢ : U — R" por z = ¢(x) = z(x) € R,
para todo x € U. Portanto, pelo Teorema da Funcao Inversa, z= ¢ (x) = z(x) € R" é um
difeomorfismo local em alguma vizinhanga aberta Uy, C U de xy. Por construcao, temos
que, nas novas coordenadas z = @(x) = z(x) € R", o sistema com a saida y = h(x) é

descrito por:

5 = %
z’é = zé
y ,- Ci=1,...,m (8.29)
o1 T Zpi
B = al0” @m)+A @)
yi = 7
7

Logo, com a realimentagao desacoplante (8.8), que é uma realimentagao de estado
estética localmente regular em Uy, e nas coordenadas locais z= ¢ (x) = z(x) € R", o sistema
malha-fechada (8.4))—(8.5]) se expressa localmente em V,; = ¢(Uy, ), onde zg = ¢ (xo) = z(x0),
por:

# = 7

H o= %4

RN = ()P =P =y i=1,...m. (8.30)
Z;)i_l - Z;)i

Z;’i = Vi

yi = Z’i )

Agora, note que, para cada 1 <i<m, (8.30)) é um sistema linear controlavel da forma

¢ = A+ By,

. 8.31
yi = Cizl7 ( )
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onde 7' = (z’i,...,z;,l.)’ € RP ¢ o estado, y; =7, €R é a safda, e
(010 ...0] [0 |
01 0 0
A= B; e
0 0 0 . 1 0
(000 ..0] 1]

Tal sistema linear é essencialmente a conexao em cascata de p; integradores, em que a

EO) =y, = z"l, obtendo-se
(pi) —

i

entrada v; e o estado 7' sao obtidos derivando-se p; vezes a saida y

D _ iy =g .. e

sucessivamente y = (z’i)(p ~1) =7 até pararmos em y
(z’i)(pi) =v;. Mostra-se que este sistema possui p; polos em s =0 (ou, equivalentemente,
os autovalores de A; sdo todos nulos com multiplicidade p;).

Desse modo, mostramos que, nas coordenadas locais z = ¢(x) = z(x) € R” e com a
realimentacao de estado estatica localmente regular (8.8)), as quais sao definidas em uma
vizinhanga aberta Uy, de xp, o sistema em malha-fechada é descrito pela forma canénica
de Brunowsky:

{=Az+ By, (8.32)

onde z = (21,22,-..,z0) = ((zV), (Z%)',..., (")) € R",

A 0 ... O By 0 ... O
0 Ay ... O 0 B 0
0 0 ... A, e 0 0 ... By e

Pode-se mostrar que a forma canonica de Brunowsky é controlavel, o que finaliza a de-
monstragao da suficiéncia (<) no teorema. Para uma prova da necessidade (=), con-
sultd'™] [3).

Teorema 2: Considere o sistema e assuma que, para todo x € V, o posto da ma-
triz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas. Seja Uy C V uma regido de
trabalho. Suponha que existe uma saida"| y = a(x) = (h1(x),...,hn(x)) (m componentes)
tal que:

e A saida y = h(x) estd definida em Uy, é de classe C* e admite grau relativo em Up;

e A matriz de desacoplamento é nao singular em Uy, ou seja, det (A (x)) =0, para todo
x € Up;

e p=Y" ,pi=mn;

Em [3], hd um critério de existéncia de y = h(x) através do cdlculo dos colchétes de Lie dos campos

de vetores f,g1,...,8m que definem (8.1]).
Novamente, aqui, y = h(x) ndo precisa ser a saida real de (8.1)).

16

17
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e A aplicagao z: Uy — RP =R" em (8.28)) é injetiva.

Entao, o problema de linearizacao exata é localmente solivel em Uy através da mu-
danca de coordenadas local z: Uy — z(Up) e da realimentagao desacoplante . Mais
precisamente, a mudanga de coordenadas coordenadas local z: Uy — z(Up) e a realimen-
tagao estao definidas em Uy, e sao tais que, nas novas coordenadas z, o sistema em
malha-fechada se expressa localmente em z(Up) pela forma canonica de Brunowsky
(18.32).

Prova: Este resultado é uma consequéncia do lema acima, da Obs 1 apds o Teorema
da Funcao Inversa, e da prova do Teorema 1 anterior.

Na sequéncia, vamos relacionar linearizacao exata com desacoplamento e com estabi-
lizacao de um ponto de equilibrio.

Para cadai=1,...,m, a origem z' = 0 do sistema pode ser estabilizada por uma
realimentacao de estado

vi = —K;Z (8.33)

projetada como se segue. Seja A; = {lf,ﬂé,...,/’t,’;i} o conjunto de polos desejados em
malha-fechada (SPE). Assim,

mi(s) = (s = A (s = A3) -~ (s = 4p)

¢ o polinomio caracteristico desejado em malha-fechada. Escreva

Prova-se que a realimentacao (matriz linha)
Ki=[ky ki ...k 1] € RP

fornecd™®]
o(A;—BK;)) = A= {)LL%" e ,l,é,-}-

Agrupando todas as realimentagoes estabilizantes (8.33)), para i =1,...,m, obtemos
v=—Kz, (8.34)
onde
Ki 0 0
| 0 K 0
0 O Kn ] ..

2= (21,22, zn) = (), (&),....(&")) € R™

18 Aqui, 6(A) denota o conjunto de autovalores da matriz quadrada A.
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Agora, suponha que

7= (217227--'azn) = Z(x)»

= (), Lyh (x),... ,L?l_lhl(xz, (), Ll (2), . L (), 5.35)

g g

:Zl =7"

= ') @), P @)y @),y ().

E claro que o procedimento descrito acima equivale a escolher

P) _ N N 0
W = ()P == K= Y kid=— Y Ky,
j=0 j=0
que por sua vez implica que
. pz_l . . . ( ) pi_l . ()
)P+ Y K@) =3P+ ¥ Ky =0
j=0 j=0
¢ uma EDO linear homogénea com polos estaveis lf,lﬁ, ... ,l”;i.

O proximo resultado, o qual segue dos argumentos acima e da demonstracao do Te-
orema 1, é uma condicao suficiente para a solucao do problema de desacoplamento com
estabilidade em malha-fechada.

Teorema 3: [3] A forma canoénica de Brunowsky (sistema linear com vetor
de estado z € R" e vetor de entrada v € R™) é desacoplada e zo =0 é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estavel de (8.32)) com a realimentagao (8.34])).
Em particular, se as hipéteses do Teorema 1 forem atendidas com f(xg) =0, h(xp) =0,
entéoH xp ¢ um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema (8.1))
com a realimentacao desacoplante seguida da realimentagdo estabilizante (8.34])—
(18.35]).

Obs 3: No resultado acima, note que a realimentacao desacoplante seguida da
realimentagao estabilizante (8.34)—(8.35)) a ser aplicada na estabilizagao de xo nada mais
é do que a realimentagao a ser aplicada para o rastreamento da saida y =0 ao
assumirmos que p = Py +---+ Py = n.

Exemplo 5: No Exemplo 4 da Secao 13.2.1, estudamos o sistema definido em V = R>

i X2 —l—x% i [ 0 i [ 1]
X3 — X1 X4 + X4X5 0 0
X = X2X4 +xpc5—x§ + | cos(x;—xs) |ur+ | 1 |un,
X5 0 0
i % | I U [ 1]
yio= h(x)=x1—xs

y2 = hy(x)=xs.

19 Aqui, como f(x9) =0, h(xo) = 0, temos que zo = z(xp) = 0 € R é um ponto de equilibrio de (8.32)
para v=0. Veja a Obs 2 acima.
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Escolhemos xp = 0. Note que f(xp) =0, h(xp) =0, e que posto g(x) = [g1(x) g2(x)] =2,
para todo x € V = R3. Vimos anteriormente que detA(xg) #0, p1 =3, p» =2, e que a
realimentagao desacoplante (8.8)) assegurou que

W=
ng) = V.

Temos que p = p1 +p2 =5. Isto implica que

1 Z2

- (217Z27Z37Z4725) = (Zlvzz)
= (00 ()P @) (), ()
(m th1 ), Lhi(x), ho(x), Lehy(x))

= (x —X5,%2, X3 — X4+ Xaks, X4 s )s

{

z —71( ) 2=p(x)

define uma mudanga de coordenadas local z = ¢ (x) = z(x) em torno de xp com

y§3) = Zg3) =V,

y§2) = Zf) =V,

ou seja, nas novas coordenadas z = ¢(x) = z(x), o sistema em malha-fechada é dado por:

Y1 ) ¢S
. (2) U=y, =215,
=)y =123, . _y(2)_v2
3 = = V7.
:yg)zvl, 2

Logo, nas novas coordenadas z = ¢ (x) = z(x), o sistema em malha-fechada estd na forma

de candnica de Brunowsky:

21 =22,
22 =123,
3 =i,
24 = 2Zs,
5 =V2,

ou, em notacao vetorial,

A O
0 A

7+

B 0
+ v=
0 B,

S O O O O
S O O O =
S O O = O
S O O O O
S = O O O
S O = O O
- O O O O
=
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Além do mais, a realimentacao desacoplante u determinada no Exemplo 4 da Secao 13.2.1,

seguida a realimentagao estabilizante v em (8.34])—(8.35))

1
v
! =y=—-Kz=— ZZ =
1 %) Z

estabiliza assintoticamente (localmente) a origem xp = 0 do sistema original acima.

Ki O
0 K

—K1Z1
—Kzzz

—Ki711(x) ]
—Kpx) |’

A realimentagao de estado resultante

u = —Ax)la(x)+Ax)"y,
= —Ax)la(x) -A(x)" 'Kz,
K 71 (x) ]
Kp@) |
ko(x1 —xs5) + k1xa + ko (X3 — X1X4 + X4X5)

= —Ax) la(x)—A(x)! k3xs + kaxs ,

= —A(x)la(x) —A(x)!

estd definida apenas em uma vizinhanca aberta U C V =R de xg = 0, onde as matrizes
de ganho
K| = [k() ki kz] € R3, K>, = [k3 k4] € RZ,

sao escolhidas de modo que as raizes dos polindmios caracteristicos
Jrl(s):s3—|—k2s2—|—k1s—|—k0, 7T2(S)ZS2+/<4S—|—/€3,

estejam no SPE. Note que a realimentacao u acima nada mais é do que a realimentacao
u determinada no Exemplo 5 da Secao 13.2.2 com y = 0, conforme a Obs 3 anterior.
Relembramos, aqui, que a realimentacao de estado u acima de fato estabiliza a origem

xo = 0 do sistema em malha-fechada, pois, por construcao:

=V = —[(1Z1 - —koZ] —klzz —k223 == —k()Zl —klzgl) —kzzgz), com K] = [k() k1 kz],

Iy =Yy =0 = —K222 = —k3za — kazs = —kzz4 — k4z§]), com K, = [k3 ky],

ou seja,

253) —|—k2Z§2) + k1zgl) +koz1 =0,

Zé(lz) +k424(‘1) + k3z4 = 0.
Teorema 4: [3] Considere as hip6teses do Teorema 2 e que f(xg) =0, h(xp) = 0.

Sejamz() =z(xp) =0 € R". Entao, xp é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel do sistema (8.1]) com a realimentacao desacoplante (8.8 seguida da realimentagao

estabilizante (8.34)—(8.35)), e

ERA(x0) = {x(0) € Up | x(t) € Uy para todo t > 0}

Aqui, como f(x0) =0, h(xp) =0, temos que zo = z(xg) =0 € R" é um ponto de equilibrio de (8.32))
para v=0. Veja a Obs 2 acima.

20
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¢ uma estimativa da regiao de atragéo@ Ra(xp) C R™ de xp, ou seja, ERa(x0) C Ra(xp).
Em particular, se Uy =V = R", entao xyp ¢ um ponto de equilibrio globalmente assin-
toticamente estavel do sistema em malha-fechada.

Exemplo 6: Considere novamente um robé com n graus de liberdade e com atuagao
em todas as juntas. Pelo o que vimos anteriormente no Exemplo 6 da Secao 13.2.2, temos
que cada componente y; = ¢; da saida y = h(q) = g (com W = R") admite grau relativo
em todo o espaco de estado R" x R" e que os mesmos sao todos iguais a dois, ou seja,
p1 =---=py,=2. Além disso, a matriz de desacoplamento A(x) é dada por A(x) =M~1(q),
pois I'(¢) = I. Em particular, concluimos pelo Teorema 2 que o problema de linearizagao
exata para o robo é globalmente solivel em todo o espaco de estado R" x R", ja que
a dimensao do estado x = (¢,4) ¢ 2n, p = YL, pi = 2n, posto(A(x)) = posto(g(x)) =n
em todos os pontos x € R” x R" e a aplicacao (identidade) z : R" x R" — R"” x R" dada
por z(x) =x = (q1,41,---,9n,qn) € bijetiva. E importante ressaltar que as coordenadas
generalizadas ¢ nem sempre sdo as coordenadas y = h(g) do efetuador (veja o Exemplo 6
da Segao 13.2.3).

Exemplo 7: Considere o sistema

xl = X2,
Xy = —sen(x;) —xj +x3,
X3 = X4,

X4 = X1 —x3+u.
Projete uma realimentacao de estado para:

1. Solucionar o problema de linearizacio exata globalmente em R*, apresentando a
mudanca de coordenadas e a forma canonica de Brunowsky correspondentes. Dica:
utilize a saida virtual y = xy, ou seja, y = x; nao é necessariamente a saida real do
sistema, mas é utilizada como um artificio para se realizar os calculos e solucionar

o problema de controle em questao.

2. Estabilizar a origem, considerando que os polos desejados em malha-fechada sao
todos iguais a —1. A realimentacao de estado projetada garante que origem é

globalmente assintoticamente estavel? Justifique sua resposta.

3. Rastrear a saida de referéncia y(¢) = 1, supondo que a saida (real) do sistema é
y = x1 e considerando os mesmos polos do item anterior para a dinamica do erro em
malha-fechada. A realimentacao de estado projetada garante convergéncia assinté-
tica global do erro para zero e que as variaveis de estado sao limitadas? Justifique

sua resposta.

21 De fato, z = z(x) = ¢(x) é uma mudanca de coordenadas local em Uy, com zo = z(xo) = ¢(xo)

=0.
Suponha que x(0) € ERa(x0). Entéo, z(¢) = z(x(t)) = ¢ (x(¢)) € z(Up), para ¢t > 0, com lim,_,z(t) = 0.
Portanto, lim; e x(¢) = lim, e ¢ 1 (z(¢)) = ¢ 1 (0) = xo.
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Solucao:
a.

e Determinacao do grau relativo e da realimentagao desacoplante

Temos que:
X2 0
—sen(xy) — x| +x3 0
f(x) = ) g(x) = ) h(x) =X
X4 0
X1 —X3 1
Assim:
Loh(x) =0,
Lyh(x) = x2,
Lgth(x) = 0,

szch(x) = —sen(x;) —x; +x3,

Lngzch(x) = [—(cos(x;)+1) 0 1 0]g(x)=0,

Lih(x) = —(cos(x1) + 1)x2 + x4,

LgLfch(x) = [rasen(x;) —(cos(x;)+1) 0 1]g(x)=1.

Logo, o sistema admite grau relativo p =n =4 em Uy = R*, com:

a(x) = L?h(x) = x5sen(x;) + (sen(x;) +x1 —x3) cos(x1) +sen(xy) + 2x; — 2x3,
A(x) = LgL3h(x) = 1.

Portanto, a seguinte realimentacao desacoplante

1

LoL%h(x) (

f
=— (x% + 1) sen(x;) — (sen(x;) 4+ x; —x3) cos(x1) — 2x1 +2x3 + v,

u=A""(x)(—a(x)+v)= —L}h(x)—l—v)

a qual estd definida em Uy = R?, assegura que

RO

e Mudanga de coordenadas

Counsidere

A=Yy =X,

2=y =Lih(x) =,

23 = y(z) — L]%h(x) = —senx| — x| +x3,
2=y :L}h(x) = —(cos(x1) + 1)x2 +x4.
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Temos que a aplicacdo z = (z1,22,23,24) = 2(x) = ¢ (x) € R* est4 definida para todo x € R*.

Como A(x) = 1 # 0, para todo x € R*, concluimos (pelo Lema acima) que

det (%(x)) #0, paraxeR*

Desse modo, para assegurarmos que z: R* — R* é de fato uma mudanca de coordenadas
global, basta mostrarmos que z: R* — R* é bijetiva (veja a Obs 1 apés o Teorema da
Funcao Inversa acima).

— Injetividade
L =X =X =2,
=X =X =122,
73 = —sen(x]) —x] +x3 = x3 = z3 +x1] +sen(x;) = z3+z1 +sen(zy),
za=—(cos(x1) +1)x2 +x4 = x4 = 24+ (cos(x1) + 1)x2 = za + (cos(z1) + 1) 2.
Mostramos assim que a aplicagao z = ¢ (x) é injetiva, com:

<1

¢ (x) = 2 , para todo z € R* (sem restricao!).
z3+z1+sen(zy)

24+ (cos(zi) + 1)z

— Sobrejetividade
4| <1
_ 2 2
007 (2) =9 -
() 73+ 2z1 +sen(zy) —sen(zy) —z1 +z3+21 +sen(z;)
24+ (cos(z1) +1)z2 —(cos(z1) +1)z2+za+ (cos(z1) +1) 22
21
2
prm— :Z
23
74

Logo, zz R* — R* é bijetiva e, portanto, é de fato uma mudanca de coordenadas global,
com zo = ¢(0) =0.

e Forma canonica de Brunowsky

Nas novas coordenadas globais z = @(x), o sistema em malha-fechada com a realimen-

tacao desacoplante acima é dado pela forma canonica de Brunowsky:

Zl =22,
20 =13,
73 = Z4,

4=V,
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solucionando assim o problema de linearizacio exata globalmente em Uy = R?*, pois (veja
o Teorema 2 acima): (i) a saida y = h(x) = x; admite grau relativo p =n =4 em Uy = R*;
(ii) A(x) # 0 para x € R*; e (iii) z: R* — R* é injetiva com z9 = z(0) = ¢(0) = 0.

b. Temos que

Assim, a realimentagao estabilizante
v=—ksz\¥ —kz'® — k1 2{V — kozy
assegura que

zg4) + k3z§3) _|_k2Z§2) + klzgl) +koz1 =0 (EDO Linear Homogénea!),

ou seja, o polinomio caracteristico de malha-fechada é dado por:

n(s) =s* +hkas® 4 hos® +hys+ko = (s+1)* =s* 4457 4652 +ds+ 1= | ks =4, ky = 6,k =4, ko = 1|

Portanto:

V= —4z§3) — 6z§2) - 4z§1) -7

=—4z4—6z3—47— 71

= —4[X4 — (cos(xl) + l)xz] -6 [xg — X1 — sen(xl)} —4dxy —x1.
Logo, a realimentacao de estado (desacoplante e estabilizante)

u= —(x% +1) sen(x;) — (sen(xy) +x1 —x3) cos(x1) —2x; +2x3+v
= — (x5 + 1) sen(xy) — (sen(x1) +x1 —x3) cos(x1) — 2x1 +2x3
—4[xg— (cos(x1) 4+ 1)xz] —6[x3 —x; —sen(x;)] —4xy —x;, x€ R*,

assegura que a origem do sistema em malha-fechada é globalmente assintoticamente
estével, pois (veja o Teorema 4 acima): (i) f(0) =0 e h(0) = 0; (ii) a saida y = h(x) = x)
admite grau relativo p =n =4 em Uy = R*; (iii) A(x) # 0 para x € R%; e (iv) zz R* — R*
é injetiva com zo = z(0) = ¢(0) = 0.

c. Relembre que a realimentacao desacoplante assegura que

Considere o erro de rastreamento

Entao, a seguinte realimentacao estabilizante

v =5 —k3e®) — ke —kjelV) —koe, com ks =4,k =6,k =4,k = 1,
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garante que
e® 113 £ he® ke +kpe =0 (EDO Linear Homogénea!),

com

n(s) = s* +k3s® +kos® + kis+ ko = (s + 1)*.

Temos que

e relembre que

y =X,

y( = Lrh(x) = x2,

y(z) = Lf.»h(x) = —senx; — x| +x3,

Y3 = L} (x) = —(cos(x1) + 1)x2 + x4,

Obtemos entao que:

v =3 —k3eB) —kpe® — kyel) — kpe

59—k 5O = 5] — [y — 5] — ey [0 — 5] ko [y—]
= —4[x4 — (cos(x;) + 1)xa] — 6[x3 —x; —sen(xy)] —4x, — [x; — 1].

Logo, a realimentacao de estado (desacoplante + estabilizante)

u= —(x% + 1) sen(xy) — (sen(x1) +x; —x3) cos(xy) — 2x; +2x3 + v
= —(x% +1) sen(x) — (sen(x) +x1 —x3) cos(x1) — 2x1 +2x3
—4[x4 — (cos(xl) + l)xz] —6[x3 —Xx] — sen(xl)} —dxy —[x;—1], x€ R,

assegura convergéncia assintética global do erro de rastreamento para zero (ou seja,
lim; o[y(¢) —3(t)] = 0 para qualquer condicio inicial x(0) € R*), pois (veja o Teorema 3
da Secdo 8.2.2): (i) a saida y = h(x) = x; admite grau relativo p =n =4 em Uy = R*; (ii)
A(x) #0 para x € R*; e (iii) z: R* — R* é injetiva. Além disso, como z: R* — R* é bijetiva
e, parat>0,5(t) =1, 5D (1) =32 (1) =53 (r) = 5*) (1) = 0 sdo limitadas, concluimos que

as variaveis de estado xj(r),x2(t),x3(¢),x4(¢), t > 0, s@o limitadas.

8.4.2 Linearizacao Exata e Flatness

O teorema abaixo estabelece que todo sistema linearizavel por uma realimentacao de

estado estatica regular é flat. No entanto, a reciproca é falsa: existem sistemas flat que
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nao sao linearizaveis por realimentacao estatica regular da forma (8.3)). E possivel provar

que todo sistema flat é linearizavel por uma realimentagao dinamica da forma
E=a(xEv) eR,
u=PBx,E,v)eR”

onde v € R™ é nova entrada [1], [6]. O problema de mostrar que todo sistema que é
linearizavel por realimentagao dinamica é flat ainda é um problema aberto na Teoria de
Controle.

Teorema: Considere o sistema e assuma que, para todo x € V, o posto da matriz
g(x) =[g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas. Seja x9 € V. Se o problema
de linearizagao exata é localmente solivel em xg, entao é flat.

Prova: De acordo com a demonstracao do Teorema 1, temos que a expressao de (8.1))

nas coordenadas locais
z=0(x) =0\, P 0 ey e e (8.36)
e com a realimentacao desacoplante
u=o(x)+ p(x)v, (8.37)

as quais sao definidas em uma vizinhanca aberta U C V de xp, estd na forma canonica de

Brunowsky ([8.32) com (8.31). Em particular,

x=0"' @)= (@) =\, YV Dy (8.38)

v:(y(lpl),...,y,(,f'”)). (8.39)

Assim, x pode ser escrito como funcao de y e de suas derivadas até uma ordem finita

y=max{p; —1,...,pn—1}. E, a partir de (8.37)—(8.39), concluimos que
u= (s (2))+B( (2))y = BGO Y, 3,

onde 6 = max{pi,...,Pm}-



9 Meétodo Direto de Lyapunov

Neste capitulo, estudaremos o Método Direto de Lyapunov, que estabelece condigoes sufi-
cientes para determinarmos o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema
nao-linear: estavel, assintoticamente estavel e globalmente assintoticamente estavel. Ao
contrario do Método Indireto de Lyapunov visto no Capitulo 3, que se baseia no sistema
linearizado (e tem a restrigao de que todos os polos do sistema linearizado estejam fora
do eixo imaginério), o Método Direto de Lyapunov leva em conta o sistema nao-linear
por completo através de funcoes que desempenham um papel semelhante a uma funcao
de energia.

Comecaremos este capitulo analisando como que a variacao da energia total do péndulo
simples ao longo das solucoes permite caracterizar o tipo de estabilidade da origem. Este
exemplo motivard a apresentagao do Método Direto de Lyapunov na sequéncia. Veremos
também como esse método é aplicado no projeto de controladores.

Motivagao: Considere novamente a equacao de estado de um péndulo simples (nao-

controlado):

xl = X2,

Xy = _& sen(xl) — —X3,
m

14
onde x; =0, x; =0 e x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado. Relembre que (0,0) é um
ponto de equilibrio do péndulo. A energia total E(x) do péndulo no ponto x = (x1,x2),

com relacao ao referencial E(0) =0, é a soma da energia potencial com a energia cinética,

ou seja:

1,

5[1 —cos(x1)] + 7% >0.

E() /Xlg (D)dT+ 13

X) = = sen —x5 =
0o ¢ 272

Entao, ao longo das solugoes x(¢) do sistema, temos que:

11— cos(x ()] + 223 (0).

E(x(1) = 5

~ |00

Primeiramente, considere que k =0 (sem atrito). Entao:

%E(x(t)) = %sen(xl (1))%1(2) +x2(2)%2(2)
= %sen(xl ())x2(t) — %Sen(ﬁq (2))x2(1)
=0

ou seja,
E(x(t)) =E(x(0)) =¢, para todot>0.
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Isto significa que a energia total é conservada ao longo das solucoes do sistema. Logo,
para x(0) = 0, temos que x(f) = 0 para t > 0 e, assim, chegamos novamente a conclusao
de que (0,0) é um ponto de equilibrio estavel na auséncia de atrito.

Agora, considere que k > 0 (com atrito). Suponha que x;(0) # 0. Entao:

2 E(x(1) = Ssen(s1 (01 () + 2(0)3200)
= & sen(xa(1)ea(t)~ S sen(xa (0)at) ~ 30
— _n%x%(t) <0, paratodor>0,

ou seja, E(x(f2)) < E(x(t1)) sempre que #; > f;. Isto significa que a energia total ¢ dissipada
ao longo das solugoes do sistema. Logo, se E(x(t)) tender para zero a medida que t — oo,
entao x(f) tendera para a origem quando ¢t — oo e, consequentemente, concluiremos que
a origem ¢é assintoticamente estavel. Portanto, percebemos que a andlise da derivada de
E(x(t)) (energia total ao longo das solugées do sistema) permite determinar o tipo de
estabilidade da origem. Em 1892, Lyapunov mostrou como determinar a estabilidade de
um ponto de equilibrio de um sistema através de fungoes que desempenham um papel
semelhante a uma funcao de energia. Isto é o que veremos na sequéncia.

De agora em diante, salvo mencao contraria, vamos considerar sistemas autonomos da

forma

%= (), (0.1)

onde x = (x1,...,x,) € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f = (f1,...,/n): D —>R" é
de classe C! (continuamente diferencigvel). Seja x¢ € D um ponto de equilibrio do sistema,
i.e. f(x°) =0. Sem perda de generalidade, sempre podemos considerar que x* =0 pois,

fazendo a translagao z =x —x° (mudanca de coordenadas), temos que

t=i=f(x) = flz+x°) = g(2), (9.2)

com g(0) = f(x¢) =0, ou seja, a origem z¢ =0 é um ponto de equilibrio de (9.2). Temos
entdo que x° um ponto de equilibrio (assintoticamente) estével de (9.1)) se e somente se
z¢ =0 é um ponto de equilibrio (assintoticamente) estavel de (9.2)).

Por simplicidade, de agora em diante vamos sempre supor que a origem
x¢ =0 é um ponto de equilibrio de (9.1)).

Exemplo: Considere o péndulo simples com atrito (mas sem controle):
X1 =x2 = f1(x1,%2),
. g k
Xo = —=sen(x;) — —xp = fo(x1,x2),
2= —sen(x1) = x2 = fo(x1,x2)

onde x = (x1,x2) € D=R2 k>0, e o ponto de equilibrio x* = (x¢,x5) = (x,0) fora da
origem. Para a translacao

7=x—x°,
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temos que x = z+x° com

Xy =z1+x]=z+m, X =2+x5 =2,

71 = X1 =X = 22,

S | ko8 _k
7D =Xy = 7 sen(xl) mX2 =7y SGH(Z] + 71') mZz.

Note que a origem z° = (0,0) é um ponto de equilibrio, em conformidade com a discussao
acima.

Seja V: D, — R uma fungao com V(0) =0, onde D, C R"” é um conjunto contendo a
origem x = 0. Considere W C D, com x =0 € W. Temos entao a seguinte classificacao da

funcao V:
1. V é definida positiva em W se V(x) > 0 para todo x € W com x # 0;
2. V é semidefinida positiva em W se V(x) > 0 para todo x € W;

3. V é definida negativa em W se V(x) < 0 para todo x € W com x # 0, ou seja, se
—V ¢ definida positiva em W;

4. V é semidefinida negativa em W se V(x) <0 para todo x € W, ou seja, se =V é

semidefinida positiva em W.

Obs: Considere que W =D, =R" e V(x) =x'Px, para x = (x1,...,x,) € R", onde P € R"*"

¢ uma matriz simétrica. Concluimos entao pelos resultados apresentados no Lab 10 que:
1. V é definida positiva < P > 0 < todos os autovalores de P sao positivos;
2. V é semidefinida positiva < P > 0 < todos os autovalores de P sdao nao-negativos;
3. V ¢ definida negativa < P < 0 < todos os autovalores de P sao negativos;
4. V é semidefinida negativa < P <0 < todos os autovalores de P sao nao-positivos.

Agora, seja x* =0 um ponto de equilibrio de (9.1)). Considere que V: D, — R é uma
funcao continuamente diferenciavel, onde D, C D é uma vizinhanca aberta de x¢ = 0.

Definimos a derivada V: D, — R de V (ao longo das solugoes de (9.1])) por

aV u 8V
V(x) £ LV (x) = 8x Z ax, x €D,.

Note que V(0) =0 pois f(0) = 0. Pela regra da cadeia, temos que:

V(x) = %V(q)(t,x)) . xeD,
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onde ¢(z,x) denota a soluc¢ao do sistema no instante ¢ para a condigao inicial x em
to = 0.

Teorema de Lyapunov (Método Direto de Lyapunov): Seja x° =0 um ponto de
equilibrio de . Considere que V: D, — R é uma funcao continuamente diferenciavel

com V(0) =0, onde D, C D é uma vizinhanca aberta de x* = 0. Temos que:

1. Se V ¢é definida positiva em D, (i.e. V(x) > 0 para todo x € D, com x # 0) e V
é semidefinida negativa em D, (i.e. V(x) <0 para todo x € Dy), entdao x° =0 é

estavel.

2. Se V é definida positiva em D, (i.e. V(x) > 0 para todo x € D, com x #0) e V ¢
definida negativa em D, (i.e. V(x) <0 para todo x € Dy com x # 0), entdo x° =0

¢ (localmente) assintoticamente estavel.

Dizemos que V é uma fungao de Lyapunov para o sistema (9.1)) quando V satisfaz as
condicoes de um dos 2 casos acima.
Ideia da demonstragao da estabilidade assintética: Seja x(0) # 0. Entao, pela regra

da cadeia,

d .
EV(X(I)) =V(x(t)) <0, paratodor >0,

pois x¢ = 0 é ponto de equilibrio e, assim, x(¢) nunca poderd atingir x* =0. Mas, V(x(r)) >
0, >0. Logo, V(x(t)) é uma funcao decrescente e limitada inferiormente por zero. Desse
modo, V(x(t)) < V(x(0)) e:

limV (x(t)) =a > 0.

t—>o0
Pode-se entao mostrar que, para x(0) préximo o suficiente de x* =0, o limite acima implica

qud]

lim V (x(1)) = 0,

f—3o0

que por sua vez assegura que (pois V(0) = 0):

lim x(¢) = 0.

{—roo

Exemplo 1: Voltamos ao péndulo simples sem atrito (e sem controle) visto no inicio

deste capitulo:

X1 =x2 = fi(x1,x2),

Xy = —%sen(xl) = fz(xl,XZ),

onde x = (x1,x2) € D =R? e x* = 0 é um ponto de equilibrio. Escolhemos (energia total):

_5
¢

Cuidado! Isto em geral ndo é verdade. Por exemplo, para f(t) = e ' sen(e?), temos que lim,_,. f(¢) =0
mas f(t) é ilimitada!

1
V(x) [1—cos(xy)]+ Ex%, x € R%.

1
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Note que V: R? = R é continuamente diferencidvel com V(0) =0 e que V é definida
positiva no conjunto aberto D, = {x € R? | — & < x; < w}. Temos:

V(x)= %sen(xl)xl +x% = %sen(xl)xz - %sen(xl)xz =0, xcR%

Logo, como V é definida positiva e V é semidefinida negativa em D,, concluimos pelo
Teorema de Lyapunov que x¢ =0 é estavel. No entanto, a origem nao é assintoticamente

estavel. De fato, para qualquer condicao inicial x(0), temos que a solugao x(t) satisfaz

d )
Ly () = Vi) =0, 120,
ou seja, V(x(t)) = V(x(0)) para t > 0. Assim, caso lim;_,ex(f) = 0 para alguma condigao

inicial x(0) com x,(0) # 0, entao terfamos pela continuidade de V que

lim V (x(t)) = V(0) = 0,

t—o0

o que contradiz V(x(t)) = V(x(0)) para todo r > 0.
Exemplo 2: Agora, considere o péndulo simples com atrito (mas sem controle):
X1 =x2 = f1(x1,x2),

k
Xy = —% sen(xl) — %Xz = f2(xl,x2)a

onde x = (x1,x) ED=R? k>0 e x* =0 ¢é um ponto de equilibrio. Escolhemos (energia
total):

1
V() = Sl —cos(x)] + 543, e R
Assim:

y 8 ) ) g g k
Vix)= 7 sen(xq)x| +xpxp = 7 sen(x)xp — 7 sen(x)xp — %x%

k

= ——X%, x € R
m

Temos entdo que V: R? — R ¢é continuamente diferencidvel com V(0) =0 e V ¢ definida
positiva no aberto D, = {x € R? | — & < x; < ©}. No entanto, V é semidefinida negativa
em D,: V(x) =0 para x; = 0 e qualquer —7 < x; < . Portanto, o Teorema de Lyapunov
nos permite apenas concluir que x¢ = 0 ¢é estavel. Entretanto, sabemos que x* =0 ¢
assintoticamente estavel na presenca de atrito: a funcao da energia total escolhida nao

conseguiu mostrar esse fato. No entanto, ao escolhermos

~ g 1, g 1,| kK*/2m?* k/2m
V(x)==[1—cos(x)|+ =x'Px==|1 —cos(xy)|+ =x X,
—P>0
obtemos que
- lgk 1k ,

V(x)= YL sen(xy) — >
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Logo, V ¢ definida positiva e V é definida negativa em D, = {x e R | — 7w < x| < 7}
e, assim, concluimos pelo Teorema de Lyapunov que x* =0 é de fato assintoticamente
estavel.

Obs: Nao hd nenhum método sistematico para se encontrar fungoes de Lyapunov para um
sistema. No caso de sistemas elétricos e mecanicos, energia total do sistema ¢é a primeira
escolha mais natural como funcao de Lyapunov. Mas, no caso geral, a escolha se da por
tentativa e erro. Pelo exemplo cima, percebemos que o Teorema de Lyapunov fornece
apenas condicoes suficientes de estabilidade. A origem x¢ =0 pode ainda ser estavel ou
assintoticamente estavel apesar da fungao V(x) escolhida nao satisfazer as condigoes do
teorema. Em tal caso, devemos procurar por outra fungao ?(x) mais adequada ou utilizar
outras técnicas de analise de estabilidade.

Exemplo 3: Considere o sistema:

. 3

X1 = —X] — X2,
2 3
X2 = X1 — X,

onde x = (x1,x) € D =R? e x* =0 é um ponto de equilibrio. A linearizacdo na origem §é
dada por:
= 11,2 = :l:j.

3 -1 ] _[o —1]
x=0 10 x=0

A=
1 =3
Logo, nada podemos concluir sobre a estabilidade da origem pelo Método Indireto de

Lyapunov. Vamos mostrar que a origem é assintoticamente estavel pelo Teorema de

Lyapunov (Método Direto de Lyapunov). Escolhemos:
V(x)=x1+x3, xcR?
(note que V: R? — R é continuamente diferenciavel com V(0) = 0). Logo:
V (x) = 2x151 4 2x0%p = 2x1 (—x3 —x2) 4+ 220 (%) —13) = —2(x{ +x3) <0, x € R?.

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V é definida negativa em R?. Portanto, con-
cluimos pelo Teorema de Lyapunov que a origem ¢é assintoticamente estavel (mostraremos
mais adiante que a estabilidade assintdtica é na verdade global).

Proposicao (Estimativa da Regiao de Atragao): Seja x* =0 um ponto de equilibrio
de com D =R". Considere que V: R" — R é uma func¢ao continuamente diferenciavel

com V(0) =0, e que D, é uma vizinhanga aberta da origem x° = 0 tal que:

1. V é definida positiva em D, e V é definida negativa em D,, ou seja: V(x) >0 e
V(x) < 0, para todo x € D, com x # 0;

2. O conjunto
Q. ={xeR"|V(x) <c}

¢é limitado e esta contido em D,,, onde ¢ > 0.
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Entao, x* =0 ¢ assintoticamente estavel e
Q. CRy (O),

onde R4(0) é a regiao de atragdo do ponto de equilibrio x¢ = 0.

Exemplo 4: Considere o sistema:

X1 = x1 (67 4 x5 —2) — 4123,

X = 4xTxs 4 xp (X3 + x5 —2),
onde x = (x1,x2) € D =R? ¢ x* =0 é um ponto de equilibrio. Escolhemos:
V(x)=x1+x3, xeR?
(note que V: R? — R é continuamente diferencidvel com V(0) = 0). Logo:
V(x) = 2x1%1 + 2x0%p = 2(xF +23) (x7 +243 —2), x € RZ.

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V é definida negativa em D, = {x € R? | x% +
x% < 2}. Portanto, concluimos pelo Teorema de Lyapunov que a origem é assintoticamente

estavel. Além disso, para ¢ =2, temos que
Q. ={xeR*|V(x)=x}+x5 <2}=D,

é limitado, pois ||x|| = \/m < /2 para todo x € Q. = D,. Logo, a proposicio anterior
determina que D, = {x € R? | x +x3 < 2} C R4(0) é uma estimativa da regido de atragio
da origem.

Teorema de Lyapunov (Estabilidade Assintética Global): Seja x* =0 um ponto
de equilibrio de (9.1)) com D =R". Considere que V: R" — R é uma fungao continuamente

diferencidvel com V(0) =0 tal que:

e V ¢é definida positiva em R" e V ¢ definida negativa em R", ou seja: V(x) >0 e
V(x) <0, para todo x € R" com x # 0;

e V ¢ radialmente ilimitada, ou sejaf]

lim V(x) = oo.
[l oo
Entao, a origem x* =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente esta-
vel.
Prova: Seja x(0) € R” uma condicao inicial arbitraria com x(0) # 0. Tome ¢ =V (x(0)) > 0.
Portanto, existe r > 0 tal que, para qualquer x € R", V(x) < ¢ = ||x|| <r. Desse modo,

2 Temos que lime|HwV(x) = oo significa que: para todo ¢ > 0 existe r > 0 tal que, para qualquer x € R",

x| > r=V(x) >c.
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Q. C B,(0), ou seja, Q. é um conjunto limitado. Logo, utilizando a proposi¢ao acima com
D, =R", concluimos que x(0) € Q. C R4(0).

Exemplo 5: Considere o sistema:

. 3
X1 = —X] — X2,

Xy = X1 —X%.

No Exemplo 3, mostramos que V(x) = x} +x3 = ||x||? é tal que V ¢ definida positiva e V
é definida negativa em R?. Como V é radialmente ilimitada, ou seja, limyj o0 V(%) = o0,
concluimos que a origem x°* =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel do sistema.

Exemplo 6 (Projeto de Controladores Estabilizantes): Considere o sistema:

X1 = —X? +X2¢(X1,X2),
Xy = Y(x1,x2) +u,
onde x = (x1,x2) € D =R? é o vetor de estado, u € R é o controle, e ¢, y: R?> = R sdo de

classe C! com ¢(0,0) = w(0,0) = 0. Note que x° = (0,0), u¢ = 0 é um ponto de equilibrio

do sistema. O objetivo é projetar uma realimentacao de estado
u=0o(xy,x2),

onde a: R?> = R ¢ de classe C' com «(0,0) =0, de modo que x* = 0 seja um ponto de

equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada:

X = —X? +X2(I)(X1,X2),

Xp = l[/(xl,)Q) + (X(.X],xz).

Escolhendo

1 1
V() =503 +3) =5l xeR?

temos que V: R? — R é continuamente diferenciavel com V(0) =0, V é definida positiva
em R? e V é radialmente ilimitada. Logo, devemos tentar encontrar u = o(x;,x2) de modo

a impor que V seja definida negativa em R?, ou seja:

V(x) = x1%] + X200 = x1 [—x% +x20 (x1,x2)] + x2[W(x1,x2) + 1
= —x} + X100 (x1,%2) W (x1,%2) Fx020(x1,x) <0, x#0.

A escolha de
u=0o(xp,x) =—x3—x10(x1,x2) — Y(xy,x2)

assegura que o: R — R é de classe C' com 0(0,0) =0 e que

V(x)=—x]—x3 <0, x#0,
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ou seja, V é definida negativa para o sistema em malha-fechada. Concluimos assim

que a realimentacao de estado

u=0(x;,x)=—x2—x1¢(x1,x) — y(xr,x2)

garante que a origem x° = 0 do sistema em malha-fechada é globalmente assintotica-
mente estavel.

Obs: Seja V(x) = x'Px, para x € R"”, onde P > 0. Pode-se mostrar que:
el Anin(P) < ' Px < |2 Amax (P),

onde Apin(P) > 0 e Apax(P) > 0 sdo os autovalores minimo e méximo de P, respectivamente.
Portanto, V é definida positiva em R” e radialmente ilimitada. Para o sistema x = f(x),
temos que

V(x) =X Px+x'Px = f(x)'Px+x'Pf(x).
Em particular, quando % = f(x) = Ax (sistema linear), x € R"

V(x) = (Ax)'Px+x'PAx = X A'Px + xX'PAx = X' (A'P + PA)x.

Desse modo, se Q =A’P+ PA <0, entdo x° =0 é globalmente assintoticamente estével (e
logo A possui todos os polos no SPE!).
Relembre que, no Exemplo 2 acima do péndulo simples com atrito, ao utilizarmos a
energia total
V(x)= %[1 —cos(x1)] + %x%, x €R?,
obtivemos que

. k 2 2
V(x)=——x3, xeR%
W)= x

com V definida positiva e V semidefinida negativa no conjunto D, = {x € R? | — 7 <
x; < m}. Logo, o Teorema de Lyapunov permite concluir apenas que a origem x =0
é estavel, quando na verdade sabemos que a mesma ¢é assintoticamente estavel. O
préximos resultado estabelece condicoes que asseguram estabilidade assintética quando V
¢ semidefinida negativa.

Teorema de LaSalle: Seja x* =0 um ponto de equilibrio de (9.I). Considere que
V: D, — R é uma fungao continuamente diferenciavel com V(0) =0, onde D, C D é uma
vizinhanca aberta de x¢ = 0. Suponha que V é definida positiva e V ¢ semidefinida negativa
em D,. Seja S={x € D, |V(x)=0}. Temos que:

1. Se
x(t) € S parat >0=-x(t) =0 para t > 0, (9.3)

onde x(), t > 0, ¢ uma dada solucao de (9.1]), entao x® = 0 é assintoticamente estével.

Além disso, se a condicao (9.3]) acima é satisfeita e o conjunto

Q. ={xeR"|V(x) <c}
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¢ limitado e esta contido em S, onde ¢ > 0, entao
Q. C R4(0).
(RA(0) é a regiao de atragao do ponto de equilibrio x¢ = 0).
2. Se D=D,=R"V é radialmente ilimitada e

x(t) € S parat >0=-x(t) =0 para t >0,

entao x° =0 ¢é globalmente assintoticamente estavel.

Exemplo 7: Considere novamente o péndulo simples com atrito (k > 0):

X1 =x2 = fi(x1,x2),
Xy = —% sen(xy) — %xz = fo(x1,x2).

No Exemplo 2, utilizamos a energia total

1
V(x) = <%[1 —cos(x)]+ 58, xeR,
e obtivemos que
. k 2 2
V(x) =——x3, e R,
()=—3 x
com V definida positiva e V semidefinida negativa no conjunto D, = {x e R? | — & <

x; < w}. Vamos agora aplicar o Teorema de LaSalle para mostrar que a energia total V (x)
permite de fato concluir que x¢ = 0 é assintoticamente estavel. Seja S = {x € D, |V (x) =0},
e suponha que x(t) € S, para t > 0, onde x(¢) é uma solugao arbitraria do sistema. Logo,
x(t) € Dy parat>0e V(x(t)) =0 (i.e. V(x(¢)) =0 para ¢ > 0). Portanto:

. k , :

V(x(t)) = ——x5(t) =0=x2(t) =0 = %(t) =0 = sen(x;(r)) =0.

m

Mas, x(t) € D, = {x € R? | = < x; < &t} e, assim, —7 < x1(¢) < &, para t > 0. Desse
modo,

sen(x1(r)) =0=x;(¢) =0.

Mostramos assim que:

x(t) € S parat >0=-x(t)=0.

Concluimos entao pelo Teorema de LaSalle que x¢ =0 é de fato assintoticamente estavel

(e utilizamos a energia total V(x) para esse fim!).



10 Controle Otimo: Regulador Quadratico
Linear - LQR (Lab 10)

Objetivos: Vamos tratar do problema de como escolher os polos desejados de malha-
fechada de um sistema linear a fim de se obter um bom compromisso entre desempenho
de malha-fechada e esforco de controle. Veremos que tal problema pode ser abordado por
controle 6timo, o qual consiste em minimizar uma fungao custo quadratica no estado e no
controle. Em seguida, mostraremos que o controlador 6timo é de fato linear em relacao ao
estado e resulta da solugao da equagao algébrica Riccati. Esse controlador é denominado

de regulador quadratico linear.

10.1 Formas Quadraticas

Dizemos que uma funcao real V: R* — R é uma forma quadratica quando V(xy,...,x,)
¢ um polindmio homogéneo de segundo grau em n variaveis reais com coeficientes reais,

ou seja:

V(xt,... %) = PijXiXj = PuXi+ -+ pun¥a+ Y (Pij+ pji)Xix),

i<j

(ngE
(ngE

Il
_

i=1j

onde p;; € R. Note que, definindo a matriz P = (p;;) € R"*", podemos escrever

n
/
V(xl,...,xn)zz pijXixj =x Px
i=1j=1
P11 - Pla X1
=P x| SR
——
= Pnl ° Pnn Xn
~ ~ ——
=P =xcR"?
ou seja, a forma quadrética V(xi,...,x,) fica completamente determinada pela matriz

P = (pij)-
Reciprocamente, toda matriz P = (p;j) € R"*" determina a seguinte forma quadratica

n n
Vi(xi,...,x,) =x'Px= Z Z DijXiX;.
i=1j=1

Sempre podemos considerar que uma forma quadratica V(xi,...,x,) é determinada por
. . » . Y . - E—~ =~

uma matriz simétrica P, ou seja, V(xy,...,x,) = x’Px com P =P . De fato, note que

podemos escrever V(xi,...,x,) como

V(xla-“axn):p11x1+"'+pnnxn+z 2[_71‘]' XiXj.
i<j ~~~
=pij+Dji
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Logo, definindo a matriz simétrica

Pit P2 Pin
— r 22 P
P P.12 p Pon 7
DPin Poan "' Pmn
temos que V(xi,...,x,) = x'Px.
Obs: Quando P = diag(pi1,...,pmm) ¢ uma matriz diagonal, entao temos V(x) = x'Px =

P11X3 + -+ + ppnx2. Em particular, se P =1, entdo V(x) = X'Px =xx =x3 +--- +x2 = ||x[|%.

Exemplo: Considere a seguinte forma quadratica em 2 variaveis

V(x1,x2) = 3x7 + 5x3 + 8xx.

Note que
V(x1 ,XZ) = 3x% —I—SX% + 8x1x2 = 3x% + SX% +2 X 4x1x7.
=8
Assim, definindo a matriz simétrica
3 4
P= ,
4 5
temos que
3 4 3 4
X' Px = [x1 xo] L [x1 x7] R
4 5 X2 4x1 + 5x2

= 3x% +4x1x0 +4x1x0 + SX% = 3x% + Sx% + 8x1xp =V (x1,x2).

Seja P € R™" uma matriz simétrica, i.e. P= P, e considere a forma quadratica asso-

ciada
V(x)=xPxeR, xeR"

Note que V(0) = 0. Temos entao a seguinte classificacao:

e Dizemos que P é semidefinida positiva quando V(x) = x'Px > 0, para todo x € R".

Neste caso, escrevemos P > 0.

e Dizemos que P é definida positiva quando V(x) =x'Px > 0, para todo x # 0. Neste

caso, escrevemos P > 0.

e Dizemos que P é semidefinida negativa quando V(x) = x'Px <0, para todo x € R".

Neste caso, escrevemos P < 0.

e Dizemos que P é definida negativa quando V(x) =x'Px <0, para todo x # 0. Neste

caso, escrevemos P < 0.
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e Dizemos que P é indefinida se existirem x,y € R” tais que V(x) >0 e V(y) <O0.

O proximo resultado estabelece um critério simples para classificarmos uma matriz
simétrica.
Proposigao 1: Seja P € R™" uma matriz simétrica. Entao, os autovalores de P sao

numeros reais. Além disso:
e P >0 se e somente se todos os autovalores de P sao nao-negativos;
e P> 0 se e somente se todos os autovalores de P sao positivos;
e P <0 se e somente se todos os autovalores de P sao nao-positivos;
e P <0 se e somente se todos os autovalores de P sao negativos.
Relembramos as seguintes propriedades da matriz transposta:
o (M) =M,
e (M+N) =M +N/;
o (MN)Y =N'M';
o (M~ =(M")"', onde M é invertivel.

Proposicao 2 (Teorema da Decomposi¢ao Espectral): Seja P € R"" uma matriz

simétrica. Entao, existe uma matriz invertivel V. € R™" tal que

P=V'AV,
onde V' =V~! e A=diag(Ay,...,A,) € R™" é uma matriz diagonal em que os elementos
Al,..., A, de sua diagonal principal sdo os autovalores (reais) de P.

Obs: Seja D € R™*". Entao, P =D'D > 0. De fato, P é simétrica, pois P = (D'D) =
D'(D'Y =D'D=P. Além disso, P >0, pois

1% — Y _ / — vy — 2 >0.
(x) =xPx=x'D'Dx= (Dx)’ Dx =yy=|y[|~>0
=y
Assim, P=D'D > 0, para qualquer matriz D € R™*". O préximo resultado estabelece que
a reciproca é verdadeira.
Proposigao 3: Seja P > 0 uma matriz (simétrica) em R"*" com posto(P) = g < n. Entao,

existe uma matriz D € R?*" que decompoe P da seguinte forma:
P=D'D.

Prova: Suponha que P > 0. Pela proposicao acima, temos que existe uma matriz invertivel
V tal que
P=V'AV,
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onde V' =V~ A=diag(A,...,4), e A1,...,A, > 0 sdo os autovalores de P. Como
posto(P) = g < n, temos que Aq,...,A4; >0e Ay =--- = A, =0. Assim, basta tomarmos

\/7L_1 0 o -- 0

0 VA 0 - 0
D:'\/_2 V.

6 0O --- 0 \/.A_q ocn
10.2 Regulador Quadratico Linear

Motivagao: Considere uma planta linear modelada por (n estados, m entradas)
X =Ax+ Bu,

e suponha que (A,B) é controlavel. Podemos entdao posicionar arbitrariamente no SPE
os polos de A — BK (malha-fechada) pela escolha adequada da matriz de ganho na reali-
mentagao de estado u = —Kx. Relembre que se os polos de A — BK forem relativamente
rapidos, maior serd a velocidade de convergéncia do estado para a origem x =0. No en-
tanto, teremos um custo de controle associado para pagar: maior serd o esforco de controle
exigido. Além disso, quando a ordem n da planta é relativamente grande, em geral nao é
uma tarefa facil especificar os polos desejados de malha-fechada de modo a se obter um
bom compromisso entre o desempenho do estado do sistema em malha-fechada e o esforco
de controle resultante.

Seja z: [0,00) — R um sinal real. Relembre da disciplina "Sinais e Sistemas Lineares)

que a energia deste sinal é dada por

E= /Omzz(t)dt.

Logo, a ideia intuitiva é que o quanto menor for a energia E, menor sera o desvio de z(r)
em relacao a zero no decorrer do tempo.
Agora, seja u = —Kx uma dada realimentacao para a planta acima, e considere o

seguinte custo

J/

J=/0 QX3 (t) + - A g2 () + 1l (8) + -+ rui? (1) dt >0,

-~ -~

=x'(t)diag(qy,...,qn)x() =i (r)diag(ry,...,rm)u(t)
onde x(¢), t >0, é a solugao do sistema em malha-fechada para uma dada condigao inicial
x(0) =xp e u(t) = —Kx(t), t > 0, é o sinal de controle resultante. Note que J pode ser visto
como uma soma ponderada entre as energias das varidveis de estado (desvios em relagao a
zero) com pesos g; > 0, e as energias das varidveis de controle (esfor¢o de controle exigido)
com pesos r; > 0.
Suponha que determinamos uma matriz de ganho K = K* de modo a minimizar a

funcao custo J. Desse modo, quando os pesos g; sao relativamente grandes em relagao
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aos pesos rj, estaremos penalizando mais o desvio do estado (em relacdo a origem x = 0)
em comparacao a penalizacao do esforco de controle exigido, e assim esperamos obter em
malha-fechada uma dinamica relativamente rapida para os estados, mas pagando-se por
isso um maior esforco de controle. Por outro lado, quando os pesos ¢; sao relativamente
pequenos em relacao aos pesos rj, estaremos penalizando mais o esforco de controle em
comparacao a penalizacao do desvio do estado, e entao esperamos obter em malha-fechada
uma dinamica relativamente lenta para os estados, mas com um menor esforco de controle.

Na sequéncia, vamos formalizar as ideias acima e considerar que o custo possui a

seguinte forma geral

J= /wx/(t)Qx(t) +u(t) Ru(t)dt >0,
0

onde @ >0 (Q € R™") e R>0 (Re€R™™) sao as matrizes de peso para o desvio do estado
e para o esforco de controle, respectivamente. Ressaltamos que as matrizes Q e R
sao parametros de projeto do controlador! Nosso objetivo é responder as seguintes

perguntas:

e A realimentagao de estado u = ¢(x) que minimiza J é necessariamente linear da

forma u = ¢(x) = —Kx? Ou pode ser nao-linear?

e (Caso a realimentagao de estado que minimiza J é linear da forma u = —Kx, é possivel
determinarmos a matriz de ganho K? Em caso afirmativo, como? Com tal K, os

polos de A — BK (malha-fechada) estarao garantidamente no SPE?
Seja uma planta linear modelada por (n estados, m entradas)
X = Ax+ Bu. (10.1)

Considere o seguinte problema de estabilizacao: encontrar uma realimentagao de estado
(possivelmente nao-linear) u = ¢(x) de modo a estabilizar a origem x =0 do sistema em

malha-fechada
X =Ax+B¢(x).

Dizemos que uma realimentagao de estado ¢: R” — R™ (i.e. u = ¢(x) € R, para x € R")

¢ admissivel quando:
e A aplicacdo ¢: R* — R™ é continua com ¢(0) = 0;

e Para toda condigao inicial x(0) = xo € R", temos que o sistema em malha-fechada

acima possui uma unica solugao correspondente x(¢), t > 0, com

lim x(¢) = 0.

t—ro0
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Note que, se A— BK possui todos os polos no SPE, entao a realimentacao de estado linear
u= ¢(x) = —Kx é admissivel. Seja ® o conjunto de todas as realimentac¢oes admissiveis
0.

Agora, introduzimos o funcional custo J: R" x ® — [0,0] definido por

Jo0.9) = [ +(1)Qx(1)+ 9 (x(1)) RO (x(1)) ds (102

= /Ooox(t)’Qx(t) +u(t)Ru(t)dt, xo€R" ¢ € P,

onde Q >0, R>0, x(t), t >0, é a tnica solugdo do sistema em malha-fechada com a
realimentagao de estado admissivel u = ¢ (x) e condigao inicial x(0) = xg, e u(t) = ¢ (x(t)),
t >0, é o sinal de controle correspondente. Dizemos que uma realimentagao de estado
admissivel ¢* € & é 6tima em relacao ao funcional custo quando @* minimiza

(10.2) no seguinte sentido:
e J(xp,9") < oo, para todo xp € R";
o J(xp,0") <J(x0,¢), para todo xg € R", ¢ € P.

Teorema 1: Suponha que Q >0, R >0, (A,B) ¢ estabilizavel e (A,D) é detectével, onde
Q =D'D com D € R?*", Entao, a equagao algébrica de Riccati

A'P+PA—PBR'BP+0=0
possui uma unica solucao semidefinida positiva P* > 0, e todos os polos da matriz
A—BR'B'P*

estao no SPE.

Obs: Suponha que Q =D'D =E’E, onde D € R?*" E € RP*". Pode-se mostrar que (A,D)
é detectavel se e somente se (A,E) é detectavel. Isto significa que a hipdtese no teorema
acima de que (A,D) é detectavel independe da decomposigao escolhida de Q (relembre a
Proposigao 3 acima).

Teorema 2 (LQR): Considere a planta ((10.1)) e o funcional custo . Suponha que
Q0 >0, R>0, (A,B) é estabiliziavel e (A,D) é detectavel, onde Q = D'D com D € R?*",
Seja P* > 0 a unica solucao semidefinida positiva da equacao algébrica de Riccati acima.

Entao, a realimentacgao de estado linear
w=—-Kx=—-R 'BPx
—_———
—K*
¢ a tunica realimentacao 6tima de (10.2)), e os polos da matriz (sistema em malha-

fechada)
A—BK*=A—BR 'B'P*
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estao no SPE. Denominamos u* = —K*x de regulador quadratico linear (LQR — Linear
Quadratic Regulator).
Prova: Seja P = P* > 0 a solucao da equagao algébrica de Riccati do Teorema 1 acima,

e considere a forma quadratica associada
V(x)=xPxeR, xeR"
Assim,
V(x) = X'Px+x'Px = (Ax+ Bu)' Px +x'P(Ax + Bu)

= u'B'Px+x'A'Px+ x'PAx+ X' PBu
= x'(A'P+ PA)x +x'PBu+u'B Px.

Completando o quadrado com 4u'Ru e utilizando a equacao algébrica de Riccati, obtemos
V(x)=x"(A'"P+PA)x+x'PBu+u'B' Px+u'Ru

=x'(PBR'B'P— Q)x+x'PBu+u'B'Px+u'Ru—u'Ru
=—xX0Ox—u'Ru+ x'PBR™'B'Px+ x'PBu+ u'B'Px+ u'Ru.

Mas,
(R'B'Px+u)R(R'B'Px+u) = (! +xXPBR")R(R™'B'Px+u)
— u'Ru+ u'B'Px+x'PBR™'B'Px+ x'PBu.
Logo,
V(x)=—(x'Ox+u'Ru)+ (R'B'Px+u)R(R'B'Px+u).

Fixe uma condigao inicial x(0) = xp € R"” e uma realimentagao admissivel u = ¢(x) € P,
e seja x(t), t > 0, a solucao corresponde do sistema em malha-fechada. Entao, x. =

lim; e x(f) =0 e

dv(x(1))

T = V() == W () 0x() +u' () Ru?))

+ [R7'B'Px(t) + u(t)/RIR™'B'Px(t) +u(1)],

com u(t) = ¢(x(r)). Integrando ambos os lados da equacao acima no intervalo de tempo
[0,T], temos:

= [ W0x0)+d ()Rute)a

T
+ /0 [R™IB'Px(t) +u(t)'R[R™'B'Px(t) 4 u(t)]dt.
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Agora, tomando o limite T — o« em ambos os lados da equacao acima, obtemos:

V(xe) =V (x0) = —J (x0, 0 +/ “IB'Px(t) +u(t)R[R™'B'Px(t) + u(r)dr,
=0
ou seja (relembre que R > 0),
J(x0,0) =V (x0) + / RVB'Px(t) +u(t)]'RIR™B'Px(t) +u(r))dr

J/

-

>0

Portanto, concluimos que a realimentacao linear de estado
u* =¢*(x)=—K*'x=—R 'B'Px
¢é a unica realimentacao 6tima de , com
J(x0,0™) =V (x0) = x(Pxo

e os polos de A — BK* (sistema em malha-fechada) estdao no SPE pelo Teorema 1 acima.
Obs 1: No Matlab, o comando 1qr determina a matriz de ganho K* do LQR.

Obs 2: Assuma que Q=¢Q >0e R=rR >0, onde 0 >0 e R > 0 sdo as matrizes
nominais, e ¢,r > 0 sdo parametros (reais) a serem variados no projeto da realimentagao
LQR u = —K*x.. E imediato que u = ¢*(x) é uma realimentacao 6tima de se e

somente se u = ¢*(x) é uma realimentagao étima de
T50,6) = (30.6) = [ +(0)Qx(0)+ 0:(0) (r/ g RO:())

Desse modo, sempre podemos considerar que ¢ = 1, ou seja, Q = Q e R =rR, e assim
ficamos com um unico parametro r > 0 para variar no projeto da realimentacao LQR
u=—K*x. Ressaltamos que o ganho étimo K* depende de Q, R, r, ou seja, K* = K*(Q,R, ).
Obs 3: Nao ha na literatura uma metodologia geral para se escolher as matrizes de peso
Q>0eR>0no LQR (parametros de projeto!). Apresentamos abaixo alguns métodos

usuais:

1. Escolha Q=1>0e R=rl >0, e entao varie r > 0 buscando obter um bom com-
promisso entre o desempenho do estado do sistema em malha-fechada e o esforco de
controle: x'(1)Qx(t) = ||x(¢)||*> e u'(t)Ru(t) = r||u(t)||> sio os custos instantaneos

de estado e controle, respectivamente.

2. Escolha Q = Q = diag(qy,...,q,) >0 e R=rR = r-diag(7y,...,7») > 0 da seguinte
maneira. Suponha que |x;| ndo deve ultrapassar o valor X; > 0 e que |u;| ndo deve

ultrapassar o valor #; > 0. Escolha entao

g, =1/, 7= 1/33-
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Justificativa: no instante r em que |x;(f)| = X;, teremos o custo instantaneo de estado
gxi(t)? =1 no funcional custo (10.2), e rju;(t)> =1 quando |u;(t)| =%;. Em seguida,
varie r > 0 buscando obter um bom compromisso entre desempenho e esforco de

controle.
3. Escolha Q = diag(qi,...,qn) >0 e R =diag(ry,...,rm) > 0 por tentativa e erro.

4. Seja z = Dx uma saida (real do sistema ou virtual de desempenho) que se deseja
levar para zero, onde D € R?*", Escolha Q =D'D >0, R =rl > 0, e entao varie
r > 0 buscando obter um bom compromisso entre o desempenho da saida z = Dx do

sistema em malha-fechada (xX’Qx = ||z||?) e o esforco de controle (u'Ru = r||ul|?).
5. Escolha Q@ > 0 e R > 0 como matrizes nao-diagonais por tentativa e erro.

O segundo método acima é importante quando certas variaveis de estado do sistemas
sao de grandezas/unidades fisicas distintas. Por exemplo, podemos ter que x; é uma
distancia em metros com x; = 0.05 (5 cm), x, uma velocidade em rad/s com X, = 100 e
X3 uma corrente elétrica em amperes com x3 = 2.

Obs 4: Nas hipéteses do teorema acima, assuma que Q=0 >0e R=7rR, onde Q>0 e
R > 0 sao as matrizes nominais, e r > 0 é um escalar real (parametro de projeto do LQR).

Entao, os polos de malha-fechada do LQR possuem o seguinte comportamento assintético:

e Quando r — o (maior peso sobre o esfor¢co de controle), temos que os polos de
A — BK* (malha-fechada) se aproximam dos polos de A (malha-aberta) que estao
no SPE e da reflexdao em relacao ao eixo imaginario dos polos de A que estao no
SPD (se s =a+ jb com a > 0 é um polo de malha-aberta no SPD, entao o polo de

malha-fechada correspondente no SPE é s = —a+ jb).

e Quando r — 0 (maior peso sobre o desvio dos estados), temos que p polos de A — BK*
se aproximam de localizacoes finitas no SPE (pode-se ter polos de malha-fechada
relativamente lentos dependendo do sistemal), enquanto que os n— p polos restantes
tendem assintoticamente ao infinito formando diversas configuracoes Butterworth

de diferentes ordens e raios.

Portanto, quando as matrizes A e B do sistema ([10.1) correspondem a li-
nearizacao de um sistema nao-linear num ponto de equilibrio, deve-se variar
r>0 (por tentativa e erro!) de modo a se buscar obter um bom compromisso
entre desempenho dinamico do sistema nao-linear em malha-fechada, esforco
de controle e tamanho da regiao de atracao! Ressaltamos que tal compromisso é
determinado pelo polos de A — BK*.

Obs 5: Nas hipdteses do teorema acima, assuma que Q >0 e R > 0 com R diagonal. Em
relacao a realimentacao LQR

u=—K"x,



10.8. Procedimentos 219

temos as seguintes propriedades de robustez do sistema em malha-fechada:

e Os polos de A — BK* permanecem no SPE mesmo que o ganho no laco de realimen-
tacao de cada uma das varidveis de controle u;, j=1,...m, seja reduzido em até

50% ou aumentado indefinidamente (margem de ganho infinital);

e Os polos de A — BK* permanecem no SPE mesmo que o lago de realimentacao de
cada uma das varidveis de controle u;, j=1,...m, sofra um deslocamento de fase

de até £60° (margem de fase de pelo menos 60°!).

10.3 Procedimentos

1. Considere o sistema massa-mola do Lab 5, e repita novamente as simulagoes do Item 2
nos Procedimentos do Lab 5 para o problema de rastreamento de referéncia com rejeigao
de perturbacao.

2. Agora, encontre a matriz de ganho K (sistema aumentado) pelo LQR. Para isso,
considere que Q =1>0 e R=rl >0 (veja o primeiro método da Obs 3 acima), variando
r >0 como: r=0.001, r=0.01, r=0.1, r = 0.4 (corresponde & matriz de ganho K,
apresentada no Item 3 dos Procedimentos do Lab 5), r=1, r =4, r =40, r =400, r = 4000,
r = 40000. Verifique se as simulacoes estao de acordo com o esperando, comparando
com o Item 1 acima e analisando o compromisso entre esfor¢co de controle e desempenho
de malha-fechada no rastreamento da referéncia com rejeicao da perturbacao. Verifique
também a validade da Obs 4. Note que, para r = 0.4, obtivemos um melhor desempenho
e um menor esfor¢o de controle com o LQR do que com o posicionamento de polos do
Item 1 acima (polos repetidos em s = —1)!

Conclusao: Relembre da Obs do Procedimento 3 do Lab 5 que a realimentagao u =
—Kx — Kyx,,;, possui agao PID para o sistema massa-mola. Desse modo, sintonizamos um
controlador com ag¢ao PID para um sistema multivariavel através da variacao de um tnico
parametro escalar r > 0 do LQR!

3. Para r = 0.4, verifique a propriedade de robustez da margem de ganho da Obs 5

acima.



11 Estimacao Otima e Principio da Sepa-
racao Estocastica: Filtro de Kalman e

Controlador Gaussiano Quadratico Linear

(LQG) (Lab 11)

Objetivos: Vamos tratar do problema de como escolher a matriz de ganho do estimador
de estado de um sistema linear na presenca de ruidos do processo e de medicao. Veremos
que tal problema pode ser abordado por estimacao 6tima, a qual consiste em minimizar
o erro de estimacgao médio quadratico assintoticamente. Mostraremos que o estimador
otimo, denominado de Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente, resulta da
solucao da equacao algébrica Riccati. Por fim, apresentaremos o principio da separacao

estocéstica e o controlador gaussiano quadratico linear.

11.1 Processos Estocasticos
Um espago de probabilidade é uma tripla (Q,.%,P) onde:
1. Q é um conjunto, denominado de espago amostral;

2. Os elementos de %, denominados de eventos, sao subconjuntos de Q que satisfa-

zZe1:

e Qe 7

I

e Se o/ € F, entao o complementar A° = (Q—A)

cF
o Se o, 95, - €. F, entao A UahUeU--- €.F,
3. A funcao probabilidade P: .# — [0, 1] satisfaz:
e P(Q)=1,;
e Se o, ah, 95, - € F sao mutuamente disjuntos, entao

P UhUesU---)=P(a)+P(h)+P(ath)+---.

Dizemos que uma funcao X: Q — R é uma variavel aleatdéria quando, para todo

x € R, temos que
X<xl2{wecQ|X(w) <x}e.Z,
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ou seja, o conjunto {X <x} é um evento.

Seja X: Q — R uma variavel aleatoria. Entao, a fungao Fx: R — R definida por
Fx(x)=P(X <x)eR, xeR,

¢ denominada de fungao distribuicao de X. Dizemos que uma funcao fxy: R—R é a

fungao densidade de probabilidade de X quando
X
K= [ f(@aser, xer
A média (ou valor esperado, ou esperanga) E[X] de X é o ntimero real definido por

EX] = /o:oxfx(x)dx eR

(assumindo que E[X] < o). A variancia Ry de X é o nimero real definido por (assumindo
que E[X?] < o)

Ry £ E[(X ~ EX)?) = BN = (EX)P = [ (x— EIX)? fx(x)dx R

Agora, considere que X = (Xp,...,X,): Q - R" é um vetor aleatdrio, ou seja,
X1, ., Xy Q — R sdo varidveis aleatdrias. Por simplicidade, escrevemos X = (X1,...,X,) €
R”. A funcao Fx: R" — R definida por

Fx(x) =P(X <x) =P(X; <x1,X2 < x2,..., X < xp)

2P{ocQ|X|(0)<xieXs(®)<xye...eX,(w) <x,}) €R,

para todo x = (x1,...,x,) € R", é denominada de fungao distribuigao do vetor aleatério
X € R". A média E[X] de X € R" é o vetor definido como

E[X]=(EX)],....E[Xy)) € R"
e a variancia Ry de X € R" é a matriz definida por
Rx = ([Rx]ij) = E[(X —E[X])(X—E[X])’] c R,

Temos que Ry >0 e
[Rx]ij = E[(Xi — E[Xi])(X; — E[X;])].
Sejam X = (X1,...,X,): Q> R" e Y = (Y,...,Y)": Q — R™ vetores aleatérios. A
fungao Fyy: R"™ — R definida por
Fyy(x,y) =P(X <x,Y <y)
EPX) <xpy 0 X <20, V1 <1, Y <) ER,
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para x = (x1,...,x,) € R", y=(y1,...,ym) € R™ é denominada de funcao distribuicao
conjunta de X,Y. Dizemos que os vetores aleatérios X € R"” e Y € R™ sao independentes
quando
Fx y(x,y) = Fx (x)Fy (y),
para x € R" ye R™,
Dizemos que X(-) = (Xi(),...,Xu(-))’ € R" é um processo estocdstico vetorial
quando X (r) = (X;(z),...,X,(¢)) € R* é um vetor aleatério para cada t > 0. Definimos

a média E([X(z)]) no instante t > 0 do processo estocéstico vetorial X(-) € R" por
EX ()] = (EX (1)), EX, (1)) € R,
e, para cada t,s > 0, definimos a covariancia Rx(t,s) de X(-) € R" por
Re(t,5) = E(X(1) - EX()]) (X(5) — EIX(s)])] € R

Temos que Rx(z,s) = Rx(s,t)’ parat,s >0, e definimos a variancia Q(¢) no instante >0
de X(-) € R" por Q(t) = Rx(t,t) > 0.
Quando E[X ()] =0 (média nula) para todot >0, e

Rx(t,s) =Vx(s)6(t—s), t,s>0,

onde Vx(s) > 0 (matriz semi-definida positiva) para s >0 e 8(-) é o delta de Dirac, dizemos
que o processo estocdstico vetorial X(-) € R” é um ruido branco com intensidade
Vx(-) € R

Dizemos que os processos estocdsticos vetoriais X(-) € R" e Y(-) € R™ sao inde-
pendentes quando, para cada p,g € N e f1,...,1,,51,...,5, > 0, os vetores aleatérios
X(n),....X(tp)") €R"™ e (Y(s1),...,Y(sp)")’ € R™ sao independentes.

Considere que X (-) € R" e Y(+) € R™ sao ruidos brancos com intensidades Vx () e Vy (-),

respectivamente. Quando
EX()Y(s)]=0€R"™, t,5s>0,

dizemos que os ruidos brancos X(-) € R" e Y(-) € R™ sao nao-correlacionados. Em tal

caso, temos que o processo estocastico vetorial W(-) = (X(-),Y(:)) = (X1(-),- -, Xu(:), Y1(+)5- .-

R"*™ é um ruido branco com intensidade Vi (-) dada por

. Vx(t) 0
Vw(t)—{ 0 Vy(t)}’ t>0.

Dizemos que o processo estocéastico vetorial X(-) € R"* é Gaussiano quando, para
cada peNety,...,t, >0, temos que a funcao distribuicao conjunta dos vetores aleatérios
X(t1),...,X(t,) € R" satisfaz

Fx (), X (1) (X1, Xp) & P(X (11) < x1,..0, X (1) < xp)

- /fx,l,,,p@l, Ep)dEr...dE,
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para xi,...,xp,&1,...,&, € R", onde

X Xi 1 Xin
/déié/ / déiy...d&y, xi=(xi1,...,xin), &= (&1, &in) ER,

XN pp— {—%ff - EX() 1’Al-,~[5,~—E{x<r,->}1},

(277:)1117 det(R) i=1j=1
Rx(t,t1) Rx(t2,t) --- Rx(tp,t Ny A e A
R— X(2 1) X(2 2) X(2 p) 7A:R_1: ‘21 .22 ‘Zp |
Rx(tp11) Rx(tp12) - Rx(ipstp)) |, Ap Az o App |

com A;; € R™",

11.2 Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Motivagao: Considere uma planta linear modelada por (n estados, m entradas, p saidas)

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + w1 (1),
y(t) = Cx(t) +wy (1),

onde wi(t) € R" é o ruido do processo, wy(t) € R? é o ruido de medigao, w;(-) €

(11.1)

R",wy(-) € RP sdo processos estocdsticos vetorais (f > 0), e a condi¢ao inicial x(0) =xp € R”
é um vetor aleatério. Suponha que (A,C) é observavel, e considere o seguinte observador

de estado linear
x(t) = (A — LC)x(t) 4 Bu(t) + Ly(t). (11.2)

A dinamica do erro de estimacao e = x —x é dada por

é(t) = x(t) — x(1)
= (A —LC)e(t) —|—W1(l) —LWQ(I).

Percebemos entao que a matriz de ganho L do observador afeta a dinamica do erro de

estimagao e(r) de 2 maneiras distintas e conflitantes:

1. Quanto mais afastados da origem estiverem os polos de A — LC no SPE, mais rapida
serd a convergéncia da resposta entrada nula e,,(t) para e =0, ou seja, a estima-
cao do estado serd mais rapida. Em geral, quanto mais rapidos os polos de A — LC,

maior o valor das componentes de L;

2. A matriz de ganho L influencia diretamente na dinamica de e(t), pois L multiplica o
ruido wy(f) na equagao acima. Logo, L desempenha o papel de um amplificador de
ruido na dinamica de e(?) e, assim, as componentes da matriz de ganho L devem ser

relativamente pequenas, ou seja, os polos de A — LC nao devem ser rapidos demais.
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Portanto, concluimos que a matriz de ganho L do observador de estado deve ser esco-
lhida de modo a se obter um bom compromisso entre rapidez de estimagao (rapidez dos
polos de A — LC) e atenuacao do ruido wy(7).

Dizemos que uma matriz de ganho L é admissivel para o observador de estado linear

(11.2) quando todos os polos de A — LC estao no SPE e o erro médio quadratico

E{¢'(t)e(t)} = E{[x(t) = x(t)]'[x(t) — x(1)]}
= E{[1 (1) = %1 (1)) + -+ Pn(1) = T (1))}
= E{|le()]*}

converge assintoticamente para um valor constante finito que independe de ¢(0) (mas
depende de L!), ou seja:
lim E{e/(t)e(t)} = EL € R.

f—oo

Dizemos que uma matriz de ganho admissivel L* é é6tima quando
Eps <Ep <o,

para toda matriz de ganho admissivel L. Neste caso, denominamos com L=L" de
estimador (ou observador) de estado linear étimo.
Teorema 1: Sejam A,C,V),V, matrizes dadas. Suponha que V; >0, V, >0, (A,C) é
detectével e (A,D) é estabilizdvel, onde Vi = D'D com D € R?*". Entdo, a equagao
algébrica de Riccati

AP+PA' —PC'V; 'CP+V; =0

possui uma unica solucao semidefinida positiva P* > 0, e todos os polos da matriz
A—PC'vy I

estao no SPE. Além disso, se P e L sao matrizes dadas tais que P é simétrica, A — LC

possui todos os polos no SPE e
(A—LC)P+P(A—LC) +LW,L' +V; =0,

entdo P > P* (i.e. P—P* > 0).

Teorema 2 (Filtro de Kalman): Considere a planta (11.1)) com uma dada entrada de-
terministica u(z) € R, t > 0. Suponha que wi(-) € R"” e wy(-) € R? sdo rufdos brancos
nao-correlacionados com matrizes de intensidade constantes Vi > 0 e V, > 0, respecti-
vamente, e que o vetor aleatério inicial x(0) = xp € R" é independente de wy(z) e wy(t),
para todo ¢ > 0. Assuma que (A,C) ¢ detectével e (A,D) ¢ estabilizével, onde V; = D'D
com D € R7*", Seja P* > 0 a tnica solucao semidefinida positiva da equacao algébrica de
Riccati acima. Entao,

L =PCv,!
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¢ uma matriz de ganho étima para o estimador de estado linear (11.2)) e os polos de
A-L'C=A-PCV,'C
estao no SPE, com
e(t)=(A-LC)e(t), e(0)=xp—x(0),

onde Xy = E{x(0)} é a média de x(0) e e(t) = E{e(t)} a média do erro de estimagao no
instante # > 0. Além dissd} Ez- = tr[P*] (traco). Denominamos o estimador de estado
linear 6timo 1' com L=L*=P*C’ V2_1 de Filtro de Kalman Preditivo em regime
permanente. Vamos, por enquanto, denomina-lo simplesmente de Filtro de Kalman.
Prova: Considere que as hipéteses do teorema foram atendidas. Seja L uma matriz de
ganho arbitraria para o observador de estado linear tal que os polos de A —LC
estejam no SPE. Logo,

&(r) = (A — LC)e(t) + w1 (t) — Lwa(r), e(0) = x(0) — %(0),

onde e =x—Xx é o erro de estimacdo. Sejam e(t) = E{e(t)} e Q(t) = E{[e(t) —e(t)][e(r) —

e(1)]'} a média e a variancia de e(-) no instante ¢t > 0, respectivamente. Desse modo,

E{e(t)'e(t)} =e(t)'e(t) +tr[Q(1)], =0
Pode-se mostrar que:

&(1) = (A— LC)e(t), com &(0) =g —%(0),  limQ(r) =P,

=300

onde Xp é a média de x(0) e P> 0 é a tnica solugao de

(A—LC)P+P(A—LC) +LV,L' +V, = 0. (11.3)
Em particular,
-0
E; = limE{e(t)'e(t)} = lime(t)'e(t) + lim tr[Q(t)] = tr[P]
L= e  f—e f—o0 o )

Agora, seja P* > 0 a tunica solucao da equacao algébrica de Riccati do Teorema 1
acima, e defina
Iyy—1
L =pCv, L.

Temos que os polos de
A-L'C=A-PCV,'C

estao no SPE. Como

(L) = (v (€Y (P = () 'ePr = v lep,

L Relembre que tr(M) é igual & soma dos elementos da diagonal principal da matriz quadrada M.
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obtemos pela equacao algébrica de Riccati que:

(A—L*C)P* + P (A—L*C) + L'V, (L*) +V

=AP* —L*CP*+P*A' — P*C'(L*) + L*V5(L*) +V

=AP* +P*A — P*C'Vy\cPr — P*C'Vy ' CP 4 PACV, TV et
=AP* +P*A'— P*C'V; 'CP* +V =0

Assim, mostramos que ((11.3]) é satisfeita para L=L" e P = P*.

Portanto, quando L = L*, concluimos que
E;- & zILm E{ (t)e(t)} = tr[P"].

O Teorema 1 estabelece ainda que
P* <P

Desse modo,
E= tl"[P*] < tr[P] =E].

Isto significa que L* é uma matriz de ganho 6tima para estimador de estado linear (11.2)),
o que encerra a demonstracao.

Obs 1: No Matlab, o comando kalman determina a matriz de ganho L* do Filtro de
Kalman. Alternativamente, pode-se utilizar dualidade e o comando 1qr, ou seja, Lfk =
lqr(A’,C7,V1,V2) .

Obs 2: Nas hipéteses do Teorema 2 acima, assuma adicionalmente que wi(-), wa(+), xo
sao processos estocasticos Gaussianos. Entao, pode-se mostrar que o Filtro de Kalman é
um estimador de estado 6timo mesmo dentre estimadores nao-lineares que determinam
uma estimativa x(¢) de x(¢) a partir de y(7),u(7), para 0 <7 <t.

Obs 3: Na prética, sempre haverd incertezas no modelo da planta. Assim, em
(11.1]), o ruido do processo w; procura incorporar também incertezas na equagao de estado
da planta, e o ruido de medicao wy tem como objetivo capturar também incertezas no
sensor de saida. Consequentemente, é comum em situacoes praticas nao conhecermos as
matrizes de intensidade constantes nominais V{wmmal eR™" e Vz”omi”“l e RP*P de wy(-) €
R" e wy(-) € RP, respectivamente. Em tal caso, devemos buscar sintonizar o ganho L =
PC’ VZ_1 do Filtro de Kalman de modo a se alcangar um compromisso razoavel entre rapidez
de estimacao (rapidez dos polos de A — LC) e atenuagao dos ruidos através da variagdo
de Vi > 0,V, > 0 na equacao algébrica de Riccati acima. Ressaltamos, no entanto, que
apesar de tal L ser admissivel, L nao é 6timo! De fato, ndao estamos utilizando as
intensidades nominais Vl”o'”i”“l > O,Vz'w’”""“l > () dos ruidos na equacao algébrica de Riccati
e, consequentemente, L é subdtimo, ou seja, E;+ < E;, onde L* = P*C’ (Vz”‘o””"’“l)_1 é
o ganho 6timo. Uma pratica usual é consideramos que Vi = V] e V> = rV5 na equacao
algébrica de Riccati, onde Vi > 0, V5 > 0 estao fixadas e r > 0 é o parametro de projeto

a ser variado com o objetivo de se atingir um bom compromisso. Por simplicidade, é
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comum se escolher Vi,V, como matrizes diagonais. Como primeira tentativa, ¢ natural
escolhermos Vi =0 ou V; =1, e V, = 1. Com base em dualidade (operacio transposta
de matrizes) e nas propriedades do controlador LQR vistas no capitulo anterior (veja a
Obs 4 da Segao 10.2), concluimos que polos do Filtro de Kalman possuem o seguinte

comportamento assintéticoﬂ

e Quando r — oo (maior intensidade do ruido de medi¢do em relagao a do processo,
ou seja, maior confianga na equacao de estado da planta do que no sensor de saida),
temos que os polos de A — LC se aproximam dos polos de A (malha-aberta) que estao
no SPE e da reflexdo em relacao ao eixo imagindrio dos polos de A que estao no
SPD (se s=a+ jb com a > 0 é um polo de malha-aberta no SPD, entao o polo de
A — LC correspondente no SPE é s = —a+ jb).

e Quando r — 0 (menor intensidade do ruido de medicao em relagdo a do processo,
ou seja, maior confianga no sensor de saida do que na equagao de estado da planta),
temos que p polos de A — LC se aproximam de localizagoes finitas no SPE (pode-se
ter polos de A — LC relativamente lentos dependendo do sistemal), enquanto que
os n— p polos restantes tendem assintoticamente ao infinito formando diversas

configuragoes Butterworth de diferentes ordens e raios.

Portanto, quando as matrizes A,B,C do sistema (11.1)) correspondem a li-
nearizacao de um sistema nao-linear num ponto de equilibrio, deve-se variar
r>0 (por tentativa e erro!) de modo a se buscar obter um bom compromisso
entre rapidez de estimagao, atenuagao dos ruidos e tamanho da regiao de atra-
c¢ao do sistema nao-linear em malha-fechada! Ressaltamos que tal compromisso é

determinado pelo polos de A —LC.

Obs 4: Relembre do Teorema 2 acima que:
e(t)=(A—L*Cle(r), e(0)=x—x(0),

onde X = E{x(0)} é a média de x(0) e e(r) = E{e(t)} a média do erro de estimacao no
instante r > 0. Portanto, os polos de A — L*C determinam a velocidade convergéncia de
e(t) para zero. Além disso, se Xg for conhecido e escolhermos x(0) = Xy, teremos que

¢(0) =0 e, consequentemente,

Suponha que Vi =1V e Vo = Vs, com r1,r > 0. Pode-se mostrar que os polos de A — LC sé dependem
do quociente r =ry/ry. Desse modo, sempre podemos considerar que r| = 1.
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11.3 Principio da Separacido Estocastica

Considere novamente a planta ((11.1)):

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + w1 (1),

(11.4)
y(t) = Cx(t) +wa(t),

onde wy(t) € R" é o ruido do processo, w;(r) € R? é o ruido de medigao, w;(-) € R",
wa(+) € RP s@ao processos estocdsticos vetoriais (t > 0), e a condi¢ao inicial x(0) = xo € R”
¢ um vetor aleatorio.

Dizemos que um controlador da forma

u(t) = f(y(2).0< T<1)

¢ admissivel para o sistema quando f for linear em relagao a saida y e, para
qualquer condigao inicial x(0), a solu¢ao correspondente x(t) do sistema em malha-fechada
é Unica e esta definida para t > 0. O conjunto dos controladores admissiveis f é denotado
por Z.

Agora, introduzimos o funcional custo J: R" X F — [0, ] definido por

J(xo,f) = Jim E { /0 "0 ox() —|—u(t)’Ru(t)dt} , %ER", fe 7, (11.5)

onde Q >0, R>0, e x(t), t >0, é a tinica solugao do sistema em malha-fechada com o
controlador admissivel u(r) = f(y(7),0 < 7 <t) e a condigao inicial x(0) = xo. Dizemos que
um controlador admissivel f* € .# é 6timo em relacao ao funcional custo quando
f* minimiza no seguinte sentido:

e J(xp,f*) < oo, para todo xp € R";
o J(xo,f*) <J(x0,f), para todo xg € R", f € F.

Teorema 3 (LQG): Considere a planta ((11.4]) e o funcional custo . Suponha que
0 >0, R>0, (A,B) é estabilizavel e (A,D) é detectavel, onde Q = D'D com D € R7*".
Assuma que wi(+) € R" e wy(+) € R? sdo ruidos brancos nao-correlacionados com matrizes
de intensidade constantes V| > 0 e V, > 0, respectivamente, e que o vetor aleatdrio inicial
x(0) = xp € R" ¢ independente de wy(t) e wa(t), para todo + > 0. Suponha que (A,C) ¢é
detectével e (A,D) é estabilizavel, onde V; = D'D com D € R9*". Entao, a configuracao

controlador-observador

X(t) = (A— L*C)x(t) + Bu(t) + L*y(t),

u(t) = —K*x(t), (116)

¢ o tnico controlador 6timo de (11.5) quando a matriz de ganho K* (realimentacao)
é projetada independentemente de L* (observador) e dos ruidos wy(f),wy(¢) da seguinte

maneira (principio da separagao estocdstica):
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1. Encontre K* pelo LQR (veja o Lab 10) como se o estado x pudesse ser medido na,
realimentacao u = K*x, o funcional custo fosse J(xo, 9) = [y x(¢)'Ox(¢) 4+ u(t)'Ru(r) dt,
e a planta fosse deterministica, ou seja, wi(t) = wa(t) =0, t > 0. Mais precisa-
mente, determine a tnica solugao semidefinida positiva P > 0 da equacao algébrica
de Riccati

A'P+PA—PBR'BP+0=0,

e tome

-1
K*=R'B'P.

2. Encontre L* pelo Filtro de Kalman (veja o Teorema 2 acima). Mais precisamente,
determine a tnica solucao semidefinida positiva P, > 0 da equacao algébrica de

Riccati

AP+ PA'— PC'V; 'CP 4V, =0,

e tome

—1
L =PC'V, .

Obs 1: Nas hipdteses do teorema acima, assuma adicionalmente que wi(-), wa(:), xo
sao processos estocasticos Gaussianos. Em tal caso, denominamos o controlador étimo
de controlador quadratico linear Gaussiano (LQG — Linear Quadratic
Gaussian). Pode-se mostrar que o controlador LQG ¢é o tinico controlador 6timo do
funcional custo ([11.5) mesmo dentre controladores nao-lineares em relacao a y da forma
u(t) = f(y(T),O <1< t).

Obs 2: No Matlab, o comando 1qg determina as matrizes de ganho K* e L* do controlador
LQG.

Obs 3: O controlador LQG nao possui propriedades de robustez em malha-fechada
similares as do LQR.

Obs 4: A sintonia do ganho K de realimentacao pelo LQR e do Filtro de
Kalman deve levar em conta o compromisso entre desempenho dinamico do
sistema em malha-fechada, esforco de controle e atenuacao de ruido!

Obs 5: Em situagoes praticas, ha sempre a presenca de ruidos. Suponha que todos os
estados da planta podem ser medidos, ou seja, y =x+ws(t) (C=1). Teremos entdo a
presenca de ruidos no sinal de controle u(t) = —Kx(¢) e, dependendo de suas intensidades,
poderao resultar numa deterioracao do atuador e da planta, além de degradar o desem-
penho do sistema em malha-fechada. Portanto, mesmo quando todos os estados podem
ser medidos, ainda assim a configuragao controlador-observador com o Filtro de Kalman
podera exercer um papel crucial no desempenho do sistema em malha-fechada e na pre-
servacao do atuador e da planta, devido a atenuagao dos ruidos presentes no sinal de
controle u(t) = —Kx(t).
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11.4 Procedimentos

1. Considere o sistema massa-mola da Secao 5.5 do Lab 5. Assuma que as variaveis
de estado nao podem realimentadas e que os ruidos do processo wi(t) e de medicao
wy(t) possuem matrizes de intensidade V; = 0.00057 e V, = 0.001/. Repita novamente
as simulacgoes do Item 2 nos Procedimentos do Lab 6 para o problema de rastreamento
de referéncia com rejeicao de perturbagao, comparando em cada caso o desempenho do
sistema em malha-fechada (rastreamento, rejeigao, controle, erro de estimacao, estado
estimado) com o obtido pela utilizacao do ganho L* do Filtro de Kalman no estimador de
estado. Dica: para que wi(+) e wy(+) sejam nao-correlacionados, utilize valores diferentes
no campo Seed do bloco Random Number no Simulink.

Conclusao: H4 menos ruido no sinal de controle u = —Kx— K,,x,,, com o Filtro de Kalman
do que com o estimador de estado por alocacao de polos! No entanto, o sobressinal durante
o regime transitorio da rejeicao da perturbacao é maior com o Filtro de Kalman. Isto era
esperado? Justifique sua resposta. Dica: determine os polos de A — L*C.

2. Agora, considere o controlador LQG. Para isto, escolha Q =1>0e R=rl >0 (veja
o primeiro método da Obs 3 do Lab 10) com: r=0.01, r = 0.4, r =40. Compare o de-
sempenho obtido em malha-fechada (rastreamento, rejei¢ao, controle, erro de estimagao)
pelo LQG com o encontrado por imposicao de polos no item anterior, assumindo que:
x(0) =x(0) =0, polos de A, —B,K, em s = —1, e polos de A— LC em s = —2 (duas vezes
mais répido).

Conclusao: Para r = 0.4, obtivemos um melhor desempenho no rastreamento da refe-
réncia com rejeicao de perturbacao e um menor esforco de controle com o LQG do que
por imposicao de polos! E isto ainda foi alcancado com menos ruido no estado estimado
X e no sinal de controle u = —Kx — K,;,x,,!

3. Por fim, considere novamente o controlador LQG com r = 0.4 como acima, mas assu-
mindo que as intensidade nominais de V| e V, sao desconhecidas. Sintonize o Filtro de
Kalman de modo que o sobressinal méximo da saida y; devido a perturbacao nao ultra-
passe a amplitude de 4.35. Dica: escolha Vi =V =1>0e V, = rkaz =rpd >0, e varie
rri > 0 por tentativa e erro, mas nao se esquecendo de levar em conta o ruido resultante
no estado estimado e no sinal de controle (veja a Obs 3 da Segao 11.2 acima).
Conclusao: Sintonizamos uma configuragao controlador-observador para o problema de
rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao de um sistema multivariavel na
presenca de ruidos através da variacdo de 2 parametros reais: r (LQR) e rg (Filtro de

Kalman)!
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12 Controle Linear em Tempo Discreto
(Lab 12)

Objetivos: Vamos estudar sistemas em tempo discreto e o sistema digital equivalente
de uma planta linear em tempo continuo. Veremos que basicamente todos conceitos e
resultados ja abordados para sistemas lineares em tempo continuo permanecem validos
em tempo discreto (com as adaptagoes 6bvias): estabilidade, controlabilidade, observa-
bilidade, realimentacao de estado, estimador de estado, LQR, Filtro de Kalman, LQG,

ete.

12.1 Sistema Discreto Equivalente

Considere uma planta linear modelada por (n estados, m entradas, p saidas)

X =Ax+ Bu,

12.1
y=Cx. ( )

Suponha que a planta serd controlada por um computador. Seja Ty > 0 o periodo de
amostragem. A cada instante de amostragem t = kT, kK € N, um algoritmo programado
no computador determina o controle u[k] = u(kT;), e entdao ulk] é enviado ao conversor

D/A (ZOH). Desse modo, o controle aplicado na planta é constante por partes e dado por
u(t) =ulk], kT, <t < (k+1)T;,

para k € N. Vamos determinar na sequéncia o sistema efetivamente “visto” pelo compu-
tador a partir do conversor D/A nos instantes de amostragem t = kT (conversor A /D).

Relembre que:
t
x(1) = eMx(0) + / A0 Bu(7) dr.
0
Logo, para t = kT, temos:
kT
x[k] £ x(kTy) = &*%x(0) +/ A=) Bu(t)d.

0

Em particular, para t = (k+ 1)7;:

(k+1)T;
x[k+1] = eA(k+1)Tsx(0)+/ ANL=D) By (1) dt
0

KT
— AT {eAkTSx(O)%- / A= By(T)dt
0

/

—x[K]

+ (k+1>TfeA((k+1)Ts—f>Bu(T>dT'
kT
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Desse modo, fazendo a mudanga de variavel o = (k4 1)Ty — T na segunda integral acima
e utilizando o fato de que u(r) = u[k] para kT; <t < (k+ 1)T}, obtemos:

alk+1] = ' xlk] + ( /0 " e doc) Bulk] = Agx[k] + Bgulk],
=B,

y[k] £ y(KT;) = Cx(KT;) = Cx[K].

Concluimos assim que, ao aplicarmos uma entrada constante por partes u(t) via compu-
tador na planta, entdo, nos instantes de amostragem t = kT, o estado x[k] = x(kT) evolui

de acordo com a equagao a diferencas
x[k+ 1] = Agx[k] + Byulk],

e a saida y[k] = y(kTy) é determinada pela equagao algébrica

y[k] = Cxlk].
Denominamos
xlk+1] = Agx[k]+ Bgulk], (12.2)
vl = CxlA],
onde

T
Ay =D, Bd:(/ eAO‘da>B,
0

de sistema discreto equivalente da planta (|12.1]).

Obs 1: No Matlab, o comando c2d determina as matrizes A; e B; do sistema discreto

equivalente.
Obs 2: Pode-se mostrar que, se os polos (autovalores) da matriz A sdo s = py,...,p, € C,
entdo os polos de Ay sdo z =eP'ls ... ePrTs € C.

Obs 3: Nao ha na literatura uma metodologia geral para a especificacao do periodo de

amostragem Ty > 0. Um dos métodos é tomar (como primeira escolhal):

- 31y - 3
720 200pd
onde 7, = —1/py é a constante de tempo do polo desejado p; mais lento de malha-

fechada (no SPE!).

Na sequéncia, vamos tratar de sistemas em tempo discreto da forma

x[k+ 1] = Ax[k] + Bulk],
y[k] = Cxlk].
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12.2 Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Considere uma sistema linear em tempo discreto modelado por (n estados, m entradas, p

saidas)
x|k + 1] = Ax[k] + Bulk],

y[k] = Cx][k]. (12.3)

Fixada uma condigao inicial x[0] € R” e uma entrada u[k] € R™ k € N, pode-se mostrar a
que solucao correspondente x[k| e a saida associada y[k|, k € N, sdo dadas respectivamente

por

k—1

x[k] = A*x[0] + Y A* 1T Buj],

j=0
=9 [k—]]
k=1 —"——
ylk] = CA*x[0] + Y CA*1=/Bulj].
" =0

yolk] \ ~ v

Yesn [k] =9 [k} *”[k]

Logo, (12.3) é de fato um sistema linear (i.e. satisfaz o principio da superposic¢ao)!
Note que a propriedade de decomposigao também é vélida: ylk|] = yolk| + Yesn[k]-
Denominamos ¥ [k] = CA*B, k € N, de matriz resposta ao impulso do sistema.

Agora, aplicando a transformada 2 em ambos os lados de

x[k+ 1] = Ax[k] + Bulk],
ylk] = CxlA],

obtemos que

zX|[z] — zx[0] = AX[z] + BU [7],

Y[ = Cx[d,
onde
X[zl = X[z,  Xal2)) = Z{x[K]} = (L{xa K]}, ., L{xalk]}),
Ulzl = (Uilz],. .., Unlz]) = Z{ulk]} = (L{w K]}, .., L {unlk]})',
Y[zl = (Nlz,. ., Yple]) = Z (k) = (LK}, Lk}

Portanto, (zI —A)X|[z] = zx[0] + BU[z] e, assim,

X[z] = z(zf = A)~'x[0] + (2 — A)"'BU],
Y[z] = Cz(zl —A)~'x[0] + C(zf —A)~'BU[z].



234 Capitulo 12. Controle Linear em Tempo Discreto (Lab 12)

Mas, para k € N,

x[k] = A*x[0] + k;])AkljBu[ i,

= k—j]
k=l "
y[k] = CA*x[0] + CAM1=JBy[j]
ol -
0 N >

g

Yesn [k] =9 [k] *U [k} , COIm % [0} =0

Concluimos entao que:

Z Yz(zd —A)"} =A% keN,

=Glz] = Z{¥Yz]}
——~
Y[zl = Cz(z]—A)_lx[01+§(zI—A)_lB U[zl,
—Yol4 ~ Yeulk] = GIU[2]

onde

Glz] = Z{9[K]} e R =C(z1 —A)"'B|

¢ denominada de matriz de transferéncia do sistema. Logo, para x[0] =0 (condi¢oes

iniciais nulas), temos

Y[Z] =Yesn [Z] = G[Z]U[Z] .

Dizemos que y € C é um polo da matriz da transferéncia G[z] quando y é um polo
de algum elemento de G[z]. Assim, cada polo de cada elemento de G[z] é um polo da
matriz de transferéncia G[z]. Como os autovalores da matriz A sdo as raizes de det(A —
Al) = det(AI —A) =0, concluimos que todo polo da matriz de transferéncia G[z] ¢ um
autovalor da matriz A. No entanto, nem todo autovalor de A é um polo de G[z] devido
a possiveis cancelamentos polo-zero nos elementos de G[z].

Na sequéncia, vamos abordar estabilidade, controlabilidade, observabilidade, estabi-
lizacao por realimentacao de estado, observadores de estado, configuracao controlador-
observador, controlador LQR, Filtro de Kalman e controlador LQG para sistemas lineares
em tempo discreto. Veremos que os resultados sao analogos aos de sistema lineares em
tempo continuo.

Definicao (Estabilidade Interna): Assuma que u[k] =0, k € N (entrada nula). Dizemos
que a origem x° = 0 do sistema é estavel quando, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal
que

|x[0]|| < 0 = ||x[k]|| < €, para k € N.

Quando x° = 0 nao ¢ estavel, dizemos que x¢ = 0 ¢ instavel. Dizemos que x* =0 ¢
globalmente assintoticamente estavel do sistema quando x* =0 ¢é estavel e, além

disso, dada qualquer condicdo inicial x[0] € R, temos que limy_,o x[k] = limy_,.. A¥x[0] = 0.
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Definicao (Estabilidade Externa): Assuma que x[0] =0 (condicdo inicial nula). Di-
zemos que o sistema (12.3) ¢ BIBO (Bounded-Input Bounded-Output) estavel
quando, para qualquer entrada limitada u[k], k € N, temos que a resposta estado nulo
V[k] = Yesn|k] = 9 [k] xulk], k € N, é limitada. Quando o sistema nao é BIBO estével, di-
zemos que o mesmo ¢ BIBO instavel. Isto significa que existe ao menos uma entrada
limitada u[k], k € N, para a qual a resposta estado nulo y[k| = yesn[k] = 4 [k] % ulk], k € N,
nao é limitada.

Teorema 1: Considere um sistema da forma (12.3)). Entéo:

1. A origem x° =0 é instavel caso a matriz A possua algum polo (autovalor) fora do

circulo unitério (i.e. médulo maior que 1);

2. A origem x¢ =0 é globalmente assintoticamente estavel se e somente se a matriz A
possui todos os polos (autovalores) dentro do circulo unitério (i.e. médulo menor

que 1);

3. O sistema é BIBO estével se e somente se cada elemento Gjj[z] da matriz de
transferéncia G[z] é BIBO estavel, ou seja, todos os polos de Gl[z] estdao dentro do

circulo unitario.

Obs 1: Relembre que todo polo de G[z] é um polo (autovalor) da matriz A. Portanto:
(a) se G[z] possui algum polo fora do circulo unitario, entao o sistema ¢ BIBO instével e
x¢ =0 é um ponto de equilibrio instével; e (b) se todos os polos da matriz A estao dentro
do circulo unitario, entao o x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel e, além disso, o
sistema é BIBO estavel. No entanto, um sistema pode ser BIBO estavel mas x* =0 nao
ser globalmente assintoticamente estével (devido a cancelamentos polo-zero instéveis nos
elementos de Glz]).

Obs 2: Relembre que a solugao de x[k+ 1] = Ax[k] para a condigao inicial x[0] € R" é dada
por

x[k] = A%x[0], keN,

com

2 Yzz—A) ™ = 27 {ZAdj(zI — A) /det(zd —A)} = A¥, ke N.

Portanto, quanto mais afastados de z = 41 estiverem os polos da matriz A dentro do
circulo unitédrio, mais rapida serd a convergéncia da solucao x[k] para x¢ = 0.

Definicao: Dizemos que o sistema (|12.3)) é controlavel quando, para cada condigao
inicial xg € R" e cada estado final xy € R", existe uma entrada u: {0,...,N} — R™ tal que
a solugao x: {0,...,N} — R" do sistema para a condicao inicial x[0] = x¢ satisfaz x[N] = xy,
para algum inteiro positivo N. Isto significa que sempre podemos levar o sistema de todo
estado inicial para qualquer estado final desejado em tempo finito através de uma entrada

adequada. Dizemos que o sistema é nao-controlavel quando ele nao for controlavel.
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Definigao: Dizemos que o sistema é observavel quando, para todo estado inicial x[0] €
R" desconhecido, existe um inteiro positivo N tal que o conhecimento de qualquer entrada
aplicada ulk] € R™ e da saida correspondente y[k] € R” no intervalo de tempo {0,...,N} é
suficiente para determinar de maneira tinica o estado inicial x[0]. Dizemos que o sistema
é nao-observavel quando ele nao for observavel.

Teorema 2: Considere um sistema da forma (12.3)). Entéo:

1. O sistema ¢ controlavel se e somente se o par (A,B) é controlavel;
2. O sistema ¢é observavel se e somente se o par (4,C) é observavel.

Em particular, quando o sistema (|12.3]) é controlavel, sempre podemos encontrar uma
realimentagao de estado da forma u[k] = —Kx[k] (assumindo que todas as varidveis de
estado podem ser realimentadas/medidas) de modo que todos os polos do sistema em
malha-fechada

x|k + 1] = Ax[k] + Bu[k] = (A — BK)x[k]

sejam posicionados (arbitrariamente) dentro circulo unitério (e a origem x¢ =0 do sistema
em malha-fechada é globalmente assintoticamente estavel). E, quando o sistema ([12.3)) é

observavel, sempre podemos determinar a matriz de ganho L do observador de estadoE]
x|k + 1] = Ax[k] + Bulk| + L(y[k] — Cx[k]) = (A — LC)x[k] + Bu[k] + Ly[k],

de modo que todos os polos de A — LC sejam posicionados (arbitrariamente) dentro do
circulo unitario. Consequentemente, a dinamica do erro de estimagao e[k] = x[k] —x[k] é

dada por

elk+1] =xk+ 1] —x[k+1]
= (A—LC)e[k]

e, quando todos os polos de A — LC estao dentro do circulo unitario, temos que

lim e[k] = 0,

k—oo
para qualquer condigao inicial e[0] = x[0] —Xx[0].
Considere a seguinte configuragao controlador-observador para o sistema ((12.3)):
xlk+ 1] = (A — LC)x[k] + Bu[k] + Ly[k],
ulk] = —Kx[k].

Como matricialmente o sistema ([12.3)) em malha-fechada com a configuragao controlador-

observador acima ¢ exatamente o mesmo como em tempo continuo, também é valido em

1" Assim como no caso em tempo continuo, temos que y[k] = Cx[k] pode ser visto como uma estimativa

da saida y[k] = Cx[k]. Logo: x[k+ 1] = AX[k] + Bu[k] + L(y[k] — y[k]).
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tempo discreto o principio da separagao (deterministica): os polos de malha-fechada
sao a unido (com repetigao) dos polos de A — BK (realimentacao) com o polos de A — LC
(observador).

Agora, considere a planta (em tempo continuo) e o sistema discreto equivalente
. Os préximos resultados tratam da preservagao de controlabilidade e observabili-
dade entre os dois sistemas.

Teorema 3: Se a planta (em tempo continuo) ([12.1)) ndo é controldvel (respectivamente,
observavel), entao o sistema discreto equivalente nao é controlavel (respectivamente,
observavel) para qualquer periodo de amostragem T > 0.

Teorema 4: Se a planta (em tempo continuo) (12.1)) é controldvel (respectivamente,
observavel), entao o sistema discreto equivalente serd controldvel (respectivamente,

observavel) quando o periodo de amostragem Ty > 0 satisfizer, para i, j=1,...,n:
Im(p; — pj)| # 2mnm/T;, para m=1,2,..., sempre que Re(p;) = Re(p;),

onde p; séo os polos da matriz A da planta (12.1)).

Isto significa que o sistema discreto equivalente pode perder controlabilidade/observabilidade
por uma escolha inadequada do periodo de amostragem!

Os conceitos de estabilizabilidade e detectabilidade para sistemas em tempo discreto
sao analogos aos que vimos para sistemas em tempo continuo, pois as decomposigoes
canonicas e os teoremas apresentados na Segao 2.10 da Teoria permanecem validos (com
as adaptagoes dbvias, e.g. trocar x por x[k+ 1], > 0 por k € N, etc).

A préxima segao trata do LQR, Filtro Kalman e LQG em tempo discreto.

12.3 Controle de Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Teorema 1 (LQR): Considere o sistema e o funcional custo
J(x0,9) = ), x[k]'Ox[k] + ¢ (x[k])'R¢ (x[k]) (12.4)
k=0
= ix[k]'Qx[k] +ulk]'Rulk], xo€R", ¢ € P,
k=0

onde x[k] é a solucao correspondente do sistema em malha-fechada para a condigao inicial
x[0] = xp € R" e realimentagao de estado ulk] = @[k, k € N. Suponha que Q >0, R > 0,
(A,B) é estabilizavel e (A,D) é detectavel, onde Q = D’'D com D € R¥*". Seja P* >0 a

unica solucao semidefinida positiva da equacgao algébrica de Riccati discreta
P=A'PA—A'PB(BPB+R)'BPA+Q.
Entao, a realimentacao de estado linear

w'lk] = —K*x[k] = — (B’P*B+R)*IB’P*4x[k]

(.

%
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¢ a Unica realimentacao 6timaE| de ((12.4), e os polos de
A—BK*=A—B(B'P'B+R)"'B'P*A

(sistema em malha-fechada) estdo dentro do circulo unitdrio. Denominamos u*[k] =
—K*x[k] de regulador quadrético linear (LQR — Linear Quadratic Regulator).

Obs: No Matlab, o comando dlqr determine a matriz de ganho K* do LQR em tempo
discreto. Para a escolha de Q>0 e R> 0, veja a Obs 3 do Lab 11.

Teorema 2 (Filtro de Kalman): Considere o sistema linear em tempo discreto (n

estados, m entradas, p saidas)

x[k+ 1] = Ax[k] + Bu[k] 4+ w1 [k],

(12.5)
y[k] = Cxl[k] + w2 k],

com uma dada entrada deterministica ulk] € R”, k € N. Suponha que vi[k] € R" e
nlk] € R?, k € N, sao ruidos brancos nao-correlacionados com matrizes de intensidade
constantes V| > 0 e V, > 0, respectivamente, e que o vetor aleatério inicial x[0] = xp €
R" ¢ independente de wi[k] e walk], kK € N. Assuma que (A,C) é detectével e (A,D) é
estabilizavel, onde V| = D'D com D € R, Seja P* > 0 a unica solucao semidefinida

positiva da equacgao algébrica de Riccati discreta
P=APA' —APC'(CPC' +V,) " 'CPA’ + V.

Entao,
L* =APC/(CPC'+V,) !

é uma matriz de ganho 6tima para o estimador de estado linearﬂ

xk+ 1] = (A — LC)x[k| + Bulk] 4 Lylk]
e os polos de

A—L*C=A—APC'(CP'C'+V,) " IC
estao dentro do circulo unitario, com

elk+1]=(A—-L*C)elk], [0] =x;—x][0],

onde Xg = E{x[0]} é a média de x(0) e e[k] = E{e[k]} a média do erro de estimagao no
instante k > 0. Além disso, Er+ = tr[P*]. Denominamos o estimador de estado li-
near étimo com L = L* = AP*C'(CP*C' +V,)~! de Filtro de Kalman (Preditivo em

Regime Permanente).
2

Ressaltamos que u*[k] = —K*x[k] = ¢*(x[k]) é étima no sentido de que J(xp,9*) < oo e J(xg,0*) <
J(xp,9) para todo xg €R" e ¢ € @, onde P é o conjunto das realimentagdes admissiveis, ou seja, das
realimentagoes u = ¢(x) tais que ¢: R" — R” é continua, ¢(0) =0, e em que a origem do sistema em
malha-fechada correspondente seja globalmente assintoticamente estavel.

Dizemos que um ganho L é admissivel quando os polos de A — LC estao dentro do circulo unitério, e
lim,_, E{€’[k]e[k]} = EL € R é finito e independe de e[0]. Assim, L* é 6tima quando for admissivel e
E;. < Ej < para qualquer outra escolha de ganho L admissivel. Além disso, as Obs 1 a 4 da Segao
11.2 do Lab 11 permanecem vélidas em tempo discreto (com as adaptagoes dbvias).
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Obs: Nas hipdteses do teorema acima, assuma adicionalmente que wi(-), wa(-), xo s@o
processos estocasticos Gaussianos. Entao, pode-se mostrar que o Filtro de Kalman ¢
um estimador de estado 6timo mesmo dentre estimadores nao-lineares que determinam
uma estimativa x[k| de x[k] a partir de y[t],u[t], para 0 <7 <k—1.

Teorema 3 (LQG): Considere o sistema e o funcional custo J: R” X F — [0, ]
dado por

N
Z x[k]' Ox[k] + u[k]) Ru[k] dt} , x€eR" feZF, (12.6)
k=0

J(xo,f) aggr;E{

onde Q >0, R> 0, x[k], k € N, é a solucao do sistema em malha-fechada com o controlador
admissivel ulk] = f(y[7],0 <7 <k) e a condigao inicial x(0) = xp, e .F ¢é conjunto das
realimentagoes admissiveis, ou seja, das realimentacoes ulk] = f (y[T],O <1< k) tais que
f € linear em relacao a saida y. Suponha que Q >0, R >0, (A,B) é estabilizdvel e (A,D)
é detectdvel, onde Q = D'D. Assuma que wilk] € R" e wylk] € RP, k € N, sao ruidos
brancos nao-correlacionados com matrizes de intensidade constantes V; >0 e V5, > 0,
respectivamente, e que o vetor aleatério inicial x[0] = xp € R” é independente de wy[k] e
wa[k], k € N. Suponha que (A,C) ¢ detectdvel e (A,D) é estabilizavel, onde V; = D'D com

D € R7*", Entao, a configuracao controlador-observador

X[k +1] = (A — L*C)x[k] + Bul[k] 4+ L*y[k],

] = —K*SIH], (12.7)

¢ 0 tinico controlador 6timo|ﬂ de (12.6) quando a matriz de ganho K* (realimentacao)
é projetada independentemente de L* (observador) e dos ruidos wy[k],w;[k] da seguinte

maneira (principio da separagao estocdstica):
1. Determine K* como no LQR (Teorema 5 acima);
2. Determine L* como no Filtro no Kalman (Teorema 6 acima).

Obs 1: Nas hipdteses do teorema acima, assuma adicionalmente que wi(-), wa(-), xo
sao processos estocasticos Gaussianos. Em tal caso, denominamos o controlador étimo
de controlador quadratico linear Gaussiano (LQG — Linear Quadratic
Gaussian). Pode-se mostrar que o controlador LQG é o tinico controlador étimo do
funcional custo ([11.5) mesmo dentre controladores nao-lineares em relacao a y da forma
ulk] = f(y[t],0<T<k—1).

Obs 2: A sintonia do ganho K de realimentacao pelo LQR e do Filtro de
Kalman deve levar em conta o compromisso entre desempenho dinamico do

sistema em malha-fechada, esfor¢co de controle e atenuagao de ruido!

4 Dizemos que um controlador admissivel f* € .% é 6timo em relacio ao funcional custo ((12.6)) quando

J* minimiza (12.6) no seguinte sentido: J(xo, f*) < e e J(xo, f*) < J(xo, [f), para todo xo € R", f € F.
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Obs 3: Em situagoes praticas, ha sempre a presenca de ruidos. Suponha que todos os
estados da planta podem ser medidos, ou seja, y =x+wy[k] (C =1). Teremos entao a
presenga de ruidos no sinal de controle u(t) = —Kx[k] e, dependendo de suas intensidades,
poderao resultar numa deterioracao do atuador e da planta, além de degradar o desem-
penho do sistema em malha-fechada. Portanto, mesmo quando todos os estados podem
ser medidos, ainda assim a configuracao controlador-observador com o Filtro de Kalman
podera exercer um papel crucial no desempenho do sistema em malha-fechada e na pre-
servacao do atuador e da planta, devido a atenuagao dos ruidos presentes no sinal de
controle ulk] = —KXxlk].

12.4 Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares em Tempo

Continuo

Os préximos dois resultados mostram como podemos estabilizar um ponto de equilibrio
de um sistema nao-linear em tempo continuo através de um computador. O algoritmo de
controle a ser implementado no computador é determinado pelo sistema discreto equiva-
lente correspondente ao sistema linearizado associado.

Teorema 1: Seja (x°,u®) € D x R™ um ponto de equilibrio do sistema nao-linear em tempo
continuo x = f(x,u). Escolha um periodo de amostragem Ty > 0 qualquer, e considere a

equacao de estado do sistema digital equivalente correspondente ao sistema linearizado

associado
T,
xslk+1] = Agxslk] + Bauslk], Ag=e", By = ( / eA“doc) B,
0
onde 3 3
Azx(x ul), Bzﬁ( u’).

Suponha que o par (A4,By) é controlavel /estabilizével, e escolha uma matriz de ganho Ky
de forma que todos os polos de A; — B4K,; estejam dentro do circulo unitario. Entao, a

realimentacao linear de estado
uglk] = —Ky(x[k] —x°) +u®, com x[k] = x(kTy),

soluciona o problema de estabilizagao, ou seja, x¢ € D é um ponto de equilibrio assintoti-

camente estavel do sistema em malha-fechada controlado por computador

x=fxu)),
u(t) = uglk] = —Ky(x(kTy) —x°) +u®, kT, <t < (k+1)T;.

Obs: O algoritmo de controle a ser implementado no computador é dado por:

1. Leia x; = x(kTs) (conversor A/D — amostrador);
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2. Calcule uy = —Ky(xg —x°) +u®
3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);
4. Espere até completar Ty segundos e volte ao Passo 1.

Teorema 2: Seja (x¢,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do sistema nao-linear em tempo

continuo

Escolha um periodo de amostragem Ty > 0 qualquer, e considere a equacao de estado do

sistema digital equivalente correspondente ao sistema linearizado associado

xg[k—f—l] :AdX5[k]—|—Bdu5[k], Ay :eATs, B, = (/OTseAada> B,
vs[k] = Cxs[k],

onde 3 3 o
Aza(x,u), BZEOC,M )7 C:$<X)

Suponha que (Ag,By) ¢é controlavel/estabilizavel e que (A4,C) é observavel/detectavel.
Escolha K; e L; de forma que todos os polos de A; — B;K; e Ay — LiC estejam dentro do

circulo unitario. Entao, a configuracao controlador-observador linear

Xalk+1] = (Ag — LyC) (x4 [k] — x°) + Ba(uglk] — u®) + Ly (y[k] — h(x)) 4 x°,
uglk] = —Kq(xXq[k] —x) +u®, com y[k] = y(kTy),

soluciona o problema de estabilizagao, ou seja, x* = (x¢,x¢) € D x R" é um ponto de equi-
librio assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada controlado por computador

com vetor de estado X = (x,X) € D x R™:

X = fx,u)),

Xalk+1] = (Ag — LaC) (Xa[K] — x°) + By (uglk] — u€) + La (y[k] — ~(x)) +x°,
u(t) = ualk] = —Ky(RK]| = x) +uf, KT, <1< (k+ DT,

y = h(x).

Obs 1: O algoritmo de controle a ser implementado no computador é dado por:
1. x; = Xx(0) (inicializagdo — condigao inicial do observador de estado);
2. Calcule uy = —Ky(x; — x°) + u;

3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);
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4. Leia yg = y(kTy) (conversor A/D — amostrador);

5. Calcule Xpy1 = (Ag — LyC) (X — x¢) 4+ By (ug — u®) + Lg(yx — h(x¢)) 4+ x°;
6. Atualize X = X1 1;

7. Espere até completar T; segundos e volte ao Passo 2.

Note que, quanto menor for o periodo de amostragem Ty > 0, maior serd o custo com-
putacional envolvido, e maior a possibilidade de acumulacao de erros numéricos devido a
precisao numérica finita nos computadores. Além disso, o custo computacional é propor-
cional a ordem n da planta em decorréncia do calculo do controle e do estado estimado.
Relembramos que restrigdes técnicas nos conversores A/D e D/A impoem um valor mi-
nimo 75, . para Ty, de modo que devemos ter Ty > T . . Por outro lado, como a planta
esta em malha-aberta entre os instantes de amostragem, T; também nao deve ser muito
grande na pratica.

Obs 2: A escolha do periodo de amostragem Ty > 0 pode afetar o tamanho da regiao de
atragao do ponto de equilibrio x¢ = (x¢,x°) de malha-fechada. Concluimos, assim, que a
escolha de T e dos polos de malha-fechada deve levar em conta o compromisso
entre desempenho dinamico do sistema em malha-fechada, esforco de controle

e tamanho da regiao de atracao (e atenuagao de ruido)!

12.5 Filtro de Kalman

Considere uma planta linear modelada por (n estados, m entradas, p saidas)

x[k+ 1] = Ax[k] + Bu[k] 4+ w1 [k],

(12.8)
y[k] = Cx[k] +wa k],

onde a entrada ulk] é deterministica, wi[k] € R" ¢ o ruido do processo, wy[k] € R? é
o ruido de medigao, wi[-| € R" w;[| € R? sdo processos estocésticos vetorais, k € N, e
a condicao inicial x(0) = xp € R" é um vetor aleatério. Nosso objetivo é determinar, para
cada k > 0, uma estimativa 6tima x[k] de x[k] a partir de {u[0],...,ulk—1],y[0],...,y[k—
1],y[k]} (note que a saida atual y[k] é incluida!) no sentido de minimizarmos o erro

médio quadratico no instante k, ou seja, o erro médio quadratico satisfaz

E{(x[k )?[k) (x[k] —x[k]) } SE{(x[k]—z[k])/(x[k]—z[k])}, para todo k € N,

onde z[k] é qualquer outra estimativa (linear ou nao-linear!) de x[k] a partir de {u[0],... ulk—
1],3[0],...,y[k — 1], y[k]}.

Obs: Relembre que, no Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente que vimos

no Teorema 2 da Secao 12.3 acima, garantimos somente a minimizacao do erro médio

quadrético assintético, ou seja, quando k — oo. Além disso, a estimativa x[k| de x[k] nao
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levava em conta a saida atual y[k], mas apenas as anteriores y[0],...,y[k — 1], justificando
assim o termo “preditivo’f]

O préximo resultado estabelece que o Filtro de Kalman (variante no tempo) é um
estimador 6timo:
Teorema (Filtro de Kalman): Considere o sistema linear ((12.8]), onde a entrada u[k] é
deterministica, k € N. Suponha que wilk] € R" e wy[k] € R?, k € N, sdo ruidos brancos
Gaussianos nao-correlacionados com matrizes de intensidade constantes Vi >0e V, >0,
respectivamente, e que o vetor aleatdrio inicial x[0] = xg € R” é Gaussiano e independente
de wilk] e walk], k € N. Assuma que (A,C) é detectavel e (A,D) é estabilizdvel, onde
Vi =D'D com D € R?*". Sejam xp = E{x[0]} (média inicial, correspondente ao valor
esperado de x[0]) e Py = E{(x[0] —X) (x[0] —)_co)/} > 0 (variancia inicial, correspondente
a incerteza sobre x[0]). Escolha xp € R", 0 < Py € R™" e considere o seguinte estimador

de estado variante no tempoE]7 denominado de Filtro de Kalmarﬂ
P0]=Py >0, x[0]=Xxp (inicializagao),
P [k+1] =AP[kA"+V; >0,
Lik+1] = P k+1]C (CP [k +1]C"+ V),
%[k + 1] = AZ[k] + Bulk] + L[k + 1] (y[k+ 1]~ C(AS[K] + Bulk]) )
= y[k+1]
Plk+1]=(I-Lk+1]C)P [k+1] >0 (atualizacdo).

Considere o erro de estimacao e[k] = x[k] — Xx[k] no instante k € N, e sejam e[k] = E{e[k|}
e Qlk] = E{(e[k] —e[k]) (e[k] —E[k])/} >0 a média e a variancia de e[-] no instante k € N,

respectivamente. Entao:

1. O erro de estimagao elk| satisfaz a seguinte equacao de estado variante no tempo
para todo k € N:

elk+1] = (A—L[k+1]CA)e[k] + (I — L[k + 1]C)wi [k] — L[k + 1]wa[k+ 1], [0] = x[0] —

(12.9)
2. Para qualquer escolha inicial P[0] = Py > 0, temos que

lim P~ [k+1] = P, >0,

k—ro0
lim Lk +1] £ Lo, = P.C'(CP.C V),
—>00
0 < lim P[K] £ P.=(I-LC)P; <P,
—>00

> Dizemos que uma estimativa x[k] de x[k] é: (a) uma predigdo quando x[k] leva em conta as safdas

passadas y[0],...,y[k—1]; e (b) uma filtragem quando x[k] leva em conta as saidas passadas e também

a atual, ou seja, y[0],...,y[k— 1],y[k].

Note que, na equagio de estado de x[k], a matriz de ganho L[k + 1] depende do tempo k, apesar das

matrizes A,B,C em serem constantes.

" Quando wy =w, =0, temos y[k+ 1] = Cx[k+ 1] = C(Ax[k] + Bu[k]). Assim, uma estimativa razodvel
para saida no instante k+ 1 é dada por y[k+ 1] = C(Ax[k] + Bu[k]).

~

X0-
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eospolosdeA—L.CA=A—P_C (CP; C'+ V2) ~1CA estio dentro do circulo unitério,
onde P > 0 ¢ a tinica solucao semidefinida positiva da equagao algébrica de Riccati

discreta da Secao 12.3 acima:
P=APA' —APC'(CPC' +V»)~'CPA’ + V. (12.10)

Isto significa que P, Lw,Pw independem de Py > 0 (e também de xp)! Além disso,
dado qualquer Py > 0, temos que a média e[k] do erro de estimacao satisfaz a seguinte

equagao de estado variante no tempo para todo k € N (relembre que E{w[k]} =
E{wa[k]} =0):

elk+1] = (A—L[k+1]CA)e[k], [0] =x)— X0,

e a origem ¢ =0 é globalmente uniformemente assintoticamente estévelﬁ. Em
particular, e[k] = 0 para todo k € N quando escolhemos Xy = Xy, e a origem e =0 de
é globalmente uniformemente assintoticamente estavel (estabilidade
interna, ou seja, para w; =w, =0) e BIBO estzive]ﬂ (estabilidade interna, ou seja,

e[0] = 0), para qualquer escolha de Py > 0.

3. Suponha que Xy = Xy, Py = Py (situagao ideal). Entdo, o Filtro de Kalman acima

fornece uma estimativa 6tima x[k| de x[k] a partir de {u[0],...,ulk—1],y[0],...,y[k]},
com PJk] = Q[k] = E{e[k]¢/[k]} para todo k € N. Em particulai}

E{e/[Ke[k]} = tr(P[k]), k€N,

e o erro médio quadrético assintético do Filtro de Kalman acima satisfaz (como era

de se esperar!)
0< klim E{e'[kle[k]} = tr(P») < tr(Py) = E+ €R,
—»00

onde Ej+ < o é 0 erro médio quadratico assintotico do Filtro de Kalman Preditivo
Regime Permanente do Teorema 2 da Secao 12.3 com o ganho 6timo L*. Além
disso, se E[k] = x[k] —z[k] é o erro de estimagao de qualquer outro filtro (linear ou
nao-linear!) que determina uma estimativa z[k] de x[k] a partir de {u[0],...,ulk —
1],y[0],...,y[k]}, entdo E{e [kle[k|} < E{&'[k]E[k]} para k € N e, consequentemente:

0.< tr(Px) = lim E{¢/[Hek]} < lim E{'ME[K]} < o=

10

Isto significa que: (i) dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||e[ko]|| < 6 = ||e[k]|| < €, para todo k > ko e
qualquer instante inicial ky € N; e (b) dada qualquer condigao inicial elkg] € R” no instante inicial
ko € N, tem-se que limy_,ee[k] = 0 uniformemente em ko, ou seja, dado € > 0, existe k € N tal que
|e[k]|| < &, para todo k > k+ko e qualquer condigdo inicial €[kog] € R” em um dado instante inicial
ko € N. O fato de e =0 ser globalmente uniformemente assintoticamente estdvel nao decorre do fato
da matriz A — L[k + 1]JCA ter todos os polos dentro do circulo unitédrio para todo k € N. Alids, como a
matriz A — L[k + 1]CA é variante no tempo, nao hé sequer o conceito de polo do sistemal
A BIBO estabilidade de segue do fato de limy_,eo L[k + 1] = Leo, € também do Teorema 4.11, p.
156, do livro do Khalil, e da p. 140 do livro do Chen.

Utilizamos aqui a Afirmagao 2 acima, e relembramos as seguintes propriedades: E{e[k|e'[k]} =
elk]e'[k] + Q[k], E{e'[k]e[k]} = &'[k]e[k] + tr(Q[k]) = tr(E{e[k]e[k]}).



12.5. Filtro de Kalman 245

ou seja, o Filtro de Kalman também minimiza o erro médio quadratico assin-

tdotico!

Obs 1 (Situagao Pratica): Na pratica, sempre havera incertezas no modelo da
planta. Assim, em , o ruido do processo w; procura incorporar também incertezas na
equacao de estado da planta, e o ruido de medicao w, tem como objetivo capturar também
incertezas no sensor de saida. Consequentemente, é comum nao conheceremos os valores
reais de X (média inicial), Py (variancia inicial) e nem as intensidades constantes nominais
ypominal ¢ Rnxn ¢ ynominal ¢ RPXP de wy[-] € R" e wy[-] € RP, respectivamente. Em tal caso,
devemos buscar sintonizar o Filtro de Kalman de modo a se alcangar um compromisso
razoavel entre rapidez de estimagao e atenuagao de ruidos através da variacao de xg, Py > 0,
Vi >0,V, > 0no Filtro de Kalman. Ressaltamos, no entanto, que apesar da origem e =0 de
ser globalmente uniformemente assintoticamente estavel com tais variagoes, o Filtro
de Kalman resultante nao sera 6timo! De fato, nao estaremos utilizando as intensidades
nominais Vf"mmal > O,Vf"mmal > 0 dos ruidos e nem os valores reais de Xy, Py no Filtro
de Kalman. Consequentemente, o Filtro de Kalman projetado sera subétimo! Uma
pratica usual é considerarmos que Py = /1130, Vi =rV| e Vo = rnV, no Filtro de Kalman,
onde 136 >0, V; >0, V, >0 estao fixadas e A,r1,7 > 0 sdo os parametros de projeto a
serem variados com o objetivo de se atingir um bom compromisso. Por simplicidade, é
comum se escolher on, V1,V5 como matrizes diagonais. Como primeira tentativa, é natural
escolhermos: Py=0ou Py=1, Vi =00uV, =1, e V, =I. Uma regra pratica bastante
usual é escolhermos Py =1 ¢ A > 0 relativamente grande com o intuito de se acelerar
o regime transitorio inicial do erro de estimagao.

Obs 2 (Simulagoes): No Simulink, o bloco “Kalman Filter” implementa diretamente o
Filtro de Kalman.

Obs 3 (Forma de Joseph): Pode-se mostrar que

Plk+1]= (I-Lk+1]C)P” [k+1]
= (I-Lk+1]C)P"[k+1](I — L[k + I]C)/-l-L[k-i- 1W,L'[k+1] (forma de Joseph).

Assim, vemos pela forma de Joseph que P[k+ 1] > 0 para k > 0, pois P[0] =P >0, V; >0,
V> > 0. A primeira forma Plk+ 1] = (I — L[k+1]C) P~ [k+ 1] é mais utilizada na prética do
que a forma de Joseph por envolver menor esfor¢o computacional. No entanto, a forma
de Joseph é mais estdvel e robusta numericamente para que P[k+ 1] € R"*" seja de fato
uma matriz simétrica definida positiva.

Obs 4 (Aspectos Computacionais): Note que P~ [k+ 1], L[k+ 1], P[k+ 1] s6 dependem
da escolha inicial P[0] = Py > 0 e, portanto, podem a principio ser determinadas off-line
e entao armazenados em meméria com o objetivo de se reduzir a esforgo computacional
de implementacao do Filtro de Kalman (mas com um maior custo de armazenamento,
obviamente). Como as matrizes Py, Le, Po podem também ser obtidas off-line pela

equagao algébrica de Riccati discreta ((12.10)), uma alternativa pratica é considerar que
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P lk+1]=P5, Lk+1] = L, Plk+1] = P, para k >k, onde k € N é suficientemente
grande, de modo que apenas um nimero finito destas matrizes precisa ser determinado e
armazenado.

Obs 5 (Filtro de Kalman em Regime Permanente): Suponha que no Filtro de
Kalman substituimos L[k + 1] por L. na equacdo de estado de x[k]. Obtemos, assim, o

Filtro de Kalman em Regime Permanente:
7+ 1] = AT + Bulk] + Lo (y[k+ 1] = C(A%[k] + BulK]) ), %[0] = 5,

onde L., = P, C’ (CPOZ (o —|—V2)71 e P_ >0 ¢ a tnica solucao semidefinida positiva da equa-
¢ao algébrica de Riccati discreta ((12.10f). Pelo teorema, temos que:

)

[k+1] = (A — LoCA)e[k] + (I — LoC) w1 [k] — Lewa [k + 1],  €[0] = x[0] — X0,
elk+1] = (A—LoCA)elk], 2[0] =xo—xo,

e os polos de A — L.CA estao dentro do circulo unitério@. Note que estas equacoes de
estado sao invariantes no tempo. Ressaltamos que o Filtro de Kalman em Regime
Permamente nao é um estimador 6timo, ou seja, nao determina uma estimativa
6tima x[k| de x[k] a partir de {u[0],...,ulk—1],y[0],...,y[k]}!

Obs 6 (Principio da Separagao): Veremos agora que o principio da separa¢ao perma-
nece valido com o Filtro de Kalman. Suponha que o sistema é estabilizavel e que
as hipéGteses do teorema acima estao satisfeitas. Seja u[k] = —Kx[k] uma realimentagao tal
que os polos de A — BK estejam dentro do circulo unitario. Primeiramente, considerare-
mos o Filtro de Kalman em Regime Permanente (invariante no tempo). Temos entao a

seguinte configuracao controlador-estimador:

Zlk+ 1] = AT[k] + Bulk] + Loo (y[k+ 1] — C(AS[K] —i—Bu[k])),
ulk] = —Kz[K].

Como a saida de ([12.8)) é y[k] = Cx[k] +wa k], temos que

k4 1] = Cx[k+ 1]+ wa[k + 1] = CAx[k] + CBulk] + Cw [k] + wa [k + 1].

1 Sejam M,N € R™" matrizes quadradas. Pode-se mostrar que MN e NM possuem o mesmo conjunto

de autovalores (com repeti¢ao). Consequentemente, como P, = P* >0 é a tinica solugio semidefinida
positiva da equagao algébrica de Riccati discreta , concluimos que a matriz A —L*C = A [I —
P*C'(CP*C' +V»)~'C] do Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente (veja a Se¢do 12.3) e a
matriz A — L.CA = [IfP;C’(CP;C’ +V2)_1C]A do Filtro de Kalman em Regime Permanente possuem
o mesmo conjunto de polos (com repetigdo)! Em particular, se Vi = r V) e Vo = rV,, com ry,rp >0,
entdo os polos de A — LoCA s6 dependem do quociente r = ry/r;. Desse modo, sempre podemos
considerar que r; = 1 no Filtro de Kalman em Regime Permanente.
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Portanto, o sistema ((12.8) em malha-fechada é dado por:

x[k+ 1] = Ax[k] + Bu[k] 4+ w1 [k] = Ax[k] — BKx[k] + w1 [K],
7+ 1] = AT + Bulk] + Lo (vl + 1] = C(AFIK] + Bu[K]) )
— ARIK] + Bulk] + Lo, (CAx[k] +CBulk] + Cw [k] + wa [k + 1] — C(AZ[K] +Bu[k])>

= LoCAx[k] + (A — BK — LCA)x[k] + LsCw1 [k] + Leowy [k + 1].
Mudando as coordenadas de X = (x,X) para z = (x,e) = (x,x —X), obtemos que:

x[k+ 1] = (A — BK)x[k] + BKe[k] + w1 [K],
elk+1] = (A— LwCA)e[k] + (I — LuC) w1 [k] — Loows [k + 1]

(e recuperamos assim a primeira afirmagao do teorema). Concluimos entao que o princi-
pio da separagao permanece valido, ou seja, os polos de malha-fechada sdo a uniao (com
repeticao) dos polos de A—BK com os polos de A — LCA, e a origem x = (0,0) do sistema
em malha-fechada é globalmente assintoticamente estavel (estabilidade interna, ou seja,
para w; = wy = 0). Ao considerarmos as médias X[k|,e[k] de x[k],e[k], respectivamente,
temos (relembre que E{wjk|} = E{w;[k]} = 0):

X[k + 1] = (A — BK)x[k| + BKe[k],
elk+1] = (A — LoCA)e[k].

Agora, considere o Filtro de Kalman (variante no tempo). Temos entdo a seguinte

configuracao controlador-estimador:

%[k + 1] = AS[k] + Bulk] + L[k + 1] (y[k+ 1] — C(A%[K] +Bu[k])),
ulk] = —K[K].

Por ([12.9), em malha-fechada temos que:

x|k + 1] = Ax[k] + Bu[k] + wi [k] = Ax[k] — BKX[k] + w1 [k] = (A — BK)x[k] + BKelk] + wy [k],
elk+1] = (A—Lk+1]CA)elk| + (I — L[k + 1]C)wi [k] — L[k + 1]wa[k+ 1], [0] = x[0] —Xo.

Analisaremos a estabilidade interna (i.e. w; =wy =0). Como e =0 é globalmente unifor-
memente assintoticamente estavel na segunda equagao de estado, temos que limy_,., e[k] =
0. Vendo entao e[k] como entrada na equagao de estado de x[k] e usando o fato de que
todos os polos de A — BK estao no dentro do circulo unitario, é possivel mostrar que a
origem x = (x,x) = (0,0) do sistema em malha-fechada é globalmente uniformemente as-
sintoticamente estavel (e, portanto, o sistema em malha-fechada é também BIBO estével).

Desse modo, o principio da separagao continua valido, pois o projeto do ganho K de
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realimentagao e da matriz de ganho L[k + 1] variante no tempo do Filtro de Kalman que
estabilizam a malha-fechada sao realizados de maneira independente. No entanto, ressal-
tamos que nao ha o conceito de polos de malha-fechada! Além do mais, ao considerarmos

as médias, temos:

x|k + 1] = (A — BK)x[k| + BKe[k],
elk+1] = (A—L[k+1]CA)elk].

Por fim, ressaltamos que: a sintonia do ganho K de realimentacao e do Filtro de
Kalman deve levar em conta o compromisso entre desempenho dinamico do

sistema em malha-fechada, esforco de controle e atenuacao de ruido!

12.6 Sistema Discreto Equivalente de Sistemas Lineares com Ruido

Considere uma planta linear em tempo continuo com ruido modelada por (n estados, m
entradas, p saidas)
x:Ax—i-liu-i—wl(t), (12.11)
y=Cx+wy(t),
onde wi(t) € R" e wp(r) € RP, t > 0, sao ruidos brancos nao-correlacionados com matri-
zes de intensidade constantes V; >0 e V, > 0. Sejam Xy = E{x(0)} e Py = E{(x(0) —
%0) (x(0) —)_co)/} >0 a média e a variancia do vetor aleatdrio inicial x(0) =xg € R", respec-
tivamente. Escolha um periodo de amostragem 7y > 0. Pode-se mostrar que o sistema

discreto equivalente é dado por:

k1] = Agxlk]+ Baulk] +wi[k],

(12.12)
y[k] = Cx[k]+walk],

onde:
Ty
Ag=e'l, By = (/ eAO‘doc) B,
0

(k+1)T,
k= [ A (o) da,

KT
w [k] = wy (kTy).

Além disso, wilk] € R" e wplk] € RP, k > 0, sdo ruidos brancos nao-correlacionados com

matrizes de intensidade constantes dadas por

(N
Vi = / AVt Yda > 0,
0

1 ~
Vo= —V5>>0,
2 T2

N

(12.13)

respectivamente. A média e variancia inicial ndo sao alteradas, ou seja: x[0] em k =0

possui média Xo = E{x(0)} e variancia Py = E{ (x(0) —Xo) (x(0) —io)/}. Ressaltamos que V)
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pode nao ser uma matriz diagonal mesmo quando v, for diagonal. No entanto, V, sempre

sera diagonal quando V, for diagonal. Para T; = 0, temos as seguintes aproximacoes:

T
Ag= AT 2[4 TA, &Fz(/ é”da)B%Iw,
o W0 1. (12.14)
w:/emw&%wzmm Va=—Va.
0 s

Assim, a intensidade V) é multiplicada por T, e V, é dividida por Tg.
Obs (Aplicacao do Filtro de Kalman em Sistemas Nao-Lineares em Tempo
Continuo via Sistema Linearizado): Considere o seguinte sistema nao-linear em

tempo continuo com ruido

X = fx,u) +wi(t),
y = hix) +wa(r),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle, e
f:DxR" = R* h: D— RP sdo de classe C!. Assuma que wy(t) € R" e wo(t) € RP, t >0, sido
ruidos brancos Gaussianos nao-correlacionados com matrizes de intensidade constantes
Vi >0eV,>0, e que o vetor aleatério inicial x(0) = xp € R" é Gaussiano e independente
de wi(r) e wa(t), 1 > 0. Sejam Xo = E{x(0)} e Py =E{(x(0) —Xo) (x(0) —)_co)/} >0 a média
e a variancia de xg, respectivamente.

Assuma que (x°,u¢) € D x R™ é um ponto de equilibrio do sistema sem ruido, ou seja,
f(x¢,u®) =0, e suponha que o problema de controle seja estabilizar x¢ por computador
em malha-fechada via sistema linearizado através da configuragao controlador-observador

com o Filtro de Kalman:

Xalk+ 1] = Ag(xy[k] — x¢) + By (uglk] — u)
o Llk+ 1) (e 1] = h(x) = C(Aa(alk] =3) + Balwall] = 1)) ) +x°,
ualk] = K (Falk] =) o,

onde

af df
Ag=e", By = /eA“doc B, A_—f 9. B=2L(xu), C=2L(u
: o= o ey, B= ey, o= e,
(12.15)
e Ty > 0 é o periodo de amostragem. Note que Ay, B; correspondem a discretizacao do sis-
tema linearizado no ponto de equilibrio (x°,u¢). Assuma que os polos de A; — ByK estejam

dentro do circulo unitario. Para a sintonia do Filtro de Kalman, é razoavel considerarmos

as intensidades Vi,V como em ((12.13)) ou ((12.14]). Como esta configuracao controlador-

observador é variante no tempo, os resultados apresentados na Secao 12.4 nao se aplicam
diretamente. No entanto, na pratica, é razoavel esperarmos que, quando 7y = 0, entao a

implementacao da configuracao controlador-observador acima num computador assegura
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que o estado X = (x,X) do sistema em malha-fechada permanega relativamente préximo
do ponto de equilibrio x* = (x°,x¢) para todo ¢ > 0 suficientemente grande e com uma

atenuagao relativamente boa dos ruidos, desde que x(0) esteja préximo o suficiente de x°.

Considerando a configuracao controlador-observador com o Filtro de Kalman acima,

o algoritmo de controle a ser implementado no computador é dado por:

~

1. P, =Py, X} =X (inicializagao);
2. Calcule uy = —K (X —x°) + u®;
3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);
4. Calcule X, = Ag(xx —x°) 4+ Bg(ug — u°);
5. Calcule P, = AyPA; +Vi;
6. Calcule Ly = P, ,C'(CP_,C’ +V2)_1;
7. Calcule P | = (I—Lk+1C)Pk_+1§
8. Espere até completar Ty segundos;
9. Leia yry1 = y((k+1)T;) (conversor A/D — amostrador);
10. Calcule Xyt =% + Li1 (V1 — h(x®) —Cx) + x4

11. Atualize X = X1, P = Pry1, e volte ao Passo 2.

Alternativamente, pode-se utilizar o seguinte algoritmo, o qual pode ser implementado
no Matlab@ com os blocos Matlab Function e Unit Delay:

12" Note que o algoritmo anterior ndo é possivel de ser implementado no Matlab com os blocos Ma-

tlab Function e Unit Delay, pois hd um tempo de espera de Ty segundos no meio do algoritmo,
correspondente & leitura da safda y[k+ 1]. Além disso, a unica diferenga entres os dois algoritmos na
determinacao da estimativa x[k] é a utilizacao de condigdes iniciais P[0], X[0] diferentes no Filtro de
Kalman, mas que serao relativamente préximas caso Ty = 0.



12.7. Filtro de Kalman FEstendido 251

1. P, =Ry, X, =Xp (inicializagao);

2. Calcule uy = —K(x, —x°) +uf;

3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);
4. Leia y, = y(kTy) (conversor A/D — amostrador);
5. Calcule Ly = P, C'(CP C'+V,) - :

6. Calcule x; =X, + Ly (yk —h(x®) — C)?k_) + x°;

7. Calcule P, = (I —LkC)Pk_;

8. Calcule P, = AgPA, +Vr;

9. )?k:Ll = Ad()?k —Xe) —|—Bd(uk - ue);

10. Atualize X, =X, B, =P ;

11. Espere até completar T; segundos e volte ao Passo 2.

Por fim, ressaltamos que: a escolha de T, e a sintonia do ganho K de reali-
mentacao e do Filtro de Kalman, devem levar em conta o compromisso entre
desempenho dindmico do sistema em malha-fechada, esforco de controle, ta-
manho da regiao de atragao e atenuacgao de ruido! Além disso, relembramos que,
mesmo quando todos os estados da planta podem ser medidos, ainda assim a configura-
¢ao controlador-observador com o Filtro de Kalman podera exercer um papel crucial em

situagoes praticas (veja a Obs 3 da Secao 12.3).

12.7 Filtro de Kalman Estendido

Para a estimagao de estado em sistemas nao-lineares em tempo discreto com ruido, temos
o seguinte resultado:
Teorema (Filtro de Kalman Estendido): Considere o seguinte sistema nao-linear em

tempo discreto com ruido

xlk+ 1] = F(x[k],u[k]) + w1 ][],
Y[k] = A(x[K]) + walK],

onde x € D C R" ¢é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle, e
F: DxR" = R" h: D— RP sdo de classe C> (e nao C'!). Considere que a entrada u[k],
k € N, é deterministica. Assuma que wi[k] € R" e wylk] € R?, k € N, sdo ruidos brancos
Gaussianos nao-correlacionados com matrizes de intensidade constantes VI”O’""”“Z >0e

Vz’wmi”“l > 0, e que o vetor aleatério inicial x[0] = xp € R" é Gaussiano e independente
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de wi[k] e wolk], k € N. Sejam Xo = E{x[0]} e Py = E{(x[0] —Xo) (x[0] —Xo)/} >0 a média
(valor esperado de x[0])) e a variancia (incerteza sobre x[0]) iniciais, respectivamente.
Escolha xp € R", 0 < By e R™" 0 <V; € R™" 0 <V, € RP*P, ¢ considere o seguinte

estimador de estado nao-linear variante no tempo, denominado de Filtro de Kalman
Estendidd™}

P[0]=Py >0, x[0]=3% (inicializacdo),

Al = 2L @R, uik), ) = 2 (s i),

P [k+1] = AKPKA K] +V; > 0,

Llk+1] = P~ [k+ 1)C'[K] (CKIP~ [k+ 1]C'[k] +Va) ",

#k-+ 1] = F (@K ulk]) + LK+ 1] (y1k + 1] = h(P (K], ulK])) )

)
Plk+1]= (I—L[k+1]Clk])P"[k+1] >0 (atualizacdo).

Suponha que:

1. Existem aq, 0, B1, B2 > 0 tais queE]:

|AK]|| < oy, ||CIK]|| < 0, PBil <Plk]<Bal, paratodokeN;

2. det(A[k]) # 0 para todo k € N.

Seja e[k] = x[k] —x[k] o erro de estimag@o no instante k. Entdo, existem J1,6;,83,7,1n1 >0
tais que, se
E{e'[O]e[O]} < 51, Vlnominal < 521’ Vznominal < 521’

entdo (convergéncia exponencial do erro médio quadratico)
E{'[k|e[k]} < nE{e'[0]e[0]}e " + &5, para ke N. (12.16)

Obs 1: O Filtro de Kalman Estendido nao é um estimador 6timo, nem mesmo quando
Xo =Xg, Ph=Po, V| = Vl”ominal, Vo = Vznominal! A sintonia do Filtro de Kalman Estendido
¢ realizada pela variacao dos parametros de controle Py,V;,V, na busca de se obter um
bom compromisso entre rapidez de estimacao e atenuacgao de ruidos. Assim como no
Filtro de Kalman, uma pratica usual é considerarmos que Py = ﬂ,l%, Vi=rVieVa=nV,
onde Py >0, V; >0, V; > 0 estao fixadas e A,r;,r» > 0 sdo os parametros de projeto a

serem variados com o objetivo de se atingir um bom compromisso. Por simplicidade, é

13 Note que o Filtro de Kalman Estendido corresponde ao Filtro de Kalman quando o sistema ¢é linear,

ou seja, F (x[k],ulk]) = Ax[k] + Bu[k], h(x[k]) = Cx[k]. Além disso, quando w; = w, =0, temos y[k+ 1] =
h(x[k+1]) = h(F (x[k],u[k])). Assim, uma estimativa razodvel para saida no instante k+ 1 ¢ dada por
Stk +1] = h(F(51,.ulk).

4 A condigdo BiI < Plk] < BoI, para k € N, é equivalente a se ter que todo autovalor A;[k] de P[k] satisfaz
Bi < Aj[k] < B2, para todo k.
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comum se escolher ﬁo, V1, V5 como matrizes diagonais. Como primeira tentativa, é natural
escolhermos: Py=0ou Py=1, Vi =0o0u V, =1, e V, =I. Uma regra pratica bastante
usual é escolhermos Py =1 e A > 0 relativamente grande com o intuito de se acelerar
o regime transitério inicial do erro de estimagao.

Obs 2: Note que as Hipdteses 1 e 2 do teorema dependem da execucao em tempo real
do Filtro de Kalman Estendido e, assim, nao podem ser verificadas off-line. E possivel
contornar tal restricao, mas as hipéteses correspondentes sao ainda mais dificeis de serem
verificadas em situagoes reais.

Obs 3: Pode-se mostrar que, quando w; = wy =0 (sem ruidos, ou seja, a planta nao-linear
é deterministica) e as Hip6teses 1 e 2 do teorema sao atendidas, entdao a origem e =0
do erro de estimagao e[k] = x[k] —X[k] é localmente uniformemente assintoticamente
estavel para quaisquer escolhas de Py > 0,V; > 0,V, > 0 no Filtro de Kalman Estendido.

Obs 4: Considere uma planta nao-linear em tempo continuo modelada por
(12.17)

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R" é o vetor de controle,
e f: DxR" = R", h: D — RP sdo de classe C'. Para sistemas nao-lineares, ndo had um
método geral para se determinar o sistema discreto equivalente. No entanto, é usual na
pratica utilizarmos o método de Euler para obtermos uma aproximacao do sistema

discreto equivalente quando T = 0:

x((k+1)Ty) — x(kTy)
T

= i (kTy) = f(x(kTy),u(kTy)) = x((k+ 1)T) =2 T, f (x(KTy),u(kTy)) + x(KTy),

ou seja, é razoavel considerarmos que

s
=~
+
Il
™

(x[k], ulk]) = T f (x[k], ulk]) + x[K], (12.18)

onde x[k] = x(kTy), ulk] = u(kTy), y[k] = y(kT;). Note que, se considerarmos para um dado
(x*,u*) € Dx R™ que

entao,

quando Ty = 0 (veja (12.14])).
Suponha que realizamos o projeto do Filtro de Kalman Estendido com base na aproxi-

macao ((12.18]) para o sistema discreto equivalente da planta nao-linear em tempo continuo.
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Ao implementamos o Filtro de Kalman Estendido num computador para a estimacao do

estado da planta, entao é razoavel esperarmos na pratica que
E{c()e(t)} < nE{ (t)e(t)}e ¥+ 8, parat>0, (12.19)
quando
E{'(0)e(0)} < &, T,=0.

Agora, assuma que (x¢,u¢) € D x R™ é um ponto de equilibrio da planta (sem ruido), ou
seja, f(x¢,u¢) =0, e suponha que o problema de controle seja estabilizar x° por computador
em malha-fechada via sistema linearizado através da configuragao controlador-observador

com o Filtro de Kalman Estendido:

Ralk+ 1] = FERulk)) + L+ 1] (s{k+ 1) — a(F Rk ulk))).

uglk] = —K(x[k] —x°) + u°.
Ressaltamos que, como , e o Filtro de Kalman Estendido sao nao-lineares,
nao ha qualquer garantia de que o principio de separagao seja vélido (e em geral
nao é)! Entretanto, é uma prética relativamente comum em situagao reais se projetar
a realimentacao K independente do Filtro de Kalman Estendido, como se o principio
da separagao fosse realmente vélido (a0 menos como primeira tentativa). Por exemplo,
escolhemos K de modo que os polos de Ay — B4K estejam dentro do circulo unitario, onde
Ag,Bg sdo como em ([12.15), ou seja, correspondem & discretizagao do sistema linearizado
no ponto de equilibrio (x¢,u¢).

Considerando a configuracao controlador-observador com o Filtro de Kalman Esten-

dido acima, o algoritmo de controle a ser implementado no computador é dado por:
1. P =Py, X} = Xo (inicializagao);
2. Calcule uy = —K(x; —x°) +u®;
3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);

4. Calcule X, = F(Xi, ux) = X+ Ty f (X, uk);

oF af . dh
5. Calcule Ay = %(xk’uk) =1+ Tsa—ﬁ(xk,uk), C,= a(xk );
6. Calcule P | = AyPA) + Vi
7. Calcule Ly, = Pk_HC,’c (CkijrlC,'c—l—Vz)_];
8. Calcule Pryy = (I— Ly 1Cr) P g5

9. Espere até completar Ty segundos;

10. Leia ygi1 =y((k+1)Ty) (conversor A/D — amostrador);
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11. Calcule )?k—i-l = fk_ —|—Lk+1 <yk+1 — ]’l()?{));
12. Atualize X = Xg11, P = Py 1, € volte ao Passo 2.

Alternativamente, pode-se utilizar o seguinte algoritmo, o qual pode ser implementado
no Matlabﬁ com os blocos Matlab Function e Unit Delay:

1. P, =Ry, X, =Xp (inicializagao);
2. Calcule uy = —K (X, —x°) +u;
3. Aplique u; na planta (conversor D/A — ZOH);

4. Leia y, = y(kTy) (conversor A/D — amostrador);

oh .
5. Calcule G = a—(xk_);
x

6. Calcule Ly = P C,(CeP Ci+Va) -
7. Calcule X =X + Ly (yx — h(x;));

8. Calcule P, = (I — LiC) P ;

9. Calcule A = aa—i(jc\k,uk) =1+ ng_ic(fkauk)

10. Calcule P, = ArPA} + Vi

1. Xy = F (g u) = X+ T f (X, we);

12. Atualize X, =X |, B, =Py
13. Espere até completar T; segundos e volte ao Passo 2.

Por fim, para a sintonia de K e do Filtro de Kalman Estendido, as mesmas considera-

coes apresentadas na Obs da Segao 12.6 acima devem ser levadas em conta.

12.8 Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado
X1 =x3 = fi(x1,%2,u),
= ~Ssen(n) — o+ —u=folvr )
Xo=—= X1) — —x2+ —=u= fr(x,x2,u),
2 7 D 2(X1,X2

y =x1 = h(x1,x2),

15 Note que o algoritmo anterior ndo é possivel de ser implementado no Matlab com os blocos Ma-

tlab Function e Unit Delay, pois hd um tempo de espera de Ty segundos no meio do algoritmo,
correspondente & leitura da safda y[k+ 1]. Além disso, a tnica diferenga entres os dois algoritmos na
determinacao da estimativa x[k] é a utilizagao de condigdes iniciais P[0], x[0] diferentes no Filtro de
Kalman Estendido, mas que serao relativamente préximas caso Ty = 0.
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onde x; = 0, x = 0, x = (x1,x2) € R? é 0 vetor de estado, u € R é o controle (torque) e
y=x; =0 € R é a saida. J& vimos que os pontos de equilibrio sio (x¢,u¢) € R?> x R com
x¢ = (x§,x5) = (8,0) e u® = mglsen(d), onde x{ = 8 € [0,27) pode ser arbitrariamente
escolhido. Considere que m =k =0.1, g =10, £ =1. Assim, u, = sen(x{) = sen(§).
Assuma que x{ = 6 = /4 (=45°). Verifique por simulacao que: (a) (8,0) nao é ponto de
equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada constante u(f) = u® =sen(9d), t > 0,
temos que x° = (8,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estavel (os autovalores de
%(3 ,0) sao —0.54+ j2.6), mas nao é globalmente assintoticamente estavel (por exemplo,
x(0) = (3.12,0) nao pertence a regiao de atragao).

2. Determine as matrizes de ganho K € R"*2 L e R*>*! K; e R1*? [; e R>*! de modo que

o controlador-observador em tempo continuo (projetado via sistema linearizado associado)

X=(A—LC)(x—x°) +B(u—u°) + L(y — h(x°)),
u=—K(x—x°)+u°,

e o controlador-observador em tempo discreto (projetado via discretizacao do sistema

linearizado associado)

Xalk+1] = (Ag — LaC) (x4[k] — x°) + Ba(uglk] — u®) +La(y[k] — h(x)) +x,
uglk] = —Kg(xq[k] —x°) +u’,

estabilizem assintoticamente o ponto de equilibrio x* = (x¢,x¢) € R? x R? de malha-fechada,

considerando:

(a) Polo duplo de A—BK em s = —4, polo duplo de A — LC em s = —12 (3 vezes mais

~4T5 polo duplo de Ay — LyC em z = e~ 1255,

rapido), polo duplo de Ay —B;K; em z=¢
Compare o desempenho (saida, estado, estado estimado, controle) do sistema em
malha-fechada com o controlador em tempo continuo e o controlador em tempo
discreto, supondo que: x(0) =0, x(0) =x;(0) =0, x(0) = (3.12+x/4,5), e T, =3/80
(veja a Obs 3 da Secao 12.1), Ty = 3/400 (cinco vezes menor), Ty = 15/80 (cinco

vezes maior).

(b) Repita o item (a), mas agora considerando: polo duplo de A —LC em s = —20 (5
—20T;

vezes mais rapido), polo duplo de Ay —L,C em z=e
Conclusao: A escolha de T e dos polos de malha-fechada afeta o tamanho da regiao de
atracao! Assim, escolha de Ty e dos polos de malha-fechada deve levar em conta o com-
promisso entre desempenho dinamico do sistema em malha-fechada, esforco de controle e

tamanho da regiao de atragao (e atenuagao de ruido)!



257

13 Introducdo aos Sistemas Dinamicos
Quanticos (Lab 13)

Objetivos: Faremos uma breve introducao aos sistemas dinamicos quanticos em dimen-
sao finita. Primeiramente, vamos revisar certos resultados de Algebra Linear, para entao
apresentarmos os principais postulados da mecanica quantica em dimensao finita. Em
seguida, veremos como analisar matematicamente particulas de spin-1/2. Por fim, ilus-
traremos alguns dos principais aspectos de sistemas quanticos tomando como exemplo

particulas de spin-1/2.

13.1 Revisao de Algebra Linear em C"
Sejam

v=(y,...,y) €C",
¢:(¢17"'7¢Vl)lecn7

onde y1,0q,...,¥,, ¢, € C. Entao:

Produto interno: (yv,¢) =vy{¢;+---+ vy, ¢, € C;
Vetores ortogonais: quando (y,¢) = 0;

Norma: [[y] = \/{y,¥) = VIyi]> +- +[yu[> > 0;

Vetor unitario: quando ||y| = 1;

Conjunto ortonormal: Um conjunto § C C" é ortonormal quando: (i) cada vetor de
S é unitario (||| =1); e (ii) vetores distintos de S sao ortogonais ({y,9) =0).
Seja Q = (gij) € C"" uma matriz quadrada complexa de ordem n. Entao:
Matriz transposta conjugada: Qf = (45);
Matriz hermitiana: quando Q = Q\T;
Matriz unitaria: quando QTQ =1, ou seja, QT = Q‘l.

Propriedades:

1. Suponha que Q é uma matriz hermitiana. Temos que os autovalores de Q sao reais
e, se Y e ¢ sdo autovetores de Q associados a autovalores distintos, entao (y,¢) =0.
Além disso, C" possui uma base ortonormal B = {vy,...,v,} formada por autovetores

de Q Em particular, todo vetor y € C" pode ser escrito como

y=apvi+--+ap,, coma=v,y)eC,i=1,...,n,

e lwll=l]ail>+-- -+ lan|?.

2. Se Q 6 um matriz unitdria, entdo ||Qy|| = ||w|| (preservacio da norma).
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13.2 Postulados da Mecanica Quantica

Observavel: grandeza fisica que pode ser medida por um experimento no qual os resul-

tados possiveis sao nimeros reais como, por exemplo, posicao, velocidade e spin de uma

particula.

1.

Todo vetor unitario y € C" representa um estado possivel do sistema quantico. Se
k € C é unitério (|k| =1), entdo ky e y representam o mesmo estado do sistema.
Além disso, todo estado possivel do sistema é representado por um vetor unitario

v € C" e por seus miiltiplos unitarios, e somente por eles.

O espago de estado de um sistema composto por dois subsistemas é C" @ C" = C™

(produto tensorial).

. A cada observavel Q (com um nimero finito de resultados possiveis) estd associado

uma matriz hermitiana Q e (@ = QT) Quando o sistema esta no estado cor-
respondente ao vetor unitario y € C", entao o valor esperado de Q, no sentido usual
de probabilidade, é dado por (w, Q) € R.

. As medicoes possiveis de um observavel Q sdo os autovalores (reais) de Q. Se

o resultado de Q é a (real), entao imediatamente apds a medigao o estado do
sistema correspondera ao autovetor unitario yy € C" de Q associado ao autovalor
o (colapso do estado). Quando o sistema estd no estado unitario y € C", entao
a probabilidade de medirmos o valor o é dada por [(ye, W)|> €R (e, se de fato

medirmos o, teremos o colapso do estado imediatamente apds a medigao: Y~ Wy).

Caso o sistema esteja isolado e nao seja perturbado por nenhum experimento,
a dinamica do estado do sistema é determinada pela equagao de Schrédinger

(linear!)
vl = (—iHw(t
S0 = (A,
onde h =h/2n € R, h é a constante de Planck, j € C é a unidade imaginéria, e H é

o observavel correspondente & energia total do sistema (Hamiltoniano).

Conseqiiéncias:

e Técnicas de controle por realimentacao nao podem ser aplicadas diretamente;

e Controle em malha-aberta;

e Controle em malha-fechada pode ser realizado considerando o efeito das medigoes

no sistema: o sistema em malha-fechada é modelado por equacoes diferenciais es-
tocasticas no caso de tempo continuo, e por equagoes a diferencas estocéasticas no

caso de tempo discreto (cadeias de Markov).



13.3.

Particulas de Spin-1/2

259

13.3 Particulas de Spin-1/2

Descricao:

Exemplos de particulas de spin-1/2: elétron, préton;
Medigbes possiveis: +1/2;
Espaco de estado: C?;
T2\ 0 —1
na diregao z);
v =(1 0),y_=(0 1): base ortonormal;

V., y_ sao autovetores de S';, pois:
~ 1
S Y4 = oV
Sy =ty s
ZIV_ - ZII/_’
Estado unitério geral (spinor): v = (& B) = oy, +By_ € C?, onde

o= <IV+7W> EC?
B={v_,y)eC,
e +[BP=1 (=lly

)

o, 3 € C: amplitudes de probabilidade;

~ 1(1 0
S;== ( ) (matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin

p(+1/2) =|a|> = [{yy, y)|*>: probabilidade de medirmos +1/2 na direcio z quando

o sistema estd no estado y. Se de fato medirmos +1/2, entao teremos o colapso do

estado imediatamente apés a medicao: Y~ y;

p(—1/2)= B> = |{w_,y)|> =1 —|a|*: probabilidade de medirmos —1/2 na direcio

z quando o sistema estd no estado y. Se de fato medirmos —1/2, entao teremos o

colapso do estado imediatamente apos a medi¢ao: W ~» y_.

Importancia:

e Qubit (quantum bit): andlogo quantico do bit usual da teoria de computagao

classica.

e Particulas de spin-1/2: modelo de qubit (informagao). O estado quantico y_

corresponde ao bit classico 0, e W4 ao bit classico 1. No entanto, a superposigao

Y = ayy + By_ pode assumir um ndmero infinito de estado quanticos e nao ha

uma correspondéncia direta com bits cléssicos!
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e Teoria da computagao quantica e da informacao quantica: computadores quanti-
cos processando algoritmos quanticos sao mais eficientes computacionalmente que

computadores cldssicos.

e IBM: implementou a primeira plataforma de computacao quantica, a qual utiliza

um processador quantico de 5 qubits = http://www.research.ibm.com/quantum.
Duas particulas de spin-1/2 (2 qubits):
e Espaco de estado: C?®C? = C*;

Estado unitério geral: W = a[yy.]+B[wi_]+ylw_.]+8[y__] € C* onde

[ ]
a=(yi+,¥)€C, B=(y,_,y)eC,
Y=W-,¥)eC, &= (yy,y)eC,
|+ B +1yP+187 =1 (=l
e |«|?: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira particula e +1/2 para a
segunda particula;
e |B|>: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira particula e —1/2 para a
segunda particula;
e |7|*: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira particula e +1/2 para a
segunda particula;
e |5/ probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira particula e —1/2 para a

segunda particula.

13.4 llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos
Considere uma particula de spin-1/2. Vimos na segao anterior que

g _ 1 1 0
200 -1

¢ a matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin na direcao z, e que

todo spinor pode ser escrito como
y=oay, +By €C’ com|af+|B=1.

Agora, considere a matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin na

s_1fo1
2l1 0 )

direcao x:


http://www.research.ibm.com/quantum

13.4. Ilustragdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos 261

Temos entao que
v = vz vy, Y =(v2 1Y),
¢ uma base ortonormal de autovetores de 5’;, pois:

o X 1 X o X 1 X
Sl =2yl Syt — Sy,

Por exemplo, para se determinar um autovetor unitdrio l[/J(:C) =(c d) e C? associado

ao autovalor —1—%:

(%) (x)

Gy L (x)
Y +2‘V+

™ 1 X > X
= Syt = Syl = (8- 4yl =0

1 1

2 2 c\
= 1 | <d>—0.

2 2

Logo,
—¢/2+d/2=0 =c=d.
c/2—d/2=0

Portanto, podemos escolher ¢ =1 € R. Mas, como l;/(f) =(c d)=(c ¢)=(1 1) eC?
(x).

deve ser unitério, basta fazermos a normalizacao de vy :

WO - e = = = (V2 1V

e )] I D

(note que [[y$]| =l(c d)]/ll(c )| =1).
Desse modo, todo spinor pode ser escrito como (mudanga de base ortonormal)

o+ Y o— Y
v=ay,+By_ = (—B) t/fi)+ (—B) T
N—— N——

SI-

V2 V2
=0l :ﬁx
onddl
0‘:<‘V+7W>€Ca ﬁ:<‘l/—7w>€(ca
o= wec, B=wYyec,
lal> + 1B = o>+ Bl =1 (= wl).
Assim:

e p.(+1/2) =|al?*: probabilidade de medirmos +1/2 na diregao z (quando a particula

estd no estado y);

L Por exemplo, como v = ay, +By_ = (a B) e l//f) = (1/v2 1/v/2)', temos que o, = (l/l@,l//} =

a/V2+B/V2=(a+B)/V2.
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e p.(—1/2) =|B|*: probabilidade de medirmos —1/2 na direcdo z;
o p.(+1/2) = | |?: probabilidade de medirmos +1/2 na direcio x;
e py(—1/2) = |B:|?: probabilidade de medirmos —1/2 na diregao x.

Exemplo 1: Suponha que o estado quantico de uma particula de spin-1/2 é

V=y,,

ou seja, @ = 1,4 =0. Logo, se formos medir o spin da particula na direcao z, entao é

certo que vamos obter +1/2, i.e. com probabilidade igual a 1. No entanto, como
O = ﬁx = 1/ \/5;

se formos medir o spin da particula na dire¢do x, entdo vamos obter +1/2 com probabili-
dade py(+1/2) = |ox|> =1/2, ¢ —1/2 com probabilidade p,(—1/2) = |B:|> = 1/2, ou seja,
temos 50% de chance de obter +1/2 ou —1/2.

Assuma que de fato medimos +1/2 na dire¢ao x (a particula estava no estado y =y ).
Entao, imediatamente apds tal medicao, o estado quantico da particula passou a ser I/IJ(FX)
(colapso do estado: Y =y ~ I/IJ(:C)!), ou seja, o = 1, B, =0 e, portanto, a = f = 1/v/2.
Desse modo, se neste momento formos medir o spin da particula na dire¢ao z (que agora
estd no estado l[/f)), entao teremos 50% de chance de obter +1/2 ou —1/2! Concluimos
assim que a medicao do spin da particula na diregao x alterou significativamente
a probabilidade das possiveis medi¢coes do spin da particula na direcao z: a
probabilidade de medirmos +1/2 na direcao z passou de 100% para 50%!
Exemplo 2: Suponha que a dinamica de uma particula de spin-1/2 é determinada pela
seguinte equagao de Schrodinger (enquanto a particula nao é perturbada por nenhum

experimento/medigao)
d J
V)= (—#H)w (),

(1 0
H= .

Assuma que o spinor inicial da particula é dado por

onde

w(0) = a(0)y; +B(0)y_ = (a(0) B(0))" €C?,

com |a(0)>+[B(0)]> = ||w(0)|| = 1. Entdo, a dindmica y(z), t > 0, do spinor é:

k=0

. o [ JIJs\k
(o) = e Hiry(o) = (2 %) w(0),

—jt/h 0 . .
C o WO =ae 1 By e
o () B()

= (t =pP(r
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Note que y(z) é de fato um vetor unitério, ja que

lw@)ll = le) P+ [B(0)]* = | (0)* +|BO)* = [y (0)]| = 1.

Isto era esperado, pois pode-se mostrar que, sempre que H for uma matriz hermitiana,

At serg uma matriz unitéria para todo t > 0. Em particular,

lw ()] = e #w(0)[| = || w(0)] = 1.
Mostramos acima que
w(t) = a(0)e My, +B(0)e! My e C.
N—— N——

=a(r) =B()
Logo, concluimos que as amplitudes de probabilidade a(t),B(¢) € C de y(t) sao cal-

~ _J
entao e #

culadas a partir da solucao da equagao de Schrédinger, que é uma EDO linear
deterministica! Em outras palavras, as amplitudes de probabilidade seguem uma
lei deterministica ao longo do tempo!

Por fim, ressaltamos que
jo()* = |ex(0)e /"> = a(0) %,
B =1B(0)e’ "> = |B(0)/,

ou seja, as amplitudes de probabilidades iniciais foram preservadas. No entanto, como

(veja o Exemplo 1 acima)

a(0)e=It/ 4 B(0)elt /1 |

V2

o) +B(1)

V2

() —B() o (0)e /" — B(0)es!/
V2 V2

isto ndo ocorre para as amplitudes de probabilidade |o (¢)|* e |B.(¢)]?.

2
|ou(1)]* = =

2

[Be(r)| =

13.5 Para Saber Mais
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Paradoxo EPR: https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox
Teorema de Bell: https://en.wikipedia.org/wiki/Bell’s_theorem


https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Bell's_theorem
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