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Lab 1 — Simulacdo de Sistemas Lineares e N3o-Lineares

Objetivos:

Primeiramente, vamos apresentar certos conceitos fundamentais
sobre sistemas: sistemas dindmicos, variaveis de estados,
linearidade, invariancia no tempo e modelo em espaco de estado.
Na sequéncia, veremos exemplos de como modelar, simular, e
analisar sistemas dindmicos lineares e nao-lineares.
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1.1. Conceitos Fundamentais

Sistema: é uma entidade em que as varidveis de saida s3o
alterados pelas varidveis de entrada (controles).
Ex: motores elétricos, veiculos, aeronaves, ecossistemas

Sistema dinamico (ou com memdria): quando ao menos uma
das varidveis de saida do sistema no instante t depende de algum
valor passado ou futuro de certas varidveis de entrada.

Sistemas dinamicos SISO, SIMO e MIMO: vamos considerar
sistemas dinamicos que apresentam m varidveis de entrada

ur(t), ..., um(t) e p varidveis de saida yi(t),. .., yp(t). Quando
m = p = 1, dizemos que o sistema é SISO (Single-Input
Single-Output). Quando m =1 e p > 2, dizemos que o sistema é
SIMO (Single-Input Multi-Output). Quando m>2e p > 2,
dizemos que o sistema é MIMO (Multi-Input Multi-Output).
Denominamos u(t) = (u1(t), ..., un(t)) € R™ de vetor de
entrada (ou vetor de controle) e y(t) = (yi(t),...,yp(t)) € RP
de vetor de saida.
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1.1. Conceitos Fundamentais

Vetor de estado de um sistema dinamico: o vetor de estado
x(to) = (x1(to), - - -, xa(t0)) € R" (ou, simplesmente, estado) de
um sistema dindmico no instante de tempo ty > 0 é a informacao
em tp que, juntamente com o conhecimento do vetor de entrada
u(t) = (ur(t),...,um(t)) € R™, t > to (futuro), determina um
tinico vetor de saida y(t) = (yi(t),...,yp(t)) € RP, para todo

t > tp. Isto significa que, para se determinar o comportamento
futuro das saidas, ndo importa a maneira como o sistema atingiu o
vetor de estado x(tp), ou seja, x(tp) contém toda a informag&o
passada do sistema até o instante ty. Assim,

) Y £

u(t), t > to

Dizemos que x(tp) € R" é o estado inicial (ou a condigado
inicial) do sistema no instante inicial typ > 0. Denominamos
x1(t),...,xn(t), t € R, de variaveis de estado do sistema, e
dizemos que o sistema é de ordem n (n =1 é primeira ordem,

n = 2 é segunda ordem, etc).
4 /300



1.1. Conceitos Fundamentais

Em muitos sistemas dindmicos, escolhemos as variaveis de estado
como sinais que correspondem aos elementos armazenadores de
energia no sistema. Por exemplo, em circuitos elétricos, as
variaveis de estado s3o: as tensGes nos capacitores (energia
armazenada no campo elétrico) e as correntes dos indutores
(energia armazenada no campo magnético).

De agora em diante, todos os sistemas que trataremos serao
dindmicos e causais, ou seja, as varidveis de saida do sistema no
instante t nao dependem de valores futuros das varidveis de
entrada. Desse modo, para simplificar, quando dizemos sistema,
estaremos sempre nos referindo a um sistema dinamico causal.
Além disso, salvo meng¢3o contraria, vamos sempre assumir que as
variaveis de entrada s3o funcdes continuas por partes em relacio
ao tempo t.
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1.1.1. Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

e Linear: quando o sistema satisfaz (ki, ko € R):

(Principio da Superposicao) Se

xa(to), xp(to),
— > — >
ua(t), t > to} valt) t2 )T s g vo(t) £ = to
entao,

Xc(to) = klxa(to) + ksz(to),

= >
Uc(t) _ klua(t) + kQUb(t), t> to}_>y6(t) klya(t)+k2)/b(t)) t >t

Ao tomarmos k; = ko = 0 na condicdo acima, concluimos que
todo sistema linear satisfaz:

| x(t) =0, u(t) =0, > to} —> y(t) =0, > to].

No entanto, a reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que ndo
podemos garantir que um sistema é linear apenas porque
x(top) =0, u(t)=0,t > to} —> y(t) =0,t > tp.
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1.1.1. Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

Resposta Entrada Nula yp(t): é a resposta do sistema quando
u(t) = 0,t > to: | x(to), u(t) =0, > to} — yo(t), t > to|

Resposta Estado Nulo y.s,(t): é a resposta do sistema quando
x(to) = 0: [ x(to) = 0, u(t), t > to} — yesn(t),t > to]

Concluimos entdo que resposta total y(t),t > tg, de um sistema
linear é dada por y(t) = yo(t) + Yesn(t), ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em x(to) linear em u(¢)

Propriedade de Decomposicao
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1.1.1. Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

e Nao-Linear: quando o sistema ndo é linear

Importante! Na pratica, todo sistema fisico possui limitagcdes na
amplitude da entrada u(t) (ex: motor elétrico). Assim, sistemas
reais ndo podem ser lineares pois o principio da separacdo nao é
satisfeito. No entanto, para variagdes ndo muito grandes na
entrada, diversos sistemas reais se comportam como se fossem
lineares. Isto serad visto mais adiante em nosso curso no tépico
“Linearizagdo de Sistemas N3io-Lineares”.
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1.1.2. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

Nocao intuitiva: quando as caracteristicas de um sistema n3do
mudam com o tempo, dizemos que o sistema é invariante no
tempo. Caso contrdrio, dizemos que o sistema é variante no tempo.

A massa de um transatlantico sofre grandes variacoes ao longo do
tempo devido ao consumo do combustivel. Logo, é um sistema
variante no tempo. Em geral, sistemas reais sao variantes no
tempo devido a deterioracdo e ao envelhecimento dos componentes
fisicos ao longo do tempo. No entanto, num certo intervalo de
tempo finito razoavel, diversos sistemas reais se comportam como
se fossem invariantes no tempo. Por exemplo, um automdvel zero
pode ser considerado invariante no tempo no primeiro ano de uso.

Vamos agora definir de maneira precisa este conceito.
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1.1.2. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

e Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é

satisfeita:
Se ()
X(to) = vo,
>
u(t), t> tO} _>}/(t)7 t>to
entao
Y(to -+ T) = v,

a(t) = u(t — T), t>to+r}ﬁy<t>=y(t—w >+ T

llustragdo: (no quadro)

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, ndo importa o
tempo inicial ty em que comecamos a estudar o sistema ou
aplicamos a entrada. Assim, para simplificar, podemos sempre
escolher tg = 0.

e Variante no tempo: quando n3o é invariante no tempo.
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1.2. Modelo em Espaco de Estado

Modelo em espaco de estado: é a modelagem matemdtica que
determina as relagdes entre as varidveis de estado e as entradas do
sistema dinamico por diversas equacoes diferenciais de primeira
ordem (uma para cada varidvel de estado), e que determina as
relacdes entre as saidas, as varidveis de estado e as entradas por
equagdes algébricas (uma para cada saida).

7

Por exemplo, se x(t) = (x1(t),...,xn(t)) € R" é o vetor (coluna)
de estado, u(t) = (u1(t),...,um(t)) € R™ é o vetor de entrada e
y(t) = (va(t),...,yp(t)) € RP é o vetor de saida, entdo o modelo
em espaco de estado do sistema dindmico é dado por:
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1.2. Modelo em Espaco de Estado

dxi(t)/dt = fA(al(t),..., xn(t), u1(t), ..., um(t), t)

dxp(t)/dt = fa(xa(t),..., xp(t), v (), ..., um(t), t)

yi(t) = hi(xa(e),..., xn(t), u1(t), ..., um(t), t)
yp(t) = hp(xa(t),...,xn(t), ur(t), ..., um(t),t)

ou, em notacdo vetorial,

onde fi(x,u,t),...,fo(x,u,t), hi(x,u,t),...., hp(x,u,t) eRe
f(x,u,t) = (A(x,u,t),..., fo(x,u,t)) € R"
h(x, u, t) = (hi(x,u, t),..., hp(x, u, t)) € RP

12 /300



1.2. Modelo em Espaco de Estado

Veremos mais adiante que:
e Todo sistema modelado por

dx(t)/dt = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
é linear e invariante no tempo, onde A € R"*" (matriz quadrada

de ordem n), B € R™™ (matriz n x m), C € RP*" (matriz p x n)
e D € RP*™ (matriz p x m) sdo matrizes constantes.

e Todo sistema modelado por
dx(t)/dt = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t), u(t))

¢ invariante no tempo, onde f: R” x R™ — R" e
h: R" x R™ — RP s3o aplicagbes continuamente diferenciaveis.
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1.3. Modelagem de Sistemas Dinamicos

Exemplo 1: Sistema elétrico — circuito elétrico (no quadro)
Exemplo 2: Sistema mecéanico — péndulo simples (no quadro)

Exemplo 3: Sistema MIMO com 2 entradas e 2 saidas —
manipulador robdético (no quadro)
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1.4. Procedimentos

1. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a
simular o sistema elétrico do Exemplo 1. De acordo com o modelo
em espaco de estado, o sistema é linear? E invariante no tempo?
Comprove sua resposta através de simulacdes. Dica: verifique o
principio da superposicdo com u(t) =0, u(t) =1 e u(t) = sen(t).

2. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a
simular o sistema mecanico do Exemplo 2. De acordo com o
modelo em espaco de estado, o sistema € linear? E invariante no
tempo? Comprove sua resposta através de simulagées com ¢ =1,
g =9.8, e k=0.5, k=0. Dica: teste o principio da superposicao
para u(t) = 0,0(0) = 0 e com A(0) = 0, A(0) = 7/2, H(0) = 7.

3. No item anterior, justifique o comportamento observado
(solugdo constante) com #(0) = 0 e (0) = m quando

u(t) = 0,0(0) = 0 . Existe mais alguma outra solugo constante?
Justifique sua resposta.
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Lab 2 — Andlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Objetivos:

Vamos introduzir o conceito de ponto de equilibrio, rever certos
resultados de Algebra Linear, e classificar o comportamento
qualitativo das solucdes de sistemas lineares auténomos no plano
com base nos autovalores da matriz que determina a dindmica do
sistema.
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2.1. Ponto de Equilibrio

Intuitivamente, pensamos que um sistema estd em equilibrio
quando o mesmo apresenta um comportamento estatico, ou seja, o
sistema n3o exibe qualquer dindmica. Veremos agora como definir
matematicamente esta nog¢ao.

Considere o sistema auténomo
x = f(x)

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é abertoe f: D — R" é
uma aplicacdo de classe C! (i.e. a aplicacio Of /Ox: D — R™"
(matriz jacobiana) é continua). Dizemos que x¢ € D é um ponto
de equilibrio (ou ponto de operacgdo ou solugao estacionaria)
do sistema se a solucdo do sistema para a condic3o inicial

x(0) = x® em tg = 0 permanece em x€ para todo tempo futuro, ou
seja, se x(t) = x€, para t > 0, é a solugdo do sistema para

x(0) = x®em to = 0.

Proposicao: Temos que x¢ € D é um ponto de equilibrio do

sistema acima se e somente se f(x¢) =0 (ou seja, x = 0).
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2.1. Ponto de Equilibrio

Demonstracao: Suponha que x¢ € D é um ponto de equilibrio do
sistema. Ent3o, a solugcdo do sistema para a condicdo inicial

x(0) = x© em to = 0 é a curva constante x(t) = x¢, t > 0. Logo,
0= x(t) = f(x(t)) = f(x¢), t >0, ou seja, f(x¢) =0. Agora,
suponha que x¢ € D é tal que f(x®) = 0. Considere a curva
constante x: [0,00) — D definida por x(t) = x¢, t > 0. Assim,
x(t) = 0= f(x®) = f(x(t)), t >0, ou seja, mostramos que

x(t) = x¢, t > 0, é uma solugdo do sistema para x(0) = x¢ em
to = 0. Portanto, concluimos pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de Solugdes que x(t) = x€, t > 0, é a solugdo do
sistema para x(0) = x© em t; = 0.

Teorema: Considere novamente o sistema auténomo x = f(x)
apresentado acima. Seja x(0) = xp € D uma dada condi¢3o inicial
(em to = 0). Se lim;_,00 x(t) =X € D, entdo X € D é um ponto
de equilibrio do sistema, ou seja, f(x) = 0.
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Pontos de Equilibrio do Péndulo Simples

Exemplo 1: Considere o péndulo simples do Lab 1 com u =0
(sem controle)

x1 = xp = fi(x1, x2)

: k
Xp = —% sen(xy) — ;XQ = f(x1,x2)

onde x;1 = 0, xo = 0, ex= (x1,x2) € R? é o vetor de estado.

Para encontramos todos os pontos de equilibrio x® = (x§, x§) € R?
do péndulo simples, resolvemos:

0=HA0q,x3)=x; = x5 =0
k
0= f(xf, x5) = _§sen(xf) — x5 = sen(xf) = 0

Logo, os pontos de equilibrio sdo x. = (x{,x5) = (¢7,0), com
¢=0,£1,£2,.... Mas, como x; = 6 (dngulo que o péndulo
forma com o eixo vertical), concluimos que o péndulo simples
apresenta apenas 2 pontos de equilibrio: (0,0) (péndulo parado em

baixo) e (,0) (péndulo parado em cima). o



Pontos de Equilibrio de Sistemas Lineares no Plano

Exemplo 2: Considere um sistema linear auténomo
x = Ax
onde x € R" é o vetor de estado e A € R"*" é uma matriz
quadrada constante. Note que f(x) = Ax é de classe C!, pois
O0f /Ox = A é constante. Para encontrarmos os pontos de equilibrio
do sistema, devemos resolver Ax¢ = 0. E evidente que xe =0
sempre € um ponto de equilibrio. Relembre de Algebra Linear que
o conjunto N(A) = {x € R" | Ax = 0} (nicleo de A) é um
subespaco vetorial, e que N(A) = {0} se e somente se
det(A) # 0. Logo:
@ Se det(A) # 0, entdo x¢ = (0,0) é o Unico ponto de equilibrio
@ Suponha que det(A) = 0 com A # 0. Ent&o, o sistema possui
infinitos pontos de equilibrio, pois o conjunto N(A) # {0} é
um subespaco vetorial de dimensao maior ou igual a 1. Em
particular, se n = 2 (sistema de segunda ordem), entdo N(A)
é um subespaco vetorial de dimens3o 1, ou seja, uma reta

passando pela origem do plano x3-xo. -



2.2. Revisao de Algebra Linear

Considere uma matriz quadrada ndo-nula A € R"™". Relembre que
A € R é um autovalor de A quando existe um vetor ndo-nulo
v € R" tal que

Av = v

Note que, como v # 0,
Av=2Xv & (A—AX)v=0 < ve NA-Al) & det(A-XI)=0

onde | € R™" ¢ a matriz identidade. Denominamos det(A — \/)
de polindmio caracteristico de A. Logo, os autovalores de A s3o
as raizes reais do seu polinémio caracteristico. No entanto, é
possivel que o polindmio caracteristico possua raizes complexas.
Em tal caso, dizemos que A possui autovalores complexos.
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2.2. Revisao de Algebra Linear

Relembre, ainda, que toda matriz quadrada A € R"*" determina o
seguinte operador no R”"

R"> x— Ax € R"

e que toda matriz quadrada invertivel T € R"*" determina a
seguinte mudanca linear de coordenadas (mudanga de base)

z=Tx
onde x = (xi,...,%,) € R" sdo as coordenadas candnicas originais
do vetor x € R" em relac3do a base canoénica do R”, e
z=(z1,...,2z,) € R" sdo as novas coordenadas do vetor x € R"

em relacdo a nova base.
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2.2. Revisao de Algebra Linear

Considere uma matriz quadrada A € R"*". Temos ent3o que A é a
representacao do operador no R”

R"sx—x=AxcR"

em relagdo a base candnica do R”, ou seja, x = (x1,...,x,) €

X = (X1,...,xn) € R" sdo as coordenadas candnicas dos vetores x
e x = Ax € R”, respectivamente. Suponha que T € R"*" ¢
invertivel. Podemos ent3o encontrar a matriz A que representa
operador acima nas novas coordenadas z = Tx. Note que

R'Szox=Tlz0X=Ax=AT 1z Z=Tx=TJAT !z=AzcR"
~——
=A

onde z = Tx e z= Tx = TAx sdo as novas coordenadas dos

vetores x e x = Ax em relacdo a nova base, respectivamente.

Relembre que A e A = TAT ! possuem os mesmos autovalores:

det(s/ — A) = det(sTT 1 — TAT 1) =det(T(sl — AT 1) =

det((sl — A)T1T) = det(sl — A).
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Motivacao: Considere a seguinte EDO linear de primeira ordem
X = ax, xeR

onde a é um parametro real constante. Relembre que

> k
t
eat:§ (akl), teR
k=0 '

com ;
at at a-0
—e"" = ae eV =1
dt ’
Portanto, para a condic3o inicial x; € R em tg = 0, a solucao
desta EDO ¢é dada por

x(t) = e¥xp, t>0
pois x(0) = xp e
x(t) = ae’'xg = ax(t), t>0
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Considere um sistema linear auténomo
x = Ax
onde x € R" é o vetor de estado e A € R"™" é uma matriz

quadrada constante. Definimos, para cada t > 0, a matriz
quadrada

= 1
At _ - k nxn
A=) (A ER
k=0
(At)k = tA- tA- .- tA (k vezes). Temos que
d A At
—e™" = Ae™,
dt
Portanto, para a condic3o inicial xg € R” em ty = 0, a solucdo
deste sistema é dada por

e”0 = | (matriz identidade)

x(t) = e*xp, t>0
pois x(0) = xp e

x(t) = Aeftxg = Ax(t), t>0
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Relembre que x¢ = 0 é sempre ponto de equilibrio do sistema
x = Ax

Portanto, se a condicdo inicial é xp = x* =0 em ty = 0, entdo a
solugdo correspondente é x(t) = x€ =0, t > 0.

De agora em diante, vamos considerar apenas sistemas de segunda
ordem (n = 2), ou seja, sistemas em que a dindmica evolui no
plano. Nosso objetivo é analisar de maneira qualitativa o
comportamento do sistema quando xp # 0. Por exemplo, caso

xp # 0, queremos saber:

@ Se as solugBes convergem (retornam) assintoticamente para o
ponto de equilibrio x¢ = 0 e, em tal caso, se isto se da de
maneira oscilatéria ou ndo

@ Se as solugdes oscilam de maneira periddica, sem convergirem
ao ponto de equilibrio x¢ =0

@ As solugdes se afastam (divergem) do ponto de equilibrio

x€=0
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Ao invés de determinarmos as solugdes de maneira quantitativa
(analitica), tal andlise qualitativa serd realizada pelo esbogo do
retrato de fase do sistema (definido a seguir), o qual serd
determinado a partir dos autovalores da matriz A.

Dada uma condigio inicial xg, a trajetéria (ou 6rbita) da solugdo
corresponde x(t), t > 0, é a curva no plano (parametrizada pelo
tempo t > 0)

Oy, = {x = (x1,%) € R? | x = x(t), para algum t > 0}

Assim, as trajetdrias do sistema exibem apenas o comportamento
qualitativo do sistema. Por exemplo, uma trajetéria Oy, que é
uma curva fechada no plano corresponde a uma solugdo oscilatéria
periddica no tempo, e uma trajetéria que é somente um ponto
corresponde a um ponto de equilibrio. O retrato de fase do
sistema é a unido de todas as suas trajetdrias (drbitas).
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Obs: Considere um sistema auténomo da forma x = f(x), onde

f: D — R" é de classe C' e D C R" é aberto. Pelo Teorema de
Existéncia e Unicidade de Solucdes e a Obs 2 do capitulo anterior,
pode-se mostrar que as dorbitas desse sistema (auténomo!)
nunca podem se cruzar no retrato de fase (e cada 6rbita ndo
pode cruzar sobre si mesma, a menos que seja uma 6rbita fechada,
ou seja, corresponda a uma solugdo periédica no tempo) pois, caso
contrario, teremos mais de uma solucdo para uma mesma condicdo
iniciall Em particular, nenhuma érbita pode “encostar’ em um
ponto de equilibrio!
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Para um sistema linear auténomo no plano (n = 2)
x = Ax

onde A € R? é uma matriz quadrada n3o-nula, pode-se demonstrar
que sempre existe T € R? invertivel em que a matriz A = TAT !
apresenta uma das seguintes formas

(forma canénica de Jordan — veja o livro do Chen):

A O A0 Al a —f0

0 X |’ 0o M|’ 0o A |’ 08 «
No primeiro caso, A1, A» sdo autovalores reais distintos de A. No
segundo caso e no terceiro, os autovalores reais de A sao
A1 = A2 = A. No dltimo caso, A1 2 = o & j3 sdo os autovalores

complexos de A. Relembre que A e A= TAT ! possuem os
mesmos autovalores.
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2.3. Analise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Para determinarmos um esboco do retrato de fase do sistema, a
ideia é:
© Fazemos a mudanca de coordenadas z = Tx, denominada de
coordenadas modais
@ Esbocamos o retrato de fase do sistema nas coordenadas
modais z = Tx
© Voltamos as coordenadas originais por x = T~ 1z, e
esbocamos o retrato de fase na base canonica

Seja x(t), t > 0, a solugdo do sistema (nas coordenadas candnicas
originais) para uma dada condi¢3o inicial xp em ty = 0. Defina
z(t) = Tx(t), t > 0 (solugdo nas coordenadas modais). Assim,

2(t) = Tx(t) = TAx(t) = TAT " z(¢)

=A
Portanto, a solucdo do sistema nas coordenadas modais é dada por
z(t) = ez, t>0, com zg = Txo

e, nas coordenadas originais é x(t) = T~1z(t), t > 0.
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2.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

Neste caso,
- | A O
A= % n)
Temos que
2 (At)k
M) (M
x4 o | (A1) 0 Z k! L
EL A =2 e | = = (at)*
— — ot Aot
k=0 k=0 0 o 0 Z o

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = €Az, t > 0, ou seja,

Zl(t) = ZlgeAlt

Zg(t) = 220€>\2t
onde zZp = (210, 220),.
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2.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

Desse modo:
@ Se A2 < A1 <0, entdo lim z(t) = lim z(t) = 0. Neste
t—o0 t—o0

caso, denominamos o ponto de equilibrio x¢ = 0 de né
estavel

@ Se A\ > A1 >0, entdo lim z(t) = lim z(t) = co. Neste
. t—o00 L. tﬁ,oo
caso, denominamos x€¢ = 0 de né instavel
© Se A <0< A, entdo lim z(t) =00 e lim z(t) =0.
. t—o00 t—o00
Neste caso, denominamos x¢ = 0 de sela
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2.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

Figura: Retrato de fase de um né estavel nas coordenadas modais.

([ze (=
A %//

Figura: Retrato de fase de um (a) né estavel e (b) né instavel nas
coordenadas originais.
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2.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

AN
/74

Figura: Retrato de fase de uma sela (a) nas coordenadas modais e (b)
nas coordenadas originais.
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2.3.2. Caso 2: \;p = a % 8 # 0 (autovalores complexos)

Neste caso,
=[5 ]
Pode-se demonstrar que

At_[ e“tcosft et sen St

e
—e%sen Bt e cos St

| 20

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = ez, t > 0, ou seja,

z1(t) = z10e™* cos Bt + zp0e™* sen Bt
2(t) = —z10e“" sen Bt + zx0e®* cos Bt

onde Zy = (210, 220)/.

Passando para coordenadas polares

r=1/z22+23, 0=tan"Y(z/z)

obtemos que
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2.3.2. Caso 2: \;p = a % 8 # 0 (autovalores complexos)

Z2(t) + 23(t) = re™,  O(t) =tan"! (z(t)/z1(t)) = Oo+5t

onde ro = /22 + 23, e o = tan~1(z20/z10). Desse modo:

@ Se a <0, entdo z(t) = (z1(t), z2(t))" converge

assintoticamente em espiral para a origem do plano z;-zp, com
frequéncia (angular) de oscilagdo 3 > 0. Neste caso,
denominamos o ponto de equilibrio x¢* = 0 de foco estavel
Se a > 0, entdo z(t) = (z1(t), z2(t))’ se afasta (diverge) em
espiral da origem do plano z;-z, com frequéncia de oscilagdo
B > 0. Neste caso, denominamos x¢ = 0 de foco instavel

Se a =0, entdo z(t) = (z1(t), z2(t))" oscila periodicamente
com frequéncia 8 > 0, sendo que a amplitude é determinada
pelas condigdes iniciais z19, zog. Neste caso, as trajetdrias das
solugdes z(t) sdo circulos centrado na origem do plano z;-z2,

e denominamos x¢ = 0 de centro
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2.3.2. Caso 2: \;p = a % 8 # 0 (autovalores complexos)

Figura: Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c)
centro nas coordenadas modais.

§ %

Figura: Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c)
centro nas coordenadas originais.
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2.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

Neste caso, temos duas situacoes:

IR H

Na primeira situagao,
At [ e’ 0

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = e*z, t > 0, ou seja,

Zl(t) = Zloe)\t
Z2(t) = Zzoe/\t

onde zp = (210, z20)’. Desse modo:
Q Se A <0, entdo lim z(t) = lim z(t) = 0. Neste caso,
t—o0 t—o00
denominamos o ponto de equilibrio x = 0 de né (ou
estrela) estavel
@ Se A >0, entdo lim z(t) = lim z(t) = co. Neste caso,
t—o00 t—o00

denominamos x¢ = 0 de né (ou estrela) instavel 38300



2.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

RZEERN

PN

(a) (b)

Figura: Retrato de fase de um (a) né (ou estrela) estavel e (b) né (ou
estrela) instavel nas coordenadas modais.
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2.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

Por fim, na segunda situagao,

At [ e)‘t te)‘t

0 et }’ t=0

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = ez, t > 0, ou seja,

Zl(t) = Zloe/\t aF Zzote/\t

Zz(t) = Zgoe)‘t

onde zy = (210, 220)". Desse modo:
@ Se A <0, entdo lim z(t) = lim z(t) = 0. Neste caso,
t—00 t—o00

denominamos o ponto de equilibrio x¢ = 0 de né (impréprio)
estavel

@ Se A >0, entdo lim z(t) = lim z(t) = co. Neste caso,
t—00 t—>00
denominamos x¢ = 0 de né (impréprio) instavel
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2.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

Figura: Retrato de fase de um (a) né (impréprio) estavel e (b) né
(impréprio) instavel nas coordenadas modais.
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Considere um sistema linear auténomo no plano
x = Ax

Com base nos autovalores A1, Ap da matriz A € R2%2 obtemos a
seguinte classificacao do ponto de equilibrio x¢ = 0:

@ )\ # Ay, com Aq, Ap reais e ndo-nulos: né estavel
(A2 < A1 <0), né instavel (A2 > A1 > 0), sela (A2 <0< Aq)

Q@ M2 =a=£jf #0: foco estavel (a < 0), foco instavel
(o > 0), centro (o = 0)

© A1 = Ay =), com Ag, Ay reais e ndo-nulos: nd estdvel
(A < 0), né instavel (A > 0)
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Importante: como em todos os casos acima a matriz A n3o possui
autovalores nulos, concluimos que det(A) # 0, ou seja, xX* =0¢é o
unico ponto de equilibrio do sistema. Além disso, concluimos pelo
Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes que: (a) drbitas
correspondentes a condi¢des iniciais distintas nunca podem se
cruzar no retrato de fase; (b) uma érbita ndo pode cruzar sobre si
mesma, a menos que seja uma drbita fechada, ou seja, corresponda
a uma solugdo periédica no tempo; e (c) uma 6rbita nunca pode
“encostar” em x© = 0 (ponto de equilibrio).
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2.5. Procedimentos

1. Comprove por simulagdo que x¢ = (0,0) e x¢ = (7, 0) sdo
realmente pontos de equilibrio do péndulo simples. Verifique
também que o péndulo simples é n3o-linear. Dica: simule o
péndulo para a condig3o inicial x(0) = (7/2,0).

2. Considere o sistema linear autdnomo no plano
x = Ax

Para cada um dos casos abaixo, classifique o ponto de equilibrio
x€ = 0, esboce a retrato de fase com base nos autovalores de A, e
determine o retrato de fase por simulacdo para diversas condicoes
iniciais. Dica: utilize o pacote pplane do Matlab.
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2.5. Procedimentos

° 0 1
A:[—lo —1}
° 0 1
A:[lo —1]
° 35
=[5
° 10
A=lo 2]
° 2 0
=% 2]
o
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Lab 3 — Andlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano

Objetivos:

Vamos introduzir o conceito de estabilidade estrutural e classificar
o comportamento qualitativo local do retrato de fase de sistemas
nao-lineares auténomos no plano com base nos autovalores da
matriz do sistema linearizado.
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3.1. Estabilidade Estrutural

Seja A = (aj) € R™" uma matriz quadrada. Definimos a norma

euclidiana de A por ||A| = \/Zlgign > 1<j<n ag-. Temos o

seguinte resultado da Teoria de Perturbacdo de Matrizes:

Proposicao (Continuidade dos Autovalores): Seja A € R™"

uma matriz quadrada. Ent3o, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, se

AA € R™" (matriz constante) satisfaz ||AA|| < J, entdo a

distancia entre autovalores das matrizes A+ AA e A é menor que

€, ou seja, [A(A+ AA) — A(A)| <e.

Considere o sistema linear auténomo no plano (sistema nominal)
x = Ax

onde x = (x1,x2)’ € R? é o vetor (coluna) de estado e os

autovalores da matriz A € R?*2 s3o distintos e nao-nulos, € o
sistema perturbado

x = (A+ AA)x

onde AA € R?*2 ¢ uma matriz constante. -



3.1. Estabilidade Estrutural

Concluimos assim da proposicao acima que, para pequenas
perturbacoes AA, a estabilidade e o tipo do ponto de
equilibrio x¢ = 0 sao preservados. Mais precisamente, se o
ponto de equilibrio x¢ = 0 do sistema nominal x = Ax é do tipo
né estavel (os autovalores de A sdo reais e negativos), n6
instavel (reais e positivos), sela (A possui um autovalor negativo e
outro positivo), foco estavel (os autovalores de A sdo complexos
conjugados com parte real negativa), foco instavel (complexos
conjugados com parte real positiva), entdo o ponto de equilibrio
x€ = 0 do sistema perturbado x = (A + AA)x serd do tipo né
estavel, né instavel, sela, foco estavel ou foco instavel,
respectivamente.

Dizemos que um sistema (nominal) da forma x = f(x) é

estruturalmente estavel quando o comportamento qualitativo do
seu retrato de fase é preservado sob pequenas perturbacdes no seu
campo de vetores f(x). Assim, sistemas lineares no plano da forma
x = Ax sdo estruturalmente estaveis quando x¢ = 0 é um ponto de

equilibrio do tipo né (com autovalores distintos), sela ou foco. 48 500



3.1. Estabilidade Estrutural

Importante: N3o ha estabilidade estrutural quando o ponto de
equilibrio x¢ = 0 do sistema nominal X = Ax é do tipo centro (i.e.
a matriz A possui autovalores complexos conjugados com parte
real nula). Por exemplo, considere que

A:H _é] (A2 =+))

Assim, para

2= ]
0 p
temos que os autovalores da matriz perturbada A + AA si3o
A12 = £ j. Portanto, se u > 0, entdo o ponto de equilibrio
x€ = 0 do sistema perturbado serad do tipo foco instdvel e, se
< 0, serd do tipo foco estdvel. Desse modo, o comportamento
qualitativo do retrato de fase do sistema nominal n3o é preservado

sob pequenas perturbagdes no campo de vetores f(x) = Ax.
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Considere um sistema nao-linear da forma
Xx = f(x)

onde x € D é o vetor de estado, D C R"” é abertoe f: D — R" ¢
de classe C! (i.e. Of /Ox: D — R™" & continua). Suponha que
x€ € D é um ponto de equilibrio, ou seja, f(x€) = 0.

A expansao em série de Taylor de f em relacao ao ponto de

equilibrio x¢ é dada por

Of (x)
Ox

f(x)z@—i—

(x —x°)+TOS

se=5E

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

f(x) 82(;)

12

(x —x®), parax;=x—x°=0.
~——

=
=Xg
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Agora, seja x(t), t > 0, a solu¢do do sistema para uma condi¢do
inicial x(0) € D em tg = 0, e considere o desvio x;5(t) = x(t) — x¢
da solugdo x(t) em relagdo ao ponto de equilibrio x¢. Assim, para
x5(t) = x(t) — x® = 0 (pequenos desvios), temos

O (x)

(x(£) = x°) = Ax;
aX Ny —e’
_’_/ =Xs

2 A € Rnxn
O (x)
aX x:xe:| 5

de sistema linearizado associado ao sistema x = f(x) no ponto
de equilibrio x¢.

45(t) = X(t) = F(x(1)) =

Denominamos

><'5:AX5:|:
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Relembre que a solugdo do sistema linear autonomo xs = Ax;s para
a condicdo inicial dx(0) € R" é dada por x5(t) = e*txs5(0), t > 0.
Portanto, é razodvel esperarmos que

x(t) = x® + xs(t) = x° + ex;(0) = x® + e(x(0) — x°), t>0

desde que x5(t) = x(t) — x® = 0, ou seja, x(t) = x°. Em
particular, é razodvel esperarmos que o retrato de fase do
sistema nao-linear X = f(x) apresente, nas proximidades do
ponto do equilibrio x¢, um comportamento qualitativo
semelhante ao do retrato de fase do sistema linear

X5 = Axs = [0f(x€)/Ox]x5 (apés uma translagdo por x¢). Isto é
de fato verdade, conforme o teorema apresentado a seguir.
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Teorema de Hartman-Grobman: Considere um sistema
nao-linear auténomo da forma

x = f(x)
onde x € D é o vetor de estado, D C R"” é aberto, e f: D — R" é
de classe C1. Seja x¢ € D um ponto de equilibrio do sistema, e
considere o sistema linearizado associado

Of (x) ] .

Xs =Axs = | ———

) ) [ Ox

Assuma que os autovalores de A possuem parte real nao-nula.
Ent3o, o retrato de fase de X = f(x) apresenta, nas proximidades
do ponto de equilibrio x¢, um comportamento qualitativo
semelhante ao do retrato de fase do sistema linearizado associado.
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Teorema de Hartman-Grobman (continuagcdo): Em particular,
quando n = 2 (sistema no plano) e os 2 autovalores da matriz A
sao distintos e com parte real nao-nula, se x{ = 0 € um ponto
de equilibrio do sistema linearizado do tipo né estavel, né instavel,
sela, foco estavel ou foco instdvel, entdo o retrato de fase de

x = f(x) apresenta, nas proximidades do ponto de equilibrio x¢,
um comportamento qualitativo semelhante a um né estavel, né
instavel, sela, foco estdvel ou foco instavel, respectivamente.

Devido ao Teorema de Hartman-Grobman acima, dizemos que o
sistema linearizado permite analisar localmente o retrato de fase
de x = f(x) em torno do ponto de equilibrio x©.
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Obs: Quando n=2e f: D — R? é uma aplicagdo analitica (por
exemplo, cada componente de f é a soma, diferenca, produto ou
quociente de fungdes polinomiais ou trigonométricas), entdo o
resultado do Teorema de Hartman-Grobman permanece vilido
mesmo quando a matriz A possui 2 autovalores repetidos fora do
eixo imaginario, ou seja, se x; = 0 € um ponto de equilibrio do
sistema linearizado do tipo né estavel ou né instavel com
autovalores iguais, entdo o retrato de fase de x = f(x) apresenta,
nas proximidades do ponto de equilibrio x¢, um comportamento
qualitativo semelhante a um né estdvel ou né instavel,
respectivamente.
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3.2. Anadlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Exemplo: Considere o circuito tunnel-diode abaixo:

@ (b)

Figura: (a) Circuito tunnel-diode, e (b) caracteristica v,—i, do diodo.

Considerando que u = E (controle), x; = v e xp = i, temos que
o modelo de estado do circuito é dado por:
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Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

X1 =

( — h(Xl) + X2)

Xo = (—Xl—RX2+U)

~l= 0=

Para u=1.2V, R=15kQ, C =2pF =2 x 10712F, L = 5uH, e
considerando que o tempo é medido em nanosegundos e as
correntes em mA, temos

X1 = fi(x1, x) = 0.5( — h(x1) + x2)
X2 = f(x1,x) = 0.2(—x1 — 1.5x; + 1.2)
Suponha que
h(x1) = 17.76x; — 103.79x7 + 229.62x3 — 226.31x; + 83.72x7
Fazendo f(xf,x§) = (A(x{, x5), (xf,x§)) = (0,0), obtemos 3
pontos de equilibrio:

Q. = (0.063,0.758), Q, = (0.285,0.61), Q; = (0.884,0.21)
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Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

Temos que

ag(;) [—O.Sdh(xl)/dxl 0.5}

- 02 -03

com

dh(x1)/dx; = 17.76 — 207.58x; + 668.86x7 — 905.25x3 4 418.6x;

Assim:

Al = ag(;) o _3;50?2 _8? } , A1 =-357,2 =-0.33
Ay = 0;(;) = e 0 ] . A =177,0= 025

As = 82(;) o _1;%2; _82 } , M =-1330=-04
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Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

Portanto: @1 é um né estavel, @, ¢ do tipo sela, e @3 é um nd
estavel. O retrato de fase abaixo comprova nossa anilise local pelo
sistema linearizado. Observe a presen¢a das sepatrizes (uma
separatriz é uma curva que divide o retrato de fase em regides
com comportamentos qualitativos distintos). Assim, um circuito
tunnel-diode real funciona como um circuito biestavel: os 2
estados sdo @ e Q3 (na prética, pequenos ruidos externos for¢ardo
a orbita a sair das separatrizes).
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Figura: Retrato de fase do circuito tunnel-diode. 50/300



3.3. Procedimentos

1. Para o circuito tunnel-diode do exemplo anterior, utilize o
pacote simbdlico do Matlab para calcular os pontos de equilibrio e
o sistema linearizado associado. Classifique os pontos de equilibrio
e esboce o retrato de fase utilizando o pacote pplane. Interprete o
retrato de fase, concluindo que um circuito tunnel-diode real opera
como um circuito biestavel. Ressaltamos que a anilise local pelo
sistema linearizado n3o é capaz de prever o aparecimento das
separatrizes (fendmeno global).

2. Classifique os pontos de equilibrio do péndulo simples e esboce
o retrato de fase. Relembre que o modelo de estado do péndulo
simples com u = 0 (sem controle) é dado por

X1:X2

. k
X = —%sen(xl) — EX2

onde x;1 = 0, xo = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado,
m={=1,g=98e k=0.1.
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3.3. Procedimentos

3. Considere a equacio de Van der Pol

).(1:X2

Xp = —x1 + 6(1 = Xf)XQ

onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, e ¢ = 0.2 é um
parametro. Classifique os pontos de equilibrio e esboce o retrato de
fase. Note a presenca de um ciclo-limite (6rbita fechada). Assim,
a equacdo de Van der Pol corresponde a um oscilador periédico
(n3o-linear) em que a amplitude de oscilagdo independe da
condicdo inicial. Ressaltamos que a analise local pelo sistema
linearizado n3o é capaz de prever o aparecimento do ciclo limite
(fenémeno global).
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Lab 4 — Projeto: Estabilizacao de um Péndulo Invertido

com Base na Configuracao Controlador-Observador

Objetivos:

Vamos inicialmente analisar algumas das propriedades de um
modelo linear simplificado de um péndulo invertido. Na sequéncia,
projetaremos uma realimentacao de estado com o objetivo de se
estabilizar o péndulo invertido, ou seja, manter o péndulo
equilibrado na vertical em repouso. Por fim, com base no principio
da separagdo, vamos projetar um observador de estado para entdo
utilizarmos a configura¢do controlador-observador na estabilizacdo
do sistema.
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4.1. Modelo Linear Simplificado de um Péndulo Invertido

Considere o péndulo invertido mostrado abaixo:

Figura: Péndulo invertido.
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4.1. Modelo Linear Simplificado de um Péndulo Invertido

Um modelo de estado linear simplificado deste sistema é dado por

X1 0 1 0 0 X1 0
: x| _[00 —mg/M 0 X2 1/M
%" 1o o 0 T S 0 u
X4 0 0 (m+M)g/(ML) 0 X4 —1/(ML)
y=x1
onde:

o x = (x1,x,X3,x) € R* é o vetor de estado

x1 = y é a posicao do carro

Xxp = y é a velocidade do carro

x3 = 0 é o angulo da haste do péndulo com o eixo vertical

xs = 0 é a velocidade angular da haste do péndulo

u é a forga aplicada no carro (controle)

m é a massa da esfera do péndulo, M é a massa do carro, L é
o comprimento da haste, e g é a aceleracao de gravidade

Este modelo é valido quando 6 =0 e 6 0. Veja o livro do Chen,

Exemplo 2.8, p. 22, para maiores detalhes. s a0



4.2. Procedimentos

Considere que m = 0.5kg (massa da esfera do péndulo), M = 1kg
(massa do carrinho), L = 1m (comprimento da haste) e
g = 9.81m/s? (aceleragdo da gravidade).

1. A origem x = 0 é globalmente assintoticamente estavel
(estabilidade interna)? Justifique, e realize algumas simulagGes
para comprovar sua resposta.

2. Encontre a fungdo de transferéncia G(s) do sistema. O sistema
é BIBO-estavel (estabilidade externa)? Justifique sua resposta.
Note que o sistema apresenta um zero no SPD (fase ndo-minima).

3. Verifique a controlabilidade e a observabilidade do sistema (a
saida y = x; € a posicdo do carro). Note que os polos de G(s)
coincidem com os polos (autovalores) da matriz A. Isto era
esperado? Justifique sua resposta.

4. O sistema continua sendo observavel caso a saida fosse y = x3
(angulo da haste do péndulo)? Justifique sua resposta. Observe
que hd um cancelamento pélo-zero na fun¢do de transferéncia

associada a saida y = x3. Isto era esperado? Justifique. .
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4.2. Procedimentos

5. Os polos de malha-fechada podem ser posicionados
arbitrariamente no plano complexo através de uma realimentacdo
de estado da forma u = —Kx? Justifique sua resposta. Em caso
afirmativo, projete uma realimentacdo de estado com o objetivo de
estabilizar a origem, ou seja, manter o péndulo equilibrado na
vertical em repouso e com o carro na posicdo y = x; = 0. O
projeto da matriz de ganho K devera atender a seguinte
especificagdo: para as condigdes iniciais x3(0) = 0(0) = 7/4 (45°)
e x1(0) = x2(0) = x4(0) = 0, tem-se que x3(t) = 6(t) entra e
permanece na faixa de £0.061 (£3.5°) em t; = 3.0s. Dica:
escolha polos repetidos por tentativa e erro.

Agora, considerando que o controle satura em £40N, analise os
resultados de simulagdo obtidos para x(0) = (0,0, 7/4,0),
observando o desempenho dindmico de x(t) e o esforgco de controle
(o controle u(t) correponde a forca aplicada no carro). Repita para
ts =2 1.6s. Por fim, responda: os polos de malha-fechada podem
ser escolhidos t3o rapidos quanto se queira? Justifique.
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4.2. Procedimentos

6. Refaca o item anterior com a especificacdo de t; = 3.0s, mas
agora assumindo que os estados nao podem ser realimentados.
Utilize a configuracdo controlador-observador para tal, e relembre o
principio da separacao. Compare os resultados de simulacao
obtidos, considerando que os polos da dindmica do erro de
estimacdo (ou seja, os polos de A — LC) sdo 2 vezes mais rapidos
que os polos da realimentacdo de estado (i.e. de A— BK). Analise
os resultados de simulac3o obtidos considerando que

x(0) = (0,0,7/4,0), e X(0) = x(0), x(0) = (0.05,0,7/5,0.1),
x(0) = (0.05,0,0,0), x(0) = (0.3,0,7/4,0). N3o se esqueca de
verificar se a especificacdo de ts =2 3.0s foi atendida. Note que,
quando X(0) = x(0), entdo X(t) = x(t) para t > 0. Isto era
esperado? Na prética, é possivel termos X(0) = x(0)? Justifique.
Agora, repita as simulagdes, mas considerando que os polos de

A — LC sio 3 e 5 vezes mais rapidos que os de A — BK.
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4.2. Procedimentos

6 (continuacdo). Conclua que, para o modelo do péndulo
invertido em questdo, a configuragao controlador-observador
atende a especificacdo de ts = 3.0s desde que

x1(0) = x1(0) = y(0) (|x1(0) — x1(0)| =2 0.05m) e os polos de

A — LC (observador) sejam relativamente rapidos em relagdo aos
polos de A — BK (realimentagdo). Como que a condi¢do

x1(0) = x1(0) = y(0) poderia ser assegurada na implementagdo
pratica do controlador-observador? Justifique. Ressaltamos que,
como nado estamos medindo x», x3 € x4, entdo é razoavel setarmos
X2(0) = %3(0) = Xa(0) = 0 no observador.
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Lab 5 — Rastreamento de Referéncia e

Rejeicdo de Perturbacdo para Sistemas Lineares

Objetivos:

Trataremos do problema de rastreamento de referéncia e rejeicao
de perturbacdo para sistemas lineares. Para isso, primeiramente
vamos introduzir o conceito de modelo interno. Em seguida,
estudaremos uma estrutura de controle que permite resolver o
problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbacdo através de uma realimentagao de estado. Por fim,
aplicaremos as técnicas de controle vistas num sistema massa-mola
e analisaremos os resultados de simulacdo obtidos.
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5.1. Definicao do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas,
p saidas e g perturbagdes)

x = Ax + Bu+ Ew,
y=Cx+ Fw

onde x € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle,

y € RP é o vetor de saida com , w € RY é o vetor de

perturbacdo ndo-mensuravel, e A € R™" B € R™*" C € R"™P,
E € R9*" ¢ F € R9%P s3o matrizes constantes. Assuma que
r(t) € RP, t > 0, é um dado vetor de referéncia escolhido, e

considere o erro de rastreamento
e(t)=r(t)—y(t) e RP, t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de
perturbacao é encontrar um controlador tal que em
malha-fechada o vetor de saida y(t) da planta rastreie
assintoticamente o vetor de referéncia r(t) com rejeicdo da
perturba¢do w(t), ou seja,

lim e(t) =0
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5.2. Modelo Interno

Vamos considerar que cada componente do vetor de referéncia
r(t) = (r(t),..., rp(t)) € RP e do vetor de perturbacdo

w(t) = (wi(t),...,wy(t)) € R9, t >0, é solucdo de uma mesma
equacdo diferencial linear homogénea conhecida, ou seja,

(D + a1 D+ -+ 1D+ ag) ri(t) =0, i=1,...,p, t>0
=B(D)
(DX + i D* 1+ -+ 1D + o) wi(t) =0, j=1,....,q, t>0
=B(D)
para uma determinada condic3o inicial

k—1 1 0 k—1 1 0
f00),....i1D(0), r2(0) e w (0),..., w™(0), w(0),
respectivamente, onde D = d/dt é o operador diferencial, k > 0 é
a ordem da equacdo diferencial, e ag, a1,

reais. Portanto, a EDO

...,Q)_1 Sao constantes

B(D)g(t) =0

modela a dindmica do vetor de referéncia r(t) e do vetor de
perturbacdo w(t).
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5.2. Modelo Interno

Ressaltamos que apesar do vetor de perturbacao

w(t) = (wi(t), ..., wg(t)) € R9, t > 0, ser ndo-mensuravel,
estamos assumindo que conhecemos a equacdo diferencial
B(D)wj(t) = 0 que cada componente w;(t), t > 0, satisfaz. No
entanto, a principio as condicoes iniciais

w.(kfl)(O), cee vvj(l)(O), w.(o)(O) sdo desconhecidas.

J J

Obs: Podemos sempre escolher

B(s) =| produto dos denominadores de R;(s) e W;(s)

=Kt 15" T+ tars+ o

mas tomando o cuidado para se eliminar as redundancias!
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5.2. Modelo Interno

Exemplo 1: Suponha que p = g =1 com r(t) = Ajt (rampa de
coeficiente angular A1) e w(t) = By (degrau de amplitude By
desconhecida em principio), t > 0. Entdo, R(s) = A;/s?,
W(s) = Bi/s e

B(s) = s*

(e ndo B(s) = s% - s = s3!) pois
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5.2. Modelo Interno

Exemplo 2: Suponha que p =g =2 com

r(t) = (n(t), ra(t)) = (

A1 ,Agt), t>0
~— =~

degrau rampa
w(t) = (wi(t), wa(t)) = ( B1 + Basen(2t), B3 + Bssen(5t)), t >0
degrau senoide degrau senoide
onde A1, Ay, B, By, B3, B, sdo constantes com By, By, Bs, B,

desconhecidas em principio. Assim, Ri(s) = A1/s, Ra(s) = Az/s?,
Wi(s) = B1/s + 2By /(s? + 4), Wa(s) = B3/s +5B4/(s> +25) e

B(s) = s3(s? + 4)(s? + 25) = s2(s* + 2952 + 100) = | s® + 295* + 100s? |

pois
B(D)g(t) = (D°+29D*+100D?)g(t) = [D*(D?+4)(D?*+25)|g(t) =0, t >0

para g(t) = ni(t), r2(t), wa(t), wa(t), t = 0.
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5.2. Modelo Interno

Seja g(t) = ri(t), ..., rp(t), wi(t), ..., wy(t), t > 0. E facil ver
que g(t), t >0, é solugdo da EDO
B(D)g(t) = (D* + ax_1D* 1+ -+ + a1D + ag)g(t) = 0
se e somente se yg(t) = x3,(t) = g(t), t >0, é a saida do modelo
de estado abaixo com as mesmas condi¢Ges iniciais:

[ 5@ ] o 1 0 o [ &@ 7
g 0 0 1 0 g
Xg = f = : : : . : :
A 0 0 0 o0 1 )
| gD | | —@0 —a1 —a2 —ok-1 | | gl |
= M € Rkxk = xg € RK
yg=[10 --- 0]x3 = x3

= P € RIxk

Logo, este sistema é a representacdo em espaco de estado da EDO
acima. Temos que det(s/ — M) =

(autovalores) de M coincidem com as raizes de (s) = 0.

B(s), ou seja, os polos
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5.2. Modelo Interno

Defina o sistema (p cépias bloco diagonal do sistema anterior)

M N
M N
N = . Xm + ) e

M N

= Am € RPkXpk = Bm € Rpkxp

onde x,, € RP¥ é o vetor de estado, e = r — y € RP é a entrada
deste sistema,

0 1 0 0 [0 ]
0 0 1 0 0
M = : , N=
0 0 0 0 1 0
| —&o —OQq1 —Qp ... —OQk_1 | Kk L 1 d s

com B(s) = s¥ + ax_1s*"t +--- + a5+ ap. Denominamos o
sistema acima de modelo interno (da referéncia r(t) e da
perturbacdo w(t)).
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5.2. Modelo Interno

Pode-se verificar que o modelo interno é controlavel, e que sua
matriz de transferéncia é dada pela matriz bloco diagonal

1/5(s)

Gm(s) = Cm(sl—Am) 1B = 1/8(s)

1/5(s)

com Yp(s) = Gn(s)E(s) e considerando que a saida é

pxp

P Xm,1
P Xm, 14k
Ym = , Xm = _ ,onde P=[1 0 --- 0] € RI*k
— C,, € RPXPK = ym €ERP

Obs: Assuma que cada ri(t) e w;(t) sdo do tipo degrau, ou seja,
p(s) =s. Entdo, M =0, N=1, A, =0e By, =/, ou seja,

Xm = e. Logo: xm(t) = /Ot e(T) dT + xm(0).
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5.3. Sistema Aumentado

Relembre que a planta é modelada por (n estados, m entradas,
p saidas e g perturbagdes)
x = Ax + Bu+ Ew,

y=Cx+ Fw
e que o modelo interno é dado por

Xm = AmXm + Bme
onde e=r—y =r—(Cx+ Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = AmXm + Bm(r— Cx — FW) = —BnCx+ Amxm — BmFw + B, r

Considere o vetor de estado aumentado x, = (x, x,,) € R"Pk.
Obtemos assim o sistema aumentado:

[ L ATl Ladw- (2]

=A, —Xa =B,

va=y=]|C O][X}—FFW
—— Xm
C; S——

=Xa 78 /300



5.4. Estrutura de Controle

Considere a estrutura de controle em malha-fechada mostrada
abaixo:

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kinxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K. O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops considerando x,(0) = 0 (condi¢o inicial
nula).

O préximo resultado apresenta condi¢des para que esta estrutura
de controle resolva o problema de rastreamento da referéncia r(t)
com rejeicdo da perturbagdo w(t). Veremos que se trata de um
Problema de Estabilizacao por Realimentacao de Estado com

Imposicao de Polos (veja a Se¢do 2.4 da Teoria).
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5.4. Estrutura de Controle

Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controldvel, isto é,
o par (Aa, B,) é controldvel. Escolha uma matriz de ganho

K, € Rm™*(ntPk) de forma que todos os polos de A, — B,K,
estejam no SPE, mas que ndo coincidam com nenhuma raiz de
B(s) = 0. Ent3o, a realimentagdo de estado

u=—Kyx; = —Kx — Kmxm

onde K, = [K K] € R™("PK) com K € R™" e K, € R™*PK,
soluciona o problema de rastreamento da referéncia r(t) com
rejeicdo de perturbagdo w(t), ou seja,

(£) = r(t) = y(t) = 0

para qualquer condig3o inicial x,(0) = (x(0), x(0)) € R™Pk do
sistema em malha-fechada. Além disso, temos que x, = 0 é um
ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel do
sistema aumentado em malha-fechada com tal realimentacao

u= —K,x, (para w = r = 0). Em particular, o sistema aumentado
em malha-fechada é BIBO-estdvel (para x,(0) = 0).

im e
t—00
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5.4. Estrutura de Controle

Prova: Com base na Figura acima, no sistema aumentado e no
fato de que e = r — y = r — y,, temos que o modelo de estado do
sistema aumentado em malha-fechada com a realimentacao

u=—Kyx; = —Kx — Kmxm é dado por
. | x| _| A=-BK —BKj X n E 0 w
= xn | T | =BmC  An Xm —BmF Bn || r
S—— ~ S~——
= Ae = A—BaK; =% =B. =ue

=te gl |l

e — a =D,
=Xz =Ue

Aqui, consideramos que ue(t) = (w(t), r(t)) € RItP é o vetor de
entrada e que e(t) = r(t) — y(t) = Cexa(t) + Deue(t) € RP é 0
vetor de saida do sistema em malha-fechada.
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5.4. Estrutura de Controle

Como o par (Aa, B,) é controlavel, podemos sempre encontrar uma
matriz de ganho K, € R™*("+Pk) de modo a posicionar
arbitrariamente os polos de Ac = A; — B,K; no SPE, mas de forma
que ndo coincidam com nenhuma raiz de 3(s) = 0. Portanto,

Xz = 0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel do sistema em malha-fechada (com u. = (w, r) = (0, 0)).
Em particular, lim;_o0 Xa(t) = lim¢— o0 exp(Aet)xa(0) = 0, para
qualquer condigdo inicial x,(0) = (x(0), x(0)) € R"PX (4, = 0).
Relembre que (resposta total = resposta entrada nula + resposta
estado nulo):

e(t) = Coexp(Aet)xa(0) + Ge(t) * ue(t)

7

—eo(t) —een(t)
Logo,
lim ey(t) = tILm Ceexp(Aet)xs(0) =0

t—00

para todo x,(0) € R™ Pk Assim, resta-nos mostrar que

tln;o eesn(t) - tln;o ge(t) ¥ ue(t) =" 82 /300



5.4. Estrutura de Controle

Temos que
Ge(s) = (Ge;(s)) = Ce(sl—Ae) 1Be4De, com E(s) = Ge(s)Ue(s)

Pode-se mostrar que a fung¢do de transferéncia entre a j-ésima
componente ug(t) da entrada ue(t) e a i-ésima componente e;(t)
do erro e(t) (assumindo que we,(t) = 0 para ¢ # j) é dada por

E() _ g, ()= Lo
Ue; (s) det(sl — Ae)
onde 7;i(s) é um polindnimo em s. Portanto,

B(s)n(s)
Ei(s) = ————>"U..
(%) = Get(sr — Ay o)
Concluimos entao que

tILr‘r;o esn(t) = tILr‘r;o Ge(t) * ue(t) =0

pois algum fator do polinémio 3(s) cancelard os polos de Ue,(s)
(relembre que os polos de Ac = A; — B,K, ndo coincidem com
nenhuma raiz de §(s) = 0, por hipdtese). Isto termina a prova. /2



5.4. Estrutura de Controle

Obs 1: A estrutura de controle da Figura acima é robusta. De
fato, a partir da demonstracdo acima, percebemos que os
resultados do teorema permanecem validos para qualquer
perturbacdo nas matrizes A, B, C (planta) e K, = [Km K]
(realimentagdo) que mantenha polos de A = A, — B,K, no SPE e
sem coincidirem com as raizes de 3(s) = 0. Pelo resultado de
continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a Se¢do 3.1
do Lab 3), asseguramos que isto serd atendido para pequenas
perturbacdes em A, B, C, K.
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5.4. Estrutura de Controle

Obs 2: Para determinarmos uma matriz de ganho K, = [K, K]
que soluciona o problema de controle em questdo, necessitamos
apenas montar as matrizes A, e B, do sistema aumentado e
verificar se o par (A,, B,) é controlavel. Caso o par (A,, B,) seja
controlavel, ent3o basta determinarmos K, = [K,;, K] de maneira
que os polos da matriz A, — B,K, estejam no SPE, mas que nao
coincidam com as raizes de ((s) = 0. Logo, o sistema aumentado
é utilizado apenas para fins de célculo de K; = [K, K]! Para
controlarmos o sistema em malha-fechada, basta implementarmos
o modelo interno e aplicarmos a realimentacao u = —Kx — Kpyxm
na planta.
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5.4. Estrutura de Controle

Obs 3: Note que o modelo de estado do sistema aumentado em

malha-fechada com a realimentagcao u = —K,x; = —Kx — KX €
dado por:
. X A— BK —BKp X E 0 w
X3 = . = +
S —-B,C A Xm —B,F B, r
~— ~—
= A. = A,—B:K, =Xa =B =Ue
X w
Ya=y=|C 0][ }HF 0]{ ]
~—— | Xm —— r
a :Da

Logo, a matriz de transferéncia do sistema aumentado em
malha-fechada é determinada por

Ga(s) = (Gay(s)) = Co(sl—Ae) 2 Be+D,, com Y(s) = G,(s)Ue(s)
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5.4. Estrutura de Controle

Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de
Referéncia com Rejeicao de Perturbacao:

@ A partir dos vetores de referéncia r(t) = (r(t),...,r(t)) e
de perturbacdo w(t) = (wi(t),...,wq(t)), t > 0, determine
B(s) = produto dos denominadores de R;i(s) e Wj(s) =
sK+ ap_155 1+ 4+ a15+ ag, mas tomando o cuidado para
se eliminar as redundancias!

@ Considere o modelo interno (p-cépias de M, N):

M N
M N

S = . Xm + . €

M N

= A,, € Rpkxpk = B, € Rpkxp

onde
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5.4. Estrutura de Controle

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
M = : , N=
0 0 0 0 1 0
|~ —01 o2 ... —Qk—1 | | 1] il

© Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

A 0 B
w=| e m ] 2[5

e verifique se o par (A,, B,) é controlavel. Em caso
afirmativo, determine uma matriz de ganho
K,=[K Kn]€R™+PK) com K € R™*" e K, € R™*PK,
de forma que todos os polos de A, — B,K, estejam no SPE,
mas que ndo coincidam com nenhuma raiz de 3(s) = 0.

@ Implemente o modelo interno e aplique a realimentacao
u = —Kx — Knxm na planta, conforme a estrutura de controle

ilustrada na Figura do inicio desta sec3o. .



5.5. Exemplo

Considere o sistema massa-mola ilustrado abaixo

’-—» h i——-» n

I b ks
i;w*n._ m =, _m‘n.f
W) —> W
S/ I

Figura: Sistema massa-mola.

o qual consiste de 2 blocos de massas m; e my conectados por 3
molas com constantes de mola ki, ko, k3. As variaveis de controle
sdo as forgas w1, up aplicadas em cada bloco, e as varidveis de saida
sao os deslocamentos y; e y» de cada bloco. Por simplicidade,
assumimos que n3o ha atrito entre os blocos e a superficie.

Com base na 27 Lei de Newton, temos que
miy1 = u1 — kiy1 — ka(y1 — y2)
mays = Uz + koy1 — (k1 + ka2)y2
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5.5. Exemplo

Vamos agora representar o sistema em modelo de estado.
Definindo o vetor de controle u = (uy, up) € R?, o vetor de saida
y = (y1,y2) € R?, e o vetor de estado x = (x1, x2, X3, x4) € R?
com

X1=Y1, X2 = Y1, X3 = Y2, X4 = Y2
obtemos que

0 1 0 0 0 0
ky + k k 1
atle g R 11 = 9
% — mi my X2 + mq u
0 0 0 1] x 0 0 s
~——
ke g _ktk o [ x 0 = | T
L m my I/ L my
=X %,—/
=A =B
X1

=X 90 /300



5.5. Exemplo

Considere que ha uma perturbacdo w = (wy, w») € R? na entrada
do sistema, ou seja, E = B com
x=Ax+Bu+ E w
=B
y = Cx
e suponha que
r(t) = (r(t),n(t)) =( A1 ,Ax+ Assen(t)), t >0
(t) = (n(t), r2(t)) = ( A1, A2 + Az sen(t))
degrau senoide
w(t) = (wa(t),wa(t))=( B1, Bo ), t>0
() = (wa(t), w2(t)) = ( BL , B2)
degrau degrau

onde A;, As, A3, Bi, B> sao constantes com Bj, By desconhecidas.
Assim, Ry(s) = A1/s, Ra(s) = Ax/s+ As/(s%> + 1), Wi(s) = Bi/s,
Wh(s) = By/s, e

B(s)=s(s®>+1)=s3+s| (k=3)
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5.5. Exemplo

Portanto,
0 1 0 0
M=]0 0 1|, N=|0
0 -1 0 1
e o modelo interno é dado por (p = 2 cédpias)
[0 1 0 0 0 07 [0 0
0 0 10 0 O 0 0
o 0 -1 00 0 O o 10 .
m 0 0 00 1 01" 00
0 0 00 0 1 00
L0 0 0 0 -1 0 | | 0 1 |
—_———
—Am = Bm

Logo, as matrizes A, e B, do sistema aumentado s3o,
respectivamente,

A 0 B
| | &= 10
? —BmC Am 10x10 ’ 0 10x2
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5.6. Procedimentos

1. Determine e analise a matriz de transferéncia do sistema
massa-mola (malha-aberta).

2. Considere a estrutura de controle da Figura da Se¢ao 5.4
referente ao problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de
perturba¢do. Assuma que as referéncias sdo ri(t) = 3 (degrau) e
r(t) =2+ 0.5sen(t) para t > 0, e que as perturbagdes sdo

wi(t) = 2 e wo(t) = 3, incidindo a partir de t > 50s. Para o
sistema massa-mola acima, verifique se o sistema aumentado é
controldvel. Em caso afirmativo, determine uma matriz de ganho
K, = [K K] na realimentagdo de estado

u=—K,xs = —Kx — Kpxm para o sistema massa-mola de modo a
atender a seguinte especificacdo em malha-fechada: para a
condi¢o inicial x,(0) = (x(0), xm(0)) = (0,0), tem-se que as
componentes e;(t) e ex(t) do erro de rastreamento

e(t) = (ew(t), ex(t)) entram e permanecem na faixa de +0.2m em
ts = 10.0s em relacdo a referéncia dada acima. Dica: escolha

n+ pk =4+ 2 -3 =10 polos repetidos por tentativa e erro.
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5.6. Procedimentos

2 (continuacdo). Agora, considerando que os controles u;(t) e
ur(t) (correspondentes as forgas aplicadas nas massas my e my,
respectivamente) saturam em +20N, analise os resultados de
simulagdo obtidos em malha-fechada para x(0) = 0 e x(0) # 0,
verificando se o problema de rastreamento da referéncia r(t) com
rejeicdo da perturbagdo w(t) foi de fato resolvido. Analise a matriz
de transferéncia G,(s) do sistema aumentado em malha-fechada
(Y(s) = Ga(s)Ue(s)), e analise os resultados de simulagdo obtidos
(referéncia, perturbagdo, estado, saida, erro, controle). Repita os
procedimentos anteriores, mas agora para polos 50%, 2 vezes e 3
vezes mais rapidos que os polos determinados para ts = 10s. Por
fim, responda: os polos de malha-fechada podem ser escolhidos
tao rapidos quanto se queira? Justifique.
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5.6. Procedimentos

3. Determine os polos de malha-fechada considerando que:

K. — 4.5975 3.5337 0.9908 0.4067 —1.8253 0.0778 —4.9807 —0.0386 0.1826 —0.1056
2 0.6755  0.2034  4.1541  4.4480 0.0386  0.1659 0.1402  —1.8253 0.5435  —4.9345

Simule o sistema em malha-fechada com tal matriz de ganho,
observando uma diminui¢do significativa do tempo de acomodacao
ts e também do esforco de controle (picos no regime transitério)
em compara¢do a matriz de ganho projetada no Item 1 para

ts = 10s. Conclusao: apesar de podermos posicionar os polos de
malha-fechada (i.e. os polos de A. = A, — B,Kj,) arbitrariamente
no SPE, de maneira geral ndo é uma tarefa facil escolhé-los
adequadamente, no sentido de se obter um compromisso razodvel
entre desempenho e esforco de controle!
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5.6. Procedimentos

Obs: Para o sistema massa-mola, temos que:

)'(1:X2

X3 = X4
E, para o modelo interno:

Xml = Xm2
Xm3 = Xm1

Xm3 = —Xm2 + €1

Xm6 = Xm4

Xm6 = —Xms + €2
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5.6. Procedimentos

Obs (continuagdo):
Assim, para i =1,2:

up = —Ka’;xa = —Kix — K,inxm
= —Kirxa — Kioxa — Kizxg — Kiaxa
- Km,-1Xm1 - Km,QXmZ - Km,-3Xm3 - Km;4Xm4 - Km,-5Xm5 — KmieXmé
= —Kira — Kizxi — Kizxg — Kigxs
- Km,-lxml - Kmiz).(ml - Km,-3j&m1 - Km,-4Xm4 - Kmi5).<m4 - Km,-ﬁj%m4
= — (Kitx1 + Kiaxz + Ky Xm1 + Ky Xma)

termo P

- (KI'2).<1 + KI'4).<3 + Km,-g).(ml + Km,-3)'&m1 + Km,-s).(m4 + Km,-ekm4)

termo D

Logo, temos uma realimentacdo com acdo PD
(Proporcional-Derivativa) nos estados da planta e do modelo

interno!
97 /300



5.6. Procedimentos

Obs (continuacao):
Além disso, relembre que, no modelo interno:

Xm1(s)  Xma(s) 1 1

Ei(s)  Ex(s) B(s) s(s2+1)

Portanto, a realimentacdo projetada tem agao integral nos erros de
rastreamento e = — y1, € = n — y».

Concluimos entdo que o controlador projetado tem agdo PID
(Proporcional-Integral-Derivativa) nos erros de rastreamento!
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Lab 6 — Rastreamento de Referéncia e
Rejeicdo de Perturbacdo para Sistemas Lineares com

Observador de Estado

Objetivos:

Continuaremos a tratar o problema de rastreamento de referéncia e
rejeicdo de perturbacdo para sistemas lineares visto no Lab 5, mas
agora considerando que os estados da planta n3o podem ser
realimentados devido a restricdes praticas. Para isso, utilizaremos
um observador de estado. Aplicaremos entdo as técnicas de
controle vistas num sistema massa-mola e analisaremos os
resultados de simulacdo obtidos.
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Relembre a estrutura de controle analisada na Secdo 5.4 do Lab 5
para o problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbacao:

d(t)

m(®) |

Internal - y(t)
Model Plant

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentacdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kinxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K. O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops considerando x,,(0) = 0 (condi¢o inicial
nula).

No entanto, agora consideraremos que o vetor de estado x(t) da
planta n3o esta disponivel, ou seja, ndo pode ser realimentado

devido a restricGes praticas.
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Mostraremos na sequéncia que a estrutura de controle acima
resolve o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de
perturbagdo se realimentarmos uma estimativa Xx(t) de x(t), ou
seja, se utilizarmos uma realimentac3o da forma u = —KX — Ky xpm.

Primeiramente, relembre que a planta é modelada por (n estados,
m entradas, p saidas e g perturbagdes)

x = Ax + Bu+ Ew,
y=Cx+ Fw

e que o modelo interno é dado por

Xm = AmXm + Bme
onde e=r—y =r—(Cx+ Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = AmXm + Bm(r— Cx — FW) = —BnCx+ Amxm — BmFw + By, r

Com isso, relembre que o sistema aumentado é dado por:
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

wL]-Lae Al Bl Lade-(2)

=A, =Xa =[5

yva=y=]|C O][X}—FFW
—— Xm
C; S>——

=X3

Agora, considere o observador de estado (para a planta, e ndo
para o sistema aumentado!):

Xx=(A-LC)x+ Bu+Ly
Seja £ = x — X o erro de estimacdo. Note que, na presenca de uma
perturbacdo w # 0 sobre a planta, ndo temos que { = (A — LC)E,
mas sim que:
§=%—X=Ax+Bu+Ew— ((A— LC)X + Bu + Ly)
=Ax+Bu+ Ew —(A— LC)x — Bu— L(Cx + Fw)
—_——
=y
=(A-LC)+(E—-LF)w
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

No entanto, isto nao causa nenhuma dificuldade técnica adicional,
pois o proximo resultado estabelece condi¢cdes para que a
realimentacdo (do estado estimado X e do estado do modelo
interno xm,)

u=—Kx — KmnXm

resolva o problema de controle através do projeto independente das
matriz de ganho K, = [K K] € R™("*PK) (realimentag3o) e L
(observador). Veremos que novamente se trata de um Problema
de Estabilizacao por Realimentacao de Estado com
Imposicdo de Polos (veja a Segdo 2.4 da Teoria).
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controlavel (i.e. o
par (Aa, B,) é controlavel) e que a planta é observavel (i.e. o par
(A, C) é observével). Escolha as matrizes de ganho
K, € Rm*(ntpk) o | ¢ R"P de forma que todos os polos de
A, — B;K; e A— LC estejam no SPE, mas que n3o coincidam com
nenhuma raiz de 3(s) = 0. Ent3o, o observador de estado

%

=(A-LC)x+ Bu+ Ly
e a realimentagdo N
u=—Kx— Knxm
onde K, = [K Kp] € R™*(1PK) com K € R™*" e K, € RM*Pk,
solucionam o problema de rastreamento da referéncia r(t) com
rejeicdo de perturbacdo w(t), ou seja,

Jim e(t) = r(t) —y(t) =0

para qualquer condic3o inicial X(0) = (x(0), x»(0),X(0)) € R2"*Pk
do sistema em malha-fechada. Além disso, temos que x = 0 é um
ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel do

sistema em malha-fechada com tal controlador (para w = r =0). -



6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Prova: Seja X = (x3,X) = (X, Xm, X) € R?"Pk o vetor de estado
do sistema aumentado com o observador. Com base no sistema
aumentado, no observador de estado e considerando o erro

e = r — y como saida, obtemos que o modelo de estado do sistema

em malha-fechada com a realimentacdo u = —KXx — Kxm, é:
. X [ A —BK, —BK X
X = >'<_m =| -Bn,C An 0 Sin

5% | LC —BK, A—BK-ILC 5%
— A, =%
[ E 0
+ | -BnF Bn [ VrV ]
LF 0 |. ~—
_B. ‘
X w
e=[-C 0 0| xm | +[-F l][ }
5,_/ % H:—/ r

Ce =D
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Temos que
Ge(s) = (Ge,(5)) = Ce(sl—Ae) L Be+De, com E(s) = Ge(s) Ue(s)

e que a funcdo de transferéncia entre a j-ésima componente uej(t)
da entrada ue(t) e a i-ésima componente e;(t) do erro e(t)
(assumindo que ue,(t) = 0 para ¢ # j) é dada por

EG) _ g (g LIS

Ug;(s) det(sl — Ag)
onde 7;;(s) é um polinénimo em s.
Agora, considere a mudanga (linear) de coordenadas

X X / 0 O X

Z = Xm = Xm = 0 |/ 0 Xm

¢ X—% I 0 —I X
\ﬁ__/\_\c_/

Note que T~' = T e x = T~ 'z = Tz. Nas novas coordenadas

z = TXx, o sistema em malha-fechada é dado por:
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

k . o~ ~ o~ o~ ~ ~
x',_,, =z=Tx= T(Ae}+ Beue) = TAX+ TB.u. = TA. T 1>+ T Beue
3

A—-BK —-BK, —-BK X E O
= —BmC Am O Xm + _BmF Bm Ue,
0 0 A—-LC € E—-LF O
"~ SN—— "~
=TAT-1 e =TB.

e= Ee§+ 5eue = EeTflz + beue = zez + beue

com
A—-BK —-BK,

Aa_BaKa: -B.C A )

Ko=[K Kmn] € R™(7HPK)
Concluimos ent3o que o conjunto de polos da matriz Z\e é igual a
unido (com repeticdo) dos polos de A; — B,K, com os polos de

A — LC (principio da separacao).
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Por hipétese, (A,, B,) é controldvel e (A, C) é observavel. Logo,
podemos encontrar matrizes de ganho K, € R™*(n+pk) ¢ | ¢ R7¥P
de modo a posicionar arbitrariamente os polos de A; — B,K; e de
A — LC no SPE, mas de forma que n3o coincidam com nenhuma
raiz de 3(s) = 0. Portanto, x = 0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada
(para ue = (w,r) = (0,0)), e o restante da prova é andlogo ao
Teorema da Sec3o 5.4 do Lab 5. Isto conclui a demonstracio.

Obs 1: A estrutura de controle com o observador de estado é
robusta. De fato, a partir da demonstracdao acima, percebemos
que os resultados do teorema permanecem vélidos para qualquer
perturba¢do nas matrizes A, B, C (planta), L (observador) e

K, =[K Kpm] (realimentagdo) que mantenha polos de A, — B,K,
e de A— LC no SPE e sem coincidirem com as raizes de (s) = 0.
Pelo resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz
(veja a Se¢do 3.1 do Lab 3), asseguramos que isto sera atendido
para pequenas perturbacdes em A, B, C, L, K.
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 2: Note que o modelo de estado do sistema aumentado com
o observador e em malha-fechada com a realimentacao

u=—Kx — Knxm é dado por:
X [ A —BKp —BK x
X=|%n | =| -BnC Anm 0 Xm
X | LC  —BKm A—BK-LC X
- —~
= Ae =x
[ E 0
+| —BnF B [W]
| E—LF o |L' 2

G(s) = (Gjj(s)) = C(sl — Ae) " Be + D, com Y(s) = G(s)Ue(s)
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3: Considere que no lugar de
X=(A—=LC)X+ Bu+Ly (1)
optamos por utilizar
X=(A—LC)X+ Bu— Le (2)
Seja £ = x — X o erro de estimagdo. Temos entdo que:
§=X%X—X=Ax+Bu+Ew— ((A— LC)R + Bu — Le)
=Ax+Bu+Ew — (A— LC)x — Bu+ L (r — (Cx+ Fw))

—e=r—y
=(A-LC)+(E—-LF)w+Lr

Logo, o sistema (2) desempenha o papel de um estimador de
estado apenas quando w = r = 0. No entanto, note que os
resultados do teorema acima permanecem vélidos mesmo quando
utilizamos (2) no lugar de (1), pois em tal caso o modelo de
estado do sistema em malha-fechada com a realimentacao

u = —KX — Kpnxm e considerando o erro e = r — y como saida é:
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3 (continuacao):

_ X A  —BKn,  —BK X
X=|%m | =| -BnC  Anm 0 Xm
X LC —-BK, A—BK-ILC 5%
~ ~——
— A =x
E 0
+| —=BwF B [ Vr" ]
LF L | ~—
_B, o
X w
e=[-C 0 0| xm | +[-F /]{ }
5‘,_/ 3 R:—/ r
Ce =D,

Note que a tnica diferenca em relacdo a utilizagdo do estimador
(1) é a matriz B, no lugar de B, (veja a prova do teorema).
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3 (continuacdo):
Temos que

Ge(s) = (Gey(s)) = Ce(sl—Ae) ' BetDe, com E(s) = Ge(s)Ue(s)

e que a fungdo de transferéncia entre a j-ésima componente u,(t)
da entrada ue(t) e a i-ésima componente ¢;(t) do erro e(t)
(assumindo que u,(t) = 0 para ¢ # j) é dada por

Ei(s) _ Bs)my(s)
Ue(s) ~ det(sl — Ae)

= Eeij (s)

onde 7;;(s) é um polindnimo em s. Portanto, concluimos pela
demonstragdo do teorema acima (referente a (1)) que tal resultado
permanece vélido mesmo quando utilizamos (2) no lugar de (1), ja
que a dnica diferenca entre G, (s) e Ge;(s) sdo os zeros
determinados pelos polindmios 7;(s) e 7;;(s). Ressaltamos que
diferencas entre os polindmios 7;;(s) e 7;;(s) sdo decorrentes das

diferencas entre as matrizes Be (com (2)) e Be (com (1)).
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3 (continuagao): Além disso, note que o modelo de estado
do sistema aumentado com (2) e em malha-fechada com a

realimentacdo u = — KX — Kpxm € dado por:
X [ A —BKn, —BK X
S= | | = || e AL 0 Xm
X | LC  —BKm A—BK-LC X

G R e
= A =X
[ E 0
+| —BwF Bn ] [ Vr"]
| E-LF L |\ 5
_B. -

X
| x| LT
c=—C. -b

onde
G(s) = (Gji(s)) = C(sl — Ae)™'B. + D, com Y(s) = G(s)Ue(s)
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3 (continuagao): Logo, as componentes correspondentes das
matrizes de transferéncia G(s) (com (2)) e G(s) (veja a Obs 2
acima referente ao observador (1)) podem apresentar zeros
diferentes devido a diferenca entre as matrizes B, e Ee.

Por fim, ao utilizarmos (2) no lugar de (1), temos que o modelo de
estado do controlador a ser implementado é dado por:

X = (A= LC)x+ Bu— Le=(A— BK — LC)X — BKmxm — Le
Xm = AmXm + Bme

u=—Kx — Kmnxm

Aqui, xc = (X, xm) € R"tPk ¢ o estado do controlador, o error
e=r—y € RP é a entrada do controlador e u = —Kyx. € R™ é a
saida do controlador, onde K, = [K K] € R™*(1+PK) com

K € R™*" e K, € R™*Pk_ Desse modo, podemos escrever o
modelo de estado do controlador como:
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3 (continuagao):
. [ x]1 [A-BK-LC —BKpn x ] [t
Tk, | T 0 Anm Xm Bm | €

=Ac =Xc =B

u=—[K Km][ X }
~—— | Xm

Ki ~—~—

=Xc

Portanto, a matriz de transferéncia do controlador é dada por:

C(s) = —Ka(sl — A)"tBe, com U(s) = C(s)E(s)

Note que as raizes de 3(s) = 0 aparecem como polos da matriz A,
do controlador, pois como A. é uma matriz bloco triangular
superior, temos que o conjunto de polos de A. é a unido (com
repeti¢do) dos polos de A— BK — LC com os polos de A, (vemos
pelo Lab 5 que os valores dos polos de A, coincidem com as raizes

de B(s) = 0).
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 3 (continuacdo):

Como A, é a matriz do modelo interno, concluimos que o
controlador acima generaliza para o caso multivariavel a
abordagem de projeto monovariavel vista na disciplina Sistemas
de Controle para o problema de rastreamento de referéncia com
rejeicdo de perturbacdo: primeiramente colocamos os polos do
modelo interno como polos do controlador, e em seguida
projetamos um estabilizador de forma a posicionar os polos de
malha-fechada no SPE.
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de
Referéncia com Rejeicdo de Perturbacdo com Observador de

Estado:
@ A partir dos vetores de referéncia r(t) = (ri(t),...,rp(t)) e
de perturbagdo w(t) = (wi(t),..., wy(t)), t > 0, determine

B(s) = produto dos denomiradores de R;(s) e W;(s) =
sK+ap_1s* 1+ + a1s+ ag, mas tomando o cuidado para
se eliminar as redundancias!

@ Considere o modelo interno (p-cépias de M, N):

M N
M N

M N

= A,, € Rpkxpk = B, € Rpkxp

onde
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
M= : , N=
0 0 0 0 1 0
| —&o —Q1 —Qp ... —OQk-1 | K k L 1 s

© Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

A0 B
A= e m ] 2= [0

e verifique se o par (A,, B,) é controlavel e o par (A, C) é
observavel. Em caso afirmativo, determine matrizes de ganho
K,=[K Kmn] € R™<("PK) (realimentacio), com K € R™*"
e Ky € R™<Pk e | € R"P (observador) de forma que todos
os polos de A, — B,K, e A— LC estejam no SPE, mas que
ndo coincidam com nenhuma raiz de 3(s) = 0.
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

© Implemente o modelo interno e o observador de estado (para
a planta, e n3o para o sistema aumentado!)

X =(A—LC)X+ Bu+ Ly (ou —Le)

e aplique a realimentacdo u = —KXx — K xn» na planta,
conforme a estrutura de controle ilustrada na Figura do inicio
da Secdo 5.4 do Lab 5. Assim, concluimos que o controlador
projetado a ser implementador é dado por:

X=(A—LC)X+ Bu+ Ly (ou —Le)
Xm = AmXm + Bme, come=r—y
u=—Kx — KmnXm

Note que o observador de estado é referente somente a planta
(ndo ao sistema aumentado!), ja que sempre podemos
realimentar o estado x,, pelo fato do modelo interno ser
implementado. Tal controlador resolve o problema de
rastreamento da referéncia r(t) com rejeicdo da perturbagdo

w(t).
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6.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Ressaltamos que os polos de malha-fechada serdo a unido (com
repeti¢do) dos polos de A, — B,K, com os polos de A— LC, ou
seja, as matrizes de ganho K; = [K  K,,] (realimentagdo) e L
(observador) sdo projetadas independentemente (principio da
separacao).
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6.2. Procedimentos

1. Considere novamente o sistema massa-mola da Secdo 5.5 do
Lab 5. Considere a estrutura de controle da Figura da Secdo 5.4
referente ao problema de rastreamento de referéncia e rejeicdo de
perturbacdo. Assuma que as referéncias sdo ri(t) = 3 (degrau) e
ra(t) =24 0.5sen(t) para t > 0, e que as perturbagdes sdo

wi(t) =2 e wo(t) = 3, incidindo a partir de t > 50s. Para o
sistema massa-mola acima, verifique se o sistema aumentado é
controlavel. Em caso afirmativo, determine uma matriz de ganho
K, =[K K] na realimentagdo de estado

u=—K,x; = —Kx — Kp,xn para o sistema massa-mola de modo a
atender a seguinte especificagdo em malha-fechada: para a
condicdo inicial x,(0) = (x(0), xm(0)) = (0,0), tem-se que as
componentes e;1(t) e e(t) do erro de rastreamento

e(t) = (ex(t), ex(t)) entram e permanecem na faixa de +0.2m em
ts = 10.0s em relagao a referéncia dada acima. Dica: escolha

n+ pk =4+ 2-3 =10 polos repetidos por tentativa e erro.
Resposta: polos em s = —1.
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6.2. Procedimentos

2. Comprove que o sistema massa-mola é observdvel, e entdo
determine a matriz de ganho L de modo que os polos do observador
(i.e. da matriz A — LC) sejam 2 vezes mais rapidos que os polos de
A; — B;K, encontrados no Item 1. Considerando que os controles
u1(t) e uo(t) (forgas aplicadas nas massas) saturam em £20,
analise os resultados de simulacdo obtidos em malha-fechada com
o observador (1) para x(0) =0, x(0) =0, x(0) =[1 2 0.8 —0.3],
relembrado que & = (A= LC)¢+ (E—LF)w,onde { =x—Xéo
erro de estimac3do. Verifique se o problema de rastreamento da
referéncia r(t) com rejeicdo da perturba¢do w(t) foi de fato
resolvido, comparando o desempenho em relacdo a realimentacao
de estado u = — K, x;,, — Kx, e analisando a referéncia,
perturbac3o, estado, estado estimado, saida, erro e controle.
Repita, mas agora considere que os polos de A— LC sdo 5, 10 e 20
vezes mais rapidos que os de A, — B,;K,. Observe que o sobressinal
durante o regime transitério da rejeicdo da perturbacdo diminui a
medida que os polos de A — LC se tornam mais rapidos. Isto era

esperado? Justifique. Dica: relembre o principio da separagao.
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6.2. Procedimentos

3. Refaga o item anterior, mas agora utilizando (2) no lugar de
(1), relembrando que € = (A — LC)¢ + (E — LF)w + Lr. Observe
o sobressinal na saida durante o regime transitério do rastreamento
da referéncia. Explique tal comportamento. Dica: encontre a
matriz de transferéncia do sistema aumentado em malha-fechada
com (2) (veja a Obs 3 acima) e compare com a matriz de
transferéncia do sistema aumentado em malha-fechada com (1)
(veja a Obs 1). Por fim, encontre a matriz de transferéncia C(s)
do controlador resultante ao se utilizar (2) (veja a Obs 3). Note
que as raizes de 3(s) = s(s?> + 1) = 0 (modelo interno) aparecem
como pélos de C(s), em conformidade com a Obs 3.
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6.2. Procedimentos

4. Modifique as referéncias ri(t) e ra2(t) com o objetivo de se
diminuir as oscilagdes na saida durante o regime transitério em
relacio ao Item 2. Dica: escolha ry(t) = 3(1 — e t/3),

r(t) = 2(1 — e /3) + 0.5sen(t) (t;(5%) = 9 para a exponencial),
e reprojete o modelo interno. Determine a matriz de ganho L de
modo que os polos do observador (i.e. da matriz A — LC) sejam 2
vezes mais rapidos que os polos de A, — B,K, (s = —1). Analise
os resultados de simulacdo obtidos em malha-fechada com o
observador (1) para x(0) =0, x(0) =0, x(0) =[1 2 0.8 —0.3],
observando a diminui¢cdo das oscilagdes na saida durante o regime
transitério em relagdo ao ltem 2. Repita, mas agora considere que
polos de A; — B,K, sdo 3 vezes mais rapidos (s = —3).



Lab 7 — Controle Integral Linear de Sistemas Nao-Lineares:
Rastreamento de Referéncia e Rejeicao de Perturbacao do

Tipo Degrau via Sistema Linearizado

Objetivos:

Vamos abordar o problema de rastreamento de referéncia com
rejeicdo de perturbacdo do tipo degrau para sistemas nao-lineares.
Isto serd atingido com base em controle integral via sistema
linearizado. Utilizando a mesma estrutura de controle linear vista
no Lab 5, recairemos num problema de estabilizacdo de um ponto
de equilibrio via sistema linearizado. Veremos que o ponto de
equilibrio a ser estabilizado depende das amplitudes da referéncia e
da perturbacao, e que o controlador linear projetado nao assegura
estabilidade assintética global.
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7.1. Definicao do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas,
p = m saidas e g perturbagdes)

x = f(x,u, w)

Yy = h(Xv W)

(1)

onde x € D é o vetor de estado, D C R"” é aberto, u € R™ é o
vetor de controle, y € R™ é o vetor de saida com , w € RY
é o vetor de perturbacdo nao-mensuravel, e
f:DxR™xRI—R"e h: DxRI— R™ sio de classe C1.
Assuma que tanto o vetor de referéncia r(t) =7 € R™ quanto o
vetor de perturbacdo w(t) = w € RY9, ¢t > 0, sdo do tipo degrau,
e considere o erro de rastreamento
e(t)=r(t)—y(t)=7—y(t) eR™, t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de
perturbacao é encontrar um controlador tal que em
malha-fechada o vetor de saida y(t) da planta rastreie
assintoticamente o vetor de referéncia r(t) = 7 com rejeicdo da

perturbacdo w(t) = w, ou seja, lim;_,~ e(t) = 0.
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7.2. Estrutura de Controle

Para resolvermos o problema de rastreamento de referéncia com
rejeicdo de perturbacdo do tipo degrau para sistemas nao-lineares,
vamos considerar a mesma estrutura de controle em malha-fechada
do Lab 5:

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kinxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K. O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops.

Mostraremos na sequéncia que o rastreamento da referéncia r(t)

com rejeicdo da perturbagdo w(t) do tipo degrau serd atingido

através da estabilizacdo de um ponto de equilibrio em

malha-fechada. B



7.2. Estrutura de Controle

Como a referéncia r(t) e a perturbagdo w(t) sdo do tipo degrau,
temos que 3(s) = s. Assim, A, =0, B, = I, e 0o modelo interno é
dado por (veja o Lab 5):

Xm = €

ou seja, para x,(0) =0,
t
e :/ e(r)dr, t>0
0

Fixe 7 € R™ e w € RY, e considere o sistema aumentado com
vetor de estado x; = (X, Xxm) € D x R™ (relembre que e =7 — y e

y = h(x,w)):
x = f(x,u,w)
Xm =T — h(x, W)
y = h(x,w)

onde r(t) =7 e w(t)=w, t > 0.
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7.2. Estrutura de Controle

Suponha que (x¢, x5, u¢) € D x R™ x R™ é um ponto de
equilibrio deste sistema. Desse modo, as componentes x€, u€ de tal
ponto de equilibrio devem satisfazer:
0 = f(x%us,w)
r = h(x®,w)

mas a componente x5, € R™ é arbitraria.

()

Obs: Note que

0= f(x% u®,w)
significa que (x€, u€) é um ponto de equilibrio da planta quando
w(t)=w, t>0, e

7 = h(x®,w)

significa que y© = h(x®, w) =7, ou seja, a saida de equilibrio da
planta é igual a 7, com r(t) =7, t > 0. Além disso, ressaltamos
que os pares (x€, u¢) € D x R™ que satisfazem (2) dependem das
amplitudes 7 e W, ou seja, x¢ = x¢(F,w) € D e
u¢ = u¢(f,w) € R™ com

0= f(Xe(T,W), ué(7, W),W), r= h(Xe(T,W),W) 129 /300



7.2. Estrutura de Controle

Agora, considere a realimentacdo de estado linear!

u=a(x,xm) = —Kx — Kmxm, com u®=—Kx®—Knx;, (3)
Consequentemente, a(x¢, xg,) = u® e, assim, (x¢, x5,) € um ponto
de equilibrio do sistema aumentado malha-fechada (veja (2)):

x = (X, U, W)|ye kK, = T (X, =KX — KmXm, W)
Xm =T — h(x,w) (4)
y = h(x,w)
Assuma que (x¢, xg,) é um ponto de equilibrio assintoticamente
estdavel do sistema acima. Portanto, para toda condi¢3o inicial
dentro da regido de atragdo de (x©, x5,), temos que
Jim, (x(1). xm(8)) = (x°,x5). Logo,
: o T N e prye Ty
tllglo e(t) = tll@oxm(t) = tIer;Or h(x(t), w) tIer;or h(x¢,w) =0
Xm=0

'Note que u = —K(x — x°) — Kin(xm — x&) + u® =
—Kx — Kinxm + (Kx® + Kmxs, + u®) = —Kx — KmXm. Assim, ndo é necessario
realizar um off-set dos equilibrios na lei de controle! €/ I



7.2. Estrutura de Controle

Desse modo, mostramos que para se resolver localmente em torno
de (x¢,xg,) o problema de rastreamento da referéncia r(t) =7 com
rejeicdo da perturbacdo w(t) = w do tipo degrau, basta
estabilizarmos o ponto de equilibrio (x¢, xg,) do sistema em
malha-fechada (4). Isto serd alcangado através da estabilizagdo da
origem do sistema linearizado de (4) em (x¢, x5,) (relembre o
Método Indireto de Lyapunov).
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7.2. Estrutura de Controle

Obs: O sinal de controle aplicado em malha-fechada possui acdo
integral, pois para x,(0) = 0:

U(t) = —Kx—Koxm,  com xom(t) = /Ot e(r) dr < Jm(t) = e(t), >0

Explicaremos agora o motivo pelo qual a agao integral do

controlador projetado garante robustez em relacdo a perturbacoes

paramétricas na planta que n3o destroem a estabilidade assintética

do ponto de equilibrio de malha-fechada associado. De maneira

geral, perturbagbes paramétricas na planta irdo alterar os pontos

de equilibrio (x¢,X5,) do sistema aumentado em malha-fechada

(4), ou seja, (x¢,%5) = (X¢(p), x5 (p)), onde p é o vetor de

pardmetros da planta. No entanto, desde que o ponto de equilibrio

de malha-fechada perturbado (x¢,xf,) seja assintocamente estavel

e a condig¢do inicial esteja dentro da regido de atragdo de (x¢,Xx5,),

temos que a acdo integral do controlador projetado forgard o erro

de rastreamento a convergir assintoticamente para zero! De fato:
t[@o e(t) = tirgo Slli)) = tirgo? — h(x(t),w) = tim F—h(x°,w)=0
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7.2. Estrutura de Controle

O sistema aumentado linearizado no ponto de equilibrio
(x€, x5, u¢) € D x R™ x R™ (veja (2)), onde x5, € R™ é
arbitrario, tem como vetor de estado x,; = (X5, Xm;) € R” x R™ e

é dado por (note que o mesmo coincide com o sistema aumentado
do Lab5 com A, =0, B,,=1, E=F =0):

o oxs | A0 X i B
Xas = Xm(; | _c o Xims 0 us
————— N —

=A, :X36 =B,
. )
Yas = [C 0]
N—— Xm6
a =g
onde
= gf(x, u,w) , B= gf(x, u, w)
2 (x,u)=(xe,ue) u (x,u)=(xe,ue)
C= ?(X,W)
X (x,u)=(xe,ue)
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7.2. Estrutura de Controle

Obs: Perceba que o sistema linearizado da planta

x = f(x,u,w)

Yy = h(Xv W)
no ponto de equilibrio (x¢, u¢) € D x R™ é dado por

X5 = Axs + Bus
ys = Cxs

considerando que w(t) = w, t > 0. Assim, as matrizes A, e B,
acima do sistema aumentado linearizado sdo determinadas a partir
da linearizagdo da planta no ponto de equilibrio (x¢, u€).
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7.2. Estrutura de Controle

O sistema aumentado linearizado em malha-fechada com a
realimentacdo us; = —Kyxa; = —Kx5 — KmXms como em (3), onde
K,=[K Kn]€R™(+m) & dado por:

o _[ % J_[A-BK —BKn X5
7 ks | ~C 0 Xims

:Aa_BaKa (6)

yas = [C 0][ o ]
S~—— | Xms

O préximo resultado estabelece condicdes para que o sistema
aumentado em malha-fechada (4) apresente um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel. A ideia central é: a linearizacao
associada do sistema em malha-fechada (4) coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada (6), ou seja, SMFL =
SLMF, e assim basta estabilizarmos a origem de (6)
(Método Indireto de Lyapunov).
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7.2. Estrutura de Controle

Teorema: Considere a planta

x = f(x, u, w)

y = h(x, w)
esejam r € R™ e w € RY as amplitudes nominais da referéncia
r(t) e da perturbagdo w(t) do tipo degrau, respectivamente.

Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ (ponto de equilibrio nominal
correspondente) € tal que

0=f(x%uc,w)

7 = h(x®,w)
Considere o sistema aumentado linearizado associado (5) e
suponha que o par (A,, B,) é controldvel. Escolha uma matriz de
ganho K, = [K  Kp] € R™("m) com K € R™*" e K, € R™*™
de forma que todos os polos de A, — B,K, estejam no SPE. Entao,

a realimentacao linear de estado
u=—Kx — Knxm

é tal que:
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7.2. Estrutura de Controle

Teorema (continuacgdo):

O A matriz de ganho K, € R™*™ é invertivel

@ Para x£, = —(Km)*l(ue + Kx¢), temos u® = —Kx® — Kpx§,
como em (3), e assim (x¢, x5,) € um ponto de equilibrio de
(4). Por construgdo, temos que SMFL = SLMF. Em
particular, (x¢, x5,) € um ponto de equilibrio localmente
assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada (4)
(Método Indireto de Lyapunov).
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7.2. Estrutura de Controle

Teorema (continuacdo):

© Por continuidade (Teorema da Fungdo Implicita +
continuidade dos autovalores de A,(r, w) — Ba(r, w)Ks,),
temos que para pequenas variagdes 0r = 0 e dw = 0 nas
amplitudes de r(t) =r =7+ dre w(t)= w=w+ dw em
relacdo aos valores nominais ¥ e W, respectivamente, existe
em torno do equilibrio nominal (x€, x£,) um unico ponto de
equilibrio (x¢,X&) = (x°(F, w), x5 (7, w)) localmente
assintoticamente estdvel do sistema em malha-fechada:

x = f(x, —Kx — KmXm, W)
Xm =T — h(x, w)

y=h(x,w), r(t)=r=7+6r, w(t)=w=w+dw, t>0
com (x€,x¢,, u¢) satisfazendo (2), onde u® = —Kx® — K, x5,

s *m>
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7.2. Estrutura de Controle

Teorema (continuacdo):

© (continuagdo) Em particular, para tal ponto de equilibrio
localmente assintoticamente estavel
(x¢,x8) = (x¢(7, w), x5 (F, w)) correspondente a 6r =0 e
dw = 0 (pequenas variagdes nas amplitude de
r(t)=r=7+dre w(t) =w=w+ dw em relagdo aos
valores nominais 7 e W, respectivamente), temos

: . (R SN s e oy
tIer;O e(t) = tIer;O Xm(t) = t|l>r20 r — h(x(t), w) tIer;O r—h(x¢,w) =0
Xm=0

para toda condigdo inicial (x(0), x,(0)) pertencente a regido
de atragdo de (x¢,X5,), resolvendo assim localmente em
torno de (x¢,x5,) o problema de rastreamento da referéncia
r(t) =r =7+ dr com rejeicdo da perturbagio

w(t) = w = w + dw do tipo degrau.
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7.2. Estrutura de Controle

Obs 1: Os resultados do teorema acima permanecem validos se
utilizarmos a seguinte lei de controle

u=oax,xm) = —Kx — Kpnxm + 1
onde T € R™ é um vetor constante, pois da/0x = —K,
Oa/Oxm = —Km, ou seja, a linearizagdo do sistema aumentado em

malha-fechada permanece a mesma! No entanto, em tal caso,
teremos que 1
xp = —(Km) " (u® + Kx® — 1)

Obs 2: Note que projetamos um controlador integral linear (para
) = [

u(t) = —Kx(t) — Kmxm(t) = —Kx(t) — Kny /Ot e(r)dr, t>0

termo integral!

Além disso, ressaltamos que, ao contrario dos controladores
lineares de estabilizacdo vistos na Secdo 3.4 da Teoria, a expressao
desta lei de controle n3o utiliza os valores de equilibrio x¢, u¢, y€,

que em geral dependem dos pardmetros da planta (robustez!). .



7.2. Estrutura de Controle

Obs 2 (continuagdo): De maneira geral, perturbagdes no vetor de
parametros p € R® da planta alteram o ponto de equilibrio
(x¢,x8) = (x¢(7, w, p), x&,(F, W, p)) do sistema aumentado em
malha-fechada e, consequentemente, afetam a matriz

A.(r,w, p) — Bo(r, w, p)K,. No entanto, a lei de controle do
resultado acima é robusta, pois os resultados do teorema
permanecem validos para perturbacdes paramétricas na planta que
mantenham os polos de A,(7, w, p) — Bs(r, w, p)K; no SPE. Pelo
resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a
Se¢do 3.1 do Lab 3), asseguramos que isto serad atendido para
pequenas perturbagbes paramétricas na planta em relagdo ao valor
nominal p. Aqui, estamos assumindo que a planta é modelada por:

onde f: DXRM™xRIx RS —=R"e h: D x RY — R™ x R® s3o de

classe Ct.
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7.2. Estrutura de Controle

Obs 2 (continuagdo): Portanto, concluimos que o controlador
integral linear projetado assegura robustez em malha-fechada para
o problema de rastreamento de referéncias com rejeicao de
perturbacdes do tipo degrau, tanto para pequenas variagdes dr = 0
e dw = 0 nas amplitudes de r(t) =7 =7+ dr e

w(t) = w = w + dw em relagdo aos valores nominais 7 e w,
respectivamente, quanto para pequenas perturbacdes paramétricas
na planta em relacdo ao valor nominal p. Por fim, é importante
se ter em mente que tal lei de controle ndao assegura que a
regiao de atracao de (x°, x¢,) seja igual a D x R™.

Obs 3: O teorema acima n3o pode ser diretamente generalizado
quando a referéncia e a perturbagdo n3o s3o do tipo degrau, no
sentido de que se, por exemplo, a referéncia é exponencial e a
perturbacdo é senoidal, ndo basta simplesmente utilizarmos o
modelo interno correspondente e entdo projetar os ganhos K e K,
da realimentacdo com base nas matrizes A,, B, do sistema
aumentado. Em tal caso, é preciso que condicGes adicionais sejam

atendidas e que, de maneira geral, sdo dificeis de serem verificadas.



7.3. Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

x1=x2 = fi(x1, %, u)

} g k 1

Xp = ) sen(xy) — ;XQ + WU = f(x1, x2, U)
y = x1 = h(x1,x2)

onde x;1 = 0, xo = 0, x = (x1,x2) € R2 é o vetor de estado, u € R
é o controle (torque) e y = x; = 6 € R é a saida. J& vimos que os
pontos de equilibrio s3o (x¢, u¢) € R? x R com

x® = (x£,x5) = (6,0) e u® = mglsen(), onde xf =0 € [0, 27)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que m = k = 0.1,
g =10, £ = 1. Assim, ue = sen(x{) = sen(d). Assuma que

x; = 6 = /4 (= 45°). Verifique por simulagdo que: (a) (4,0) ndo
é ponto de equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada
constante u(t) = u® = sen(d), t > 0, temos que x¢ = (9,0) é um
ponto de equilibrio do tipo foco estdvel (os autovalores de %(5, 0)
sdo —0.5 £ j2.6), mas ndo é globalmente assintoticamente estavel

(por exemplo, x(0) = (3.12,0) n3o pertence a regido de atracdo). .



7.3. Procedimentos

2. Considere que ha uma perturba¢do w(t) do tipo degrau na
entrada do péndulo, ou seja,

X1 = xp = fi(x1, X2, U, W)

. (1) k 1 1 i )
Xo = ——=sen(xy) — —xo + —u+ —w = fr(xq, x w
2 / 1 2 EZU Iz 2(X1, X2, U,

y = x1 = h(x2, x2, w)

Assuma que o valor nominal de w(t) é w =0, e que o valor
nominal para a referéncia r(t) do tipo degrau é
F=y®=h(x{,x5,w) = x;i =J. Assim, o ponto de equilibrio
nominal (x§, x§, u®) = (6,0, sen(9)) satisfaz

0= f(x5, x5, uc,w)
0 = f(x5, x5, u®, w)

0=7r- h(Xle’XZevw)
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7.3. Procedimentos

2 (continuagdo). Determine as matrizes de ganho
K =[Ki K] € R1*? e K, € R1*! = R de modo que o
controlador linear integral

u=a(x,xm) = —Kx — Knxm = —Kix1 — Koxa — KinXm

assegure que a saida y(t) = 0(t) do péndulo rastreie
assintoticamente referéncias r(t) =r =7 + dr com rejeigdo de
perturbagbes w(t) = w = w + dw do tipo degrau, ao menos
quando 0r = 0 e 0w = 0 (pequenas variagdes nas amplitudes da
referéncia e da perturbagdo em relagdo aos valores nominais).
Simule e analise os resultados obtidos (referéncia, perturbagdo,
erro, controle, saida, estados), considerando: (a) polo triplo de
A, — B2K, em s = —1 (lento), s = —2, s = —4 (moderado),

s = —40 (rdpido); (b) dw =0, w = 0.5 em t = 15s; (c) or = 0.1,
dr =37n/4 em t = 25s; e (d) x(0) =0, x(0) = (6 + 7, 0). Note
que, quando os polos de A; — B,K, estdo em s = —1 (lentos) e
x(0) = (0 + 7, 0), entdo o erro de rastreamento ndo converge

assintoticamente para zero, mas sim diverge! -



7.3. Procedimentos

2 (continuacao). Interpretacdo: O sistema linearizado aproxima
relativamente bem a dindmica de um sistema n3o-linear apenas
enquanto x5(t) = x(t) —x© = 0 e us(t) = u(t) — u® = 0 (pequenos
desvios). Assim, para polos lentos em s = —1 e com condi¢&o
inicial x(0) = (d + m,0), temos que os ganhos de realimenta¢do
sdo insuficientemente grandes para que o esforgo de controle u(t)
(torque) compense adequadamente a ndo-lineariedade
correspondente a gravidade. Consequentemente, tem-se que
Ixs(t)| = [x(t) — x¢| > 0 e |us(t)| = |u(t) — u®| > 0, levando o
estado do sistema em malha-fechada a divergir. Isto significa que a
condig¢do inicial (x(0),xm(0)) = ((0 + 7, 0),0) estd fora da regiao
de atracao do ponto de equilibrio (x¢, x5,) do sistema aumentado
em malha-fechada. Observe que isto ndo ocorre quando x(0) = 0,
ou seja, temos que (x(0), x,(0)) = (0, 0) estd dentro da regido
de atracao! No entanto, para polos moderados em s = —4, entdo
(x(0), xm(0)) = ((6 + 7,0),0) estd dentro da regido de atracao!
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7.3. Procedimentos

2 Interpretagdo (continuacao): Semelhantemente, pode
acontecer que, ao escolhermos polos muito rapidos, certas
condicdes iniciais também podem estar fora de regido de atrag3o.
A explicagdo intuitiva é que os ganhos de realimentagao se tornam
elevados e, consequentemente, |us(t)| = |u(t) — u®| > 0 nos
instantes iniciais.

Conclusao: De maneira geral, o tamanho da regido de atracdo de
um ponto de equilibrio de malha-fechada assintoticamente estavel
depende da escolha dos polos! Além disso, se os polos forem muito
lentos ou muito rapidos, entdo a regido de atra¢do pode se tornar
muito pequena. Portanto, a escolha dos polos de
malha-fechada deve levar em conta o compromisso entre
desempenho dindmico do sistema em malha-fechada, esforco
de controle e tamanho da regiao de atracao!

Repita para pequenas e grandes variacdes dr e dw, e diversas
outras condicdes iniciais.
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7.3. Procedimentos

3. Por fim, verifique por simulagdo que o controlador com agdo
integral projetado assegura robustez em relacdo a perturbacdes
paramétricas, ao contrario dos estabilizadores lineares utilizados na
Secdo 3.4 da Teoria (relembre que as leis de controle estabilizantes
dependem dos valores de equilibrio x¢, u€, y¢). Para isto, assuma
que ha uma perturbacido paramétrica de 50% na massa do sistema:
o valor nominal é o de projeto m = 0.1 (u® = sen(d)), mas o valor
real ¢ m = 0.15 (u® = 1.5sen(d)).
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7.3. Procedimentos

Obs: Projetamos um controlador PID para o péndulo, pois:
u(t) = —Kx(t) — Kmxm(t) = —Kixi(t) — Koxo(t) — Kimxm(t)

= —Kixi(t) — Kaxa(t) — Km /Ot e(r)dr (:l: K17)

= Kle(t) + Kzé(t) — K /Ot e(T) dr —Kir

PID!
com e(t) = r(t) — y(t) =r — xq(t), r(t) = (degrau),
é(t) = —xi(t). Assim, basta implementarmos o seguinte

controlador PID (veja a Obs 1 acima):

t
uP/D(t) = u(t)+ Kir +Ki6r = u(t)—|—K1ﬂIj = Kle(t) + K> Xz(t) —Km/ e(T)
~—~ ~ 0

=T = é(t)

com dr =r — F, pois K10r pode ser visto como uma perturbacio

do tipo degrau na entrada u(t) + K17 da planta. Por exemplo,

para os polos de A, — B;K; em —2, —3, —16, temos um PID com
ganhos K1 =7.9 (P) , K =2 (D), —Kmn = 9.6 (I). e



Lab 8 — Controle Integral Linear de Sistemas Nao-Lineares
com Observador de Estado Linear: Rastreamento de

Referéncia e Rejeicao de Perturbacdo do Tipo Degrau via
Sistema Linearizado

Objetivos:

Continuaremos a tratar o problema de rastreamento de referéncia e
rejeicdo de perturbacdo para sistemas nao-lineares visto no Lab 7,
mas agora considerando que os estados da planta ndo podem ser
realimentados devido a restricdes praticas. Isto serd atingido com
base em controle integral e estimacdo de estado lineares.
Utilizando a mesma estrutura de controle linear vista no Lab 7,
recairemos num problema de estabilizacdo de um ponto de
equilibrio via sistema linearizado. Veremos que o ponto de
equilibrio a ser estabilizado depende das amplitudes da referéncia e
da perturbac3o, e que o controlador linear projetado ndo assegura
estabilidade assintética global.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Relembre a estrutura de controle analisada na Sec3o 7.2 do Lab 7
para o problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbac3o:

y(t)

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kimxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K. O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops.

No entanto, agora consideraremos que o vetor de estado x(t) da
planta n3o esta disponivel, ou seja, ndo pode ser realimentado
devido a restri¢Oes praticas.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Mostraremos na sequéncia que a estrutura de controle acima
resolve o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de
perturbagdo se realimentarmos uma estimativa x(t) de x(t), ou
seja, se utilizarmos uma realimentacio da forma v = —KX — Kinxm.

Primeiramente, relembre do Lab 7 que a planta é modelada por (n
estados, m entradas, p = m saidas e g perturba¢des)

x = f(x,u,w)
y = h(x, w)

onde x € D é o vetor de estado, D C R"” é aberto, u € R™ é o
vetor de controle, y € R™ é o vetor de saida com , w € R9
é o vetor de perturbacido nao-mensuravel, e
f:DxR™xRI—R"e h: DxRI— R™ sio de classe CI.
Assumimos que tanto o vetor de referéncia r(t) =7 € R™
quanto o vetor de perturbacao w(t) =w € R9, t > 0, sdo do
tipo degrau.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Fixe r € R™ e w € RY e considere o sistema aumentado com
vetor de estado (x, xm) € D x R™:

onde
Xm =T— h(x,w) =e

é o modelo interno (A, =0, B, =1) e

e=7— h(x,w)

é o erro de rastreamento, com r(t) =7 e w(t) =w, t > 0.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Agora, considere o observador de estado linear (para a planta, e
ndo para o sistema aumentado!)

% =(A—LC)R+ Bu+ Ly (2)

Obtemos assim o sistema aumentado com observador, que tem
como vetor de estado (x, xm,X) € D x R™ x R" e é dado por:
x = f(x,u,w)
Xm =T — h(x, w) 3
x=(A—LC)X+ Bu+ Ly = (A— LC)X + Bu + Lh(x, w) (3)
y = h(x,w)

Suponha que (x¢, x5, X%, ue) € D x R™ x R” x R™ é um ponto de
equilibrio deste sistema. Desse modo, as componentes
x€ = x¢(7,w),x¢ = x¢(7,w), u® = u®(F,w) de tal ponto de
equilibrio devem satisfazer:
0 = f(x% ué,w)
T = h(x¢,w) (4)
0 = (A—LCO)x*+ Bu¢+ L7

mas a componente x5, € R™ é arbitraria. e



8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Note que:
0= f(x® u®,w)
significa que (x¢, u®) é um ponto de equilibrio da planta quando
w(t)=w,t>0,e
7 = h(x®,w)
significa que y© = h(x¢,w) =F, com r(t) =7, t > 0.

Agora, considere a realimentac3o linear (do estado estimado X e do
estado do modelo interno xp,)

u=—KXx— Knxm, com u®=—Kx®— Knx, (5)

Consequentemente, temos que (x¢, x5,,X¢) é um ponto de
equilibrio do sistema aumentado com observador em

malha-fechada (veja (4)):
X = f(X, U7W)’u:—K?—Kmxm = f(X7 —Kx — Kme,W)
Xm =T — h(x, W)
X=(A—LC)X+ Bu+ Ly = (A— BK — LC)X — BKpmxm + Lh(x, W)
Yy = h(X7W)
(6)55 300



8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Assuma que (x€, x5, x¢) é um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel do sistema acima. Portanto, para toda
condi¢3o inicial dentro da regido de atragdo de (x¢, x5, X¢), temos
que tILngo (x(t), xm(t),X) = (x°, x5, X¢). Logo,

lim e(t) = lim Xn(t) = lim 7 — h(x(t),w) = lim 7 — h(x®,w) =0
—_——

t—00 t—00 t—o00 t—00
Xm=0

Desse modo, mostramos que para se resolver localmente em torno
de (x©, x5, X¢) o problema de rastreamento da referéncia r(t) =7
com rejeicdo da perturbagdo w(t) = w do tipo degrau, basta
estabilizarmos o ponto de equilibrio (x¢, x5,,x¢) do sistema em
malha-fechada (6). Isto serd alcancado através da estabilizagdo da
origem do sistema linearizado de (6) em (x¢, x5,, X¢) (relembre o
Método Indireto de Lyapunov).
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Relembre o sistema aumentado (1). Vimos no Lab 7 que o
sistema aumentado linearizado no ponto de equilibrio
(x€,x5,u¢) € D x R™ x R™ (relembre (4)), onde x¢, € R™ é
arbitrario, tem como vetor de estado (x5, xm;) € R” x R™ e é

dado por:
X5 _ A 0 X5 n B
$ms | | =C 0 || Xmg 0]
| S —— ~——
=A, =B, (7)
v o= [C O][ X5 ]
T L
onde Y
= —(x,u,w) , B=—(x,u,w)
Ox (x,u)=(xe,u®) ou (x,u)=(xe,u®)
C:?(X,W)
2 (x,u)=(x®,u®)

(note que as matrizes A, e B, acima sdo determinadas a partir da
linearizagdo da planta no ponto de equilibrio (x¢, u¢)). 157 /300
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Agora, considere o observador de estado como em (2) para tal
sistema linearizado

X5 = (A — LC)%s + Bus + Lys

e a realimenta¢do us = —KXs — Kmxm, como em (5). Obtemos
assim o sistema aumentado linearizado com observador em
malha-fechada (note que o mesmo coincide com o sistema
aumentado com observador do Lab 6 com A, =0, B, = /):

X5 A —BK, —BK X5
$mp | =] -C 0O 0 Xms (8)
Xs LC —BK, A-BK-—LC s

= Ao

Mostramos no Lab 6 que o conjunto de polos da matriz A, é igual
a unido (com repeticdo) dos polos de A, — B,K, com os polos de
A—LC, onde K; = [K K] (principio da separacdo).
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

O préximo resultado estabelece condi¢cGes para que o sistema
aumentado com observador em malha-fechada (6) apresente um
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel. A ideia central é: a
linearizacao associada do sistema em malha-fechada (6)
coincide com o sistema linearizado em malha-fechada (8), ou
seja, SMFL = SLMF, e assim basta estabilizarmos a origem
de (8) (Método Indireto de Lyapunov).
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Teorema: Considere a planta

esejam r € R™ e w € RY as amplitudes nominais da referéncia
r(t) e da perturbagdo w(t) do tipo degrau, respectivamente.
Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ (ponto de equilibrio nominal
correspondente) é tal que

= f(x°, u®,w)
= h(x®, w)

Considere o sistema aumentado linearizado associado (7) e
suponha que o par (A,, B,) é controldvel e o par (A, C) é
observavel. Escolha as matrizes de ganho

K, =[K Kn] € R™(mm) ¢ | ¢ R™™ de forma que todos os
polos de A, — B,K; e A— LC estejam no SPE, onde K € R™™ e
Km € R™*M,
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Teorema (continuacdo): Ent3o, o observador de estado (2) e a
realimentacio de estado linear u = —KX — Kxm s3o tais que:
Q A matriz

—Km —K
—BKym, A—BK-—-LC

é invertivel

© Para
2] ammie] [5]
x| | =BK, A—BK—-LC —Lr
temos que as condigBes em (4) sdo satisfeitas por
(x€, x5, x¢, u¢) com u® = —KX¢ — Kpmx5, como em (5), e
assim (x€, x5, x¢) é um ponto de equilibrio do sistema em
malha-fechada (6). Por construgdo, temos SMFL = SLMF.
Em particular, (x¢, x5,,x¢) é um ponto de equilibrio
localmente assintoticamente estavel do sistema em
malha-fechada (6) (Método Indireto de Lyapunov).
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Teorema (continuacgao):

© Por continuidade (Teorema da Fungdo Implicita +
continuidade dos autovalores de A,(r, w) — B,(r,w)K, e
A(r,w) — LC(r,w)), temos que para pequenas variacdes
dr =20 e dw =0 nas amplitudes de r(t) =r =7+ dre
w(t) = w = w + dw em relagdo aos valores nominais 7 e w,
respectivamente, existe em torno do equilibrio nominal
(x€, x5, x€) um tnico ponto de equilibrio
(X2, %8, % ) = (x(F, ), x& (7, W), x (7, w)) localmente
assintoticamente estdvel do sistema em malha-fechada

x = f(x, —KX — KmXm, W)

e ~e
e e T e H e = > €]
com (x€,Xx5,X ,u) satisfazendo (4), onde 1€ = —KX — KpX5,.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Teorema (continuacgdo):

© (continuagdo) Em particular, para tal ponto de equilibrio
localmente assintoticamente estavel
(x4, x8,x ) = (x°(F, w), x5 (F, w),x (F,w)) correspondente a
dr =20 e dw =0 (pequenas variagdes nas amplitude de
r(t)=r=7+dr e w(t) =w =w+ dw em relagdo aos
valores nominais 7 e w, respectivamente), temos

: . e o e s
t|l>no]o e(t) = tILrgoxm(t) = tIer;Or h(x(t), w) = tILrgor h(x¢,w) =0
Xm=0
para toda condigdo inicial (x(0), xm(0),x(0)) pertencente a
e o o8 o
regido de atracdo de (x¢, x5, X ), resolvendo assim
localmente em torno de (}e,}fn,?e) o problema de

rastreamento da referéncia r(t) =7 =7 + dr com rejeigdo da
perturba¢do w(t) = w = w + dw do tipo degrau.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Importante! O controlador projetado a ser implementado é dado

por:
X = r—=y,
X=(A=LC)X+ Bu+ Ly,
u=—Kx — Kmnxm.

Note que o observador de estado é referente somente a planta (ndo
ao sistema aumentado!), j& que sempre podemos realimentar o
estado x,, pelo fato do modelo interno (integrador) ser
implementado.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 1: Os resultados do teorema acima permanecem validos se
utilizarmos a seguinte lei de controle

u=a(X,xm) = —KX — Knxm+1
onde T € R™ é um vetor constante, pois da/0x = —K,
Oa/Oxm = —Kpm, ou seja, a linearizagdo do sistema aumentado

com observador em malha-fechada permanece a mesma! No
entanto, em tal caso, teremos que

x¢ 1 [ —Knm —K lue—T
x¢ | | -BKnm A—BK-LC —Lr
Obs 2: Temos um controlador integral linear (para x,(0) = 0):
t

u(t) = —KR(£) — Komsm(t) = —K(£) — K,,,/O e(r) dr, t>0

—_———
termo integral!

Além disso, ao contrario dos controladores de estabilizacdo vistos

na Se¢do 3.4 da Teoria, as expressdes do observador linear (2) e da
realimentacdo acima n3o utilizam os valores de equilibrio x¢, u¢, y€,

que em geral dependem dos parametros da planta (robustez!). . 4



8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 2 (continuagdo): De maneira geral, perturbagdes no vetor de
parametros p € R® da planta alteram o ponto de equilibrio
(xe,%8,% ) = (X(F, W, p), X&,(F, w, p), X (F, W, p)) do sistema
aumentado em malha-fechada e, consequentemente, afetam as
matrizes A,(r, w, p) — Ba(r, w, p)Ks e A(r, w, p) — LC(r,w, p). No
entanto, a lei de controle do resultado acima é robusta, pois os
resultados do teorema permanecem validos para perturbacdes
paramétricas na planta que mantenham os polos de

Aa(r,w,p) — Ba(r,w, p)K; e A(r,w, p) — LC(r, w, p) no SPE. Pelo
resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a
Secdo 3.1 do Lab 3), asseguramos que isto sera atendido para
pequenas perturbacdes paramétricas na planta em relacdo ao valor
nominal p. Aqui, estamos assumindo que a planta é modelada por:

x = f(x,u,w,p)
y = h(x,w, p)
onde f: DXRM™xRIx RS —=R"e h: D x RY — R™ x R® s3o de

classe CI.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 2 (continuagdo): Portanto, concluimos que o controlador
integral linear projetado assegura robustez em malha-fechada para
o problema de rastreamento de referéncias com rejeicao de
perturbacdes do tipo degrau, tanto para pequenas variagdes dr = 0
e dw = 0 nas amplitudes de r(t) =7 =7+ dr e

w(t) = w = w + dw em relagdo aos valores nominais 7 e w,
respectivamente, quanto para pequenas perturbacdes paramétricas
na planta em relacdo ao valor nominal p. Por fim, é importante
se ter em mente que tal lei de controle ndao assegura que a
regiao de atracao de (}67},‘3,,56) seja igual a D x R™ x R".
Obs 3: O teorema acima n3o pode ser diretamente generalizado
quando a referéncia e a perturbacdo n3o sdo do tipo degrau, no
sentido de que se, por exemplo, a referéncia é exponencial e a
perturbacdo é senoidal, ndo basta simplesmente utilizarmos o
modelo interno correspondente e entdo projetar os ganhos K e K,
da realimentacdao com base nas matrizes A,, B; do sistema
aumentado. Em tal caso, é preciso que condi¢des adicionais sejam

atendidas e que, de maneira geral, sdo dificeis de serem verificadas, _ .



8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 4: Considere que as hipdteses do teorema acima foram
satisfeitas, de modo que (x¢, x¢,, x¢, u®) satisfaz (4) com

2 7'm?
u® = —Kx® — Kmxs, como em (5), e que os polos A, — B,K; e
A — LC estdo no SPE. Assim, (x€, x5, x¢) é um ponto de equilibrio

(locamente) assintoticamente estavel de (6). Vamos mostrar na
sequéncia que para o controlador-observador

(A= LC)S+ Bu+ Ly = (A— BK — LC)X — BKmxm + Lh(x, W)

X
u=—Kx — KnXm

se a condi¢do inicial do sistema em malha-fechada (6) estd dentro

da regido de atragdo de (x®, x5, X¢), entdo erro de estimag¢do x — X

converge assintoticamente para x¢ — X©:

lim x(t) — X(t) = x° — X° (9)

t—o0

Isto significa que X é de fato uma estimagdo de x, a menos do

off-set x& — X¢.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 4 (continuacdo): De fato, seja £ = x — X — [x® — X¢]. Nas
novas coordenadas z = (x, xm,§), o sistema em malha-fechada (6)
é descrito por (note que { = x — X):
x = f(x,—K(x = £ — [x® = X°]) — KmXm, W)
Xm =T — h(x, W)
€= fx,—K(x =€ = [x* = X°]) = KinXm, W)
— (A= BK — LC)(x — & — [x® = X°]) + BKmxm — Lh(x, w)
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Obs 4 (continuagdo): Portanto, por (4) e (5) vemos que

z¢ = (x°,x5,0) € D x R™ x R" é um ponto de equilibrio desse
sistema, e a linearizagdo associada é dada por (a qual coincide com
o principio da separagdo do sistema aumentado linearizado com

observador em malha-fechada (8)!)

X5 A—BK —BK, -BK Xs
= | %m |=| —C 0 0 Xms
s 0 0 A-LC “
——

=z5

com z5 = (X5, Xmy,&5)s Xs = X — X, Xms = Xm — X5, E5 = X5 — X5.
Logo, z¢ = (x©, x5,,0) é um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel, pois os polos de A, — B,K; e de A— LC estido no SPE,
com _

& =(A-LC)
0 que coincide com a dindmica do erro de estimag¢do do sistema

aumentado linearizado com observador em malha-fechada (8)!
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Obs 4 (continuagdo): Em particular, para toda condi¢do inicial
dentro da regido de atragdo z€ = (x©, x5,,0), temos que

Jim £(t) = lim x(t) ~ Za(t) = Jim x(£) = X(t) ~ [x ~ %] =0

Logo, concluimos que, para o controlador-observador

Xx=(A=LC)X+ Bu+ Ly = (A— BK — LC)X — BKmxm + Lh(x, W)
u

—KX — KipXm

se a condi¢do inicial do sistema em malha-fechada (6) esta dentro
da regido de atragdo de (x¢, x5, X¢), entdo o erro de estimagdo

X — X converge assintoticamente para x¢ — X©:

: T _ e _ e
tl;n;ox(t) X(t) =x® =X
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Obs 5: Em situacdes reais em que n3o temos a minima ideia de
qual seria uma estimagdo adequada da condig3o inicial x(0) do
sistema, entdo x(0) = x© é uma escolha razoavel, pois (x¢, x5,, x)
€ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em

malha-fechada (6). Podemos também escolher x,(0) = x5,.
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8.2. Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

x1=x2 = fi(x1, %, u)

} g k 1

Xp = ) sen(xy) — ;XQ + WU = f(x1, x2, U)
y = x1 = h(x1,x2)

onde x;1 = 0, xo = 0, x = (x1,x2) € R2 é o vetor de estado, u € R
é o controle (torque) e y = x; = 6 € R é a saida. J& vimos que os
pontos de equilibrio s3o (x¢, u¢) € R? x R com

x® = (x£,x5) = (6,0) e u® = mglsen(), onde xf =0 € [0, 27)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que m = k = 0.1,
g =10, £ = 1. Assim, ue = sen(x{) = sen(d). Assuma que

x; = 6 = /4 (= 45°). Verifique por simulagdo que: (a) (4,0) ndo
é ponto de equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada
constante u(t) = u® = sen(d), t > 0, temos que x¢ = (9,0) é um
ponto de equilibrio do tipo foco estdvel (os autovalores de %(5, 0)
sdo —0.5 £ j2.6), mas ndo é globalmente assintoticamente estavel

(por exemplo, x(0) = (3.12,0) n3o pertence a regido de atracdo). .



8.2. Procedimentos

2. Considere que ha uma perturba¢do w(t) do tipo degrau na
entrada do péndulo, ou seja,

X1 = xp = fi(x1, X2, U, W)

. (1) k 1 1 i )
Xo = ——=sen(xy) — —xo + —u+ —w = fr(xq, x w
2 / 1 2 EZU Iz 2(X1, X2, U,

y = x1 = h(x2, x2, w)

Assuma que o valor nominal de w(t) é w =0, e que o valor
nominal para a referéncia r(t) do tipo degrau é
F=y®=h(x{,x5,w) = x;i =J. Assim, o ponto de equilibrio
nominal (x§, x§, u®) = (6,0, sen(9)) satisfaz

0= f(x5, x5, uc,w)
0 = f(x5, x5, u®, w)

0=7r- h(Xle’XZevw)
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2 (continuacdo). Determine as matrizes de ganho
K=[Ki K] €R¥™ K,cR> =R, LecR2! de modo que o
controlador-observador com acdo integral

Xx=(A—LC)X+ Bu+ Ly

u = —K? — Kme = —K1§1 — K25<\2 — Kme
assegure que a saida y(t) = 0(t) do péndulo rastreie
assintoticamente referéncias r(t) =r =7 + dr com rejeigdo de
perturbagdes w(t) = w = W + dw do tipo degrau, ao menos
quando 0r = 0 e 0w = 0 (pequenas variagdes nas amplitudes da
referéncia e da perturbagdo em relacdo aos valores nominais).
Simule e analise os resultados obtidos (referéncia, perturbacio,
erro, controle, saida, estados), verificando a validade de (9) na
Obs 4 e considerando:
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(a) Polo triplo de A; — B,K; em s = —1 (lento), polos de A— LC
em s = —3 (3 vezes mais rapido), r = dw = 0, X(0) = (0, 0),
xm(0) = x2(0) = 0. Determine (por simulagdo) o maior valor
do angulo inicial 0° < x1(0) < 360° de modo que
(x(0), xm(0),x(0)) pertenga a regido de atragdo do ponto de
equilibrio nominal (x¢, x5, X¢)

(b) Repita o item (a), mas agora considerando que x(0) = (4, 0)

(c) Repita o item (a), mas agora considerando polo triplo de
A, — BoK; em s = —4 (moderado) e polos de A— LC em
s = —12 (3 vezes mais rapido). Assuma também que dw = 0.5
em t = 15s. Determine o maior valor de —45° < §r < 315°
em t = 25s tal que (x(25), xm(25),x(25)) pertenca a regido de
atragdo do ponto de equilibrio correspondente (x¢, X, §e)

Y7t m?
(d) Repita o item (c), mas agora considerando polos de A — LC
em s = —20 (5 vezes mais rapido). Observe que o sobressinal

durante o regime transitério da rejeicao da perturbagao diminui
a medida que os polos de A — LC se tornam mais rapidos. Isto

era esperado? Justifique. Dica: principio da separacio. e a0



8.2. Procedimentos

2 (continuacdo).

(e) Repita o item (d), mas agora considerando polo triplo de
A, — B2K, em s = —40 (rdpido) e polos de A— LC em
s = —120 (3 vezes mais rapido).

Respostas:

(a) x1(0)max = 130°

(b) x1(0)max = 120°

(¢) x1(0)max = 360°, drmax = 110° (mas com bastante sobressinal
e oscilagdo na saidal)

(d) x1(0)max = 360°, drmax = 315° (mas com bastante sobressinal
na saida!)

(e) x1(0)max = 360°, drmax = 315° (sem sobressinal nem
oscilacao na saida, mas nao consideramos saturacao no
controle!)
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8.2. Procedimentos

Conclusao: De maneira geral, o tamanho da regido de atragdo de
um ponto de equilibrio de malha-fechada assintoticamente estavel
depende da escolha dos polos! Além disso, se os polos forem muito
lentos ou muito rapidos, entdo a regido de atracao pode se tornar
muito pequena. Portanto, a escolha dos polos de
malha-fechada deve levar em conta o compromisso entre
desempenho dinamico do sistema em malha-fechada, esforco
de controle e tamanho da regidao de atracao!

Interpretacao: O sistema linearizado aproxima relativamente bem
a dindmica de um sistema nao-linear apenas enquanto

xs5(t) = x(t) — x¢ =0 e us(t) = u(t) — u® =0,

ys(t) = y(t) — y© = 0 (pequenos desvios). Relembre a discussdo
realizada no Procedimento 2 do Lab 7.
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8.2. Procedimentos

3. Por fim, verifique por simulagdo que o controlador-observador
com ac¢ao integral projetado assegura robustez em relacdo a
perturbacdes paramétricas, ao contrario dos estabilizadores lineares
utilizados na Sec¢do 3.4 da Teoria (relembre que as leis de controle
estabilizantes dependem dos valores de equilibrio x¢, u¢, y¢). Para
isto, assuma que hd uma perturbacio paramétrica de 50% na
massa do sistema: o valor nominal é o de projeto m = 0.1

(u® =sen(6)), mas o valor real é m = 0.15 (u® = 1.5sen(d)).
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Lab 9 — Introducdo ao Problema de Rastreamento de Saida

Objetivos:

Vamos introduzir o problema de rastreamento de saida para um
motor CC e projetar uma realimentacdo que soluciona tal problema
de controle. Em seguida, veremos como implementar a
realimentacdo projetada por diagrama de blocos. Por fim, iremos
analisar os resultados de simulagcdo obtidos para diversas saidas de
referéncia.
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0.1. Rastreamento de Saida de um Motor CC

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear
simplificado em espaco de estado é dado por:

x(t) = x(t)

5(2(1‘) — —Xg(t) +u

y(t) = x(t)
onde u € R é a tensao externa em Volts aplicada no motor
(controle), x1(t) = 6(t) € a posi¢cdo angular do eixo em rad,
xp(t) = 6(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e _
y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assumimos que xa(t) = 0(t)
pode ser medido (assim como y(t) = x1(t) = 0(t)). O objetivo é
resolver o problema de rastreamento de saida: determinar uma
lei de controle u que force a saida y(t) = xy(t) = 6(t) do motor
em malha-fechada a rastrear assintoticamente uma saida de
referéncia y(t) escolhida, ou seja,

Jim [y(t) = y(t)] =0

onde y: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua) e

limitada. 181 /300



9.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Temos que: y = x1 = X2, ¥ = X0 = —x» + u. Note que foi
necessario derivar 2 vezes a saida y = x; em relacdo ao tempo até
que a entrada u aparecesse explicitamente. Considere ent3o a
realimentacao de estado

u=a(x,x)+v=x+v, comalx,x)=x
onde v € R é a nova entrada. Assim, em malha-fechada temos que
Escolhendo a realimentacao de estado dependente do tempo

v =(x1, X, t) = Y(t) — ki[xa — y(t)] — ke[x2 — ¥(2)]

onde ki, ko € R s3o ganhos a serem ajustados, concluimos que em
malha-fechada temos

y(t) = v(t) = y(t) — kiba(t) — 7(1)] = kelxa(t) = ¥(2)]
= y(t) — kaly(t) = y(t)] = kely(t) — ¥(1)]
= y(t) — [kie(t) + koé(t)]

termo PD)! 182 /300




9.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Consequentemente, a dindmica do erro de rastreamento em
malha-fechada é dada pela seguinte EDO linear homogénea:

€+ koé + kie=0

Assim, vemos que os pdlos do erro de rastreamento
e(t) = y(t) — y(t) em malha-fechada s3o as raizes de

>+ kos+k =0

Agora, suponha que os pélos (estdveis!) de malha-fechada
desejados para o erro de rastreamento sdo pi, p» (partes reais
negativas!). Logo, devemos ter que

s?+hkos+ ki =(s—p1)(s—p2) = s° — (p1+ p2)s + p1pe

polinémio caract. de MF

ou seja, escolhemos ‘ ko = —(p1+ p2), ki = p1p2 ‘
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9.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Concluimos ent3o que a realimentacao de estado dependente
do tempo

u=a(xy,x2)+v=x+y(x1,x,t)
= xo +y(t) — kilxa — y(t)] — ka[x2 — y(1)]
com ko = —(p1 + p2) e ki = p1po, garante que?
Jim e(t) = lim [y(t) ~ ()] = 0

para quaisquer condigdes iniciais xi(0), x2(0), resolvendo assim
o problema de rastreamento de saida.

2Relembre que, se os polos p1, p> sdo reais e distintos, entdo
e(t) = c1exp(p1t) + c2 exp(pat), para t > 0, onde os valores dos coeficientes
c1, &2 € R sdo determinados pelas condicdes iniciais €(0), é(0) do erro de
rastreamento. Em particular, se e(0) = (0) =0, entdo e(t) =0 para t >0

(rastreamento perfeito)!
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9.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Note que o controle u(t) a ser aplicado ao longo do tempo t > 0 é
dado por:

u(t) = xao(t) +¥(t) — kilxa(t) — y(£)] = ka[xa(t) — ¥(t)]
= x(t) +y(t) — kaly(t) = y(t)] — ka[y(t) — y()]
= xo(t) +¥(t) — [ke(t) + koé(t)],
termo PD!
onde e(t) = y(t) — y(t) é o erro de rastreamento da saida.
Ressaltamos que a ideia principal utilizada foi:
@ Escolher a realimentagdo u = a(x1,x2) + v = x2 + v de modo
que y = x» + u = v, onde v é a nova entrada
@ Escolher v = y(t) — kye(t) — koé(t) de modo que
e+ kié+ kpe = 0 (EDO linear homogénea para a dindmica do
erro de rastreamento em malha-fechada)
Note que nao ha modelo interno! Ao longo do nosso curso,

veremos como generalizar essa ideia para solucionar o problema de
rastreamento de saida de sistemas n3o-lineares MIMO. 185 /300




9.3. Procedimentos

1. Implemente no Matlab/Simulink a realimentag3o de estado
dependente do tempo projetada para solucionar o problema de
rastreamento de saida do motor CC considerado. Suponha que:
o )_/(t) =3,t>0, Xl(O) = X2(0) =0
Q y(t)=3(1—-e2), t >0, x(0) = -3, x2(0) =
Q y(t)=3(1—-e2), t >0, x(0) =0, x2(0) =6
Q y(t) =3sen(5t), t >0, x1(0) = x2(0) =0
Em cada um dos casos acima, analise os resultados de simulacao
obtidos (saida, referéncia, controle e erro) para uma escolha de
pdlos “lentos” (p = —2), “médios” (p = —6) e “rdpidos” (p = —20)
da dindmica do erro de rastreamento em malha-fechada. Note que,
nos dois primeiros casos acima, a dindmica do erro de
rastreamento é idéntica, e que, no terceiro caso, temos e(t) =0
para t > 0 (rastreamento perfeito) com

6

u(t) = x(t) + y(t) = y(t) + ¥(t) = —6e™*, >0

Isto era esperado? Justifique.
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9.3. Procedimentos

2. Repita o item acima para: y(t) =1, 0 < t < 10,

y(t) =2, t > 10, com x1(0) = x2(0) = 0. Note que y(t) ndo é de
classe C2 devido ao salto de descontinuidade em t = 10, mas é de
classe C? por partes. Explique o comportamento qualitativo da
dindmica do erro rastreamento e(t), t > 0. Dica: em t = 10,
temos que e(t) # 0, ou seja, a condi¢do inicial do erro é ressetada
em t = 10.

3. Repita o Item 1 para: y(t) = cos(t?), t >0,
x1(0) = x2(0) = 0. E possivel implementarmos a lei de controle
projetada neste caso? Isto era esperado? Justifique sua resposta.
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Lab 10 — Controle Otimo:

Regulador Quadratico Linear (LQR)

Objetivos:

Vamos tratar do problema de como escolher os polos desejados de
malha-fechada de um sistema linear a fim de se obter um bom
compromisso entre desempenho de malha-fechada e esforco de
controle. Veremos que tal problema pode ser abordado por
controle 6timo, o qual consiste em minimizar uma fung¢do custo
quadrdtica no estado e no controle. Em seguida, mostraremos que
o controlador étimo é de fato linear em relagcdo ao estado e resulta
da solugdo da equacdo algébrica Riccati. Esse controlador é
denominado de regulador quadratico linear.
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10.1. Formas Quadraticas

Dizemos que uma funcdo real V: R” — R é uma forma
quadratica quando V/(xi,...,x,) é um polindmio homogéneo de
segundo grau em n variaveis reais com coeficientes reais, ou seja:

n n

V(x,..., %) = Z Z pijXiXj = p11X1+- ‘+Pnan+Z(PU+Pji)XfXj
=1 j=1 i<j

onde p;j € R. Note que, definindo a matriz P = (p;;) € R"*",
podemos escrever

n n
V(xi,...,xn) = ZZPUX,'XJ' = x'Px

i=1 j=1
P11 - Pin X1
—_——
=x' Pn1 - Pnn Xn
——
=P =x€eR"
ou seja, a forma quadrética V/(x, ..., x,) fica completamente

determinada pela matriz P = (pjj). L0400



10.1. Formas Quadraticas

Reciprocamente, toda matriz P = (p;;) € R"*" determina a
seguinte forma quadratica

n n
V(x1,...,xn) = x'Px = Z Zp,-jx,'Xj

i=1 j=1
Sempre podemos considerar que uma forma quadratica
V(x1,...,xn) é determinada por uma matriz simétrica P, ou seja,
— = =
V(x1,...,%,) = x'Px com P = P . De fato, note que podemos
escrever V(xp,...,Xp) como
V(Xla s 7Xn) = p11X1 + -+ + PnnXn + Z zﬁu XiXj
'~ =Ppjj+Pji
Logo, definindo a matriz simétrica
P11 P12 “'* Pin
B _ ﬁ_12 p22 - ﬁ-2n
Pin P2n - Pmn

— /P
temos que V/(xi,...,xn) = x'Px. L0400



10.1. Formas Quadraticas

Obs: Quando P = diag(pi1,- -, Pnn) € uma matriz diagonal,
entdo temos V(x) = x'Px = p11x% + - + panx2. Em particular,
se P=1,entdo V(x) = xX'Px = x'x =x2 + --- + x2 = ||x||.

Exemplo: Considere a seguinte forma quadratica em 2 varidveis
V(Xl, X2) = 3Xf aF 5X22 o 8X1X2
Note que

V(x1,x0) = 3x7 + 5x5 + 8x1x0 = 3x2 + 5x2 + 2 X 4 x1x
(x1,%2) 1 T 9X3 4 6X1x2 1 t2X5 + 8 1X2
Assim, definindo a matriz simétrica

3 4
7= 2 5]
temos que
b 3 4 x| 3x1 + 4xo
treetn ]2 $][2] - [ 212

= 3><12 + 4x1x0 + 4x1x0 + 5><22 = 3)<12 + 5x22 + 8x1x0 = V(xq, x%}
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10.1. Formas Quadraticas

Seja P € R™" uma matriz simétrica, i.e. P = P’, e considere a
forma quadratica associada

V(x)=x'PxeR, x€eR"

Note que V/(0) = 0. Temos entdo a seguinte classificagdo:

Dizemos que P é semidefinida positiva quando

V(x) = x'Px > 0, para todo x € R". Neste caso, escrevemos
P>0.

Dizemos que P é definida positiva quando V(x) = x'Px > 0,
para todo x # 0. Neste caso, escrevemos P > 0.

Dizemos que P é semidefinida negativa quando

V(x) = x'Px <0, para todo x € R". Neste caso, escrevemos
P <O.

Dizemos que P é definida negativa quando

V(x) = x'Px < 0, para todo x # 0. Neste caso, escrevemos
P <O.

Dizemos que P é indefinida se existirem x, y € R” tais que
V(x)>0e V(y) <O.
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10.1. Formas Quadraticas

O préximo resultado estabelece um critério simples para
classificarmos uma matriz simétrica.

Proposicdo 1: Seja P € R™" uma matriz simétrica. Ent3o, os
autovalores de P s3o nimeros reais. Além disso:
@ P > 0 se e somente se todos os autovalores de P s3o
nao-negativos
@ P > 0 se e somente se todos os autovalores de P sio
positivos
@ P <0 se e somente se todos os autovalores de P s3o
nao-positivos
@ P < 0 se e somente se todos os autovalores de P sdo
negativos

Relembramos as seguintes propriedades da matriz transposta:
o (MY =M
(M+N)Y =M + N
( ) NIM/
(M=) = (M')~1, onde M é invertivel 105300
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10.1. Formas Quadraticas

Proposicao 2 (Teorema da Decomposicao Espectral): Seja
P € R™"™ uma matriz simétrica. Entdo, existe uma matriz
invertivel V € R"*" tal que

P=V'AV

onde V' = V=1 e A =diag(A1,...,\,) € R™" é uma matriz
diagonal em que os elementos \1,..., A\, de sua diagonal principal
sdo os autovalores (reais) de P.

Obs: Seja D € R9*". Ent3o, P = D'D > 0. De fato, P é
simétrica, pois P’ = (D'D)’ = D'(D') = D'D = P. Além disso,
P >0, pois
V(x) = xX'Px = x'D'Dx = (Dx)' Dx =y'y = |y|?>>0
=y

Assim, P = D'D > 0, para qualquer matriz D € R79%". O préximo

resultado estabelece que a reciproca é verdadeira.
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10.1. Formas Quadraticas

Proposicao 3: Seja P > 0 uma matriz (simétrica) em R"*" com
posto(P) = g < n. Entdo, existe uma matriz D € R9*" que
decompoe P da seguinte forma:

P=D'D
Prova: Suponha que P > 0. Pela proposicdo acima, temos que
existe uma matriz invertivel V tal que

P=V'AV
onde V' = V=1 A =diag()\1,...,A\n), € A1,..., A, > 0 s30 os
autovalores de P. Como posto(P) = g < n, temos que

A, osAg >0eAgy1 =--- =X, =0. Assim, basta tomarmos
VA1 0 o --- 0
0 VA 0 --- 0

D= , %4

195 /300



10.2. Regulador Quadratico Linear

Motivacdo: Considere uma planta linear modelada por (n estados,
m entradas)

x = Ax + Bu

e suponha que (A, B) é controldvel. Podemos entdo posicionar
arbitrariamente no SPE os polos de A — BK (malha-fechada) pela
escolha adequada da matriz de ganho na realimentacdo de estado
u = —Kx. Relembre que se os polos de A — BK forem
relativamente rapidos, maior serd a velocidade de convergéncia do
estado para a origem x = 0. No entanto, teremos um custo de
controle associado para pagar: maior serd o esforco de controle
exigido. Além disso, quando a ordem n da planta é relativamente
grande, em geral n3o é uma tarefa facil especificar os polos
desejados de malha-fechada de modo a se obter um bom
compromisso entre o desempenho do estado do sistema em
malha-fechada e o esforco de controle resultante.
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Seja z: [0,00) — R um sinal real. Relembre da disciplina "Sinais e
Sistemas Lineares) que a energia deste sinal é dada por

E= /Ooozz(t) dt

Logo, a ideia intuitiva é que o quanto menor for a energia E, menor
serd o desvio de z(t) em relagdo a zero no decorrer do tempo.

Agora, seja u = —Kx uma dada realimentacao para a planta
acima, e considere o seguinte custo

J= / qUR(2) + -+ gu(2) + () + -+ + rto(£) dE > 0
=x/( t)dlag(ql, qn)x(t) =u/(t)diag(r,...,rm)u(t)
onde x(t), t > 0, é a solugdo do sistema em malha-fechada para
uma dada condigdo inicial x(0) = xp e u(t) = —Kx(t), t >0, é o
sinal de controle resultante. Note que J pode ser visto como uma
soma ponderada entre as energias das varidveis de estado (desvios
em relagdo a zero) com pesos g; > 0, e as energias das varidveis de
controle (esforgo de controle exigido) com pesos r; > 0. I




10.2. Regulador Quadratico Linear

Suponha que determinamos uma matriz de ganho K = K* de
modo a minimizar a funcdo custo J. Desse modo, quando os pesos
g; sao relativamente grandes em relagdo aos pesos rj, estaremos
penalizando mais o desvio do estado (em relagdo a origem x = 0)
em comparacdo a penalizacdo do esforco de controle exigido, e
assim esperamos obter em malha-fechada uma dinamica
relativamente rapida para os estados, mas pagando-se por isso um
maior esforco de controle. Por outro lado, quando os pesos g; sdo
relativamente pequenos em relagdo aos pesos r;, estaremos
penalizando mais o esforco de controle em comparacio a
penalizacdo do desvio do estado, e entdo esperamos obter em
malha-fechada uma dindmica relativamente lenta para os estados,
mas com um menor esforco de controle.
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Na sequéncia, vamos formalizar as ideias acima e considerar que o
custo possui a seguinte forma geral

J= / £)Qx(¢) + u(t) Ru(t) dt > 0

onde Q >0 (Q € R™") e R>0 (R € R™ ™) sdo as matrizes de
peso para o desvio do estado e para o esforco de controle,
respectivamente. Ressaltamos que as matrizes Q e R sao
parametros de projeto do controlador! Nosso objetivo é
responder as seguintes perguntas:

@ A realimentagdo de estado u = ¢(x) que minimiza J é
necessariamente linear da forma u = ¢(x) = —Kx? Ou pode
ser ndo-linear?

@ Caso a realimentac3o de estado que minimiza J € linear da
forma u = —Kx, é possivel determinarmos a matriz de ganho
K? Em caso afirmativo, como? Com tal K, os polos de
A — BK (malha-fechada) estardo garantidamente no SPE?
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Seja uma planta linear modelada por (n estados, m entradas)
x = Ax + Bu (10)

Considere o seguinte problema de estabilizagdo: encontrar uma
realimentacdo de estado (possivelmente ndo-linear) u = ¢(x) de
modo a estabilizar a origem x = 0 do sistema em malha-fechada

X = Ax + Bo(x)

Dizemos que uma realimentagdo de estado ¢: R" — R™ (i.e.
u= ¢(x) € R™, para x € R") é admissivel quando:
@ A aplicagdo ¢: R" — R™ é continua com ¢(0) =0
e Para toda condigdo inicial x(0) = xo € R", temos que o
sistema em malha-fechada acima possui uma tnica solucio
correspondente x(t), t > 0, com

lim x(t) =0

tl>ooX( )

Note que, se A — BK possui todos os polos no SPE, ent3o a
realimentagdo de estado linear u = ¢(x) = —Kx é admissivel. Seja

® o conjunto de todas as realimentacdes admissiveis ¢. 200 /300



10.2. Regulador Quadratico Linear

Agora, introduzimos o funcional custo J: R"” x & — [0, o0]
definido por

o0, 8) = /O T x(t) Qx(2) + B(x(1)) Ré(x(2)) dit (11)
= /OO x(t)' Qx(t) + u(t)' Ru(t) dt, x €R”, g ®
0

onde @ >0, R >0, x(t), t >0, é a tnica solugdo do sistema em
malha-fechada com a realimentag3o de estado admissivel u = ¢(x)
e condi¢do inicial x(0) = xp, e u(t) = ¢(x(t)), t > 0, é o sinal de
controle correspondente. Dizemos que uma realimentacdo de
estado admissivel ¢* € ® é 6tima em relacdo ao funcional custo
(11) quando ¢* minimiza (11) no seguinte sentido:

o J(xp, ") < o0, para todo xp € R”

o J(xp,¢") < J(x0,¢), para todo xp € R", p € ®
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Teorema 1: Suponha que @ >0, R > 0, (A, B) é estabilizavel e
(A, D) é detectavel, onde @ = D'D com D € R9*". Ent3o, a
equacao algébrica de Riccati

AP+ PA-PBR'B'P+Q=0

possui uma Unica solu¢do semidefinida positiva P* > 0, e todos os
polos da matriz

A— BR™'B'P*
estdo no SPE.

Obs: Suponha que Q = D'D = E'E, onde D € R9*" E ¢ RP*",
Pode-se mostrar que (A, D) é detectvel se e somente se (A, E) é
detectavel. Isto significa que a hipdtese no teorema acima de que
(A, D) é detectdvel independe da decomposi¢do escolhida de Q
(relembre a Proposi¢cdo 3 acima).
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Teorema 2 (LQR): Considere a planta (10) e o funcional custo
(11). Suponha que Q >0, R > 0, (A, B) é estabilizavel e (A, D) é
detectdvel, onde @ = D'D com D € R9*". Seja P* > 0 a (nica
solucdo semidefinida positiva da equacdo algébrica de Riccati
acima. Entdo, a realimentagdo de estado linear

U= —K'x=—R'B'P*x
_K*

é a unica realimentacdo 6tima de (11), e os polos da matriz
(sistema em malha-fechada)

A— BK*=A— BR'B'P*

estdo no SPE. Denominamos u* = —K*x de regulador
quadratico linear (LQR — Linear Quadratic Regulator).
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Prova: Seja P = P* > 0 a solucdo da equacgdo algébrica de Riccati
do Teorema 1 acima, e considere a forma quadratica associada

V(x) =x'PxeR, xeR"
Assim,
V(x) = X'Px + X' Px = (Ax + Bu)'Px + X' P(Ax + Bu)
= u'B'Px + x'A'Px + x' PAx + x' PBu
= x'(A'P + PA)x + x'PBu + u'B' Px
Completando o quadrado com =+u'Ru e utilizando a equacio
algébrica de Riccati, obtemos
V(x) = x'(A'P + PA)x + x'PBu + u'B'Px + u'Ru
= x'(PBR™'B'P — Q)x + x'PBu + u'B'Px + u'Ru — u'Ru
= —xX'Qx — uU'Ru+ xX'PBR™'B'Px + x'PBu + u'B'Px + u'Ru
Mas,
(R71B'Px 4 u)R(R71B'Px 4+ u) = (v + X PBR"Y)R(R™B'Px + u)
= u'Ru+ u'B'Px + x'PBR™'B' Px + xliPBu



10.2. Regulador Quadratico Linear

Logo,
V(x) = —(X'@x + u'Ru) + (R"*B'Px 4 u)R(R'B'Px + u)

Fixe uma condi¢do inicial x(0) = xop € R” e uma realimentagdo
admissivel u = ¢(x) € ®, e seja x(t), t > 0, a solugdo corresponde
do sistema em malha-fechada. Entdo, xs = lim;_o0 x(t) =0 e

d‘/(;t(f)) — V(x(1)) = — [X(£)Qx(t) + ¢/ (t)Ru(t)]
+[R7IB'Px(t) + u(t)]'RIR™B'Px(t) + u(t)]

com u(t) = ¢(x(t)). Integrando ambos os lados da equagdo acima
no intervalo de tempo [0, T], temos:

VIX(T) = Vo) = [ Vix(o)et
T
-~ | (<(00x(t) + w(Ru(e))dt

;
+/ [R7B'Px(t) + u(t)] R[R™LB'Px(t) + u(t)]dt
0
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Agora, tomando o limite T — oo em ambos os lados da equagao
acima, obtemos:

V(xx) —V(x0) = —J(xo,qﬁ)—i—/oo[R_lB'Px(t)—l—u(t)]’R[R_lB'Px(t)+u(t)]dt
ou seja (relembre que R > 0),

J(x0, 9) = V(x0)+ /o w[Rle’Px(t) + u(t)]' R[R™1B' Px(t) + u(t)]dt

>0
Portanto, concluimos que a realimentacao linear de estado
vt = ¢*(x) = —K*x = —R1B'Px
é a Unica realimentag¢do 6tima de (11), com
J(x0,0") = V(x0) = xiPxo

e os polos de A— BK™* (sistema em malha-fechada) estdo no SPE

pelo Teorema 1 acima.
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Obs 1: No Matlab, o comando 1qr determina a matriz de ganho
K* do LQR.

Obs 2: Assuma que Q =gQ>0e R=rR>0,onde Q >0e
R > 0 s3o as matrizes nominais, e g, r > 0 s3o pardmetros (reais)
a serem variados no projeto da realimentacdo LQR v = —K*x. E
imediato que u = ¢*(x) é uma realimentagdo étima de (11) se e
somente se u = ¢*(x) é uma realimentagdo Stima de

J(x0,9) = ;J(Xo,qﬁ) = /OOO x(t)' Qx(t)+¢(x(t)) (r/q)Re(x(t)) dt

Desse modo, sempre podemos considerar que g = 1, ou seja,

Q@ = Qe R=rR, e assim ficamos com um Unico parametro r > 0
para variar no projeto da realimentacdo LQR v = —K*x.
Ressaltamos que o ganho 6timo K* depende de Q, R, r, ou seja,
K* = K*(Q.R, ).
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Obs 3: N3o hd na literatura uma metodologia geral para se
escolher as matrizes de peso @ > 0 e R > 0 no LQR (pardmetros
de projeto!). Apresentamos abaixo alguns métodos usuais:
©Q Escolha @=/>0e R=1rl >0, e entdo varie r >0
buscando obter um bom compromisso entre o desempenho do
estado do sistema em malha-fechada e o esforco de controle:
X' (£)Qx(t) = ||x(t)]|* e u'(t)Ru(t) = r||u(t)||? s3o os custos
instantaneos de estado e controle, respectivamente.
Q Escolha Q = Q = diag(qy,...,G,) >0e
R = rR = r - diag(1,...,7m) > 0 da seguinte maneira.
Suponha que |x;| ndo deve ultrapassar o valor X; > 0 e que
|uj| ndo deve ultrapassar o valor T; > 0. Escolha entdo
q; = I/Y/{ rj= l/U_/2
Justificativa: no instante t em que |x;(t)| = X;, teremos o
custo instantaneo de estado g;x;(t)?> = 1 no funcional custo
(11), e rjuj(t)®> = 1 quando |uj(t)| = ;. Em seguida, varie
r > 0 buscando obter um bom compromisso entre
desempenho e esforco de controle. 208 / 300
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Obs 3 (continuacdo):

© Escolha Q =diag(q1,...,qn) > 0e R =diag(r,...,rm) >0
por tentativa e erro.

Q Seja z = Dx uma saida (real do sistema ou virtual de
desempenho) que se deseja levar para zero, onde D € R9*",
Escolha Q = D'D >0, R=rl > 0, e ent3o varie r > 0
buscando obter um bom compromisso entre o desempenho da
saida z = Dx do sistema em malha-fechada (x'Qx = ||z||?) e
o esforco de controle (u'Ru = r||u||?).

© Escolha @ > 0 e R > 0 como matrizes n3o-diagonais por
tentativa e erro.

O segundo método acima é importante quando certas varidveis de

estado do sistemas s3o de grandezas/unidades fisicas distintas. Por
exemplo, podemos ter que x; é uma distdncia em metros com

x1 = 0.05 (5 cm), x uma velocidade em rad/s com X = 100 e x3

uma corrente elétrica em amperes com x3 = 2.
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10.2. Regulador Quadratico Linear

Obs 4: Assumaque Q=Q >0eR=rR,onde @ >0e R >0
s3o as matrizes nominais, e r > 0 é um escalar real (pardmetro de
projeto do LQR). Entdo, os polos de malha-fechada do LQR
possuem o seguinte comportamento assintético:

@ Quando r — oo (maior peso sobre o esfor¢o de controle),
temos que os polos de A — BK* (malha-fechada) se
aproximam dos polos de A (malha-aberta) que estdo no SPE e
da reflexdo em relagdo ao eixo imaginario dos polos de A que
estdo no SPD (se s = a+ jb com a > 0 é um polo de
malha-aberta no SPD, ent3o o polo de malha-fechada
correspondente no SPE é s = —a + jb).

@ Quando r — 0 (maior peso sobre o desvio dos estados), temos
que p polos de A — BK™ se aproximam de localizacdes finitas
no SPE (pode-se ter polos de malha-fechada relativamente
lentos dependendo do sistema!), enquanto que os n — p polos
restantes tendem assintoticamente ao infinito formando
diversas configuracdes Butterworth de diferentes ordens e

raios.
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Obs 4 (continuacdo):

Portanto, quando as matrizes A e B do sistema (10)
correspondem a linearizacao de um sistema nao-linear num
ponto de equilibrio, deve-se variar r > 0 (por tentativa e
erro!) de modo a se buscar obter um bom compromisso
entre desempenho dinamico do sistema nao-linear em
malha-fechada, esforco de controle e tamanho da regiao de
atracao! Ressaltamos que tal compromisso é determinado pelo
polos de A — BK*.
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Obs 5: Nas hipéteses do teorema acima, assuma que Q > 0 e
R > 0 com R diagonal. Em relac3o a realimentacdo LQR

u=—K"x

temos as seguintes propriedades de robustez do sistema em
malha-fechada:

@ Os polos de A — BK* permanecem no SPE mesmo que o
ganho no lago de realimentacdo de cada uma das varidveis de
controle uj, j =1,...m, seja reduzido em até 50% ou
aumentado indefinidamente (margem de ganho infinita!)

@ Os polos de A — BK™* permanecem no SPE mesmo que o laco
de realimentacdo de cada uma das varidveis de controle u;,
Jj=1,...m, sofra um deslocamento de fase de até +60°
(margem de fase de pelo menos 60°!)
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10.3. Procedimentos

1. Considere o sistema massa-mola do Lab 5, e repita novamente
as simulag¢des do Item 2 nos Procedimentos do Lab 5 para o
problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de
perturbacao.

2. Agora, encontre a matriz de ganho K (sistema aumentado)
pelo LQR. Para isso, considere que Q =1/ >0e R=1rl >0 (veja o
primeiro método da Obs 3 acima), variando r > 0 como:
r=0.001, r =0.01, r = 0.1, r = 0.4 (corresponde a matriz de
ganho K, apresentada no ltem 3 dos Procedimentos do Lab 5),
r=1,r=4, r =40, r =400, r = 4000, r = 40000. Verifique se
as simulacdes estdo de acordo com o esperando, comparando com
o Item 1 acima e analisando o compromisso entre esfor¢o de
controle e desempenho de malha-fechada no rastreamento da
referéncia com rejeicdo da perturbacdo. Verifique também a
validade da Obs 4. Note que, para r = 0.4, obtivemos um melhor
desempenho e um menor esforco de controle com o LQR do que
com o posicionamento de polos do Item 1 acima (polos repetidos

em s = —1)!
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2 (continuacdo).

Conclusao: Relembre da Obs do Procedimento 3 do Lab 5 que a
realimentacdo u = —Kx — Kp,x, possui acdo PID para o sistema
massa-mola. Desse modo, sintonizamos um controlador com agdo
PID para um sistema multivaridvel através da variagcdo de um tnico
pardmetro escalar r > 0 do LQR!

3. Para r = 0.4, verifique a propriedade de robustez da margem de
ganho da Obs 5 acima.

214 /300



Lab 11 — Estimacdo Otima e Principio da Separacao
Estocastica: Filtro de Kalman e Controlador Gaussiano

Quadrético Linear (LQG)

Objetivos: Vamos tratar do problema de como escolher a matriz
de ganho do estimador de estado de um sistema linear na presenca
de ruidos do processo e de medicdo. Veremos que tal problema
pode ser abordado por estimagdo 6tima, a qual consiste em
minimizar o erro de estimacdo médio quadratico assintoticamente.
Mostraremos que o estimador étimo, denominado de Filtro de
Kalman Preditivo em Regime Permanente, resulta da solucao da
equacdo algébrica Riccati. Por fim, apresentaremos o principio da
separacao estocastica e o controlador gaussiano quadratico linear.
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11.1. Processos Estocasticos

Um espaco de probabilidade é uma tripla (2, F, P) onde:

@ Q é um conjunto, denominado de espagco amostral

@ Os elementos de F, denominados de eventos, s3o
subconjuntos de € que satisfazem:
e Qe F

e Se A € F, entdo o complementar A= (Q — A) € F

o Se A, Ay, Az,--- € F,entio A, UA, UA3U--- € F
@ A funcao probabilidade P: F — [0, 1] satisfaz:
o P(Q)=1

e Se Ay, Ay, A3, - -- € F sdo mutuamente disjuntos, entdo
P(ALUA, UA3U---) = P(A1) + P(Az) + P(A3) + - -

Dizemos que uma funcdo X: 2 — R é uma variavel aleatdria
quando, para todo x € R, temos que

(X<x}2{weQ|X(w)<x}eF
ou seja, o conjunto {X < x} é um evento.
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11.1. Processos Estocasticos

Seja X: Q — R uma varidvel aleatéria. Entdo, a funcio
Fx: R — R definida por

Fx(x)=P(X<x)eR, xeR
¢ denominada de funcao distribuicao de X. Dizemos que uma
funcdo fx: R — R é a funcao densidade de probabilidade de X
quando
Fx(X) = / fx(f)dg eR, xeR

— 00

A média (ou valor esperado, ou esperanga) E[X] de X é o
nimero real definido por

E[X] = / x Fe(x)dx € R
(assumindo que E[X] < o0). A varidncia Rx de X é o nlimero
real definido por (assumindo que E[X?] < 00)

Rx 2 E[(X—E[X])?] = E[X?]—(E[X])® = / " (x—EIX]? i (x)x € R
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11.1. Processos Estocasticos

Agora, considere que X = (X1,...,X,): Q — R" é um vetor
aleatdrio, ou seja, Xi,...,X,: Q — R sdo varidveis aleatérias. Por
simplicidade, escrevemos X = (Xi,...,X,) € R". A fungdo

Fx: R” — R definida por

Fx(x) = P(X <x)=P(X1 <x1,X2 < xp,...,Xn < xp)
L2PHwe | Xi(w)<xreXo(w)<xe ... eX,(w) <x,}) €ER

para todo x = (xi,...,x,) € R", é denominada de fun¢ao
distribuicao do vetor aleatério X € R". A média E[X] de X € R"
é o vetor definido como

E[X] = (E[X1],..., E[Xa]) € R"
e a variancia Rx de X € R" é a matriz definida por
Rx = ([Rx]y) = E[(X — E[X])(X — E[X])] € R™"
Temos que Rx >0 e
[Rx]ij = E[(X; — E[Xi])(X; — E[X])]
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11.1. Processos Estocasticos

Sejam X = (X1,..., X)) Q=R e Y =(Y1,...,Yn): Q= R"
vetores aleatdrios. A fungdo Fx y: R"™™ — R definida por

Fxy(xy)=P(X <x, Y <y)

éP()<]- lea-'anSXna Y]. Sy17-~'7Yn§yn) GR
para x = (x1,...,%,) € R", y = (y1,...,ym) € R™, é denominada
de funcao distribuicao conjunta de X, Y. Dizemos que os

vetores aleatdrios X € R” e Y € R™ sdo independentes quando

Fx,y(x,y) = Fx(x)Fv(y)

para x € R", y € R™.
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11.1. Processos Estocasticos

Dizemos que X(-) = (X1(*),..., Xa(-))’ € R" é um processo
estocadstico vetorial quando X(t) = (Xi(t),..., Xp(t)) € R" é
um vetor aleatdrio para cada t > 0. Definimos a média E([X(t)])
no instante t > 0 do processo estocastico vetorial X(-) € R” por

EX(t)] = (E[Xa(t)]; - -, E[Xn(2)]) € R”
e, para cada t,s > 0, definimos a covariancia Rx(t,s) de
X(-) € R" por

Rx(t,s) = E[(X(t) — EIX()])(X(s) — E[X(s)])'] € R™"
Temos que Rx(t,s) = Rx(s,t)’ para t,s > 0, e definimos a
variancia Q(t) no instante t > 0 de X(-) € R" por
Q(t) = Rx(t,t) > 0.
Quando E[X(t)] = 0 (média nula) para todo t > 0, e
Rx(t,s) = Vx(s)o(t —s), t,s>0

onde Vx(s) > 0 (matriz semi-definida positiva) para s > 0 e d(-) é

o delta de Dirac, dizemos que o processo estocastico vetorial
X(-) € R" é um ruido branco com intensidade Vx(-) € R™*".
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Dizemos que os processos estocasticos vetoriais X(-) € R" e
Y(-) € R™ sdo independentes quando, para cada p,g € N e

t1,...,tp,S1,...,5¢ > 0, os vetores aleatdrios
(X(t1),.... X(tp)) € R"™ e (Y(s1),...,Y(sp)) € R™ sdo
independentes.

Considere que X(-) € R" e Y(-) € R™ s3o ruidos brancos com
intensidades Vx(-) e Viy(-), respectivamente. Quando

E[X(t)Y(s)]=0€eR™™ t,s>0,

dizemos que os ruidos brancos X(-) € R" e Y(-) € R™ sdo
nao-correlacionados. Em tal caso, temos que o processo
estocastico vetorial W(-) = (X(-), Y(-)) =

(X1(+), -, Xn(+), Ya(*), -+, Ym(+)) € R™™ é um ruido branco
com intensidade V\y(-) dada por

Vx(t) 0
Vw(t) = { XO \/Y(t) } , t>0
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11.1. Processos Estocasticos

Dizemos que o processo estocastico vetorial X(-) € R" é

Gaussiano quando, para cada pe Ne t1,...,t, > 0, temos que a
func3o distribuicdo conjunta dos vetores aleatérios
X(t1),...,X(tp) € R" satisfaz

FX(tl),.‘.,X(tp)(le .. Xp) ( (tl) < X1y... ,X(tp) < Xp)

= [ Bt e d

para xi,...,Xp,&1,...,& € R", onde

Xj Xi,1 Xr',n
/ d¢; = / / déiv...d&n xi= (X1, %), &= (i, &n) ER”
— 00 —0o0 — 00

1
fx(tr), X(8) (615 -, €p) = NGO xp{ ZZ[& — E{X(t:) ' Aylg; E{X(tj)}]}

i=1 j=1
RX(thtl) RX(thtZ) RX(tlytp) A1 A - Alp
Rx(t2,t1)  Rx(t2,t2) -~ Rx(t2tp) N1 An o Mgy
R = ) ] ) ,AN=R 1=
Rx(tp,t1) Rx(tp,t2) - Rx(tp,tp)) R Aot Ap2 oo App

npXnp
com Aj € R"%",
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Motivagao: Considere uma planta linear modelada por (n estados,
m entradas, p saidas)
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + wa(t)
y(t) = Cx(t) 4 wa(t)
onde wi(t) € R" é o ruido do processo, wx(t) € RP é o ruido de
medicdo, wi(:) € R", wy(-) € RP sdo processos estocasticos
vetorais (t > 0), e a condi¢do inicial x(0) = xp € R" é um vetor
aleatério. Suponha que (A, C) é observével, e considere o seguinte
observador de estado linear

x(t) = (A— LO)X(t) 4 Bu(t) + Ly(t) (13)
A dindmica do erro de estimacdo e = x — x é dada por
&(t) = x(t) = x(¢)
= (A—LC)e(t) + wi(t) — Lwy(t)
Percebemos ent3do que a matriz de ganho L do observador afeta a

dindmica do erro de estimagdo e(t) de 2 maneiras distintas e
conflitantes: 223 /300
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

© Quanto mais afastados da origem estiverem os polos de
A — LC no SPE, mais ripida serd a convergéncia da resposta
entrada nula e.,(t) para e = 0, ou seja, a estimagdo do
estado sera mais rapida. Em geral, quanto mais rapidos os
polos de A — LC, maior o valor das componentes de L.

@ A matriz de ganho L influencia diretamente na dindmica de
e(t), pois L multiplica o ruido wy(t) na equagdo acima. Logo,
L desempenha o papel de um amplificador de ruido na
dindmica de e(t) e, assim, as componentes da matriz de
ganho L devem ser relativamente pequenas, ou seja, os polos
de A — LC n3o devem ser rapidos demais.

Portanto, concluimos que a matriz de ganho L do observador de
estado deve ser escolhida de modo a se obter um bom
compromisso entre rapidez de estima¢do (rapidez dos polos de
A — LC) e atenuagdo do ruido wa(t).
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Dizemos que uma matriz de ganho L é admissivel para o
observador de estado linear (13) quando todos os polos de A— LC
estao no SPE e o erro médio quadratico

E{e'(t)e(t)} = E{[x(t) = x()'[x(t) — X(1)]}
= E{la(t) =3a(t)P + - + [xa(t) = Za(£)]*}
= E{lle(t)]*}

converge assintoticamente para um valor constante finito que
independe de e(0) (mas depende de L!), ou seja:

lim E{e'(t)e(t)} = EL €R
t—o0
Dizemos que uma matriz de ganho admissivel L* é étima quando
E« <E <o

para toda matriz de ganho admissivel L. Neste caso, denominamos
(13) com L = L* de estimador (ou observador) de estado

linear 6timo.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Teorema 1: Sejam A, C, V1, V5 matrizes dadas. Suponha que
Vi >0, Vb >0, (A, C) é detectavel e (A, D) é estabilizdvel, onde
Vi = D'D com D € R9%". Ent3o, a equacao algébrica de
Riccati

AP+ PA — PC'V;1CP+ V1 =0

possui uma tnica solucdo semidefinida positiva P* > 0, e todos os
polos da matriz
A—PC'Vy1C

estdo no SPE. Além disso, se P e L sdo matrizes dadas tais que P
é simétrica, A — LC possui todos os polos no SPE e

(A= LC)P+ P(A—LC) + Vol + V1 =0

entdo P > P* (i.e. P— P* > 0).
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Teorema 2 (Filtro de Kalman): Considere a planta (12) com
uma dada entrada deterministica u(t) € R™, t > 0. Suponha que
wi(-) € R"” e wy(+) € RP s&o ruidos brancos ndo-correlacionados
com matrizes de intensidade constantes V; > 0e V5 > 0,
respectivamente, e que o vetor aleatério inicial x(0) = xp € R" é
independente de wy(t) e wa(t), para todo t > 0. Assuma que

(A, C) é detectavel e (A, D) é estabilizavel, onde V; = D'D com
D € R9%". Seja P* > 0 a (inica solucdo semidefinida positiva da
equacao algébrica de Riccati acima. Entao,

L* — P* C/ V2_1
€ uma matriz de ganho 6tima para o estimador de estado linear
(13) e os polos de A — L*C = A — P*C'V; 1 C estio no SPE, com
&(t) = (A—L"C)e(t), #0)=x —%(0)
onde Xp = E{x(0)} é a média de x(0) e &(t) = E{e(t)} a média
do erro de estimagdo no instante t > 0. Além disso, Ej~ = tr[P*].

Denominamos o estimador de estado linear 6timo (13) com
L= L* = P*C'V, ! de Filtro de Kalman (Pred. em Reg. Per.)..; .,



11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Prova: Considere que as hipéteses do teorema foram atendidas.
Seja L uma matriz de ganho arbitraria para o observador de estado
linear (13) tal que os polos de A — LC estejam no SPE. Logo,

e(t) = (A—LC)e(t) + wa(t) — Lwo(t), e(0) = x(0) —%(0)
onde e = x — X é o erro de estimagdo. Sejam €(t) = E{e(t)} e
Q(t) = E{[e(t) —e(t)][e(t) —€(t)]'} a média e a variadncia de e(-)
no instante t > 0, respectivamente. Desse modo,

E{e(t)e(t)} = e(t)e(t) + tr[Q(t)], t=>0
(relembre que tr(M) é igual a soma dos elementos da diagonal
principal da matriz quadrada M). Pode-se mostrar que:

e(t) = (A— LC)e(t), com &(0) = xp — x(0), tILm Q(t) =
onde Xp é a média de x(0) e P > 0 é a tnica solugdo de

(A= LC)P+ P(A—LC) +LVal' + V; =0 (14)
Em particular, =0

,_/%
EL2 lim E{e(t)'e(t)} = Tim 2()() + Jim tr[Q(¢)] = tr[P]
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Agora, seja P* > 0 a Unica solucdo da equacgido algébrica de Riccati
do Teorema 1 acima, e defina

L*=P*C'Vyt
Temos que os polos de
A-L*C=A-PCVyIC
estdo no SPE. Como
(L) = (VY (CY(PY) = (V3) T CP* = V; 1 CP*

obtemos pela equacao algébrica de Riccati que:
(A= L*C)P* + P*(A—L*C) + " V(L") + V1
= AP* — L*CP* + P*A' — P*C'(L*) + L*Wo(L*) + W
= AP* + P*A' — P*C'V; 1 CP* — P*C'V; 1 CP* + P*C'V, T VLV T CP* + W,
= AP* + P*A' — P*C'V;1CP* + V4 = 0

Assim, mostramos que (14) é satisfeita para L = L* e P = P*.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Portanto, quando L = L*, concluimos que
Ei+ = tIer;o E{e(t)e(t)} = tr[P*]
O Teorema 1 estabelece ainda que
P*< P

Desse modo,
E/- = tr[P*] < tr[P] =E

Isto significa que L* é uma matriz de ganho 6tima para estimador
de estado linear (13), o que encerra a demonstrag3o.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Obs 1: No Matlab, o comando kalman determina a matriz de
ganho L* do Filtro de Kalman. Alternativamente, pode-se utilizar
dualidade e o comando 1qr, ou seja, Lfk = 1qr(A’,C’,V1,V2)°.

Obs 2: Nas hipdteses do Teorema 2 acima, assuma adicionalmente
que wy(+), wa(+), xp sdo processos estocdsticos Gaussianos. Entdo,
pode-se mostrar que o Filtro de Kalman é um estimador de estado
6timo mesmo dentre estimadores nao-lineares que determinam
uma estimativa x(t) de x(t) a partir de y(7), u(7), para 0 < 7 < t.
Obs 3: Na pratica, sempre haverd incertezas no modelo (12) da
planta. Assim, em (12), o ruido do processo wj procura incorporar
também incertezas na equacido de estado da planta, e o ruido de
medicdo wy tem como objetivo capturar também incertezas no
sensor de saida. Consequentemente, é comum em situacoes
praticas ndo conhecermos as matrizes de intensidade constantes
nominais Vj1ominal ¢ Rnxn ¢ \/pominal ¢ RPXP de wy(-) € R" e
wa(-) € RP, respectivamente.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Obs 3 (continuagao): Em tal caso, devemos buscar sintonizar o
ganho L = PC’V2_1 do Filtro de Kalman de modo a se alcancar
um compromisso razoavel entre rapidez de estimagdo (rapidez dos
polos de A — LC) e atenuagdo dos ruidos através da variagdo de
Vi >0, Vo > 0 na equacdo algébrica de Riccati acima.
Ressaltamos, no entanto, que apesar de tal L ser admissivel, L nao
é otimo! De fato, n3o estamos utilizando as intensidades nominais
Vl""m"”"’ >0, Vz"omi”"’ > 0 dos ruidos na equacdo algébrica de
Riccati €, consequentemente, L é subétimo, ou seja, E;« < Ef,
onde L* = P*C'(Vgominal)=1 ¢ o ganho étimo.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Obs 3 (continuagao): Uma prética usual é consideramos que

Vi = V4 e Vo = rV5 na equacdo algébrica de Riccati, onde

V1 >0, Vo > 0 estdo fixadas e r > 0 é o pardmetro de projeto a
ser variado com o objetivo de se atingir um bom compromisso. Por
simplicidade, é comum se escolher Vi, V, como matrizes diagonais.
Como primeira tentativa, é natural escolhermos Vi=0ou Vi =1,
e Vo = I. Com base em dualidade (operagdo transposta de
matrizes) e nas propriedades do controlador LQR vistas no capitulo
anterior (veja a Obs 4 da Se¢do 10.2), concluimos que polos do
Filtro de Kalman possuem o seguinte comportamento assintéticoS:

3Suponha que Vj = nVi e Vo =nV,, com ri, r» > 0. Pode-se mostrar que
os polos de A — LC sé dependem do quociente r = r»/ri. Desse modo, sempre

podemos considerar que 1 = 1.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Obs 3 (continuacdo):

@ Quando r — oo (maior intensidade do ruido de medi¢do em
relacdo a do processo, ou seja, maior confianca na equagao de
estado da planta do que no sensor de saida), temos que os
polos de A — LC se aproximam dos polos de A (malha-aberta)
que estdo no SPE e da reflexdo em relagdo ao eixo imaginario
dos polos de A que estdo no SPD (se s =a+ jbcom a> 0 é
um polo de malha-aberta no SPD, entdo o polo de A— LC
correspondente no SPE é s = —a + jb).

@ Quando r — 0 (menor intensidade do ruido de medigdo em
relacdo a do processo, ou seja, maior confianga no sensor de
saida do que na equagdo de estado da planta), temos que p
polos de A — LC se aproximam de localiza¢Ges finitas no SPE
(pode-se ter polos de A— LC relativamente lentos dependendo
do sistema!), enquanto que os n — p polos restantes tendem
assintoticamente ao infinito formando diversas configuracdes

Butterworth de diferentes ordens e raios.
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11.2. Filtro de Kalman Preditivo em Regime Permanente

Obs 3 (continuagao):

Portanto, quando as matrizes A, B, C do sistema (12)
correspondem a linearizacao de um sistema nao-linear num
ponto de equilibrio, deve-se variar r > 0 (por tentativa e
erro!) de modo a se buscar obter um bom compromisso
entre rapidez de estimacao, atenuacao dos ruidos e tamanho
da regiao de atracao do sistema nao-linear em
malha-fechada! Ressaltamos que tal compromisso é determinado
pelo polos de A— LC.

Obs 4: Relembre do Teorema 2 acima que:
&(t) = (A= L"C)e(e), &(0) =% —X(0)
onde xg = E{x(0)} é a média de x(0) e €(t) = E{e(t)} a média
do erro de estimacgao no instante t > 0. Portanto, os polos de
A — L*C determinam a velocidade convergéncia de €(t) para zero.

Além disso, se Xp for conhecido e escolhermos x(0) = Xp, teremos
que €(0) = 0 e, consequentemente,

e(t)=0, t>0
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11.3. Principio da Separacao Estocastica

Considere novamente a planta (12):

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + wi(t)

y(£) = Cx(2) + wa(t) (15)

onde wy(t) € R” é o ruido do processo, wy(t) € RP é o ruido de
medicdo, wi(-) € R”, wy(-) € RP sdo processos estocdsticos
vetoriais (t > 0), e a condigdo inicial x(0) = xp € R" é um vetor
aleatdrio.

Dizemos que um controlador da forma
u(t)=f(y(r),0<7<t)

é admissivel para o sistema (15) quando f for linear em relagdo a
saida y e, para qualquer condi¢do inicial x(0), a solugdo
correspondente x(t) do sistema em malha-fechada é dnica e estd
definida para t > 0. O conjunto dos controladores admissiveis f é
denotado por F.
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11.3. Principio da Separacao Estocastica

Agora, introduzimos o funcional custo J: R” x F — [0, o0]
definido por

J(x0,f) = lim E {/OTX(t)'QX(t) + u(t)' Ru(t) dt}, x0 €R", feF
(16)

onde @ >0, R>0, e x(t), t >0, é a tnica solu¢do do sistema em

malha-fechada com o controlador admissivel

u(t) = f(y(r),0 <7 < t) e a condi¢do inicial x(0) = xo. Dizemos

que um controlador admissivel f* € F é 6timo em relacdo ao

funcional custo (16) quando f* minimiza (16) no seguinte sentido:
e J(xo,f*) < oo, para todo xp € R”

o J(xo,f*) < J(xo,f), para todo xg € R", f € F
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11.3. Principio da Separacao Estocastica

Teorema 3 (LQG): Considere a planta (15) e o funcional custo
(16). Suponha que Q >0, R > 0, (A, B) é estabilizavel e (A, D) é
detectével, onde @ = D'D. Assuma que wi(-) € R" e wy(-) € RP
sao ruidos brancos n3o-correlacionados com matrizes de
intensidade constantes V; > 0 e V, > 0, respectivamente, e que o
vetor aleatério inicial x(0) = xp € R” é independente de w;(t) e
wa(t), para todo t > 0. Suponha que (A, C) é detectdvel e (A, D)
é estabilizavel, onde V; = D'D com D € R9%". Ent3o, a
configuragao controlador-observador

X(t) = (A— L*C)x(t) + Bu(t) + L*y(t) (17)
u(t) = —K*x(t)

é o unico controlador 6timo de (16) quando a matriz de ganho
K* (realimentacdo) é projetada independentemente de L*
(observador) e dos ruidos wi(t), wa(t) da seguinte maneira
(principio da separacdo estocastica):
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11.3. Principio da Separacao Estocastica

Teorema 3 (continuagao):
© Encontre K* pelo LQR (veja o Lab 10) como se o estado x
pudesse ser medido na realimentacéo u = K*x, o funcional
custo fosse J(xo, 9) = [y~ x + u(t) Ru(t)dt, e a
planta (15) fosse determlnlstlca ou seJa, wi(t) = wa(t) =0,
t > 0. Mais precisamente, determine a (inica solucdo
semidefinida positiva P} > 0 da equag¢do algébrica de Riccati

AP+ PA—PBRB'P+Q=0
e tome
K*=R'B'P;
@ Encontre L* pelo Filtro de Kalman (veja o Teorema 2 acima).

Mais precisamente, determine a Unica solucao semidefinida
positiva P} > 0 da equagdo algébrica de Riccati

AP+ PA' — PC'V;1CP+ Vi =0
e tome

L*=PiC'Vy !
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11.3. Principio da Separacao Estocastica

Obs 1: Nas hipdteses do teorema acima, assuma adicionalmente
que wi(-), wa(-), xo sdo processos estocdsticos Gaussianos. Em tal
caso, denominamos o controlador 6timo (17) de controlador
quadratico linear Gaussiano (LQG — Linear Quadratic
Gaussian). Pode-se mostrar que o controlador LQG é o tnico
controlador 6timo do funcional custo (16) mesmo dentre
controladores nao-lineares em relacdo a y da forma
u(t)=f(y(r),0< 7 <t).

Obs 2: No Matlab, o comando 1qg determina as matrizes de
ganho K* e L* do controlador LQG.

Obs 3: O controlador LQG nao possui propriedades de robustez
em malha-fechada similares as do LQR.

Obs 4: A sintonia do ganho K de realimentacao pelo LQR e
do Filtro de Kalman deve levar em conta o compromisso
entre desempenho dinamico do sistema em malha-fechada,
esforco de controle e atenuacao de ruido!
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11.3. Principio da Separacao Estocastica

Obs 5: Em situacdes praticas, ha sempre a presenca de ruidos.
Suponha que todos os estados da planta podem ser medidos, ou
seja, y = x + wa(t) (C = 1). Teremos entdo a presenca de ruidos
no sinal de controle u(t) = —Kx(t) e, dependendo de suas
intensidades, poderdo resultar numa deterioracdo do atuador e da
planta, além de degradar o desempenho do sistema em
malha-fechada. Portanto, mesmo quando todos os estados podem
ser medidos, ainda assim a configuracao controlador-observador
com o Filtro de Kalman podera exercer um papel crucial no
desempenho do sistema em malha-fechada e na preservacdo do
atuador e da planta, devido a atenuagao dos ruidos presentes no
sinal de controle u(t) = —KXx(t).
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11.4. Procedimentos

1. Considere o sistema massa-mola da Sec¢do 5.5 do Lab 5.
Assuma que as variaveis de estado n3o podem realimentadas e que
os ruidos do processo wj(t) e de medicdo wy(t) possuem matrizes
de intensidade nominais V; = 0.0005/ e V, = 0.001 /. Repita
novamente as simulagcdes do Item 2 nos Procedimentos do Lab 6
para o problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbacdo, comparando em cada caso o desempenho do sistema
em malha-fechada (rastreamento, rejei¢do, controle, erro de
estimacdo, estado estimado) com o obtido pela utilizagdo do ganho
L* do Filtro de Kalman no estimador de estado. Dica: para que
wi(-) e wa(+) sejam ndo-correlacionados, utilize valores diferentes
no campo Seed do bloco Random Number no Simulink.

Conclusao: H3 menos ruido no sinal de controle

u=—KX — Kpxm com o Filtro de Kalman do que com o
estimador de estado por alocagdo de polos! No entanto, o
sobressinal durante o regime transitério da rejeicdo da perturbacio
€ maior com o Filtro de Kalman. Isto era esperado? Justifique sua

resposta. Dica: determine os polos de A — L*C. i 300



11.4. Procedimentos

2. Agora, considere o controlador LQG. Para isto, escolha
Q@=1>0eR=rl>0 (veja o primeiro método da Obs 3 do
Lab 10) com: r = 0.01, r = 0.4, r = 40. Compare o desempenho
obtido em malha-fechada (rastreamento, rejeicdo, controle, erro de
estimagdo) pelo LQG com o encontrado por imposigdo de polos no
item anterior, assumindo que: x(0) = x(0) = 0, polos de

As— B:K, em s = —1, e polos de A— LC em s = —2 (duas vezes
mais rapido).

Conclusao: Para r = 0.4, obtivemos um melhor desempenho no
rastreamento da referéncia com rejeicdo de perturbagao e um
menor esforco de controle com o LQG do que por imposicao de
polos! E isto ainda foi alcangado com menos ruido no estado
estimado X e no sinal de controle u = —KXx — KX !
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11.4. Procedimentos

3. Por fim, considere novamente o controlador LQG com r = 0.4
como acima, mas assumindo que as intensidade nominais de V; e
V, s3o desconhecidas. Sintonize o Filtro de Kalman de modo que
o sobressinal maximo da saida y; devido a perturbacdo nao
ultrapasse a amplitude de 4.35. Dica: escolha V4 = Vi =/>0e
Vo = rgcVo = rad > 0, e varie rg > 0 por tentativa e erro, mas
ndo se esquecendo de levar em conta o ruido resultante no estado
estimado e no sinal de controle (veja a Obs 3 da Se¢do 11.2
acima).

Conclusao: Sintonizamos uma configuragao
controlador-observador para o problema de rastreamento de
referéncia com rejeicdo de perturbacdo de um sistema multivariavel
na presenc¢a de ruidos através da variagao de 2 parametros reais: r
(LQR) e rg (Filtro de Kalman)!
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Lab 12 — Controle Linear em Tempo Discreto

Objetivos: Vamos estudar sistemas em tempo discreto e o sistema
digital equivalente de uma planta linear em tempo continuo.
Veremos que basicamente todos conceitos e resultados ja
abordados para sistemas lineares em tempo continuo permanecem
validos em tempo discreto (com as adaptagdes Sbvias):
estabilidade, controlabilidade, observabilidade, realimentacdo de
estado, estimador de estado, LQR, Filtro de Kalman, LQG, etc.
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12.1. Sistema Discreto Equivalente

Considere uma planta linear modelada por (n estados, m entradas,
p saidas)
x = Ax + Bu

y = Cx (18)

Suponha que a planta serd controlada por um computador. Seja
Ts > 0 o periodo de amostragem. A cada instante de amostragem
t = kTs, k € N, um algoritmo programado no computador
determina o controle u[k] = u(kTs), e entdo u[k] é enviado ao
conversor D/A (ZOH). Desse modo, o controle aplicado na planta
é constante por partes e dado por

u(t) =ulk], kTs<t<(k+1)Ts,

para k € N. Vamos determinar na sequéncia o sistema
efetivamente "visto” pelo computador a partir do conversor D/A
nos instantes de amostragem t = kT (conversor A/D).
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12.1. Sistema Discreto Equivalente

Relembre que:
x(t) = etx(0) + / A Bu(r) dr
Logo, para t = kT, temos: 0
x[k] £ x(kTs) = e*T<x(0) + /0 o eAKT==7) Bu(7) dr
Em particular, para t = (k+ 1) Ts:

(k+1)Ts
K[k + 1] = eAU+D T (0) +/ AADT=r) (1) i
0

kTs

— ATs [eAkTSX(O) + / AT Bu(7) dr
0

=x[k]

(k+1)Ts
+ / eA((kH)TS_T)Bu(T) dr
kTs
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12.1. Sistema Discreto Equivalente

Desse modo, fazendo a mudanc¢a de varidvel « = (k+1)Ts; — 7 na
segunda integral acima e utilizando o fato de que u(t) = u[k] para
kTs <t < (k+1)Ts, obtemos:

TS
= eAls x e da ulk] = Agx u
x[k+1]_:2: [k]+</0 d)B [k] = Aax[k] + Bgulk]

=B,
y[k] 2 y(kTs) = Cx(kTs) = Cx[K]
Concluimos assim que, ao aplicarmos uma entrada constante por
partes u(t) via computador na planta, entdo, nos instantes de

amostragem t = kT, o estado x[k] = x(kTs) evolui de acordo
com a equacao a diferencas

x|k 4+ 1] = Aax[k] + Bgulk]
e a saida y[k] = y(kTs) é determinada pela equag3o algébrica
[kl = Cx[K]
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12.1. Sistema Discreto Equivalente

Denominamos
x[k + 1] Agx[k] + Bgulk]
ylk] = Cx[K]

Ts
Ag=eTs. By = (/ e da) B
0

de sistema discreto equivalente da planta (18).

onde

Obs 1: No Matlab, o comando c2d determina as matrizes Ay e By
do sistema discreto equivalente.

Obs 2: Pode-se mostrar que, se os polos (autovalores) da matriz A
sao s = p1,..., pn € C, entdo os polos de Ay sdo
z=2ePTs .. ePTs ¢ C.
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12.1. Sistema Discreto Equivalente

Obs 3: N3o ha na literatura uma metodologia geral para a
especificacdo do periodo de amostragem T > 0. Um dos métodos
é tomar (como primeira escolhal):

_3m_ 3
*T 20 20/p
onde 7, = —1/p; é a constante de tempo do polo desejado p, mais

lento de malha-fechada (no SPE!).

Na sequéncia, vamos tratar de sistemas em tempo discreto da
forma

x[k + 1] = Ax[k] + Bulk]
yIk = GA]
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Considere uma sistema linear em tempo discreto modelado por (n
estados, m entradas, p saidas)
x|k 4+ 1] = Ax[k] + Bu[k] (20)
ylk] = Cx[K]
Fixada uma condi¢do inicial x[0] € R” e uma entrada u[k] € R,
k € N, pode-se mostrar a que solu¢do correspondente x[k] e a
saida associada y[k], k € N, s3o dadas respectivamente por

k—1
x[k] = Akx[0] + ) AT Bulj]
j=0
oy =9lk—]
y[k] = CA*X[0] + > CA* 1B ufj]
Y j=0

yo[K]

Yesn[K]=G[k]*u[K]
Logo, (20) é de fato um sistema linear (i.e. satisfaz o principio da
superposicao)! Note que a propriedade de decomposicdo
também é valida: y[k] = yo[k] + Yesn[k]
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Denominamos G[k] = CA*B, k € N, de matriz resposta ao
impulso do sistema.

Agora, aplicando a transformada Z em ambos os lados de
x[k + 1] = Ax[k] + Bulk]
yIk] = Cx[k]
obtemos que
zX[z] — zx[0] = AX][z] + BU|z]
Y[z] = CX[Z]
onde
X[zl = (Xalz], ..., Xal2]) = Z{x[k]} = (LLalkl}s - L{xlK]})
Ulz] = (Wilz], ..., Unl2]) = Z{ulk]} = (L{un[K]}, .. L{um[K]})'
Y[zl = (lz],..., Yol2]) = Z2{y[k]} = (L{nlk]}, - - L{yplK]})
Portanto, (zI — A)X][z] = zx[0] + BU|z] e, assim,
X[z] = z(zl — A)"*x[0] + (zI — A)"*BU[Z]
Y[z] = Cz(zl — A~ x[0] + C(z] — A)'BU[Z]
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Mas, para k € N,

k—1
x[k] = AfX[0] + ) AT Bulj]
j=0
g =lk=]]
——
y[k] = CA*X[0] + ) © CA* 1B uj]
N—— =0

yol[K]

Yesn[k]=G[k]*u[k], com G[0]=0
Concluimos entdo que:
Z7Hz(z2l - A7 = A ke N

= Glz] = 2{dle]}
——
Y[z] = Cz(zl — A)'x[0] + C(z/ — A)"'B U[Z]
=Yo[z] = Yesn[k] = G[z]U[Z2]

onde

Glz] = Z{G[K]} € RP*™ = C(zl — A)"'B

é denominada de matriz de transferéncia do sistema.
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Logo, para x[0] = 0 (condigGes iniciais nulas), temos

| Y[z] = Yesnlz] = G[7]U[]|

Dizemos que v € C é um polo da matriz da transferéncia G|z]
quando 7 é um polo de algum elemento de G[z]. Assim, cada
polo de cada elemento de G[z] é um polo da matriz de
transferéncia G[z]. Como os autovalores da matriz A sdo as raizes
de det(A — A\/) = det(Al — A) = 0, concluimos que todo polo da
matriz de transferéncia G[z] é um autovalor da matriz A. No
entanto, nem todo autovalor de A é um polo de GJ[z| devido a
possiveis cancelamentos polo-zero nos elementos de G|z].

Na sequéncia, vamos abordar estabilidade, controlabilidade,
observabilidade, estabilizacdo por realimentacdo de estado,
observadores de estado, configuracao controlador-observador,
controlador LQR, Filtro de Kalman e controlador LQG para
sistemas lineares em tempo discreto. Veremos que os resultados

sdo andlogos aos de sistema lineares em tempo continuo.
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Definicao (Estabilidade Interna): Assuma que u[k] =0, k € N
(entrada nula). Dizemos que a origem x€ = 0 do sistema (20) é
estavel quando, para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que

IIx[0]|| < 0 = ||x[K]|| < €, para k € N

Quando x¢ = 0 n3o ¢ estavel, dizemos que x¢ = 0 ¢é instavel.
Dizemos que x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel do
sistema quando x¢ = 0 é estavel e, além disso, dada qualquer
condi¢do inicial x[0] € R", temos que

limk_s00 X[K] = limk_,00 A¥x[0] = 0.
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Definicao (Estabilidade Externa): Assuma que x[0] =0
(condigdo inicial nula). Dizemos que o sistema (20) é BIBO
(Bounded-Input Bounded-Output) estavel quando, para
qualquer entrada limitada u[k], k € N, temos que a resposta
estado nulo y[k] = yesn[k] = G[K] * ulk], k € N, é limitada.
Quando o sistema n3o é BIBO estdvel, dizemos que o mesmo é
BIBO instavel. Isto significa que existe ao menos uma entrada
limitada u[k|, kK € N, para a qual a resposta estado nulo

Y[k] = Yesn[k] = G[K] * u[k], k € N, ndo é limitada.

Teorema 1: Considere um sistema da forma (20). Ent3o:

© A origem x¢ = 0 é instavel caso a matriz A possua algum polo
(autovalor) fora do circulo unitério (i.e. médulo maior que 1)

@ A origem x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel se e
somente se a matriz A possui todos os polos (autovalores)
dentro do circulo unitario (i.e. médulo menor que 1)

@ O sistema é BIBO estdvel se e somente se cada elemento
Gjj[z] da matriz de transferéncia G[z] é BIBO estavel, ou seja,
todos os polos de G|[z] estdo dentro do circulo unitario 256 /300



12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Obs 1: Relembre que todo polo de G[z] é um polo (autovalor) da
matriz A. Portanto: (a) se G[z| possui algum polo fora do circulo
unitario, entdo o sistema é BIBO instavel e x* = 0 é um ponto de
equilibrio instavel; e (b) se todos os polos da matriz A estdo dentro
do circulo unitdrio, entdo o x¢ = 0 é globalmente assintoticamente
estdvel e, além disso, o sistema é BIBO estavel. No entanto, um
sistema pode ser BIBO estdvel mas x¢ = 0 n3o ser globalmente
assintoticamente estdvel (devido a cancelamentos polo-zero
instaveis nos elementos de G|[z]).

Obs 2: Relembre que a solu¢do de x[k + 1] = Ax[k] para a
condi¢do inicial x[0] € R" é dada por

x[k] = A*x[0], keN
com
Z7Hz2(z— A7} = 27 zAdj(2] — A)/det(zl — A)} = A¥, ke N
Portanto, quanto mais afastados de z = +1 estiverem os polos da

matriz A dentro do circulo unitario, mais rapida sera a
convergéncia da solu¢do x[k] para x¢ = 0. et 300



12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Definicdao: Dizemos que o sistema (20) é controlavel quando,
para cada condic¢do inicial xop € R” e cada estado final xy € R”,
existe uma entrada u: {0,..., N} — R™ tal que a solugio
x:{0,..., N} — R" do sistema para a condigdo inicial x[0] = xo
satisfaz x[N] = xp, para algum inteiro positivo N. Isto significa
que sempre podemos levar o sistema de todo estado inicial para
qualquer estado final desejado em tempo finito através de uma
entrada adequada. Dizemos que o sistema é nao-controlavel
quando ele n3o for controlavel.

Definicao: Dizemos que o sistema é observavel quando, para
todo estado inicial x[0] € R" desconhecido, existe um inteiro
positivo N tal que o conhecimento de qualquer entrada aplicada
ulk] € R™ e da saida correspondente y[k] € RP no intervalo de
tempo {0, ..., N} é suficiente para determinar de maneira tnica o
estado inicial x[0]. Dizemos que o sistema é nao-observavel
quando ele n3o for observavel.
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Teorema 2: Considere um sistema da forma (20). Ent3o:
@ O sistema é controldvel se e somente se o par (A, B) é
controldvel
@ O sistema é observdvel se e somente se o par (A, C) é
observavel

Em particular, quando o sistema (20) é controlavel, sempre
podemos encontrar uma realimentacio de estado da forma

u[k] = —Kx[k] (assumindo que todas as varidveis de estado podem
ser realimentadas/medidas) de modo que todos os polos do
sistema em malha-fechada

x[k + 1] = Ax[k] + Bulk] = (A — BK)x[k]

sejam posicionados (arbitrariamente) dentro circulo unitério (e a
origem x€ = 0 do sistema em malha-fechada é globalmente
assintoticamente estavel).
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

E, quando o sistema (20) é observével, sempre podemos
determinar a matriz de ganho L do observador de estado®

K[k + 1] = AR[K] + Bulk] + L(y[k] — CX[K])
— (A= LO)R[K] + Bulk] + Ly[k]

de modo que todos os polos de A — LC sejam posicionados
(arbitrariamente) dentro do circulo unitdrio. Consequentemente, a
dindmica do erro de estimacgdo e[k] = x[k] — x[k] é dada por

elk + 1] = x[k + 1] — X[k + 1]
= (A—LC)elK]

e, quando todos os polos de A — LC estao dentro do circulo
unitario, temos que
lim e[k] =0
k—o0
icdo inicial e[0] = x[0] —X[0].
*Temos que y[k] = CX[k] pode ser visto como uma estimativa da saida

y[k] = Cx[k]. Logo: X[k + 1] = AX[k] + Bu[k] + L(y[k] — Y[k]).
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Considere a seguinte configuracao controlador-observador para o
sistema (20):

K[k + 1] = (A — LO)R[K] + Bulk] + Ly[K]
ulk] = —KX[K]

Como matricialmente o sistema (20) em malha-fechada com a
configuracao controlador-observador acima é exatamente o mesmo
como em tempo continuo, também é vélido em tempo discreto o
principio da separacao (deterministica): os polos de
malha-fechada sdo a unido (com repeti¢do) dos polos de A — BK
(realimentag¢do) com o polos de A — LC (observador).
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Agora, considere a planta (em tempo continuo) (18) e o sistema
discreto equivalente (19). Os préximos resultados tratam da
preservacao de controlabilidade e observabilidade entre os dois
sistemas.

Teorema 3: Se a planta (em tempo continuo) (18) ndo é
controldvel (respectivamente, observdvel), entdo o sistema discreto
equivalente (19) n3o é controlavel (respectivamente, observével)
para qualquer periodo de amostragem T, > 0.

Teorema 4: Se a planta (em tempo continuo) (18) é controldvel
(respectivamente, observavel), entdo o sistema discreto equivalente
(19) sera controlavel (respectivamente, observavel) quando o
periodo de amostragem T > 0 satisfizer, para i,j =1,...,n:

[Im(pi—p;j)| # 2em/Ts, para m=1,2,..., sempre que Re(p;) = Re(p))
onde pj sdo os polos da matriz A da planta (18).

Isto significa que o sistema discreto equivalente pode perder
controlabilidade/observabilidade por uma escolha inadequada do

periodo de amostragem!
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12.2. Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Os conceitos de estabilizabilidade e detectabilidade para sistemas
em tempo discreto sdo andlogos aos que vimos para sistemas em
tempo continuo, pois as decomposicdes candnicas e os teoremas
apresentados na Sec¢do 2.10 da Teoria permanecem validos (com as
adaptagdes dbvias, e.g. trocar x por x[k + 1], t > 0 por k € N,
etc).
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12.3. Controle de Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Os préximos resultados tratam do LQR, Filtro Kalman e LQG em
tempo discreto.

Teorema 1 (LQR): Considere o sistema (20) e o funcional custo

(e 9]

J0x0,8) = Y _ x[K]' Qx[K] + ¢(x[K]) Ro(x[K]) (21)

k=0

= ix[k]’Qx[k] + ulk)]Rulk], x €R", ¢ € ®
k=0

onde x[k] é a solugdo correspondente do sistema em malha-fechada
para a condigdo inicial x[0] = xp € R" e realimentagdo de estado
ulk] = ¢[k], k € N. Suponha que @ >0, R >0, (A,B) é
estabilizavel e (A, D) é detectavel, onde @ = D'D com D € R9*",
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12.3. Controle de Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Teorema 1 (continuagdo): Seja P* > 0 a Unica solugdo
semidefinida positiva da equacao algébrica de Riccati discreta

P=APA—-APB(B'PB+R)'B'PA+Q
Ent3o, a realimentacdo de estado linear
u*[k] = —K*x[k] = — (B'P*B + R) " 'B'P*Ax[k]

=K~

é a tinica realimentacdo 6tima® de (21), e os polos de
A—BK*=A—-B(B'P*B+ R) 'B'P*A

(sistema em malha-fechada) estdo dentro do circulo unitario.
Denominamos u*[k] = —K*x[k] de regulador quadratico linear
—Li i tor).
®Ressaltamos que u*[k] = —K*x[k] = ¢*(x[k]) é Stima no sentido de que
J(x0,¢™) < 00 e J(x0,¢") < J(x0, ) para todo xo E R" e p € ®, onde d é o
conjunto das realimentagdes admissiveis, ou seja, das realimentagdes u = ¢(x)
tais que ¢: R” — R" é continua, ¢(0) = 0, e em que a origem do sistema em

malha-fechada correspondente seja globalmente assintoticamente estével.
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12.3. Controle de Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Obs: No Matlab, o comando d1lqgr determine a matriz de ganho
K* do LQR em tempo discreto. Para a escolhade @ >0e R > 0,
veja a Obs 3 do Lab 11.

Teorema 2 (Filtro de Kalman): Considere o sistema linear em
tempo discreto (n estados, m entradas, p saidas)

x|k + 1] = Ax[k] + Bulk] + v1[K]

ylk] = Cx[K] + v2[K]
com uma dada entrada deterministica u[k] € R”, k € N.
Suponha que wi[k] € R" e wa[k] € RP, k € N, sdo ruidos brancos
nao-correlacionados com matrizes de intensidade constantes
Vi > 0e V, > 0, respectivamente, e que o vetor aleatério inicial
x[0] = xo € R" é independente de wi[k] e wo[k], k € N. Assuma
que (A, C) é detectdvel e (A, D) & estabilizével, onde V4 = D'D
com D € R7%". Seja P* > 0 a (inica solucdo semidefinida positiva
da equacao algébrica de Riccati discreta

P = APA' — APC'(CPC' 4 Vo) tCPA' + 4

(22)
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12.3. Controle de Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Teorema 2 (continuagao): Entdo,
L* = AP*C'/(CP*C' + Vo) !
€ uma matriz de ganho 6timo para o estimador de estado linear
X[k + 1] = (A — LC)X[k] + Bulk] + Ly[k]
e os polosde A— L*C = A— AP*C'(CP*C’ + V5)71C estio
dentro do circulo unitdrio, com
elk+1] = (A—L"C)elk], e[0] =X — Xx[0],
onde Xg = E{x[0]} é a média de x(0) e e[k] = E{e[k]} a média do
erro de estimagdo no instante k > 0. Além disso, E;« = tr[P*].

Denominamos o estimador de estado linear 6timo com
L=1L*=AP*C'(CP*C'+ Vz)_1 de Filtro de Kalman (Preditivo

6

®Dizemos que um ganho L é admissivel quando os polos de A — LC estdo
dentro do circulo unitdrio, e lim;—o E{€'(t)e(t)} = E. € R é finito e
independe de e[0]. Assim, L™ é 6tima quando for admissivel e E;. < E; < 00
para qualquer outro L admissivel. Além disso, as Obs 1 a 4 da Secdo 11.2 do

Lab 11 permanecem vélidas em tempo discreto (com adaptagdes 6bvias).
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Obs: Nas hipéteses do teorema acima, assuma adicionalmente que
wi(-), wa(+), Xo sdo processos estocdsticos Gaussianos. Entdo,
pode-se mostrar que o Filtro de Kalman é um estimador de estado
6timo mesmo dentre estimadores nao-lineares que determinam
uma estimativa x[k] de x[k] a partir de y[7],u[7], 0 <7 < k — 1.
Teorema 3 (LQG): Considere o sistema (22) e o funcional custo
J: R" x F — [0, 00] dado por
N
J(x0,f) = lim E {ZX[k]'QX[k] + u[k])' Ru[k] dt} , x€eR" feF
N—oo o
(23)
onde @ >0, R >0, x[k], k € N, é a solu¢do do sistema em
malha-fechada com o controlador admissivel
ulk] = f(y[r],0 < 7 < k) e a condicZo inicial x(0) = xo, e F é
conjunto das realimentacdes admissiveis, ou seja, das
realimentacdes u[k] = f(y[7],0 < 7 < k) tais que f é linear em
relagdo a saida y. Suponha que @ >0, R >0, (A,B) é
estabilizavel e (A, D) é detectavel, onde Q = D'D. —



12.3. Controle de Sistemas Lineares em Tempo Discreto

Teorema 3 (continuagao): Assuma que wilk] € R" e

wa[k] € RP, k € N, sdo ruidos brancos ndo-correlacionados com
matrizes de intensidade constantes V; > 0e V5 > 0,
respectivamente, e que o vetor aleatdrio inicial x[0] = xo € R" é
independente de wi[k] e wo[k], k € N. Suponha que (A, C) é
detectdvel e (A, D) é estabilizdvel, onde V; = D'D. Entio, a
configuracdo controlador-observador

X[k 4+ 1] = (A — L*C)X[k] + Bulk] + L*y[K]

u[k] = — K*S[K] (24)

é o tinico controlador 6timo’ de (23) quando a matriz de ganho
K* (realimentagdo) é projetada independentemente de L*
(observador) e dos ruidos wi[k], wa[k] da seguinte maneira
(principio da separagao estocastica):

@ Determine K* como no LQR (Teorema 5 acima);

_@ Determine L* como no Filtro no Kalman (Teorema 6 acima).
"Dizemos que um controlador admissivel f* € F é 6timo em relacio ao

funcional custo (23) quando f* minimiza (23) no seguinte sentido:

J(x0, f*) < 00 e J(x0, ") < J(xo, f), para todo xo € R”, f € F.
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Obs 1: Nas hipdteses do teorema acima, assuma adicionalmente
que wi(-), wa(-), xo sdo processos estocdsticos Gaussianos. Em tal
caso, denominamos o controlador 6timo (17) de controlador
quadratico linear Gaussiano (LQG — Linear Quadratic
Gaussian). Pode-se mostrar que o controlador LQG é o tnico
controlador 6timo do funcional custo (16) mesmo dentre
controladores nao-lineares em relacao a y da forma

ulk] = f(y[r],0 <7 < k—1).

Obs 2: A sintonia do ganho K de realimentacdo pelo LQR e
do Filtro de Kalman deve levar em conta o compromisso
entre desempenho dinamico do sistema em malha-fechada,
esforco de controle e atenuacao de ruido!
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Obs 3: Em situacdes praticas, ha sempre a presenca de ruidos.
Suponha que todos os estados da planta podem ser medidos, ou
seja, y = x + walk] (C =1). Teremos entdo a presen¢a de ruidos
no sinal de controle u(t) = —Kx[k] e, dependendo de suas
intensidades, poderdo resultar numa deterioracdo do atuador e da
planta, além de degradar o desempenho do sistema em
malha-fechada. Portanto, mesmo quando todos os estados podem
ser medidos, ainda assim a configuracao controlador-observador
com o Filtro de Kalman podera exercer um papel crucial no
desempenho do sistema em malha-fechada e na preservacdo do
atuador e da planta, devido a atenuagao dos ruidos presentes no
sinal de controle u[k] = —KX[k].
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12.4. Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares

em Tempo Continuo

Os préximos dois resultados mostram como podemos estabilizar
um ponto de equilibrio de um sistema n3o-linear em tempo
continuo através de um computador. O algoritmo de controle a ser
implementado no computador é determinado pelo sistema discreto
equivalente correspondente ao sistema linearizado associado.
Teorema 1: Seja (x¢,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do
sistema X = f(x, u). Escolha um periodo de amostragem T > 0
qualquer, e considere a equacao de estado do sistema digital
equivalente correspondente ao sistema linearizado associado

Ts
xs|k + 1] = Agxs[k] + Bgus[k], Ag=eTs, By = (/ e da> B
0

onde
of of
A=~ (x° u¢ B = " (x¢. ¢
8X(X 7)) 8u(x 47)
Suponha que o par (A4, By) é controlavel /estabilizavel, e escolha
uma matriz de ganho Ky de forma que todos os polos de

Ag — B4gKy estejam dentro do circulo unitario. )



12.4. Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares
em Tempo Continuo

Teorema 1 (continuagdo): Entdo, a realimentagdo linear de
estado

uglk] = —Ka(x[k] — x¢) + u®, com x[k] = x(kTs)

soluciona o problema de estabiliza¢3o, ou seja, x¢ € D é um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada
controlado por computador

% = e )
u(t) = uglk] = —Ky(x(kTs) = x°) + u®, kTs <t <(k+1)Ts

Obs: O algoritmo de controle a ser implementado no computador
é dado por:

@ Leia xx = x(kTs) (conversor A/D — amostrador);

@ Calcule uy = —Ky(xk — x¢) + u®

@ Aplique uk na planta (conversor D/A — ZOH);

© Espere até completar T, segundos e volte ao Passo 1.
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12.4. Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares
em Tempo Continuo

Teorema 2: Seja (x°,u®) € D x R™ um ponto de equilibrio do
sistema n3o-linear em tempo continuo

x = f(x,u)

y = h(x)
Escolha um periodo de amostragem T > 0 qualquer, e considere a

equacdo de estado do sistema digital equivalente correspondente
ao sistema linearizado associado

Ts
xslk + 1] = Agxs[k] + Bauslk], Ag = e, By = (/ e da) B
0

ys[k] = Cxs[k]
onde
8f e e _g e @ _% e
A—g(x ,u¢), B= 8u(X ,uf), C= 8X(X )

Suponha que (A4, By) é controlavel /estabilizavel e que (A4, C) é
observével /detectdvel. Escolha Ky e Ly de forma que todos os
polos de Ay — ByKy e Ag — LgC estejam dentro do circulo unitarios,, ;500



12.4. Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares
em Tempo Continuo

Teorema 2 (continuagdo): Entdo, a configuragdo
controlador-observador linear

Xglk + 1] = (Ag — LaC)(Xa[k] — x®) + Bg(ug[k] — u®)

+ La(y[k] — h(x®)) + x°

uglk] = —Ka(Xq[k] — x¢) + u®, com y[k] = y(kTs)
soluciona o problema de estabilizacdo, ou seja,
Xx¢ = (x%,x°) € D x R" é um ponto de equilibrio assintoticamente
estdvel do sistema em malha-fechada controlado por computador
com vetor de estado x = (x,X) € D x R™

x = f(x, u(t))
Xdlk + 1] = (Ag — LaC)(Xa[k] — x€) + By(uglk] — u®)
+ La(y[k] — h(x®)) + x°
u(t) = uglk] = —Ka(X[k] = x®) + u®, kTs<t<(k+1)Ts
y = h(x)
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em Tempo Continuo

Obs 1: O algoritmo de controle a ser implementado no
computador é dado por:

@ Xk = x(0) (inicializagdo — condigdo inicial do observador de
estado);

@ Calcule ug = —Ky(Xk — x¢) + u®;

@ Aplique uk na planta (conversor D/A — ZOH);

Q Leia yx = y(kTs) (conversor A/D — amostrador);

@ Calcule
S(\k+1 = (Ad—LdC)(?k—xe)—i-Bd(uk—ue)+Ld(yk—h(xe))+xe;

Q Atualize Xk = Xik+1;

@ Espere até completar T, segundos e volte ao Passo 2.
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12.4. Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares

em Tempo Continuo

Obs 1 (continuagdo): Note que, quanto menor for o periodo de
amostragem T > 0, maior serd o custo computacional envolvido,
e maior a possibilidade de acumulagdo de erros numéricos devido a
precisdo numérica finita nos computadores. Além disso, o custo
computacional é proporcional a ordem n da planta em decorréncia
do célculo do controle e do estado estimado. Relembramos que
restricdes técnicas nos conversores A/D e D/A impdem um valor
minimo T . para Ts, de modo que devemos ter T > T .. Por
outro lado, como a planta estd em malha-aberta entre os instantes
de amostragem, Ts também ndo deve ser muito grande na pratica.
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12.4. Controle por Computador de Sistemas N3o-Lineares

em Tempo Continuo

Obs 2: A escolha do periodo de amostragem Ts > 0 pode afetar o
tamanho da regido de atragdo do ponto de equilibrio X¢ = (x¢, x¢)
de malha-fechada. Concluimos, assim, que a escolha de T; e
dos polos de malha-fechada deve levar em conta o
compromisso entre desempenho dinamico do sistema em
malha-fechada, esforco de controle e tamanho da regiao de
atracdo (e atenuacao de ruido)!

278 /300



12.5. Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

x1 = xp = fi(x1, x0, u)

y =x1 = h(x1,x2)

onde xy =0, xo0 = 0, x = (x1, %) € R2 é o vetor de estado, u € R
é o controle (torque) e y = x3 = 6 € R é a saida. J4 vimos que os
pontos de equilibrio sdo (x¢, u€) € R? x R com

x€ = (xf,x5) = (0,0) e u® = mglsen(d), onde xf =0 € [0, 2m)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que m = k = 0.1,
g =10, £ = 1. Assim, ue = sen(x;) = sen(d). Assuma que

x§ =0 = w/4 (= 45°). Verifique por simulagdo que: (a) (9,0) ndo
é ponto de equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada
constante u(t) = u® =sen(d), t > 0, temos que x¢ = (4,0) é um
ponto de equilibrio do tipo foco estavel (os autovalores de %(5, 0)
sdo —0.5 £ 2.6), mas n3o é globalmente assintoticamente estavel
(por exemplo, x(0) = (3.12,0) n3o pertence a regido de atra¢do). 20,30



12.5. Procedimentos

2. Determine as matrizes de ganho K € R1*?, [ € R2¥1,
Ky € RY™2 4 € R?*! de modo que o controlador-observador em
tempo continuo (projetado via sistema linearizado associado)

Xx=(A—LC)(X — x°) + B(u — u€) + L(y — h(x®))
u=—-K(Xx—x°)+ u

e o controlador-observador em tempo discreto (projetado via
discretiza¢do do sistema linearizado associado)

Ralk + 1] = (Ag — LyC)(Rg[k] — x°) + Ba(uq[K] — u®)
+ Ly(y[k] — h(x®)) + x©
Ud[k] = —Kd(?d[k] — Xe) -+ Ue

estabilizem assintoticamente o ponto de equilibrio
x€ = (x4, x¢) € R? x R? de malha-fechada, considerando:
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12.5. Procedimentos

(a) Polo duplo de A— BK em s = —4, polo duplo de A— LC em
s = —12 (3 vezes mais rapido), polo duplo de Ay — B4yKy em
z=-e"*"s polo duplo de Ay — LyC em z = e 1275, Compare
o desempenho (saida, estado, estado estimado, controle) do
sistema em malha-fechada com o controlador em tempo
continuo e o controlador em tempo discreto, supondo que:
x(0) =0, x(0) =x4(0) =0, x(0) = (3.12+ 7/4,5), e
Ts = 3/80 (veja a Obs 3 da Segdo 12.1), T, = 3/400 (cinco
vezes menor), Ts = 15/80 (cinco vezes maior).

(b) Repita o item (a), mas agora considerando: polo duplo de
A— LC em s = —20 (5 vezes mais rapido), polo duplo de
Ay — LyC em z = e 2075

Conclusao: A escolha de T e dos polos de malha-fechada afeta o

tamanho da regido de atracdo! Assim, escolha de T e dos polos

de malha-fechada deve levar em conta o compromisso entre
desempenho dindmico do sistema em malha-fechada, esforco de

controle e tamanho da regido de atracdo (e atenuagdo de ruido)!
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Lab 13 - Introducdo aos Sistemas Dindmicos Quanticos

Objetivos: Faremos uma breve introducdo aos sistemas dindmicos
quanticos em dimens3o finita. Primeiramente, vamos revisar certos
resultados de Algebra Linear, para entdo apresentarmos os
principais postulados da mecanica quantica em dimens3o finita.
Em seguida, veremos como analisar matematicamente particulas de
spin-1/2. Por fim, ilustraremos alguns dos principais aspectos de
sistemas quanticos tomando como exemplo particulas de spin-1/2.
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13.1. Revisao de Algebra Linear em C”

Sejam

w:(wlw"alﬁn),ecn
¢:(¢17"'7¢n)lecn

onde Y1, P1,...,%n, &, € C. Entdo:
Produto interno: (¢, ¢) = i1+ -+ Yo, € C

Vetores ortogonais: quando (¢, ¢) =0

Norma: [[¢]| = /{4, 9) = /[$12 + -+ [¢a2 > 0

Vetor unitario: quando 7| =1

Conjunto ortonormal: Um conjunto S C C” é ortonormal
quando: (i) cada vetor de S é unitario (||¢|| = 1); e (ii) vetores
distintos de S sdo ortogonais ({1, ¢) = 0)
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13.1. Revisao de Algebra Linear em C”

Seja Q= (gij) € C™" uma matriz quadrada complexa de ordem
n. Entdo:

Matriz transposta conjugada: Qf = (qJ’fi)

Matriz hermitiana: quando @ = Q'

Matriz unitaria: quando QTQ = /, ou seja, @1 = Q!
Propriedades:

© Suponha que (AQAé uma matriz hermitiana. Temos que os
autovalores de @ s3o reais €, se 1) e ¢ sdo autovetores de @
associados a autovalores distintos, entdo (¢, ¢) = 0. Além
disso, C" possui uma base ortonormal B = {vi,..., vy}
formada por autovetores de Q. Em particular, todo vetor
1 € C" pode ser escrito como

Y=avi+---+apv,, coma = (v,Y)eC,i=1,...,n
e 9l = V]arl? + - + Jan[?.

@ Se Q é um matriz unitaria, ent3o H@@ZJH = ||¢|| (preservagdo
da norma)
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13.2. Postulados da Mecanica Quantica

Observavel: grandeza fisica que pode ser medida por um
experimento no qual os resultados possiveis sdo nlimeros reais
como, por exemplo, posicao, velocidade e spin de uma particula

© Todo vetor unitario @ € C" representa um estado possivel do
sistema quéntico. Se k € C é unitario (|k| = 1), entdo ki e ¢
representam o mesmo estado do sistema. Além disso, todo
estado possivel do sistema é representado por um vetor
unitdrio ¥ € C" e por seus miultiplos unitdrios, e somente por
eles.

@ O espaco de estado de um sistema composto por dois
subsistemas é C" @ C™ = C™" (produto tensorial).

© A cada observavel Q (com um nimero finito de resultados
possiveis) estd associado uma matriz hermitiana Q e Crxn
(Q = Q). Quando o sistema est4 no estado correspondente
ao vetor unitdrio 1) € C", ent3o o valor esperado de @, no
sentido usual de probabilidade, é dado por (v, azb) € R.




13.2. Postulados da Mecanica Quantica

@ As medicbes possiveis de um observdvel @ sdo os autovalores
(reais) de Q. Se o resultado de Q & « (real), entdo
imediatamente apds a medicdo o estado do sistema
correspondera ao autovetor unitdrio ¢, € C" de Q associado
ao autovalor o (colapso do estado). Quando o sistema estd
no estado unitario ©» € C", entdo a probabilidade de medirmos
o valor a é dada por |(1)4,%)|? € R (e, se de fato medirmos
«, teremos o colapso do estado imediatamente apds a
medi¢cdo: ¥ ~~ 1)

© Caso o sistema esteja isolado e nao seja perturbado por
nenhum experimento, a dindmica do estado do sistema é
determinada pela equagdo de Schréodinger (linear!)

< (t) = (A

onde h = h/2mw € R, h é a constante de Planck, j € C é a
unidade imagindria, e H é o observavel correspondente a
energia total do sistema (Hamiltoniano).
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13.2. Postulados da Mecanica Quantica

Conseqiiéncias

@ Técnicas de controle por realimentacao nao podem ser
aplicadas diretamente

@ Controle em malha-aberta

@ Controle em malha-fechada pode ser realizado considerando o
efeito das medicdes no sistema: o sistema em malha-fechada é
modelado por equacdes diferenciais estocdasticas no caso de
tempo continuo, e por equacdes a diferencas estocasticas no
caso de tempo discreto (cadeias de Markov)
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13.3. Particulas de Spin-1/2

@ Exemplos de particulas de spin-1/2: elétron, préton

o Medi¢des possiveis: +1/2
@ Espaco de estado: C?

~ 1 -
0 S, = 5 ( é _01 ) (matriz hermitiana correspondente ao

momento angular de spin na direcdo z)
e ¢y =(1 0),y— =(0 1): base ortonormal
@ 1 ,1_ sdo autovetores de 3’2, pois:
Setpy = +%¢+

- 1
Szw— = —§¢—
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13.3. Particulas de Spin-1/2

Descri¢do (continuagdo)

e Estado unitdrio geral (spinor):
Y= (a B) =ap, + By_ € C? onde
a=(P,9) €C
B= -, eC
a2+ 182 =1 (= [vll)

@ «,( € C: amplitudes de probabilidade

o p,(+1/2) = |a|?> = |(3p4, ) |?: probabilidade de medirmos
+1/2 na dire¢do z quando o sistema estd no estado ¢. Se de
fato medirmos +1/2, entdo teremos o colapso do estado
imediatamente apds a medi¢do: 1 ~» Y

o p(—1/2) = |BI? = [{(¥—,¥)|?> = 1 — |a|?: probabilidade de
medirmos —1/2 na direcdo z quando o sistema estd no estado
1. Se de fato medirmos —1/2, ent3o teremos o colapso do
estado imediatamente apds a medicdo: @) ~» _




13.3. Particulas de Spin-1/2

@ Qubit (quantum bit): andlogo quéntico do bit usual da
teoria de computagao classica

o Particulas de spin-1/2: modelo de qubit (informagdo). O
estado quantico t_ corresponde ao bit cldssico 0, e 1/ ao bit
cladssico 1. No entanto, a superposicao ) = ap + By_
pode assumir um ntmero infinito de estado quanticos e ndo
ha uma correspondéncia direta com bits classicos!

@ Teoria da computacdo quantica e da informacdo quantica:
computadores quanticos processando algoritmos quanticos sdo
mais eficientes computacionalmente que computadores
classicos

@ IBM: implementou a primeira plataforma de computagao
quantica, a qual utiliza um processador quantico de 5 qubits
= http://www.research.ibm.com/quantum
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13.3. Particulas de Spin-1/2

Duas particulas de spin-1/2 (2 qubits)
o Espaco de estado: C? ® C? = C*
@ Estado unitdrio geral:
¥ = afp4] + Bl -] +[Y—+] + d[y—_] € C*, onde
a=(Yi+,) €C, B=(ps_,9) €C
7T=W-+,9)€C, =@, eC
> + 18P+ P +16F =1 (=)

o |a|?: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira
particula e +1/2 para a segunda particula

@ |3]?: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira
particula e —1/2 para a segunda particula

@ |v|?: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira
particula e +1/2 para a segunda particula

o |§|%: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira
particula e —1/2 para a segunda particula
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Considere uma particula de spin-1/2. Vimos na secdo anterior que

~ 1/1 0
%_2(0-4>

€ a matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin
na direcido z, e que todo spinor pode ser escrito como

W= a4+ py_ € C?, com |a)® +|B? =1

Agora, considere a matriz hermitiana correspondente ao momento
angular de spin na direcao x:

~ 1/0 1
&_2<1o)
Temos ent3o que

O =@/v2 yvay, $P=@v2 —1/v2Y

é uma base ortonormal de autovetores de S, pois:

° X 1 X c X X
B0 = 4140, B = L0
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Por exemplo, para se determinar um autovetor unitario

Sj() = (¢ d)' € C? associado ao autovalor +3:

= X 1 X = X 1 X = X

S = 4598 = Sl = 20 = (5 - 31)u = 0
- C

:>< ) <d>_0

Logo,
—c/2+d/2=0 _
¢/2—d/2=0 }:C_d

Portanto, podemos escolher c =1 € R. Mas, como
¢$<) =(c d)=(c c)=(1 1) € C? deve ser unitdrio, basta
fazermos a normalizacao de wgf):

Co_ 1 oy 1 _ -
F e ol T ot V=%

(note que [[¥$] = [I(c d)/li(c )|l =1).

NI N
NI= N[=

(1 1)=Q/V2 1/V2)
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Desse modo, todo spinor pode ser escrito como (mudanga de base
ortonormal)

b=y + By = <“+B>w+ <“‘5)w<x>
N——— N———

V2 V2

=y :5)(
onde®: o= (g w>e<c B=®-9)eC
ax= W W eC, B=@wYy)eC
o> + 181 = lax* + 6> =1 (= [[¢])
Assim:
o p,(+1/2) = |a/?: probabilidade de medirmos +1/2 na direcio
z (quando a particula estd no estado )
e p,(—1/2) = |B|?: prob. de medirmos —1/2 na direcdo z
o px(4+1/2) = |ax|?: prob. de medirmos +1/2 na direcdo x
o p.(=1/2) = |B,|?: prob. de medirmos —1/2 na direcdo x

8Por exemplo, como 1 = atpy + B_ = (o B) e w‘f) =(1/v2 1/V2),
temos que a, = (Y1), ) = a/V2+ B/V2 = (a + B)/V2.
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 1: Suponha que o estado quantico de uma particula de
spin-1/2 é
Y =14

ou seja, « = 1,8 = 0. Logo, se formos medir o spin da particula
na direcdo z, entdo é certo que vamos obter +1/2, i.e. com
probabilidade igual a 1. No entanto, como

axzﬂle/\ﬁ

se formos medir o spin da particula na direcao x, entdo vamos
obter +1/2 com probabilidade py(+1/2) = |ax|?> =1/2, e —1/2
com probabilidade p,(—1/2) = |Bx|?> = 1/2, ou seja, temos 50%
de chance de obter +1/2 ou —1/2.
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 1 (continuagdo): Assuma que de fato medimos +1/2
na direcdo x (a particula estava no estado ¢ = ). Ent3o,
imediatamente apds tal medicdo, o estado quantico da particula
passou a ser 1,[15? (colapso do estado: 1) = 14 ~ 1/)9)!), ou seja,
ax =1,8x =0 e, portanto, a = 3 = 1/\@ Desse modo, se neste
momento formos medir o spin da particula na diregdo z (que agora
estd no estado ngf)), entdo teremos 50% de chance de obter +1/2
ou —1/2! Concluimos assim que a medicao do spin da particula
na direcao x alterou significativamente a probabilidade das
possiveis medicoes do spin da particula na direcao z: a

probabilidade de medirmos +1/2 na diregdo z passou de
100% para 50%!
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 2: Suponha que a dindmica de uma particula de spin-1/2
é determinada pela seguinte equacdo de Schrodinger (enquanto
a particula n3o é perturbada por nenhum experimento/medic3o)

(e = (— AU

onde o 1 0
- \0 -1

Assuma que o spinor inicial da particula é dado por

¥(0) = a(0)¢ + B(0)¥- = (a(0), 5(0))" € C?
com |a(0)[?2 + |B3(0)|> = ||v(0)|| = 1. Entio, a dindmica w(t),
t > 0, do spinor é:

|
7N
()
o
I
>
@
=
>
N——
=
=
Il
2
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 2 (continuagdo): Note que v(t) é de fato um vetor
unitario, ja que
()l = la(e)? + 18(2)|* = [(0)* + [B(0)* = [l (0)]| = 1

Isto era esperado, pois pode-se mostrar que, sempre que H for uma

. .. oo _J
matriz hermitiana, entdo e #Ht

todo t > 0. Em particular,

_iH
()l = lle” 59 (0)I = ¥ (0)]| = 1

Mostramos acima que

p(t) = a(0)e /" + B(0) " y_ € C?

N—— N——
=a(t) =6(t)

Logo, concluimos que as amplitudes de probabilidade
a(t), B(t) € C de 9(t) sdo calculadas a partir da solugdo da
equacao de Schrodinger, que é uma EDO linear deterministica!

Em outras palavras, as amplitudes de probabilidade seguem
uma lei deterministica ao longo do tempo!

serd uma matriz unitdria para
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13.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 2 (continuagdo): Por fim, ressaltamos que
|a(t)]* = a(0)e /" = |a(0)?
B(1)? = 15(0)e/*/"2 = | 5(0)

ou seja, as amplitudes de probabilidades iniciais foram preservadas.
No entanto, como (veja o Exemplo 1 acima)

()2 = |2 AE) 2 _|a(0)e /" + p(0)elt/n 2
X ﬁ \/5

_|o) = B0 _ |a(@e " — o)e/|*
‘5X(t)‘2 = T _ \/§

isto n3o ocorre para as amplitudes de probabilidade |a.(t)[? e

|Bx(t)[?.
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13.5. Para Saber Mais

Livros:
© Michael A. Nielsen, Isaac L. Chuang, “Quantum Computation
and Quantum Information”, Cambridge University Press, 2010.
Capitulos 1 e 2
@ David J. Griffiths, “Introduction to Quantum Mechanics”, 2nd
Edition, Prentice-Hall, 2005. Capitulos 1 a 4

© Jim Baggott, “The Quantum Story: A History in 40
Moments”, Oxford University Press, 2011.

Paradoxo EPR:
https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox

Teorema de Bell:
https://en.wikipedia.org/wiki/Bell’s_theorem
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