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1. Existência e Unicidade de Soluções de
Equações Diferenciais Ordinárias (EDO’s)

Relembre do Lab 1 que o modelo em espaço de estado (ou,
simplesmente, modelo de estado) de um sistema dinâmico tem a
seguinte forma:

dx(t)/dt = f (x(t), u, t)

y(t) = h(x(t), u, t)

onde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn é o vetor de estado,
u = (u1, . . . , um) ∈ Rm é o vetor de entrada (controle),
y = (y1, . . . , yp) ∈ Rp é o vetor de sáıda, e
f = (f1, . . . , fn): Rn × Rm × R→ Rn e
h = (h1, . . . , hp): Rn × Rm × R→ Rp são aplicações (vetoriais). A
primeira equação do modelo de estado acima é denominada de
equação de estado e, a segunda, de equação de sáıda.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Definição: A bola aberta centrada em x ∈ Rn e de raio (finito)
δ > 0 é o subconjunto de Rn definido por

B(x , δ) = {z ∈ Rn | ‖z − x‖ < δ}

onde ‖w‖ =
√

w 2
1 + · · ·+ w 2

n é a norma euclidiana do vetor

w = (w1, . . . ,wn) ∈ Rn. Dizemos que um conjunto D ⊂ Rn é
aberto (em Rn) se, para todo x ∈ D, existe δ > 0 tal que
B(x , δ) ⊂ D.

Exemplos:

1 A reta real R é um conjunto aberto em R
2 Todo intervalo aberto (a, b) é um conjunto aberto em R
3 O conjunto D = {(x1, x2) ∈ R2 | x2 6= 0} é aberto em R2

Propriedade: Os seguintes conjuntos são abertos em Rn:
1 O próprio Rn e o conjunto vazio φ
2 Toda bola aberta B(x , δ), com x ∈ Rn e δ > 0
3 A união arbitrária de conjuntos abertos em Rn

4 A intersecção finita de conjuntos abertos em Rn
3 / 364



1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Em várias situações práticas, a aplicação f que determina a
equação de estado dx(t)/dt = f (x , u, t) não pode ser definida para
todo x ∈ Rn. Por exemplo, se f (x , u, t) = t2u + 1/x ∈ R (n = 1),
então f só está definida para x 6= 0. Logo, o doḿınio de f é
D × R× R, onde D = {x ∈ R | x 6= 0} é aberto. Note que D é de
fato aberto, pois D = (−∞, 0) ∪ (0,∞) (união de dois abertos).

De agora em diante, salvo menção contrária, vamos supor que, no
modelo de estado, f e h não dependem do tempo t:

dx(t)/dt = f (x(t), u)

y(t) = h(x(t), u)

onde x ∈ D ⊂ Rn é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto, u ∈ Rm

é o vetor de controle, f : D × Rm → Rn e h: D × Rm → Rp.
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Exemplo: Motor CC

Considere um motor CC (corrente cont́ınua), cujo modelo linear
simplificado em espaço de estado é dado por:

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −x2(t) + u

y(t) = x1(t)

onde u ∈ R é a tensão externa em Volts aplicada no motor
(controle), x1(t) = θ(t) é a posição angular do eixo em rad,
x2(t) = θ̇(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a sáıda do sistema. Assim, x = (x1, x2) ∈ D = R2 é
o vetor de estado e

dx(t)/dt = f (x(t), u) = (x2(t),−x2(t) + u)

y(t) = h(x(t), u) = x1(t)

O motor CC pode ser controlado tanto em malha-aberta quanto
em malha-fechada. Por exemplo, podemos escolher:
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Exemplo: Motor CC

Malha-aberta: u = α(t) , sen(t)

Malha-fechada (realimentação): u = α(x , t) ,

controlador P︷ ︸︸ ︷
k(r(t)− x1),

onde r(t) = t (rampa) e k > 0 é um ganho a ser ajustado

Substituindo os controles acima no modelo do motor, obtemos:

Malha-aberta:

dx(t)/dt = f (x(t), u)|u=α(t) =
(
x2(t),−x2(t) + sen(t)

)
, f (x(t), t)

y(t) = h(x(t), u)|u=α(t) = x1(t) , h(x(t), t)

Malha-fechada:

dx(t)/dt = f (x(t), u)|u=α(x ,t) =
(
x2(t),−x2(t) + kt − kx1(t)

)
, f̂ (x(t), t)

y(t) = h(x(t), u)|u=α(x ,t) = x1(t) , ĥ(x(t), t)

Note que, em ambos os casos (malha-aberta e malha-fechada), o
modelo de estado resultante é da forma:

dx(t)/dt = f̃ (x(t), t)

y(t) = h̃(x(t), t)
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Considere o seguinte modelo de estado

dx/dt = f (x , u)

y = h(x , u)

onde x ∈ D ⊂ Rn é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto, u ∈ Rm

é o vetor de controle, f : D × Rm → Rn e h: D × Rm → Rp.
Suponha que escolhemos uma entrada da forma u = α(x , t), onde
α: D × [0,∞)→ Rm é uma aplicação (vetorial). Assim, o sistema
resultante é da forma:

dx/dt = f (x , α(x , t)) , f̂ (x , t)

y = h(x , α(x , t)) , ĥ(x , t)

com f̂ : D × [0,∞)→ Rn e ĥ: D × [0,∞)→ Rp. Note que:

Quando u = α(t), então temos controle em malha-aberta
(por exemplo, u = 0 ou u = sen(t))
Quando u = α(x , t), então temos controle por realimentação
de estado (malha-fechada)
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Desse modo, podemos restringir o nosso estudo a equações de
estado dadas por (voltaremos a considerar a equação de sáıda mais
adiante)

dx/dt = f (x , t)

onde x ∈ D ⊂ Rn é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto e
f : D × [0,∞)→ Rn. Tal equação de estado é denominada de
não-forçada, e o sistema é chamado não-autônomo.
Ressaltamos que esta equação de estado pode corresponder tanto
a sistemas em malha-aberta (u = α(t)) quanto a sistemas em
malha-fechada (u = α(x , t)).

Quando

dx/dt = f (x),

ou seja, a aplicação f : D → Rn não depende do tempo t, dizemos
que o sistema é autônomo.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Vamos agora analisar sistemas descritos por EDO’s da forma
(equação de estado)

dx/dt = f (x , t)

onde x ∈ D ⊂ Rn é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto e
f : D × [0,∞)→ Rn. Denominamos f de campo de vetores
dependente do tempo (fixado t ≥ 0, para cada vetor x ∈ D ⊂ Rn a
aplicação f associa o vetor f (x , t) ∈ Rn).

Estamos considerando que a equação de estado acima modela um
sistema dinâmico real em que foi fixada uma entrada u = α(x , t),
x ∈ D, t ≥ 0. Em um sistema dinâmico real, temos que, para cada
condição inicial x(t0) ∈ D no instante inicial t0 ≥ 0, existe uma
única solução x(t), para t ≥ t0. Conclúımos assim que o modelo
acima deve preservar esta propriedade. Portanto, temos que
determinar condições que o campo de vetores f do modelo deve
satisfazer de modo a preservar a existência e unicidade de soluções
do sistema real.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Considere a EDO

dx/dt = f (x , t) (?)

onde f : D × [0,∞)→ Rn e D ⊂ Rn é aberto.

Definição: Seja xt0 ∈ D e t0 ≥ 0. Dizemos que uma curva
diferenciável x : J → D é uma solução de (?) com condição inicial
x(t0) = xt0 ∈ D no instante inicial t0 ≥ 0, se J ⊂ [0,∞) é um
intervalo contendo t0 e ẋ(t) = f (x(t), t), para todo t ∈ J.
Dizemos que tal solução x : J → D (com x(t0) = xt0 em t0) é
maximal se, para qualquer outra solução x : J → D de (?) com
condição inicial x(t0) = xt0 em t0, temos que J ⊂ J e x(t) = x(t),
para todo t ∈ J.

Obs: Note que, caso uma solução maximal exista, então ela é
única no seguinte sentido: se x : J → D e x : J → D são soluções
maximais de (?) com as mesmas condições iniciais x(t0) = x(t0)
em t0, então J = J e x(t) = x(t), para t ∈ J = J.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Teorema de Existência e Unicidade de Soluções: Suponha que
f : D × [0,∞)→ Rn e ∂f /∂x : D × [0,∞)→ Rn×n ∼= Rn2

(matriz
jacobiana) são cont́ınuas na EDO (?) acima. Então, dados xt0 ∈ D
e t0 ≥ 0, existe uma única solução maximal x : J ⊂ [0,∞)→ D
com condição inicial x(t0) = xt0 em t0, que por sua vez só depende
da restrição do doḿınio de f ao subconjunto D × J ⊂ D ⊂ [0,∞).
Em particular, se x : J ⊂ [0,∞)→ D é uma solução de (?) para a
condição inicial x(t0) = xt0 em t0, então tal solução é única no
seguinte sentido: se x̃ : J̃ ⊂ [0,∞)→ D é uma outra solução de
(?) com a mesma condição inicial x̃(t0) = x(t0) = xt0 em t0, então
x(t) = x̃(t), para t ∈ J ∩ J̃. Por este motivo, dizemos que
x : J ⊂ [0,∞)→ D é a solução de (?) no intervalo J para a
condição inicial x(t0) = xt0 em t0.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 1: Relembre que (aqui, D ⊂ Rn é aberto):

Uma aplicação (vetorial) f = (f1, . . . , fn): D × [0,∞)→ Rn é
cont́ınua se e somente se cada função coordenada
fj : D × Rm × [0,∞)→ Rn é cont́ınua, j = 1, . . . , n.

A soma, diferença, produto, divisão (com quociente não-nulo)
e composição de funções cont́ınuas é uma função cont́ınua.

Dada uma aplicação f : D × [0,∞)→ Rn, temos que
∂f /∂x : D × [0,∞)→ Rn×n ∼= Rn2

(matriz jacobiana) é
cont́ınua se e somente se as derivadas parciais
∂fj/∂xk : D × [0,∞)→ R existem e são cont́ınuas, para
j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , n.

Uma aplicação f : D → Rn é denominada de classe C 1 quando
∂f /∂x : D → Rn×n ∼= Rn2

(matriz jacobiana) é cont́ınua, ou
seja, quando as derivadas parciais ∂fj/∂xk : D × [0,∞)→ R
existem e são cont́ınuas, para j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , n.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 2: Suponha que na EDO (?) acima, o campo de vetores f não
depende do tempo t, ou seja, dx/dt = f (x), onde f : D → Rn é de
classe C 1. Então, as hipóteses do teorema anterior são atendidas,
pois f : D → Rn e ∂f /∂x : D → Rn×n ∼= Rn2

são cont́ınuas. Neste
caso, pode-se verificar que: dados x0 ∈ D, t0 ≥ 0 e T ∈ R tal que
t0 + T ≥ 0, se x : J = [t0, b)→ D é a solução de dx/dt = f (x) no
intervalo J = [t0, b) para a condição inicial x(t0) = x0 no instante
inicial t = 0, então x : J = [t0 + T , b + T )→ D definida por
x(t) = x(t − t0), para t ∈ J, é a solução de dx/dt = f (x) no
intervalo J = [t0 + T , b + T ) para a condição inicial
x(t0 + T ) = x(t0) = x0 em t0 + T , onde t0 < b ≤ ∞.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 2 (continuação): De fato, considere a curva definida por
x(t) = x(t − t0). Temos que x(t0 + T ) = x(t0) = x0 e, pela regra
da cadeia, obtemos que ẋ(t) = ẋ(t − t0) = f (x(t − t0)) = f (x(t)).
Logo, mostramos que x(t) = x(t − t0) é uma solução de
dx/dt = f (x) para a condição inicial x(t0 + T ) = x0 e, pelo
Teorema de Existência e Unicidade de Soluções, conclúımos que
x(t) = x(t − t0) é de fato a solução de dx/dt = f (x) para a
condição inicial x(t0 + T ) = x0. Por este motivo, dizemos que um
sistema autônomo modelado por dx/dt = f (x) é invariante no
tempo, e sempre podemos considerar que t0 = 0.

14 / 364



1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 3: Considere a equação de estado

dx/dt = f (x , u)

onde x ∈ D é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto, u ∈ Rm é vetor
de controle e f : D × Rm → Rn é de classe C 1, ou seja,
∂f /∂x : D × Rm → Rn e ∂f /∂u: D × Rm → Rn são aplicações
cont́ınuas. Suponha que escolhemos uma entrada da forma
u = α(x , t), onde α: D × [0,∞)→ Rm e
∂α/∂x : D × [0,∞)→ Rm são aplicações cont́ınuas. Então, o
sistema resultante é dado por

dx/dt = f (x , t) , f (x , α(x , t))

com f : D × [0,∞)→ Rm e ∂f /∂x : D × [0,∞)→ Rm cont́ınuas
pela regra da cadeia. Logo, o sistema resultante satisfaz as
hipóteses do teorema anterior.

15 / 364



1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 4: Considere o modelo de estado

dx/dt = f (x , u), y = h(x , u)

onde x ∈ D é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto, u ∈ Rm é vetor
de controle, y ∈ Rp é o vetor de sáıda e h: D × Rm → Rp.
Assuma que as aplicações f : D × Rm → Rn e
∂f /∂x : D × Rm → Rn são cont́ınuas. Suponha que escolhemos
uma entrada da forma u = α(t), onde α: [0,∞)→ Rm é cont́ınua.
Então, a equação de estado do sistema resultante é dada por

dx/dt = f̃ (x , t) , f (x , u(t))

com f̃ : D × [0,∞)→ Rm e ∂ f̃ /∂x : D × [0,∞)→ Rm cont́ınuas.
Logo, a equação de estado do sistema resultante satisfaz as
hipóteses do teorema anterior. Portanto, dados xt0 ∈ D e t0 ≥ 0,
existe uma única solução x : J = [t0, b)→ D no intervalo
J = [t0, b) para a condição inicial x(t0) = xt0 em t0, que por sua
vez só depende da entrada u(t) = α(t), para t ∈ J = [t0, b), onde
t0 < b ≤ ∞.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 4 (continuação): Em particular, escolhida uma entrada
cont́ınua u(t) = α(t), t ≥ 0, para o modelo de estado anterior

dx/dt = f (x , u),

y = h(x , u)

e dada uma condição inicial x(t0) = xt0 ∈ D em t0 ≥ 0, existe uma
única sáıda y(t) = h(x(t), u(t)), t ∈ J = [t0, b), que por sua vez
só depende da entrada u(t) = α(t), para t ∈ J = [t0, b). Logo, tal
modelo de estado está de acordo com a definição de vetor de
estado de um sistema dinâmico vista no Lab 1:

x(t0) ∈ D,
u(t) = α(t), t ∈ J = [t0, b)

}
−→ y(t), t ∈ J = [t0, b)
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 4 (continuação): Ainda no modelo de estado anterior

dx/dt = f (x , u),

y = h(x , u)

suponha que escolhemos uma entrada da forma u = α(t), onde
α: [0,∞)→ Rm é cont́ınua. Então, o modelo de estado do sistema
resultante é dado por

dx/dt = f̃ (x , t) , f (x , u(t)), y = h(x , u(t))

com f̃ : D × [0,∞)→ Rm e ∂ f̃ /∂x : D × [0,∞)→ Rm cont́ınuas.
Sejam x0 ∈ D, t0 ≥ 0 e T ∈ R tal que t0 + T ≥ 0. Defina
u(t) = u(t − T ) = α(t − T ), para t ≥ t0 + T . Considere o
modelo de estado

dx/dt = f (x , t) , f (x , u(t)), y = h(x , u(t))

onde f : D × [t0 + T ,∞)→ Rn.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 4 (continuação): Pode-se verificar que, se
x : J = [t0, b)→ D é a solução de dx/dt = f̃ (x , t) = f (x , u(t)) no
intervalo J = [t0, b) para a condição inicial x(t0) = x0 em t0, onde
t0 < b ≤ ∞, então:

1 x : J = [t0 + T , b + T )→ D definida por x(t) = x(t − t0),
para t ∈ J, é a solução de dx/dt = f (x , t) , f (x , u(t)) no
intervalo J = [t0 + T , b + T ) para a condição inicial
x(t0 + T ) = x(t0) = x0 em t0 + T

2 Para o sistema resultante, existe uma única sáıda
y(t) = h(x(t), u(t)), t ∈ J = [t0, b), que por sua vez só
depende da entrada u(t) = α(t), para t ∈ J = [t0, b). E, além
disto, a sáıda y(t) = h(x(t), u(t)) é única, satisfaz
y(t) = y(t − T ) e só depende da entrada u(t) = u(t − T ),
para t ∈ J.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Obs 4 (continuação): Portanto, mostramos que o modelo de
estado considerado

dx/dt = f (x , u),

y = h(x , u)

corresponde a um sistema invariante no tempo no sentido da
definição vista no Lab 1:
Se

x(t0) = x0,
u(t) = α(t), t ∈ J = [t0, b)

}
−→ y(t), t ∈ J = [t0, b)

então

x(t0 + T ) = x0,

u(t) = u(t − T ), t ∈ J = [t0 + T , b + T )

}
−→ y(t) = y(t−T ), t ∈ J

Desse modo, em tais modelos de estado sempre podemos
considerar que t0 = 0.

Obs 5: Os resultados das Obs 3 e 4 acima permanecem válidos
quando a entrada u(t) = α(t), t ≥ 0, é cont́ınua por partes.
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s
Exemplo 1 (não-unicidade de soluções): Considere a EDO

ẋ = 3x2/3 = f (x), x ∈ R
Seja t0 = 0 o instante inicial. Note que x(t) = 0, t ≥ 0, é uma
solução desta EDO com condição inicial x(0) = 0 em t0 = 0. E,
dado c > 0, observe que xc(t), t ≥ 0, definida por

xc(t) =

{
0, se 0 ≤ t ≤ c
(t − c)3, se t > c

também é solução desta EDO com condição inicial x(0) = 0. Logo,
existem infinitas soluções da EDO acima quando a condição inicial
é nula em t0 = 0 (e não existe solução maximal com x(0) = 0!).

Portanto, um modelo descrito por esta EDO não permite
determinar (prever) a solução do sistema real quando a condição
inicial é nula. Isto ocorre, por exemplo, se aplicamos a
realimentação u = 3x2/3/(2 + cos x) em um sistema modelado por
ẋ = f (x , u) =

(
2 + cos x

)
u.

Note que, apesar da função f : R→ R da EDO acima ser cont́ınua,
f não é diferenciável em x = 0 e, portanto, não satisfaz as
hipóteses do Teorema de Existência e Unicidade de Soluções. 21 / 364



1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Exemplo 2 (tempo de escape finito): Considere a EDO

ẋ = 1 + x2 = f (x), x ∈ R

Note que f : R→ R é infinitamente diferenciável e, assim, as
hipóteses do Teorema de Existência e Unicidade de Soluções são
satisfeitas para f . Seja t0 = 0. Note que x(t) = tan(t), para
0 ≤ t < π/2, é uma solução desta EDO para a condição inicial
x(0) = 0 em t0 = 0 (e, assim, é a solução no intervalo
J = [0, π/2) para x(0) = 0 em t0 = 0). Observe que

lim
t→π/2

x(t) = +∞ (tempo de escape finito em te = π/2)

Desse modo, a solução maximal com condição inicial nula em
t0 = 0 não pode estar definida no instante te = π/2 e, portanto,
conclúımos que x(t) = tan(t), para t ∈ J = [0, π/2), é a solução
maximal quando a condição inicial é nula em t0 = 0.

Mais exemplos: (no quadro)
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Definição: Suponha que f : D × [0,∞)→ Rn e
∂f /∂x : D × [0,∞)→ Rn×n ∼= Rn2

são aplicações cont́ınuas.
Dizemos que o campo de vetores f da EDO dx/dt = f (x , t) é
completo se, para quaisquer xt0 ∈ D e t0 ≥ 0, temos que a
solução maximal correspondente x : J → D (com x(t0) = xt0 em
t0) é tal que J = [0,∞), ou seja, cada solução maximal está
definida para todo t ∈ [0,∞).

Teorema: Considere que o campo de vetores f : D × [0,∞)→ Rn

da EDO dx/dt = f (x , t) é completo. Denote por
φ: [0,∞)× D × [0,∞)→ D o fluxo associado ao campo de
vetores f , ou seja, dados xt0 ∈ D e t0 ≥ 0, φ(· ; xt0 , t0): [0,∞)→ D
é igual à solução maximal da EDO com condição inicial x(t0) = xt0

em t0. Então, dados xt0 ∈ D, t2, t1, t0 ≥ 0, temos que:

φ(t0; xt0 , t0) = xt0

φ
(
t2;φ(t1; xt0 , t0), t1

)
= φ(t2; xt0 , t0)
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1. Existência e Unicidade de Soluções de EDO’s

Teorema (continuação): Em particular, temos que 2 soluções
distintas da EDO dx/dt = f (x , t) nunca podem se cruzar no
mesmo instante de tempo.

Ilustração do cruzamento de soluções: (no quadro)

Prova (do resultado de cruzamento acima): Considere 2
soluções distintas: x : [0,∞)→ D com condição inicial
x(t0) = xt0 ∈ D em t0 ≥ 0, e x : [0,∞)→ D com condição inicial
x(t0) = x t0

∈ D em t0 ≥ 0. A demonstração é por contradição.
Assim, suponha que existe t1 ≥ 0 tal que
φ(t1; x(t0), t0) = φ(t1; x(t0), t0), ou seja, as soluções se cruzam no
instante de tempo t1. Então, para todo t ≥ 0,

x(t) = φ(t; x(t0), t0) = φ
(
t;φ(t1; x(t0), t0)︸ ︷︷ ︸

=φ(t1;x(t0),t0)

, t1

)
= φ

(
t;φ(t1; x(t0), t0), t1

)
= φ(t; x(t0), t0) = x(t)

ou seja, as 2 soluções são idênticas, o que contradiz a hipótese de
que elas são distintas.
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2. Sistemas Lineares

Neste caṕıtulo, vamos estudar sistemas lineares invariantes no
tempo (LTI – Linear Time-Invariant) modelados por

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

onde x ∈ Rn é o vetor (coluna) de estado, u ∈ Rm é o vetor de
controle, y ∈ Rp é o vetor de sáıda, e A ∈ Rn×n (matriz quadrada
de ordem n), B ∈ Rn×m (matriz n ×m), C ∈ Rp×n (matriz p × n)
e D ∈ Rp×m (matriz p ×m) são matrizes constantes. Salvo
menção contrária, de agora em diante iremos assumir que a
entrada u(t), t ≥ 0, é cont́ınua por partes. Como

ẋ = Ax + Bu = f (x , u), y = Cx + Du = h(x , u)

com f : Rn × Rm → Rn e h: Rn × Rm → Rp de classe C 1

(∂f /∂x = A, ∂f /∂u = B, ∂h/∂x = C , ∂h/∂u = D), conclúımos
pelas Obs 4 e 5 acima que o sistema é de fato invariante no
tempo e, assim, sempre podemos (e iremos) considerar que
t0 = 0.
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2. Sistemas Lineares

Mostraremos na sequência que um sistema da forma

ẋ = Ax + Bu, y = Cx + Du

é de fato linear, ou seja, o prinćıpio da superposição é satisfeito.
Definimos, para cada t ≥ 0, a matriz quadrada

eAt =
∞∑
k=0

1

k!
(At)k ∈ Rn×n

onde (At)k = tA tA · · · tA (k vezes). Temos que

d

dt
eAt = AeAt , eA·0 = I (matriz identidade) , eA(t1+t2) = eAt1eAt2

Relembre que se

α(t) =

∫ t

0
β(τ) dτ ∈ Rn×m, t ≥ 0

onde β(t) ∈ Rn×m, t ≥ 0, é uma aplicação cont́ınua, então

d

dt
α(t) = β(t), t ≥ 0
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2. Sistemas Lineares

Dada uma condição inicial x(0) = x0 ∈ Rn (em t0 = 0), temos que

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ, t ≥ 0

é uma solução do sistema no intervalo J = [0,∞) para a condição
inicial x0, pois x(0) = eA·0x0 = Ix0 = x0 e, para t ≥ 0,

x(t) = eAtx0 + eAt
∫ t

0
e−AτBu(τ) dτ,

ẋ(t) = AeAtx0 + AeAt
∫ t

0
e−AτBu(τ) dτ +

=I︷ ︸︸ ︷
eAte−At Bu(t)

= A
[
eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ

]
+ Bu(t)

= Ax(t) + Bu(t)
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2. Sistemas Lineares

Portanto, conclúımos pelo Teorema de Existência e Unicidade de
Soluções que

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ, t ≥ 0

é a solução do sistema no intervalo J = [0,∞) para a condição
inicial x(0) = x0. Assim, a sáıda y(t), t ≥ 0, é dada por

y(t) = Cx(t) + Du(t)

= CeAtx0︸ ︷︷ ︸
=y0(t)

+

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ) dτ + Du(t)︸ ︷︷ ︸

=yesn(t)

ou seja,

Resposta Total = Resposta Entrada Nula︸ ︷︷ ︸
linear em x(t0)

+ Resposta Estado Nulo︸ ︷︷ ︸
linear em u(t)
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2. Sistemas Lineares

Logo, o prinćıpio da superposição é satisfeito:

Se

xa(0),
ua(t), t ≥ 0

}
−→ ya(t), t ≥ 0

xb(0),
ub(t), t ≥ 0

}
−→ yb(t), t ≥ 0

então (k1, k2 ∈ R)

xc(0) = k1xa(0) + k2xb(0),
uc(t) = k1ua(t) + k2ub(t), t ≥ 0

}
−→ yc(t) = k1ya(t)+k2yb(t), t ≥ 0

Conclúımos assim que todo sistema modelado por

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

é de fato um sistema linear invariante no tempo (LTI).

Importante: Como as soluções do modelo acima estão definidas
em todo o interval J = [0,∞), não há tempo de escape finito!
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Considere o sistema LTI

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

Relembre que, fixada a condição inicial x0 ∈ Rn e escolhida uma
entrada u(t), t ≥ 0, cont́ınua por partes, a sáıda y(t), t ≥ 0, é
dada por

y(t) = CeAtx0 +

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ) dτ + Du(t)

= CeAtx0︸ ︷︷ ︸
= y0(t)

+

∫ t

0−

G(t−τ)︷ ︸︸ ︷[
CeA(t−τ)B + δ(t − τ)D

]
u(τ) dτ︸ ︷︷ ︸

= yesn(t) = G(t)∗u(t) (convolução!)

onde δ(t) é o impulso unitário centrado em t = 0. Denominamos
G(t) = CeAtB + δ(t)D ∈ Rp×m, t ≥ 0, de matriz resposta ao
impulso do sistema. 30 / 364



2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Ao aplicarmos a transformada de Laplace L em ambos os lados de

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

obtemos que

sX (s)− x(0) = AX (s) + BU(s)

Y (s) = CX (s) + DU(s)

onde

X (s) = (X1(s), . . . ,Xn(s))′ = L{x(t)} = (L{x1(t)}, . . . ,L{xn(t)})′

U(s) = (U1(s), . . . ,Um(s))′ = L{u(t)} = (L{u1(t)}, . . . ,L{um(t)})′

Y (s) = (Y1(s), . . . ,Yp(s))′ = L{y(t)} = (L{y1(t)}, . . . ,L{yp(t)})′
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Portanto,
(sI − A)X (s) = x(0) + BU(s)

e, assim,

X (s) = (sI − A)−1x(0) + (sI − A)−1BU(s)

Y (s) = C (sI − A)−1x(0) +
[
C (sI − A)−1B + D

]
U(s)

Mas, para t ≥ 0,

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ

y(t) = CeAtx0︸ ︷︷ ︸
= y0(t)

+

∫ t

0−

G(t−τ)︷ ︸︸ ︷[
CeA(t−τ)B + δ(t − τ)D

]
u(τ) dτ︸ ︷︷ ︸

= yesn(t) = G(t)∗u(t) (convolução!)
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Conclúımos então que (relembre que L{δ(t)} = 1):

L−1{(sI − A)−1} = eAt , t ≥ 0

Y (s) = C (sI − A)−1x(0)︸ ︷︷ ︸
=Y0(s)

+

= G(s) = L{G(t)}︷ ︸︸ ︷[
C (sI − A)−1B + D

]
U(s)︸ ︷︷ ︸

= Yesn(s) = G(s)U(s)

onde

G (s) = L{G(t)} ∈ Rp×m = C (sI − A)−1B + D

é denominada de matriz de transferência do sistema. Logo, para
x0 = 0 (condições iniciais nulas), temos

Y (s) = Yesn(s) = G (s)U(s)

ou seja,
33 / 364



2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência Y1(s)

...
Yp(s)


︸ ︷︷ ︸

=Y (s)

=

 G11(s) . . . G1m(s)
...

...
Gp1(s) . . . Gpm(s)


︸ ︷︷ ︸

= G(s) = (Gij (s)) = L{G(t)}

 U1(s)
...

Um(s)


︸ ︷︷ ︸

=U(s)

com

G(t) = (gij(t)) = CeAtB+δ(t)D =

 g11(t) . . . g1m(t)
...

...
gp1(t) . . . gpm(t)

 , t ≥ 0

Portanto,
Yi (s)

Uj(s)
= Gij(s) = L{gij(t)}

é a função de transferência entre a j-ésima entrada uj(t) e a
i-ésima sáıda yi (t) do sistema quando as demais entradas uk(t)
são identicamente nulas (k 6= j), e gij(t) é a resposta ao impulso
correspondente. 34 / 364



2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Obs: Relembre de Álgebra Linear que, dada uma matriz quadrada
M ∈ Rn×n com det(M) 6= 0, então a matriz inversa M−1 ∈ Rn×n

existe e é determinada por

M−1 =
1

det(M)
Adj(M)

onde Adj(M) ∈ Rn×n é a matriz adjunta de M: Adj(M) = C ′, com
C = (cij) e cij = (−1)i+jdet(Mij), onde Mij ∈ Rn−1×n−1 é a
submatriz obtida de M ao se eliminar a linha i e a coluna j .

Em particular, quando M = (mij) ∈ R2×2 com det(M) 6= 0, então

M−1 =
1

m11m22 −m12m21

[
m22 −m12

−m21 m11

]
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Relembre que a matriz de transferência é dada por

G (s) = (Gij(s)) = C (sI − A)−1B + D =
1

det(sI − A)
CAdj(sI − A)B + D

Temos que cada elemento da matriz Adj(sI − A) é um polinômio
em s de grau menor ou igual a n− 1, e o polinômio det(sI −A) tem
grau n. Portanto, cada elemento Gij(s) de G (s) é uma função de
transferência racional da forma Gij(s) = pij(s)/qij(s), onde pij(s) e
qij(s) são polinômios em s com grau(pij(s)) ≤ grau(qij(s)) ≤ n.

Note que:

1 Não há cancelamentos polo-zero num certo elemento
Gij(s) = pij(s)/qij(s) da matriz de transferência G (s) se e
somente se qij(s) = det(sI − A) (com grau(qij(s)) = n)

2 Se D = 0, então grau(pij(s)) < grau(qij(s)) (sem transferência
direta) em cada elemento Gij(s) = pij(s)/qij(s) de G (s)
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Dizemos que p ∈ C é um polo da matriz da transferência G (s)
quando p é um polo de algum elemento de G (s). Assim, cada
polo de cada elemento de G (s) é um polo da matriz de
transferência G (s). Como os autovalores da matriz A são as ráızes
de det(A− λI ) = det(λI − A) = 0, conclúımos que todo polo da
matriz de transferência G (s) é um autovalor da matriz A. No
entanto, nem todo autovalor de A é um polo de G (s) devido a
posśıveis cancelamentos polo-zero nos elementos de G (s).

Além disso, como x(t) = eAtx0, t ≥ 0, é a solução da equação de
estado ẋ = Ax (u = 0) para a condição inicial x(0) = x0, onde
L−1{(sI − A)−1} = L−1{Adj(sI − A)/det(sI − A)} = eAt , t ≥ 0,
decorre que todo polo de X (s) (para u = 0) é um autovalor da
matriz A. Assim, por simplicidade, de agora em diante
denominaremos os autovalores da matriz A de polos.
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Portanto, conclúımos que, se os polos (autovalores) da matriz A
são

p1, p2 (reais e distintos),

p3 = p4 = p5 = p (real de multiplicidade 3),

p6,7 = α± jβ (complexo conjugado),

p8,9 = p9,10 = γ ± jδ (complexo conjugado de multiplicidade 2),

...

então cada elemento da matriz exponencial eAt (e,
consequentemente, cada elemento do vetor x(t) = eAtx0) é
combinação linear dos modos caracteŕısticos associados:

ep1t , ep2t , ept , tept , t2ept ,

eαt cos(βt), eαt sen(βt),

eγt cos(δt), eγt sen(δt), teγt cos(δt), teγt sen(δt),

...

(de modo análogo ao que foi visto na disciplina “Sinais e Sistemas
Lineares”!).
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

A noção de zeros de uma matriz de transferência G (s) é mais
dif́ıcil de ser colocada, e não será vista no nosso curso. Para
maiores detalhes, veja o livro do Chen.

Exemplo 1: Considere o sistema (n = 2 estados, m = 1 entrada e
p = 2 sáıdas)

ẋ = Ax + Bu

y = x

com

A =

[
0 −1
1 −2

]
, B =

[
0
1

]
Determine a solução x(t), t ≥ 0, para a condição inicial
x0 = [2 5]′ considerando entrada nula (u = 0). Encontre também
a matriz de transferância G (s) e determine seus polos.
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Solução: Note que

C = I =

[
1 0
0 1

]
, D =

[
0
0

]
Temos que x(t) = eAtx0, t ≥ 0, com

L−1{(sI − A)−1} = eAt , t ≥ 0

Os polos de A são p1 = p2 = −1, e temos que

(sI − A)−1 =

[
s 1
−1 s + 2

]−1

=
1

s2 + 2s + 1︸ ︷︷ ︸
= (s+1)2 = det(sI−A)

[
s + 2 −1

1 s

]

=


s + 2

(s + 1)2

−1

(s + 1)2

1

(s + 1)2

s

(s + 1)2
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Portanto,

L−1{(sI − A)−1} =

[
(1 + t)e−t −te−t

te−t (1− t)e−t

]
= eAt , t ≥ 0

(combinação linear de e−t , te−t). Logo,

x(t) = eAtx0 =

[
2e−t − 3te−t

5e−t − 3te−t

]
, t ≥ 0

Por fim,

G (s) = C (sI − A)−1B =

[
G11(s)
G21(s)

]
=


−1

(s + 1)2

s

(s + 1)2


Os polos de G (s) são p1 = p2 = −1, coincidindo com os polos da
matriz A. Note que não tivemos cancelamentos polo-zero em
G11(s) e em G21(s).
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Exemplo 2: Para o sistema (n = 3 estados, m = 1 entrada e
p = 2 sáıdas)

ẋ =

 −2 0 0
0 −6 −2.25
0 4 0


︸ ︷︷ ︸

=A

x +

 1
0.5

0


︸ ︷︷ ︸

=B

u, y =

[
x1

x3

]
=

[
1 0 0
0 0 1

]
︸ ︷︷ ︸

=C

x

temos que

G (s) = C (sI−A)−1B =

[
G11(s)
G21(s)

]
=


����
(s + 3)2

(s + 2)����
(s + 3)2

5����(s + 2)

����(s + 2)(s + 3)2

 =


1

(s + 2)

5

(s + 3)2


Os polos de A são p1 = −2, p2,3 = −3, coincidindo com os polos
de G (s). No entanto, observe que houve um cancelamento
polo-zero em G11(s) e em G21(s).
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferência

Exemplo 3: Para o sistema SISO (m = p = 1) com n = 2 estados
e

ẋ =

[
−5 −3

2 0

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
2
0

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = 0.5(x1 + x2) =
[

0.5 0.5
]︸ ︷︷ ︸

=C

x

temos que

G (s) = C (sI − A)−1B =
����(s + 2)

����(s + 2)(s + 3)
=

1

(s + 3)

Os polos de A são p1 = −2, p2 = −3, mas a função de
transferência G (s) possui somente um polo em p = −3 devido a
um cancelamento polo-zero.

43 / 364



2.2. Estabilidade

Considere um sistema LTI

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

Definição (Estabilidade Interna): Assuma que u = 0 (entrada
nula). Dizemos que xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio estável do
sistema quando, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε, para t ≥ 0

Quando xe = 0 não é estável, dizemos que xe = 0 é um ponto de
equiĺıbrio instável. Dizemos que xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio
globalmente assintoticamente estável do sistema quando
xe = 0 é estável e, além disso, dada qualquer condição inicial
x(0) ∈ Rn, temos que limt→∞ x(t) = limt→∞ eAtx(0) = 0.
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2.2. Estabilidade

Definição (Estabilidade Externa): Assuma que x(0) = 0
(condição inicial nula). Dizemos que o sistema acima é BIBO
(Bounded-Input Bounded-Output) estável quando, para
qualquer entrada limitada u(t), t ≥ 0, temos que a resposta
estado nulo y(t) = yesn(t) = G(t) ∗ u(t), t ≥ 0, é limitada.
Quando o sistema não é BIBO estável, dizemos que o mesmo é
BIBO instável. Isto significa que existe ao menos uma entrada
limitada u(t), t ≥ 0, para a qual a resposta estado nulo
y(t) = yesn(t) = G(t) ∗ u(t), t ≥ 0, não é limitada.

Obs: Relembre que uma aplicação v : [0,∞)→ Rq é limitada
quando existe 0 < Mv <∞ tal que

‖v(t)‖ ≤ Mv , para todo t ≥ 0
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2.2. Estabilidade

Teorema: Considere um sistema LTI

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

Então:

1 O ponto de equiĺıbrio xe = 0 é instável caso a matriz A possua
algum polo (autovalor) com parte real positiva (i.e. no SPD)

2 O ponto de equiĺıbrio xe = 0 é globalmente assintoticamente
estável se e somente se a matriz A possui todos os polos
(autovalores) com parte real negativa (i.e. estão no SPE)

3 O sistema é BIBO estável se e somente se cada elemento
Gij(s) da matriz de transferência G (s) é BIBO estável, ou
seja, todos os polos de G (s) estão no SPE
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2.2. Estabilidade

Obs 1: Relembre que todo polo de G (s) é um polo (autovalor) da
matriz A. Portanto: (a) se G (s) possui algum polo no SPD, então
o sistema é BIBO instável e xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio
instável; e (b) se todos os polos da matriz A estão no SPE, então o
xe = 0 é globalmente assintoticamente estável e, além disso, o
sistema é BIBO estável. No entanto, um sistema pode ser BIBO
estável mas xe = 0 não ser globalmente assintoticamente estável
(devido a cancelamentos polo-zero instáveis nos elementos de
G (s)).

Obs 2: Relembre que a solução de ẋ = Ax para a condição inicial
x(0) ∈ Rn é dada por

x(t) = eAtx(0), t ≥ 0

com

L−1{(sI − A)−1} = L−1{Adj(sI − A)/det(sI − A)} = eAt , t ≥ 0

Portanto, quanto mais afastados da origem estiverem os polos da
matriz A no SPE, mais rápida será a convergência da solução x(t)
para xe = 0.
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2.2. Estabilidade

Exemplo: Considere (novamente) o sistema (n = 2 estados,
m = 1 entrada e p = 2 sáıdas)

ẋ =

[
0 −1
1 −2

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
0
1

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = x (i .e. C = I )

Temos que

sI − A =

[
s 1
−1 s + 2

]
⇒ det(sI − A) = s(s + 2) + 1 = (s + 1)2 = 0

⇒ p1,2 = −1 ∈ SPE

Logo, xe = 0 é globalmente assintoticamente estável e, portanto, o
sistema é BIBO estável. A BIBO estabilidade também pode ser
verificada diretamente (os polos de G (s) são p1,2 = −1 ∈ SPE):

G (s) = C (sI − A)−1B =


−1

(s + 1)2

s

(s + 1)2
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade
Considere (novamente) um sistema LTI (n estados, m entradas e
p sáıdas)

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

Definição: Dizemos que o sistema é controlável quando, cada
condição inicial x0 ∈ Rn e cada estado final xT ∈ Rn, existe uma
entrada u: [0,T ]→ Rm tal que a solução x : [0,T ]→ Rn do
sistema para a condição inicial x(0) = x0 satisfaz x(T ) = xT , para
algum T > 0. Isto significa que sempre podemos levar o sistema
de todo estado inicial para qualquer estado final desejado em
tempo finito através de uma entrada adequada. Dizemos que o
sistema é não-controlável quando ele não for controlável.

Definição: Dizemos que o sistema é observável quando, para
todo estado inicial x(0) ∈ Rn desconhecido, existe T > 0 tal que o
conhecimento de qualquer entrada aplicada u(t) ∈ Rm e da sáıda
correspondente y(t) ∈ Rp no intervalo de tempo [0,T ] é suficiente
para determinar de maneira única o estado inicial x(0). Dizemos
que o sistema é não-observável quando ele não for observável. 49 / 364



2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Figura: Exemplo de um circuito elétrico não-controlável: a tensão de
entrada u(t) nunca é capaz de transferir as variáveis de estado x1(t) e
x2(t) para estados finais distintos x1(T ) 6= x2(T ) a partir das condições
iniciais x1(0) = x2(0) (capacitores em paralelo).
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Figura: Exemplo de um circuito elétrico não-observável: quando u = 0,
temos que y = 0 devido à simetria do circuito. Assim, mesmo
conhecendo u(t) = y(t) = 0, para t ≥ 0, não temos como determinar de
maneira única a tensão inicial x(0) do capacitor.
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Para um sistema LTI (n estados, m entradas e p sáıdas)

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

definimos a matriz de controlabilidade por

C = [B AB A2B . . . An−1B]n×nm

e a matriz de observabilidade por

O =


C
CA
CA2

...
CAn−1


np×n
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Teorema: Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e
p sáıdas)

ẋ = Ax + Bu, y = Cx + Du

Então:
1 O sistema é controlável se e somente se posto(C) = n

(posto completo de linha). Neste caso, dizemos simplesmente
que o par (A,B) é controlável, pois a matriz de
controlabilidade C só depende das matrizes A e B.

2 O sistema é observável se e somente se posto(O) = n
(posto completo de coluna). Neste caso, dizemos
simplesmente que o par (A,C ) é observável, pois a matriz de
observabilidade O só depende das matrizes A e C .

3 O par (A,C ) é observável se e somente se o par (A′,C ′) é
controlável (dualidade)

4 Quando o sistema é SISO (m = p = 1), temos que o sistema
é controlável e observável se e somente se não há
cancelamentos polo-zero na função de transferência
G (s) = C (sI − A)−1B + D 53 / 364



2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Obs 1: Note que, quando m = 1 (uma única entrada), o sistema é
controlável se e somente se det(C) 6= 0. E, quando p = 1 (uma
única sáıda), o sistema é observável se e somente se det(O) 6= 0.

Obs 2: Temos os seguintes comandos no Matlab:
1 sys = ss(A,B,C,D) ⇒ define o modelo de estado

ẋ = Ax + Bu, y = Cx + Du
2 G = tf(sys) ⇒ calcula a matriz de transferência

G = C (sI − A)−1B + D
3 minreal(G) ⇒ realiza os posśıveis cancelamentos polo-zero

na matriz de transferência G
4 zpk(G) ⇒ coloca cada elemento de G na forma fatorada
5 MC = ctrb(A,B) ⇒ calcula a matriz de controlabilidade C
6 MO = obsv(A,C) ⇒ calcula a matriz de observabilidade O
7 svd(M) ⇒ calcula os valores singulares de uma matriz M. O

número de valores singulares não-nulos é igual a posto(M).
Utilizar o comando svd para calcular o posto de uma matriz
M é numericamente mais robusto do que determinar o posto
de M diretamente pelo comando rank(M). 54 / 364



2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Exemplo 1 (Sistema Plataforma – usado no estudo de
sistemas de suspensão de automóveis):

Figura: Sistema plataforma.

A equação de estado deste sistema é dada por

ẋ =

[
−0.5 0

0 −1

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
0.5

1

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u

Como

C = [B AB]2×2 =

[
0.5 −0.25

1 −1

]
⇒ posto(C) = 2 (det(C) = −0.25)

conclúımos que o sistema é controlável.
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Exemplo 2: Considere um sistema SISO (m = p = 1) com n = 4
estados e

ẋ =


0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1
0 0 5 0


︸ ︷︷ ︸

=A

x +


0
1
0
−2


︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = x1 =
[

1 0 0 0
]︸ ︷︷ ︸

=C

x

Temos que

C = [B AB A2B A3B]4×4 =


0 1 0 2
1 0 2 0
0 −2 0 −10
−2 0 −10 0

⇒ posto(C) = 4︸ ︷︷ ︸
(det(C)=36)

O =


C
CA
CA2

CA3


4×4

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⇒ posto(O) = 4︸ ︷︷ ︸
(det(O)=1)

Assim, o sistema é controlável e observável.
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Exemplo 3: Considere (novamente) o sistema SISO (m = p = 1)
com n = 2 estados e

ẋ =

[
−5 −3

2 0

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
2
0

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = 0.5(x1 + x2) =
[

0.5 0.5
]︸ ︷︷ ︸

=C

x

Temos que

C = [B AB]2×2 =

[
2 −10
0 4

]
⇒ posto(C) = 2 (det(C) = 10)

O =

[
C
CA

]
2×2

=

[
0.5 0.5
−1.5 −1.5

]
⇒ posto(O) = 1 (det(O) = 0)

Portanto, o sistema é controlável, mas não é observável.
Ressaltamos que este sistema SISO não poderia ser controlável e
observável, pois há um cancelamento polo-zero em sua função de
transferência:

G (s) = C (sI − A)−1B =
����(s + 2)

����(s + 2)(s + 3)
=

1

(s + 3)
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado
Motivação 1: Considere um motor CC modelado de maneira
simplificada por

G (s) =
Y (s)

U(s)
=

1

s(s + 1)

onde y = θ é a posição angular do eixo do motor e u é a tensão de
entrada. Em termos de variáveis de estado, temos que

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −x2(t) + u

onde x1 = y = θ e x2 = ẏ = θ̇ (velocidade angular). Seja r uma
referência do tipo degrau a ser rastreada pela sáıda y . Relembre da
disciplina Sistemas de Controle que o controlador PD (na
malha-inversa, e não na malha-direta!)

U(s) = R(s)− k1Y (s)− k2sY (s)

ou seja,

u(t) = r(t)− k1y(t)− k2ẏ(t) = r(t)− k1x1(t)− k2x2(t)

posiciona arbitrariamente no SPE os polos de malha-fechada de
GMF (s) = Y (s)/R(s) por uma escolha adequada de k1, k2 ∈ R.
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Motivação 2: Considere um sistema linear no plano modelado por

ẋ = Ax + Bu

onde x = (x1, x2) ∈ R2 é o vetor de estado e u ∈ R é o controle.
Suponha que os polos da matrix A são complexos conjugados no
SPE, mas com parte real relativamente próxima do eixo
imaginário, ou seja, a origem xe = 0 é do tipo foco estável em
malha-aberta (u = 0), mas com uma convergência assintótica
relativamente lenta de x(t) em direção a xe = 0. O problema de
controle é acelerar a convergência assintótica de x(t) em direção a
xe = 0 em malha-fechada e assegurar que x(t) não apresente
oscilações ao longo do tempo.
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Motivação 2 (continuação): Ao escolhermos uma realimentação
da forma

u = −k1x1 − k2x2 = −Kx

onde k1, k2 ∈ R são os ganhos a serem determinados com
K = [k1 k2], temos que o sistema em malha-fechada é dado por

ẋ = Ax − BKx = (A− BK )x

Assim, se o vetor de ganho K = [k1 k2] puder se escolhido de
modo que os polos de A− BK sejam posicionados arbitrariamente
no SPE, então será posśıvel solucionarmos o problema de controle
em questão, pois poderemos assegurar que xe = 0 seja do tipo nó
estável (sem oscilações) em malha-fechada e com parte real dos
polos relativamente afastada do eixo imaginário (convergência
assintótica mais rápida).
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

De agora em diante, vamos considerar sistemas LTI modelados por
(n estados, m entradas e p sáıdas)

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx

ou seja, D = 0 (sem transmissão direta entre o vetor de entrada e
o vetor de sáıda). Considere a realimentação (linear) de estado

u = r − Kx (ou seja, u(t) = r(t)− Kx(t) ∈ Rm, para t ≥ 0)

onde r = (r1, . . . , rm) ∈ Rm é a nova entrada a ser aplicada e
K = (kij) ∈ Rm×n é uma matriz constante. Note que a i-ésima
componente do controle u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) ∈ Rm é dada
por

ui (t) = ri (t)−
n∑

j=1

kijxj = ri (t)− ki1x1(t)− · · · − kinxn(t), t ≥ 0

para i = 1, . . . ,m. Denominamos K de matriz de ganho ou,
simplesmente, de ganho de realimentação.
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Substituindo tal realimentação no modelo de estado acima,
obtemos o sistema em malha-fechada

ẋ = Ax + B(r − Kx) = (A− BK )x + Br ,

y = Cx

Logo, a matriz de transferência em malha-fechada é dada por

GMF (s) = C
(
sI − (A− BK )

)−1
B, com Y (s) = GMF (s)R(s)

Desse modo, todo polo de GMF (s) é um polo (autovalor) da
matriz A− BK , ou seja, uma realimentação de estado u = r − Kx
desloca os polos da matriz de transferência em malha-aberta
G (s) = C (sI − A)−1B para os polos de GMF (s). No entanto,
pode-se demonstrar que uma realimentação de estado da forma
u = r − Kx não afeta os zeros de G (s), ou seja, G (s) e GMF (s)
possuirão os mesmos zeros caso não ocorra nenhum
cancelamento polo-zero em GMF (s).
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Figura: Sistema em malha-fechada com a realimentação (linear) de
estado u = r − Kx .

Definição (Problema de Estabilização por Realimentação de
Estado com Imposição de Pólos): Encontrar uma matriz
constante K ∈ Rm×n tal que os todos pólos da matriz (A− BK )
do sistema em malha-fechada sejam posicionados arbitrariamente
no plano complexo, onde u = r − Kx é a realimentação de estado.
Em particular, se todos os pólos de (A− BK ) forem posicionados
no SPE, então asseguramos que xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio
globalmente assintoticamente estável do sistema em malha-fechada
e que a matriz de transferência GMF (s) é BIBO estável.
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

O próximo resultado garante que a controlabilidade é preservada
por uma realimentação de estado da forma u = r − Kx :

Teorema 1: O par (A,B) é controlável se e somente se o par
(A− KB,B) é controlável, onde K ∈ Rm×n é qualquer matriz
constante.

E resultado abaixo assegura que o Problema de Estabilização
por Realimentação de Estado com Imposição de Pólos sempre
tem solução para sistemas controláveis:

Teorema 2: Os pólos da matriz A− BK podem ser posicionados
arbitrariamente no plano complexo pela escolha adequada de uma
matriz constante K ∈ Rm×n se e somente se o par (A,B) é
controlável.

Obs: Veremos como determinar uma matriz K adequada na
Seção 2.7.

64 / 364



2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Exemplo: Considere o sistema SISO (m = p = 1) com n = 2
estados e

ẋ =

[
1 2
3 1

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
0
1

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = [1 2]︸ ︷︷ ︸
=C

x

Temos que

C = [B AB]2×2 =

[
0 2
1 1

]
⇒ posto(C) = 2 (det(C) = 2)

O =

[
C
CA

]
2×2

=

[
1 2
7 4

]
⇒ posto(O) = 2 (det(O) = −10)

Logo, o sistema é controlável e observável. Temos que

G (s) = C (sI − A)−1B =
2s

(s − 3.449)(s + 1.449)
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Exemplo (continuação): Agora, considere a realimentação de
estado

u = r − [3 1]︸ ︷︷ ︸
=K

x = r − 3x1 − x2

Assim, o sistema em malha-fechada é dado por

ẋ =

[
1 2
0 0

]
︸ ︷︷ ︸

=A−BK

x +

[
0
1

]
︸ ︷︷ ︸

=B

r , y = [1 2]︸ ︷︷ ︸
=C

x

Temos que

CMF = [B (A− BK )B]2×2 =

[
0 2
1 0

]
⇒ posto(CMF ) = 2 (det(CMF ) = 2)

OMF =

[
C
C (A− BK )

]
2×2

=

[
1 2
1 2

]
⇒ posto(OMF ) = 1 (det(OMF ) = 0)

Logo, o sistema em malha-fechada é controlável (como tinha que
ser pelo Teorema 1 acima), mas não é observável.
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2.4. Estabilização por Realimentação de Estado

Exemplo (continuação): Como o sistema é SISO, sabemos que
terá que ocorrer um cancelamento polo-zero na função de
transferência em malha-fechada (veja o Teorema da Seção 2.3).
De fato, a função de transferência em malha-fechada é dada por

GMF (s) = C (sI − (A− BK ))−1B =
2�s

�s(s − 1)
=

2

(s − 1)

Conclúımos assim que uma realimentação de estado da
forma u = r − Kx pode fazer com que um sistema observável
se torne não-observável em malha-fechada.
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2.5. Estimador de Estado

Definimos na seção anterior o conceito de realimentação de estado:

u = r − Kx

Relembre que isto significa que

u(t) = r(t)− Kx(t), t ≥ 0

Sempre que escolhemos uma dada realimentação de estado,
fica impĺıcito que estamos assumindo que todas as variáveis
de estado x1(t), . . . , xn(t) do vetor de estado
x(t) = (x1(t), . . . , xm(t)) ∈ Rn podem ser realimentadas, ou
seja, todas elas podem ser medidas por sensores. No entanto,
isto nem sempre será posśıvel, pois: (a) podemos não ter acesso
direto a certas variáveis de estado (a corrente num certo indutor,
por exemplo); (b) os sensores necessários podem não estar
dispońıveis para uso ou serem em número insuficiente (precisamos
de dois tacogeradores, mas só temos um dispońıvel, por exemplo);
e/ou (c) os sensores que precisamos são muito caros.
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2.5. Estimador de Estado

Uma alternativa para tal problema é a seguinte: projetarmos um
dispositivo que estime as variáveis de estado que não podem ser
medidas diretamente. Tal sistema é denominado de estimador de
estado ou observador de estado. Denotaremos por x̂ uma certa
estimação do vetor de estado x .

Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e p sáıdas)

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx

Assuma que as matrizes A,B,C são conhecidas e que tanto a
entrada u(t) quanto a sáıda y(t) podem ser medidas, para t ≥ 0.
No entanto, consideramos que o vetor de estado x(t) não pode ser
medido. O problema é então obtermos uma estimação adequada
x̂(t) do vetor estado x(t), para t ≥ 0.

69 / 364



2.5. Estimador de Estado

Uma ideia bem simples é definirmos um estimador de estado de
malha-aberta como uma réplica da equação de estado sistema
original:

˙̂x = Ax̂ + Bu

Assim, se x̂(0) = x(0), então, para qualquer entrada aplicada u(t),
t ≥ 0, teremos que x̂(t) = x(t), para t ≥ 0. Desse modo, o
problema passa a ser determinarmos a condição inicial x(0).

Figura: Estimador de estado de malha-aberta, o qual pode ser
implementado através de amp-ops, por exemplo.
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2.5. Estimador de Estado

Suponha que o sistema original é observável. Logo, podemos
determinar x(0) a partir de u(t) e y(t), para t pertencente a um
certo intervalo, digamos t ∈ [0, t1]. Assim, é posśıvel calcularmos
x(t2) a partir da expressão anaĺıtica expĺıcita da solução x(t) (veja
a Seção 2.1), onde t2 ≥ t1, e então escolhemos x̂(t2) = x(t2).
Com isso, x̂(t) = x(t), para t ≥ t2, ou seja, teremos uma
estimação exata do vetor de estado x(t). Conclúımos então que se
o sistema original for observável, então o estimador de estado de
malha-aberta acima soluciona o problema de estimação.

No entanto, tal estimador de malha-aberta apresenta algumas
limitações. Primeiramente, toda vez que formos utilizar o
estimador, sua condição inicial terá que ser determinada a partir da
propriedade de observabilidade do sistema original.
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2.5. Estimador de Estado

Além disso, ao consideramos o erro de estimação
e(t) = x(t)− x̂(t), temos que o mesmo é solução da seguinte
equação de estado

ė = x − x̂ = Ax + Bu − (Ax̂ + Bu) = A(x − x̂) = Ae

Note que e = 0 é um ponto de equiĺıbrio. Assim, se
e(t2) = x(t2)− x̂(t2) = 0 (i.e. x(t2) = x̂(t2)), então e(t) = 0, ou
seja, x̂(t) = x(t), para t ≥ t2. Mas, na prática, sempre teremos
que x̂(t2) 6= x(t2) devido a pequenas perturbações/rúıdos externos.
O problema então se agrava quando a matriz A possui algum polo
com parte real positiva, de modo que e = 0 é um ponto de
equiĺıbrio instável (relembre que e(t) = exp (At)e(t2), t ≥ t2). Em
tal caso, mesmo que tenhamos x̂(t2) ∼= x(t2), poderemos ter uma
magnitude relativamente grande para o erro de estimação e(t) no
decorrer do tempo.
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2.5. Estimador de Estado

Estas restrições podem ser facilmente contornadas se injetarmos a
sáıda y(t) do sistema no estimador de estado de malha-aberta
através do acréscimo de um termo de correção da forma
L(y − Cx̂), onde L ∈ Rn×p é uma matriz constante:

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y − Cx̂)

Ressaltamos que, como y = Cx , podemos considerar que ŷ = Cx̂ é
uma estimação da sáıda y . Assim, o termo de correção adicionado
L(y − Cx̂) corresponde a multiplicarmos o erro de estimação da
sáıda y − ŷ = y − Cx̂ pela matriz (de ganho) L. Com tal
modificação, temos que a dinâmica do erro de estimação do estado
e(t) = x(t)− x̂(t) é dada pela seguinte equação de estado:

ė = ẋ − ˙̂x = Ax + Bu −
[
Ax̂ + Bu + L(y − Cx̂)

]
= Ax + Bu −

[
Ax̂ + Bu + L(Cx − Cx̂)

]
= A(x − x̂)− LC (x − x̂)

= (A− LC )e
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2.5. Estimador de Estado

Desse modo, mostramos que estimador de estado definido por

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y − Cx̂)

assegura que
ė = (A− LC )e

onde e(t) = x(t)− x̂(t) é o erro de estimação. Suponha que a
matriz L foi escolhida de modo que todos os polos da matriz
A− LC estão no SPE. Assim, e = 0 é um ponto de equiĺıbrio
globalmente assintoticamente estável. Em particular, dada
qualquer condição inicial e(0) = x(0)− x̂(0) ∈ Rn para o erro de
estimação, teremos que

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

[x(t)− x̂(t)] = 0,

ou seja, o erro de estimação e(t) converge assintoticamente para
zero quando t →∞.
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2.5. Estimador de Estado

Portanto, mesmo que em um certa situação prática seja posśıvel
determinarmos uma estimação adequada da condição inicial x(0)
do sistema, sempre teremos que x̂(0) 6= x(0) devido a pequenas
perturbações/rúıdos externos. No entanto, isto não será problema,
pois o estimador de estado acima garante que x̂(t) ∼= x(t) para
t ≥ 0 suficientemente grande. Além disso, em situações reais em
que não temos a ḿınima ideia de qual seria uma estimação
adequada da condição inicial x(0) do sistema, sempre poderemos
escolher x̂(0) = 0, pois teremos x̂(t) ∼= x(t) para t ≥ 0
suficientemente grande.

75 / 364



2.5. Estimador de Estado
Considere uma planta (sistema LTI) modelada por

ẋ = Ax + Bu, (?)

y = Cx

Assuma que as matrizes A ∈ Rn×n,B ∈ Rn×p,C ∈ Rp×n são
conhecidas e que tanto a entrada u(t) ∈ Rm quanto a sáıda
y(t) ∈ Rp podem ser medidas, para t ≥ 0.
Denominamos o sistema

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y − Cx̂) = (A− LC )x̂ + Bu + Ly

de estimador de estado assintótico (ou observador de estado
assintótico ou, simplesmente, observador) da planta (?) acima
quando, para qualquer erro de estimação inicial
e(0) = x(0)− x̂(0) ∈ Rn, temos que limt→∞ e(t) = 0. A matriz
L ∈ Rn×p é denominada de matriz de ganho do observador. De
acordo com a exposição anterior, este sistema corresponderá a um
observador caso todos os polos da matriz A− LC estejam no SPE,
pois ė = (A− LC )e. O próximo resultado estabelece que isto será
atingido sempre que a planta (?) for observável.
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2.5. Estimador de Estado

Figura: Planta (acima) com seu observador (abaixo).

Teorema: Todos os polos da matriz A− LC podem ser
posicionados arbitrariamente no plano complexo pela escolha
adequada de uma matriz constante L ∈ Rp×n se e somente o par
(A,C ) é observável.

Obs: Veremos como determinar uma matriz L adequada na
Seção 2.7.
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas e
p sáıdas)

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx

Relembre da Seção 2.5. que, fixada uma realimentação de estado
u = r − Kx , temos que o sistema em malha-fechada é dado por

ẋ = Ax + B(r − Kx) = (A− BK ) + Br ,

y = Cx

e que todos os polos da matriz A− BK podem ser arbitrariamente
posicionados no SPE quando o par (A,B) for controlável.
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Relembre também da Seção 2.6. que, caso o vetor de estado
x(t) ∈ Rn da planta não puder ser realimentado (medido),
podemos utilizar o observador (assintótico)

˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly

para obtermos uma estimação x̂(t) de x(t), sendo que todos os
polos de A− LC (ė = (A− LC )e, com e = x − x̂) podem ser
arbitrariamente posicionados no SPE quando o par (A,C ) for
observável.

Surge então a seguinte pergunta: Na situação em que o vetor de
estado x(t) da planta não pode ser realimentado (medido), o que
acontece se realimentarmos o estado estimado x̂(t) no lugar de
x(t), ou seja, se aplicarmos na planta

u = r − Kx̂ ?
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Isto é ilustrado na Figura abaixo. Tal estrutura de controle é
denominada de configuração controlador-observador. Note que
o vetor de estado deste sistema é x̃ = (x , x̂) ∈ R2n.

Figura: Configuração controlador-observador.

Vamos responder na sequência a pergunta que acabamos de
levantar.
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Temos a planta
ẋ = Ax + Bu,

y = Cx

e o observador
˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly

Substituindo y = Cx no observador, substituindo
u = r − Kx̂

em ambos, e definindo o vetor de estado x̃ = (x , x̂) ∈ R2n,
obtemos assim o modelo de estado da configuração
controlador-observador:

˙̃x =

[
ẋ
˙̂x

]
=

[
A −BK

LC A− BK − LC

]
︸ ︷︷ ︸

=Ã

[
x
x̂

]
︸ ︷︷ ︸

=x̃

+

[
B
B

]
︸ ︷︷ ︸

=B̃

r ,

y = [C 0]︸ ︷︷ ︸
=C̃

[
x
x̂

]
︸ ︷︷ ︸

=x̃ 81 / 364



2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Vamos agora representar o sistema controlador-observador em
novas coordenadas z = T x̃ , onde T ∈ R2n×2n é invert́ıvel. Isto
permitirá responder nossa pergunta de maneira fácil e direta.

Considere a mudança (linear) de coordenadas

z =

[
x
e

]
=

[
x

x − x̂

]
=

[
I 0
I −I

]
︸ ︷︷ ︸

=T

[
x
x̂

]
︸ ︷︷ ︸

=x̃

Note que T−1 = T . Nas novas coordenadas z = T x̃ , o modelo de
estado do sistema controlador-observador é dado por :
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

[
ẋ
ė

]
= ż = T ˙̃x = T

(
Ãx̃ + B̃r

)
= T Ã x̃︸︷︷︸

=T−1z

+T B̃r = T ÃT−1z + T B̃r

=

[
A− BK BK

0 A− LC

]
︸ ︷︷ ︸

=TÃT−1

[
x
e

]
︸ ︷︷ ︸

=z

+

[
B
0

]
︸ ︷︷ ︸

=TB̃

r ,

y = C̃ x̃ = C̃T−1z

= [C 0]︸ ︷︷ ︸
=C̃

[
x
e

]
︸ ︷︷ ︸

=z

Relembre de Álgebra Linear que como a matriz T ÃT−1 é bloco
triangular, temos que o conjunto dos autovalores de T ÃT−1 é
igual à união (com repetição) do conjunto dos autovalores de
A− BK com o conjunto dos autovalores de A− LC .
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Relembre também que os autovalores das matrizes Ã e T ÃT−1

coincidem, pois

det(λI − T ÃT−1) = det(λTT−1︸ ︷︷ ︸
=I

−T ÃT−1) = det(T (λI − A)T−1)

= det(T (λI − A)T−1) = det((λI − A) T−1T︸ ︷︷ ︸
=I

)

= det(λI − A)

Mostramos assim que os autovalores da matriz Ã do sistema
controlador-compensador são a união (com repetição) dos
autovalores das matrizes A− BK e A− LC .
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Suponha que a planta é controlável e observável. Conclúımos
então que (agora chegamos na resposta da pergunta levantada):

(a) Os autovalores da matriz Ã do sistema
controlador-compensador podem ser arbitrariamente
posicionados SPE por uma escolha independente das
matrizes de ganho K e L: K corresponde ao controlador
u = r − Kx̂ (realimentação baseada no estado estimado para
os autovalores de A− BK ) e L corresponde ao observador
˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly (para os autovalores de A− LC ).
Isto assegurará que x̃ = 0 é um ponto de equiĺıbrio
globalmente assintoticamente estável e, assim,
limt→∞ x̃(t) = limt→∞(x(t), x̂(t)) = (0, 0) para qualquer
x̃(0) = (x(0), x̂(0)) (com r = 0). Em particular,
limt→∞ x(t) = 0 (com r = 0).

85 / 364



2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

(b) O projeto das matrizes de ganho K e L para o posicionamento
dos polos da matriz Ã no SPE é realizado como se o vetor de
estado x(t) da planta pudesse ser efetivamente medido e
utilizássemos o controlador u = r − Kx na planta
(o sistema em malha-fechada seria ẋ = (A− BK )x + Br ,
y = Cx), e como se o observador ˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly
para a planta fosse independente de tal realimentação de
estado! Tal propriedade é denominada de prinćıpio da
separação.
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

(c) Para o sistema controlador-observador, relembre que[
ẋ
ė

]
=

[
A− BK BK

0 A− LC

] [
x
e

]
+

[
B
0

]
r , y = [C 0]

[
x
e

]
Assim, percebemos que a dinâmica do erro de estimação
e = x − x̂ é dada por ė = (A− LC )e, ou seja, a mesma
independe do vetor de estado x(t) e do ganho K . Suponha
que os polos de A− LC são rápidos, ou seja, estão
relativamente longe da origem (no SPE!). Assim, para t ≥ 0
suficientemente grande, tudo se passa como se e(t) = 0, ou
seja, x̂(t) = x(t) (estimação exata). Consequentemente, para
t ≥ 0 grande, percebemos que tudo se passa como se

ẋ = (A− BK )x + Br , y = Cx

o que coincide com a planta em malha-fechada com a
realimentação de estado u = r − Kx! Uma regra prática é
que os pólos dominantes de A− LC sejam de 2 a 5 vezes
mais rápidos que os polos dominantes de A− BK (SPE!) 87 / 364



2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

(d) Pode-se demonstrar que a matriz de transferência do sistema
controlador-observador é dada por

G (s) = C
(
sI − (A− BK )

)−1
B, com Y (s) = G (s)R(s)

o que coincide a matriz de transferência da planta em
malha-fechada com a realimentação de estado u = r − Kx
(veja a Seção 2.4.)! Justificativa: a matriz de transferência
pressupõe que a condição inicial do sistema
controlador-observador é nula, ou seja, x̂(0) = x(0) = 0.
Logo, e(0) = 0 e, assim, e(t) = 0, t ≥ 0. Desse modo, a
relação entre R(s) e Y (s) é determinada por (veja o Item (c)
acima)

ẋ = (A− BK )x + Br

y = Cx

88 / 364



2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Exemplo: Considere a planta SISO (m = p = 1) com n = 2
estados e

ẋ =

[
0 1

20.6 0

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
0
1

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = [1 0]︸ ︷︷ ︸
=C

x = x1

Os autovalores de A são: ±
√

20. Logo, a origem x = 0 é instável
(u = 0). Devemos então projetar um controlador que estabilize o
sistema em malha-fechada. Temos que

C = [B AB]2×2 =

[
0 1
1 0

]
⇒ posto(C) = 2 (det(C) = −1)

O =

[
C
CA

]
2×2

=

[
1 0
0 1

]
⇒ posto(O) = 2 (det(O) = 1)

Logo, o sistema é controlável e observável, e assim, podemos
posicionar arbitrariamente os polos de A− BK e A− LC no SPE
para uma escolha adequada de K e L.
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Exemplo (continuação): Note que y = x1. Suponha que a
variável de estado x2 não pode ser medida. Pelo prinćıpio da
separação, podemos projetar as matrizes de ganho K (da
realimentação do estado estimado) e L (do observador) de maneira
independente e como se pudéssemos aplicar a realimentação de
estado u = −Kx na planta. Considere que:

Os polos desejados referentes à realimentação, i.e. para a
matriz A− BK do sistema em malha-fechada com a
realimentação de estado u = −Kx , são: −1.8± j2.4
Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz
A− LC de ˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly , são: −8, −8

Uma escolha adequada é (mostraremos na Seção 2.7 os cálculos
realizados na determinação de K e L):

K = [29.6 3.6], L =

[
16

84.6

]
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2.6. Realimentação de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Exemplo (continuação): Verificação:

A− BK =

[
0 1
−9 −3.6

]
⇒ det(λI − (A− BK )) = 0⇒ λ1,2 = −1.8± j2.4

A− LC =

[
−16 1
−64 0

]
⇒ det(γI − (A− LC )) = 0⇒ γ1,2 = −8

Como o estado x2 não pode ser realimentado (medido), devemos
utilizar a configuração controlador-observador com:

Controlador: u = −Kx̂ = −29.6x̂1 − 3.6x̂2 (realimentação do
estado estimado)
Observador: ˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly

Logo, os polos da configuração controlador-observador são:
−1.8± j2.4,−8,−8 ∈ SPE. Assim, x̃ = (x , x̂) = (0, 0) é
globalmente assintoticamente estável.

Simulações: veja o arquivo
ExemploControladorObservador.mdl no Moodle
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

1. Caso SISO (m = p = 1)

• Determinação de K = [k1 . . . kn] ∈ R1×n

1 Verifique que par (A,B) é controlável (A ∈ Rn×n e B ∈ Rn×1)
2 Seja det(sI − A) = sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + a0

(polinômio caracteŕıstico de A)
3 Seja vn = B e calcule vi−1 = Avi + ai−1B ∈ Rn, i = n, . . . , 2

(vetores coluna)
4 Defina a matriz T = [v1 . . . vn] ∈ Rn×n

5 Sejam p1, . . . , pn os polos desejados para A− BK . Assim, o
polinômio caracteŕıstico de A− BK é dado por
det
(
sI − (A− BK )

)
= (s − p1) · · · (s − pn) =

sn + dn−1sn−1 + · · ·+ d1s + d0

6 Defina o vetor K = [d0 − a0 . . . dn−1 − an−1]
7 Escolha K = KT−1 ∈ R1×n. Isto garante que os polos de

A− BK são p1, . . . , pn
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Demonstração: Suponha que o par (A,B) é controlável e que o
polinômio caracteŕıstico da matriz A é dado por

det(sI − A) = sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + a0

Considere a mudança de coordenadas z = T−1x , onde T é a
matriz invert́ıvel determinada pelo algoritmo acima. Pode-se
mostrar que, nas novas coordenadas z , o sistema é descrito por
(forma canônica de controlabilidade):

ż =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1


︸ ︷︷ ︸

= A = T−1AT

z +


0
0
...
0
1


︸ ︷︷ ︸

= B = T−1B

u
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Demonstração (continuação): Logo, para

u = −Kx = −K T−1x︸ ︷︷ ︸
= z

= −Kz = −[d0 − a0 . . . dn1 − an−1]z

temos que, nas coordenadas z , o sistema em malha-fechada é
descrito por

ż =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 1
−d0 −d1 −d2 . . . −dn−1


︸ ︷︷ ︸

= A−BK

z

Como T−1(A− BK )T = A− BK , conclúımos que:

det(sI − (A− BK )) = det(sI − (A− BK ))

= sn + dn−1sn−1 + · · ·+ d1s + d0

= (s − p1) · · · (s − pn) 94 / 364



2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Obs 1: Pode-se mostrar que det(T ) = det(C). Relembre que
T−1 = Adj(T )/ det(T ). Logo, se o par (A,B) está no limiar da
controlabilidade, ou seja, det(C) ∼= 0, então os elementos da matriz
de ganho K = KT−1 poderão assumir valores relativamente
elevados, comprometendo assim a aplicação do sinal de controle
u(t) = −Kx(t) (ou u(t) = −Kx̂(t)) na planta devido às limitações
práticas do atuador.

Obs 2: Quando o par (A,B) não é controlável, pode-se mostrar
que a matriz A possui um conjunto de polos que ficam “trancados”,
no sentido de que a matriz A− BK possuirá esses mesmos polos
para qualquer escolha de K . Quando os polos da matriz A que
ficam “trancados” estão no SPE, dizemos que o par (A,B) é
estabilizável, e então podemos encontrar K de forma que todos os
polos de A− BK estejam no SPE (mas não podem ser escolhidos
arbitrariamente!). Tais resultados serão vistos na Seção 2.10.
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

1. Caso SISO (m = p = 1)

• Determinação de L = [`1 . . . `n]′ ∈ Rn×1 (por dualidade)

1 Verifique que par (A,C ) é observável (A ∈ Rn×n e C ∈ R1×n)

2 Sejam p1, . . . pn os polos desejados para A− LC

3 Seja Ã = A′ e B̃ = C ′. Assim, o par (Ã, B̃) é controlável

4 Siga o procedimento acima de modo a determinar K̃ ∈ R1×n

tal que os polos de Ã− B̃K̃ sejam p1, . . . , pn (relembre que
det(sI − A) = det(sI − A′))

5 Escolha L = K̃ ′ ∈ Rn×1. Isto garante que os polos de A− LC
são p1, . . . , pn, pois (Ã− B̃K̃ )′ = (Ã)′ − (K̃ )′(B̃)′ = A− LC
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Obs 1: Pode-se mostrar que det(L) = det(O). Relembre que
L−1 = Adj(L)/ det(L). Logo, se o par (A,C ) está no limiar da
controlabilidade, ou seja, det(O) ∼= 0, então os elementos da
matriz L poderão assumir valores relativamente elevados,
comprometendo assim a implementação do observador devido à
presença de rúıdos externos em situações práticas.

Obs 2: Quando o par (A,C ) não é observável, pode-se mostrar
que a matriz A possui um conjunto de polos que ficam “trancados”,
no sentido de que a matriz A− LC possuirá esses mesmos polos
para qualquer escolha de L. Quando os polos da matriz A que
ficam “trancados” estão no SPE, dizemos que o par (A,C ) é
detectável, e então podemos encontrar L de forma que todos os
polos de A− LC estejam no SPE (mas não podem ser escolhidos
arbitrariamente!). Tais resultados serão vistos na Seção 2.10.
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

2. Caso MIMO

• Determinação de K ∈ Rn×m

1 Verifique que par (A,B) é controlável (A ∈ Rn×n e
B ∈ Rn×m)

2 Sejam p1, . . . , pn os polos desejados para A− BK
3 Escolha quaisquer M ∈ Rm×n e N ∈ Rm×1 (vetor coluna) de

modo que o par (A− BM,BN) seja controlável
4 Sejam A1 = A− BM ∈ Rn×n e B1 = BN ∈ Rn×1. Assim, o

par (A1,B1) é controlável
5 Siga o procedimento anterior do caso SISO de modo a

determinar K1 ∈ R1×n tal que os polos de A1 − B1K1 sejam
p1, . . . , pn

6 Escolha K = M + NK1 ∈ Rm×n. Isto garante que os polos de
A− BK são p1, . . . , pn
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Obs: No Passo 3 acima, o probabilidade de escolhermos M,N de
modo que o par (A− BM,BN) seja não-controlável é igual a
zero, ou seja, a probabilidade do par (A− BM,BN) ser
controlável para um “chute aleatório” de M,N é igual a um.
Existem métodos para se determinar a matriz de ganho K no caso
MIMO que não envolvem “chutes aleatórios”. Para maiores
detalhes, veja o livro do Chen. O comando place do Matlab utiliza
um algoritmo de otimização para determinar K , com a restrição de
que a multiplicidade de cada polo não seja superior ao número m
de entradas.
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

2. Caso MIMO

• Determinação de L ∈ Rn×m (por dualidade)

1 Verifique que par (A,C ) é observável (A ∈ Rn×n e C ∈ Rm×n)

2 Sejam p1, . . . pn os polos desejados para A− LC

3 Seja Ã = A′ e B̃ = C ′ ∈ Rn×m. Assim, o par (Ã, B̃) é
controlável

4 Siga o procedimento anterior de modo a determinar
K̃ ∈ Rm×n tal que os polos de Ã− B̃K̃ sejam p1, . . . , pn

5 Escolha L = K̃ ′ ∈ Rn×m. Isto garante que os polos de A− LC
são p1, . . . , pn

100 / 364



2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Obs: Quando (A,B) é controlável e (A,C ) é observável, sabemos
que podemos posicionar arbitrariamente os polos de A− BK
(realimentação) e de A− LC (observador) no SPE para uma
escolha adequada das matrizes de ganho K e L, respectivamente.
No entanto, uma dificuldade técnica é como escolher tais polos (de
maneira geral temos vários polos a serem posicionados). Por
exemplo, os polos de A− BK , referentes à realimentação
u = −Kx , influenciam no regime transitório de x(t) (oscilação e
taxa de convergência) e também no esforço de controle
(magnitude e energia de u(t) = −Kx(t)). O método denominado
Controle Ótimo posiciona os polos de A− BK e determina a
matriz de ganho K de modo a minimizar uma certa função custo,
a qual corresponde a uma ponderação entre a energia do vetor de
estado x(t) e a energia da realimentação u(t) = −Kx(t).
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Obs (continuação): Por outro lado, os polos de A− LC ,
referentes ao observador, determinam o regime transitório do erro
de estimação e(t) = x(t)− x̂(t), mas também influenciam na
atenuação/amplificação de rúıdos externos. O Filtro de Kalman
posiciona os polos de A− LC e determina a matriz de ganho L do
observador de modo a minimizar o efeito de tais rúıdos no sistema.
Tanto Controle Ótimo quanto o Filtro de Kalman serão vistos
posteriormente no nosso curso (Lab 10 e Lab 11, respectivamente).
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 1: Considere novamente a planta SISO do exemplo da
Seção 2.6:

ẋ =

[
0 1

20.6 0

]
︸ ︷︷ ︸

=A

x +

[
0
1

]
︸ ︷︷ ︸

=B

u, y = [1 0]︸ ︷︷ ︸
=C

x = x1

Relembre que:

Os polos desejados referentes ao controlador, i.e. para a
matriz A− BK do sistema em malha-fechada com a
realimentação de estado u = −Kx , são: −1.8± j2.4

Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz
A− LC da dinâmica ė = (A− LC )e do erro, são: −8, −8

Vamos agora determinar K e L através dos procedimentos
apresentados acima.
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 1 (continuação): Começaremos calculando K :

1 Já verificamos na Seção 2.6 que o sistema é controlável
2 det(sI − A) = s2 − 20.6 = s2 + a1s + a0 (polinômio

caracteŕıstico de A)
3 Considere

v2 = B =

[
0
1

]
, v1 = Av2 + a1B = AB =

[
1
0

]
4 Considere T = [v1 v2] = I
5 Os polos desejados para A− BK são: −1.8± j2.5. Assim, o

polinômio caracteŕıstico de A− BK é dado por
det
(
sI − (A−BK )

)
= (s− (−1.8 + j2.4))(s− (−1.8− j2.4)) =

s2 + 3.6s + 9 = s2 + d1s + d0

6 Defina o vetor K = [d0 − a0 d1 − a1] = [29.6 3.6]
7 Escolha K = KT−1 = K = [29.6 3.6]
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 1 (continuação): Agora, calcularemos L:
1 Já verificamos na Seção 2.6 que o sistema é observável
2 Sejam

Ã = A′ =

[
0 20.6
1 0

]
, B̃ = C ′ =

[
1
0

]
3 det(sI − Ã) = det(sI − A) = s2 − 20.6 = s2 + a1s + a0

4 Considere

v2 = B̃ =

[
1
0

]
, v1 = Ãv2 + a1B̃ = ÃB̃ =

[
1
0

]
5 Considere T = [v1 v2] = I
6 Os polos desejados para A− LC são: −8, −8. Assim, o

polinômio caracteŕıstico de Ã− B̃K̃ é dado por
det
(
sI − (Ã− B̃K̃ )

)
= (s − (−8))(s − (−8)) =

s2 + 16s + 64 = s2 + d1s + d0

7 Defina o vetor K = [d0 − a0 d1 − a1] = [84.6 16]
8 Calcule K̃ = KT−1 = K = [84.6 16], e então escolha

L = K̃ ′ = [84.6 16]′
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 1 (continuação): Verificação:

A− BK =

[
0 1
−9 −3.6

]
⇒ det(λI − (A− BK )) = 0⇒ λ1,2 = −1.8± j2.4

A− LC =

[
−16 1
−64 0

]
⇒ det(γI − (A− LC )) = 0⇒ γ1,2 = −8
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 2: Considere que

A =

[
0 1

−5
√

2 −1

]
, B =

[
0

10

]
, C = [1 0]

Temos que

C = [B AB]2×2 =

[
0 −10

10 −10

]
⇒ posto(C) = 2 (det(C) = 100)

O =

[
C
CA

]
2×2

=

[
1 0
0 −1

]
⇒ posto(O) = 2 (det(O) = −1)

Logo, (A,B) é controlável e (A,C ) é observável. Considere que os
polos desejados para A− BK são {−4,−4}, e que os polos
desejados para A− LC são {−12,−12}.
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 2 (continuação): Começaremos calculando K :

1 Já verificamos que (A,B) é controlável
2 det(sI − A) = s2 + s + 5

√
2 = s2 + a1s + a0 (polinômio

caracteŕıstico de A)
3 Considere

v2 = B =

[
0

10

]
, v1 = Av2 + a1B = AB + B =

[
10

0

]
4 Considere T = [v1 v2] =

[
10 0
0 10

]
5 Os polos desejados para A− BK são: −4, −4. Assim, o

polinômio caracteŕıstico de A− BK é dado por
det
(
sI−(A−BK )

)
= (s+4)(s+4) = s2+8s+16 = s2+d1s+d0

6 Defina o vetor K = [d0 − a0 d1 − a1] = [16− 5
√

2 7]
7 Escolha K = KT−1 = [0.8929 0.7]
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 2 (continuação): Agora, calcularemos L:

1 Já verificamos que (A,C ) é observável

2 Sejam

Ã = A′ =

[
0 −5

√
2

1 −1

]
, B̃ = C ′ =

[
1
0

]
3 det(sI − Ã) = det(sI − A) = s2 + s + 5

√
2 = s2 + a1s + a0

4 Considere

v2 = B̃ =

[
1
0

]
, v1 = Ãv2 + a1B̃ = ÃB̃ + B̃ =

[
1
1

]
5 Considere

T = [v1 v2] =

[
1 1
1 0

]
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 2 (continuação):

6 Os polos desejados para A− LC são: −12, −12. Assim, o
polinômio caracteŕıstico de Ã− B̃K̃ é dado por
det
(
sI − (Ã− B̃K̃ )

)
= (s + 12)(s + 12) = s2 + 24s + 144 =

s2 + d1s + d0

7 Defina o vetor K = [d0 − a0 d1 − a1] = [144− 5
√

2 23]
8 Calcule K̃ = KT−1 = [23 113.9289], e então escolha

L = K̃ ′ =

[
23

113.9289

]
Verificação:

A− BK =

[
0 1

−16 −8

]
⇒ det(λI − (A− BK )) = 0⇒ λ1,2 = −4

A− LC =

[
−23 1
−121 −1

]
⇒ det(γI − (A− LC )) = 0⇒ γ1,2 = −12
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3: Considere o pêndulo invertido linear abordado no
Lab 4, em que:

A =


0 1 0 0
0 0 −4.905 0
0 0 0 1
0 0 14.715 0

 , B =


0
1
0
−1

 , C = [1 0 0 0]

Temos que

C = [B AB A2B A3B]4×4 =


0 1 0 4.905
1 0 4.905 0
0 −1 0 −14.715
−1 0 −14.715 0


⇒ posto(C) = 4 (det(C) = 96.236)
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação):

O =


C
CA
CA2

CA3


4×4

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −4.905 0
0 0 0 −4.905


⇒ posto(O) = 4 (det(O) = 24.059)

Logo, (A,B) é controlável e (A,C ) é observável. Considere que os
polos desejados para A− BK são {−2,−2,−2,−2} (ts ∼= 3.0s), e
que os polos desejados para A− LC são {−4,−4,−4,−4}.
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação): Começaremos calculando K :

1 Já verificamos que (A,B) é controlável
2 det(sI − A) = s4 − 14.715s2 = s4 + a3s3 + a2s2 + a1s + a0

(polinômio caracteŕıstico de A)
3 Considere

v4 = B =


0
1
0
−1

 , v3 = Av4 + a3B = AB =


1
0
−1

0



v2 = Av3 + a2B = Av3 − 14.715B =


0

−9.81
0
0



v1 = Av2 + a1B = Av2 =


−9.81

0
0
0
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação):
4 Considere

T = [v1 v2 v3 v4] =


−9.81 0 1 0

0 −9.81 0 1
0 0 −1 0
0 0 0 −1


5 Os polos desejados para A− BK são: −2, −2, −2, −2.

Assim, o polinômio caracteŕıstico de A− BK é dado por
det
(
sI − (A− BK )

)
= (s + 2)4 =

s4 + 8s3 + 24s2 + 32s + 16 = s4 + d3s3 + d2s2 + d1s + d0

6 Defina o vetor

K = [d0− a0 d1− a1 d2− a2 d3− a3] = [16 32 38.715 8]

7 Escolha

K = KT−1 = [−1.630989 −3.261978 −40.345989 −11.261978]
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação): Agora, calcularemos L:

1 Já verificamos que (A,C ) é observável

2 Sejam

Ã = A′ =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 −4.905 0 14.715
0 0 1 0

 , B̃ = C ′ =


1
0
0
0


3 det(sI − Ã) = det(sI − A) = s4 − 14.715s2 =

s4 + a3s3 + a2s2 + a1s + a0
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação):

4 Considere

v4 = B̃ =


1
0
0
0

 , v3 = Ãv4 + a3B̃ = ÃB̃ =


0
1
0
0



v2 = Ãv3 + a2B̃ = Ãv3 − 14.715B̃ =


−14.715

0
−4.905

0



v1 = Ãv2 + a1B̃ = Ãv2 =


0

−14.715
0

−4.905
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2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação):

5 Considere

T = [v1 v2 v3 v4] =


1 0 −14.715 0
0 1 0 −14.715
0 0 −4.905 0
0 0 0 −4.905


6 Os polos desejados para A− LC são: −4, −4, −4, −4.

Assim, o polinômio caracteŕıstico de Ã− B̃K̃ é dado por
det
(
sI − (Ã− B̃K̃ )

)
= (s + 4)4 =

s4 + 16s3 + 96s2 + 256s + 256 = s4 + d3s3 + d2s2 + d1s + d0

7 Defina o vetor

K = [d0−a0 d1−a1 d2−a2 d1−a1] = [256 256 110.715 16]

117 / 364



2.7. Determinação das Matrizes de Ganho K e L para
Imposição de Polos

Exemplo 3 (continuação):

8 Calcule K̃ = KT−1, e então escolha

L = K̃ ′ =


16.000000

110.715000
−100.191641
−384.336641


Verificação:

A− BK ⇒ det(λI − (A− BK )) = 0⇒ λ1,2,3,4
∼= −2

A− LC ⇒ det(γI − (A− LC )) = 0⇒ γ1,2,3,4
∼= −4
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2.8. Rastreamento de Referência e Rejeição de Perturbação

Veja o Lab 5.

119 / 364



2.9. Rastreamento de Referência e Rejeição de
Perturbação com Observador de Estado

Veja o Lab 6.
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2.10. Decomposição Canônica
Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e
p sáıdas) da forma:

ẋ = Ax + Bu
y = Cx

(1)

Veremos nesta seção condições para estabilizarmos a origem via
realimentação de estado ou via estrutura controlador-observador
caso o sistema seja não-controlável ou não-observável.

Suponha que T é uma matriz invert́ıvel (det(T ) 6= 0), ou seja, T
corresponde a uma mudança de coordenadas. Então, nas novas
coordenadas z = Tx , temos que o sistema acima é descrito por:

ż = T ẋ = T (Ax + Bu) = TAx + TBu = TA T−1z︸ ︷︷ ︸
=x

+TBu

y = CT−1z

ou seja,
ż = Az + Bu = TAT−1︸ ︷︷ ︸

=A

z + TB︸︷︷︸
=B

u

y = Cz = CT−1︸ ︷︷ ︸
=C

z
(2)
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2.10. Decomposição Canônica

Já mostramos anteriormente que det(sI − A) = det(sI − A), ou
seja, as matrizes A e A possuem os mesmos polinômios
caracteŕısticos. Sejam C, O e G (s) a matriz de controlabilidade, a
matriz de observabilidade e a matriz de transferência do modelo de
estado (1), respectivamente. Do mesmo modo, sejam C, O e G (s)
a matriz de controlabilidade, a matriz de observabilidade e a matriz
de transferência do modelo de estado (2), respectivamente. Temos
então que:

C = TC e O = OT−1. Em particular, posto(C) = posto(C) e
posto(O) = posto(O) (pois T é invert́ıvel).

G (s) = C (sI − A)−1B = CT−1(sTT−1 − TAT−1)−1TB =
CT−1(T (sI − A)T−1)−1TB = CT−1T (sI − A)−1T−1TB =
C (sI − A)−1B = G (s)

Conclúımos assim que: controlabilidade, observabilidade, matriz de
transferência, polos e estabilidade (interna e externa), são aspectos
geométricos de um sistema, ou seja, independem das coordenadas
em que representamos o sistema.
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2.10. Decomposição Canônica

Teorema 1 (Decomposição Canônica nas Partes Controlável
e Não-Controlável): Considere que (1) é não-controlável com
posto(C) = nc < n. Então, existe uma matriz invert́ıvel T tal que,
nas novas coordenadas (zc , zc̄) = z = Tx , o sistema (1) é descrito
por

ż =

[
żc
żc̄

]
=

[
Ac A12

0 Ac̄

]
︸ ︷︷ ︸

=A=TAT−1

[
zc
zc̄

]
︸ ︷︷ ︸

=z

+

[
Bc

0

]
︸ ︷︷ ︸
=B=TB

u (3)

y = [C c C c̄ ]︸ ︷︷ ︸
=C=CT−1

[
zc
zc̄

]

onde zc ∈ Rnc , Ac ∈ Rnc×nc , zc̄ ∈ Rn−nc , Ac̄ ∈ Rn−nc×n−nc .
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2.10. Decomposição Canônica
Teorema 1 (Decomposição Canônica nas Partes Controlável
e Não-Controlável (continuação)): Além disso, o subsistema de
ordem nc

żc = Aczc + Bcu
yc = C czc

(4)

é controlável e possui a mesma matriz de transferência que (1), ou
seja,

G (s) = C (sI − A)−1B = C c(sI − Ac)−1Bc

A matriz invert́ıvel T pode ser determinada da seguinte maneira:

T−1 = V = [V1 · · · Vnc · · · Vn]

onde V1, . . . ,Vnc são quaisquer nc colunas linearmente
independentes da matriz de controlabilidade C, e as n − nc colunas
restantes Vnc+1, . . . ,Vn são escolhidas de maneira que
det(T−1) 6= 0 (relembre de Álgebra Linear que sempre podemos
escolher tais n − nc colunas Vnc+1, . . . ,Vn dentre as n colunas da
base canônica de Rn).
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2.10. Decomposição Canônica
A mudança de coordenadas (zc , zc̄) = z = Tx ∈ Rn decompõe o
espaço vetorial Rn em dois subespaços (soma direta): um
controlável (pois o subsistema (4) é controlável) e outro
não-controlável (pois vemos em (3) que a entrada u não afeta zc̄
diretamente nem indiretamente via zc). Como o subsistema (4) é
controlável, podemos sempre encontrar uma entrada u(t) ∈ Rm,
0 ≤ t ≤ Tf , de modo a transferir o subsistema (4) do estado inicial
zc(0) ∈ Rnc ao estado final desejado zc(Tf ) ∈ Rnc em
t = Tf <∞. Consequentemente, essa mesma entrada transferirá
(3) do estado inicial z(0) = (zc(0), 0) ao estado final
z(Tf ) = (zc(Tf ), 0) em t = Tf <∞, já que teremos (note que
żc̄ = Ac̄zc̄ em (3)):

zc̄(t) = eAc̄ t zc̄(0)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Logo, o subespaço controlável tem dimensão nc e consiste dos
vetores da forma (zc , 0) ∈ Rn. Por simplicidade, dizemos que zc é
o estado controlável (nas coordenadas z).
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2.10. Decomposição Canônica
Por outro lado, nenhuma entrada u(t) ∈ Rn é capaz de afetar a
componente zc̄ ∈ Rn−nc em (3): como żc̄ = Ac̄zc̄ , temos que

zc̄(t) = eAc̄ tzc̄(0). Desse modo, o subespaço não-controlável
tem dimensão n − nc e consiste dos vetores da forma (0, zc̄), no
sentido de que não existe nenhuma entrada u(t) ∈ Rm,
0 ≤ t ≤ Tf , capaz de transferir (3) de um determinado estado
inicial (0, zc̄(0)) a um dado estado final desejado (0, zc̄(Tf )) em
t = Tf <∞. Por simplicidade, dizemos que zc̄ é o estado
não-controlável.

Por fim, ressaltamos que a matriz de transferência de (1) só
depende do subsistema controlável de ordem reduzida (4):
G (s) = C (sI − A)−1B = C c(sI − Ac)−1Bc .

Obs 1: No Matlab, o comando ctrbf determina uma matriz
invert́ıvel T de modo que (zc̄ , zc) = z = Tx com

ż =

[
żc̄
żc

]
=

[
Ac̄ 0
A21 Ac

] [
zc̄
zc

]
+

[
0

Bc

]
u, y = [C c̄ C c ]

[
zc̄
zc

]
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2.10. Decomposição Canônica

Obs 2: Como A = TAT−1 em (3) é uma matriz bloco triangular
superior, conclúımos que os polos da matriz A em (1) são dados
pela união (com repetição) do polos de Ac (parte controlável) com
os polos de Ac̄ (parte não-controlável).

Obs 3: Considere que aplicamos no sistema (1) uma
realimentação de estado da forma:

u = −Kx

Temos o sistema em malha-fechada:

ẋ = (A− BK )x

Suponha que (1) é não-controlável. Mostraremos agora que os
polos da matriz Ac̄ (parte não-controlável) ficam trancados no
plano complexo em relação a realimentações de estado da forma
u = −Kx , no sentido de que a matriz A− BK possuirá esses
mesmos polos para qualquer escolha da matriz de ganho K .

127 / 364



2.10. Decomposição Canônica

Obs 3 (continuação): Pelo teorema acima, temos que existe uma
matriz invert́ıvel T tal que, nas novas coordenadas
(zc , zc̄) = z = Tx , o sistema (1) é descrito por

ż =

[
żc
żc̄

]
=

[
Ac A12

0 Ac̄

] [
zc
zc̄

]
+

[
Bc

0

]
u

Nas novas coordenadas z = Tx , a realimentação é descrita por

u = −Kx = −K T−1z︸ ︷︷ ︸
=x

= −KT−1︸ ︷︷ ︸
=K

z = −Kz = −[K c K c̄ ]

[
zc
zc̄

]
e o sistema em malha-fechada por

ż =

[
żc
żc̄

]
=

[
Ac A12

0 Ac̄

] [
zc
zc̄

]
−
[

Bc

0

]
[K c K c̄ ]

[
zc
zc̄

]
=

[
Ac − BcK c A12 − BcK c̄

0 Ac̄

] [
zc
zc̄

]
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2.10. Decomposição Canônica

Obs 3 (continuação): Logo, os polos de A− BK do sistema em
malha-fechada

ẋ = (A− BK )x

são dados pela união (com repetição) dos polos de Ac − BcK c

(subsistema controlável em malha-fechada com o ganho K c) com
os polos de Ac̄ (parte não-controlável de malha-aberta).
Conclúımos então que os polos de Ac̄ não podem ser deslocados no
plano complexo pela realimentação de estado u = −Kx , ou seja, os
mesmos estão trancados. Por outro lado, os polos de Ac − BcK c

podem ser arbitrariamente posicionados no SPE pela escolha
adequada do ganho K c , pois o par (Ac ,Bc) é controlável
(subsistema controlável). Essa discussão motiva a seguinte
definição:
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2.10. Decomposição Canônica

Definição: Dizemos que o sistema (1) é estabilizável (ou que o
par (A,B) é estabilizável) quando os pólos de A− BK
(malha-fechada) podem ao menos ser estabilizados, ou seja,
posicionados em algum lugar do SPE, por uma escolha adequada
da matriz de ganho K na realimentação de estado u = −Kx .

É imediato que:

Proposição 1: Todo sistema controlável é estabilizável.

E, pela Obs 3 acima, obtemos os dois próximos resultados:

Proposição 2: Suponha que o sistema (1) é não-controlável.
Então, (1) é estabilizável se e somente se os polos da parte
não-controlável Ac̄ em (3) estão no SPE.
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2.10. Decomposição Canônica

Proposição 3: Suponha que o sistema (1) é não-controlável mas
estabilizável. Então, para estabilizarmos os polos de A−BK , basta
aplicarmos a seguinte realimentação de estado

u = −

=K︷ ︸︸ ︷
[K c 0] T︸ ︷︷ ︸

=K

x = −Kx

onde a matriz invert́ıvel T é como no Teorema 1 acima e K c é
escolhido de modo que os polos de Ac − BcK c (subsistema
controlável em malha-fechada com ganho K c) estejam no SPE.
Com isso, os polos de A− BK estão no SPE e são dados pela
união (com repetição) dos polos de Ac − BcK c com os polos de
Ac̄ (os quais podem ser relativamente lentos, e não podem ser
deslocados pelo ganho K da realimentação!). Note que:
u = −[K c 0]Tx = −K c [I 0]Tx = −K c [I 0]z = −K czc .
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2.10. Decomposição Canônica

Exemplo 1: Considere o sistema

ẋ =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A

x +


0
1
1
1


︸ ︷︷ ︸

=B

u

y = [1 0 0 0]︸ ︷︷ ︸
=C

x

Tal sistema é não-controlável, pois

C = [B AB A2B A3B] =


0 1 4 12
1 2 4 8
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1

⇒ det(C) = 0, posto(C) = 3

Logo, nc = 3 < n = 4.
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2.10. Decomposição Canônica
Exemplo 1 (continuação): As primeiras 3 colunas V1,V2,V3 de
C são linearmente independentes. Escolhendo-se V4 = [0 0 1 0]′,
temos que

T−1 = [V1 V2 V3 V4] =


0 1 4 0
1 2 4 0
1 −1 1 1
1 −1 1 0

 , com det(T−1) = 9 6= 0

Pelo Teorema 1 acima, temos que a decomposição canônica nas
partes controlável e não-controlável do sistema é dada por:

A = TAT−1 =

[
Ac A12

0 Ac̄

]
=


0 0 −4 0
1 0 0 0
0 1 3 0
0 0 0 −1



B = TB =

[
Bc

0

]
=


1
0
0
0

 , C = CT−1 = [C c C c̄ ] = [0 1 4 0]
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2.10. Decomposição Canônica

Exemplo 1 (continuação): Como Ac̄ = −1 ∈ SPE, conclúımos
que o sistema é estabilizável pela Proposição 2 anterior. Sabemos
que (Ac ,Bc) é controlável, onde

Ac =

 0 0 −4
1 0 0
0 1 3

 , Bc =

 1
0
0


Para posicionarmos os polos de Ac − BcK c em {−2,−3,−4},
encontramos que K c = [12 62 25.6]. Portanto, pela
Proposição 3, a realimentação de estado

u = −[K c 0]Tx = −[12 62 206 0]Tx =

= − [40.0000 11.3333 0 0.6666]︸ ︷︷ ︸
=K

x = −Kx

estabiliza A− BK com os polos em {−1,−2,−3,−4} (união dos
polos de Ac − BcK c com o polo de Ac̄).
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2.10. Decomposição Canônica

Exemplo 1 (continuação): Verificação:

A− BK =


2 1 0 0

−40 −9.33 0 −0.67
−40 −11.33 −1 −0.67
−40 −9.33 0 −1.67


⇒ det(sI − (A− BK )) = s4 + 10s3 + 35s2 + 50s + 24 = 0

⇒ s = −1, −2, −3, −4
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2.10. Decomposição Canônica
Teorema 2 (Decomposição Canônica nas Partes Observável e
Não-Observável): Considere que (1) é não-observável com
posto(O) = no < n. Então, existe uma matriz invert́ıvel T tal que,
nas novas coordenadas (zo , zō) = z = Tx , (1) é descrito por

ż =

[
żo
żō

]
=

[
Ao 0
A21 Aō

]
︸ ︷︷ ︸

=A=TAT−1

[
zo
zō

]
︸ ︷︷ ︸

=z

+

[
Bo

B ō

]
︸ ︷︷ ︸
=B=TB

u (5)

y = [C o 0]︸ ︷︷ ︸
=C=CT−1

[
zo
zō

]

onde zo ∈ Rno , Ao ∈ Rno×no , zō ∈ Rn−no , Ac̄ ∈ Rn−no×n−no . Além
disso, o subsistema de ordem no

żo = Aozo + Bou
y = C ozo

(6)

é observável e possui a mesma matriz de transferência que (1), ou
seja, G (s) = C (sI − A)−1B = C o(sI − Ao)−1Bo .
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Teorema 2 (Decomposição Canônica nas Partes Observável e
Não-Observável (continuação)): A matriz invert́ıvel T pode ser
determinada da seguinte maneira:

T =


T1
...

Tno
...

Tn


onde T1, . . . ,Tno são quaisquer no linhas linearmente
independentes da matriz de observabilidade O, e as n − no linhas
restantes Tno+1, . . . ,Tn são escolhidas de maneira que det(T ) 6= 0
(relembre de Álgebra Linear que sempre podemos escolher as n−no
linhas Tno+1, . . . ,Tn dentre as n linhas da base canônica de Rn).
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A mudança de coordenadas (zc , zc̄) = z = Tx ∈ Rn decompõe o
espaço vetorial Rn em dois subespaços (soma direta): um
observável (pois o subsistema (6) é observável) e outro
não-observável (pois vemos em (5) que zō não afeta a sáıda y
diretamente nem indiretamente via zo). Como o subsistema (6) é
observável, podemos sempre determinar sua condição inicial
(desconhecida) zo(0) ∈ Rno ao conhecermos qualquer entrada
aplicada u(t) ∈ Rm e a sáıda correspondente y(t) ∈ Rp,
0 ≤ t ≤ Tf <∞. Como as equações de ż0 e y em (5) são
idênticas a (6), conclúımos então que a componente inicial
(desconhecida) zo(0) ∈ Rno de toda condição inicial de (5) da
forma z(0) = (zo(0), 0) ∈ Rn pode ser determinada ao
conhecermos qualquer entrada aplicada u(t) ∈ Rm e a sáıda
correspondente y(t) ∈ Rp, 0 ≤ t ≤ Tf <∞. Logo, o subespaço
observável tem dimensão no e consiste dos vetores da forma
(zo , 0) ∈ Rn. Por simplicidade, dizemos que zo é o estado
obserável (nas coordenadas z).

138 / 364



2.10. Decomposição Canônica
Por outro lado, suponha que a condição inicial em (5) é da forma
z(0) = (0, zō(0)) ∈ Rn e a entrada aplicada u(t) = 0 é
identicamente nula. Então, temos que a sáıda correspondente
y(t) = 0 também é identicamente nula também e, assim, não há
como determinarmos a componente inicial (desconhecida)
zō(0) ∈ Rn−no a partir de u = 0 e y = 0. De fato, para
z(0) = (0, zō(0)) e u(t) = 0, obtemos de (5) que

ż =

[
żo
żō

]
=

[
Ao 0
A21 Aō

] [
zo
zō

]
︸ ︷︷ ︸

=z

y = C ozo

Logo, żo = Aozo , ou seja,

zo(t) = eAot zo(0)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Consequentemente, y(t) = C ozo(t) = 0.
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Portanto, o subespaço não-observável tem dimensão n − n0 e
consiste dos vetores da forma (0, zō), no sentido de que existe ao
menos uma entrada u(t) em que não é posśıvel determinarmos a
componente inicial (desconhecida) zō(0) ∈ Rn−n0 da condição
inicial z(0) = (0, zō(0)) ∈ Rn de (5) a partir do conhecimento de
u(t) e da sáıda correspondente y(t). Por simplicidade, dizemos
que zō é o estado não-observável.

Por fim, ressaltamos que a matriz de transferência de (1) só
depende do subsistema observável de ordem reduzida (6):
G (s) = C (sI − A)−1B = C o(sI − Ao)−1Bo .

Obs 4: No Matlab, o comando obsvf determina uma matriz
invert́ıvel T de modo que (zō , zo) = z = Tx com

ż =

[
żō
żo

]
=

[
Aō A12

0 Ao

] [
zō
zo

]
+

[
B ō

Bo

]
u, y = [0 C o ]

[
zō
zo

]
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Obs 5: Como A = TAT−1 em (5) é uma matriz bloco triangular
inferior, conclúımos que os polos da matriz A em (1) são dados
pela união (com repetição) do polos de Ao (parte observável) com
os polos de Aō (parte não-observável).

Obs 6: Considere que utilizamos no sistema (1) um observador de
estado da forma:

˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly

Temos então a seguinte dinâmica para o erro de estimação
e = x − x̂ :

ė = (A− LC )e

Suponha que (1) é não-observável. Mostraremos agora que os
polos da matriz Aō (parte não-observável) ficam trancados no
plano complexo em relação a observadores de estado da forma
˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly , no sentido de que a matriz A− LC
possuirá esses mesmos polos para qualquer escolha da matriz de
ganho L.
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Obs 6 (continuação): Pelo teorema anterior, temos que existe
uma matriz invert́ıvel T tal que, nas novas coordenadas
(zo , zō) = z = Tx , o sistema (1) é descrito por

ż =

[
żo
żō

]
=

[
Ao 0
A21 Aō

]
︸ ︷︷ ︸

=A=TAT−1

[
zo
zō

]
+

[
Bo

B ō

]
︸ ︷︷ ︸
B=TB

u

y = [C o 0]︸ ︷︷ ︸
C=CT−1

[
zo
zō

]

Nas novas coordenadas (ξo , ξō) = ξ = Te, a dinâmica do erro de
estimação é descrita por

ξ̇ = T ė = T (A− LC )e︸ ︷︷ ︸
=ė

= T (A− LC ) T−1ξ︸ ︷︷ ︸
=e

= (TAT−1︸ ︷︷ ︸
=A

− TL︸︷︷︸
=L

CT−1︸ ︷︷ ︸
=C

)ξ

= (A− LC )ξ =

(
A−

[
Lo

Lō

]
C

)
ξ
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Obs 6 (continuação): Assim,

ξ̇ =

[
ξ̇o
ξ̇ō

]
=

([
Ao 0
A21 Aō

]
−
[

Lo

Lō

]
[C o 0]

)[
ξo
ξō

]
=

[
Ao − LoC o 0
A21 − LōC ō Aō

] [
ξo
ξō

]
Logo, os polos de A− LC da dinâmica do erro de estimação

ė = (A− LC )e

são dados pela união (com repetição) dos polos de Ao − LoC o

(subsistema observável com ganho Lo) com os polos de Aō (parte
não-observável de malha-aberta). Conclúımos então que os polos
de Aō não podem ser deslocados no plano complexo pelo ganho L
do observador ˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly , ou seja, os mesmos
estão trancados. Por outro lado, os polos de Ao − LoC o podem ser
arbitrariamente posicionados no SPE pela escolha adequada do
ganho Lo , pois o par (Ao ,C o) é observável (subsistema
observável). Essa discussão motiva a seguinte definição:
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Definição: Dizemos que o sistema (1) é detectável (ou que o par
(A,C ) é detectável) quando os pólos de A− LC (dinâmica do
erro de estimação) podem ao menos ser estabilizados, ou seja,
posicionados em algum lugar do SPE, por uma escolha adequada
da matriz de ganho L do observador de estado
˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly .

É imediato que:

Proposição 4: Todo sistema observável é detectável.

E, pela Obs 6 anterior, obtemos os dois próximos resultados:

Proposição 5: Suponha que o sistema (1) é não-observável.
Então, (1) é detectável se e somente se os polos da parte
não-observável Aō em (5) estão no SPE.

144 / 364



2.10. Decomposição Canônica
Proposição 6: Suponha que o sistema (1) é não-observável mas
detectável. Então, para estabilizarmos os polos de A− LC , basta
escolhermos a matriz de ganho L do observador de estado
˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly da seguinte maneira:

L = T−1

[
Lo

0

]
︸ ︷︷ ︸

=L

onde a matriz invert́ıvel T é como no teorema anterior e Lc é
escolhido de modo que os polos de Ao − LoC o (subsistema
observável com ganho Lo) estejam no SPE. Com isso, os polos de
A− LC estão no SPE e são dados pela união (com repetição) dos
polos de Ao − LoC o com os polos de Aō (os quais podem ser
relativamente lentos, e não podem ser deslocados pelo ganho L do
observador!). Note que: para (ẑo , ẑō) = ẑ = T x̂ , temos

˙̂zo = [I 0] ˙̂z = [I 0]T ˙̂x = (Ao − LoC o)ẑo + Bou + Loy
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Exemplo 2: Considere novamente o sistema do Exemplo 1 acima:

ẋ =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

=A

x +


0
1
1
1


︸ ︷︷ ︸

=B

u

y = [1 0 0 0]︸ ︷︷ ︸
=C

x

Tal sistema é não-observável, pois

O =


C

CA
CA2

CA3

 =


1 0 0 0
2 1 0 0
4 4 0 0
8 12 0 0

⇒ det(O) = 0, posto(O) = 2

Logo, no = 2 < n = 4.
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Exemplo 2 (continuação): As primeiras 2 linhas T1,T2 de O são
linearmente independentes. Escolhendo-se
T3 = [0 0 1 0],T4 = [0 0 0 1], temos que

T =


T1

T2

T3

T4

 =


1 0 0 0
2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , com det(T ) = 0.11 6= 0

Pelo Teorema 2 acima, temos que a decomposição canônica nas
partes observável e não-observável do sistema é dada por:

A = TAT−1 =

[
Ao 0
A21 Aō

]
=


0 1 0 0
−4 4 0 0

0 0 −1 0
0 0 0 −1



B = TB = B =

[
Bo

B ō

]
=


0
1
1
1

 , C = CT−1 = C = [C 0 0] = [1 0 0 0]
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Exemplo 2 (continuação): Como

Aō =

[
−1 0

0 −1

]
⇒ polo duplo em s = −1

conclúımos que o sistema é detectável pela Proposição 5 anterior.
Sabemos que (Ao ,C o) é observável, onde

Ao =

[
0 1
−4 4

]
, C o = [1 0]

Para posicionarmos os polos de Ao − LoC o em {−6,−9},
encontramos que Lo = [19 126]′. Portanto, pela Proposição 6, o
observador de estado ˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly com

L = T−1

[
Lo

0

]
︸ ︷︷ ︸

=L

= T−1


19

126
0
0

 =


19
88
0
0


estabiliza a matriz A− LC de ė = (A− LC )e, onde e = x − x̂ é o
erro de estimação, com os polos em {−1,−1,−6,−9} (união dos
polos de Ao − LoC o com os polos de Aō). 148 / 364
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Exemplo 2 (continuação): Verificação:

A− LC =


−17 1 0 0
−88 2 0 0

0 0 −1 0
0 0 0 −1


⇒ det(sI − (A− LC )) = s4 + 17s3 + 85s2 + 123s + 54 = 0

⇒ s = −1, −1, −6, −9

Conclúımos então pelo prinćıpio da separação que a estrutura
controlador-observador com

˙̂x = (A− LC )x̂ + Bu + Ly

u = −Kx̂

torna a origem do sistema em malha-fechada globalmente
assintoticamente estável com os polos em
{−1, −1, −1, −2, −3, −4, −6, −9}, onde (veja o Exemplo 1
acima):

K = [40.0000 11.3333 0 0.6666], L = [19 88 0 0]′
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Obs 7: Pelo o que vimos até o momento nesta seção, conclúımos
que todos os resultados apresentados nas seções anteriores do
presente caṕıtulo permanecem válidos ao substituirmos a hipótese
de controlabilidade (par (A,B) é controlável) por
estabilizibilidade (par (A,B) é estabilizável), e a hipótese de
observabilidade (par (A,C ) é observável) por detectabilidade
(par (A,C ) é detectável).
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Teorema 3 (Decomposição Canônica de Kalman): Considere
que o sistema (1) é não-controlável e/ou não-observável. Então,
existe uma matriz invert́ıvel T tal que, nas novas coordenadas
(zco , zcō︸ ︷︷ ︸

=zc

, zc̄o , zc̄ ō︸ ︷︷ ︸
=zc̄

) = (zc , zc̄) = z = Tx , (1) é descrito por

ż =

[
żc
żc̄

]
=

[
Ac A12

0 Ac̄

]
︸ ︷︷ ︸

=A=TAT−1

[
zc
zc̄

]
︸ ︷︷ ︸

=z

+

[
Bc

0

]
︸ ︷︷ ︸
=B=TB

u

=


żco
żcō
żc̄o
żc̄ ō

 =


Aco 0 A13 0
A21 Acō A23 A24

0 0 Ac̄o 0
0 0 A43 Ac̄ ō




zco
zcō
zc̄o
zc̄ ō

+


Bco

Bcō

0
0

 u

y = [C c C c̄ ]︸ ︷︷ ︸
=C=CT−1

[
zc
zc̄

]
= [C co 0 C c̄o 0]


zco
zcō
zc̄o
zc̄ ō
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Teorema 3 (Decomposição Canônica de Kalman
(continuação):
onde o estado zco é controlável e observável, zcō é controlável e
não-observável, zc̄o é não-controlável e observável, e zc̄ ō é
não-controlável e não-observável. Além disso, o subsistema de
ordem reduzida

żco = Acozco + Bcou
yco = C cozco

(7)

é controlável e observável, e possui a mesma matriz de
transferência que (1), ou seja,

G (s) = C (sI − A)−1B = C co(sI − Aco)−1Bco
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Prova: Primeiramente, utilizamos o Teorema 1 acima no sistema
(1), subdividindo o sistema nas partes controlável e
não-controlável. Em seguida aplicamos, tanto na parte controlável
quanto na parte não-controlável resultantes, o Teorema 2 anterior.
Isto significa que subdividimos cada uma das partes controlável e
não-controlável nas partes observável e não-observável.
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Figura: Decomposição Canônica de Kalman.

Ressaltamos que os polos de A são dados pela união (com
repetição) dos polos de Aco , Acō , Ac̄o , Ac̄ ō . A decomposição
canônica de Kalman é ilustrada na Figura acima, em que
percebemos que apenas a dinâmica do estado controlável e
observável zco está conectada tanto à entrada quanto à sáıda do
sistema. Isto ilustra o fato da matriz de transferência G (s) do
sistema só depender do subsistema controlável e observável (7):

G (s) = C (sI − A)−1B = C co(sI − Aco)−1Bco
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Conclúımos assim que: a descrição de um sistema através da
matriz de transferência G (s) não capta toda a descrição
fornecida pelo modelo de estado (1)! A matriz de
transferência G (s) capta apenas a relação entrada-sáıda do
subsistema controlável e observável (e para condição inicial
x(0) = 0 nula)! Por exemplo, se algum polo da parte
não-controlável Ac̄ estiver no SPD (i.e. o sistema (1) não é
estabilizável), então alguma variável de estado do sistema (1)
poderá explodir com o tempo (dependendo da condição inicial),
mas tal comportamento não tem como ser captado pela matriz de
transferência G (s) = C co(sI − Aco)−1Bco .

Obs 8: No Matlab, o comando minreal determina uma matriz
invert́ıvel T que coloca o sistema (1), nas novas coordenadas
z = Tx , na forma canônica de Kalman.
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2.11. Realização de Matrizes de Transferência
Definição: Dizemos que uma matriz de transferência
G (s) = (Gij(s)) é estritamente própria quando cada componente
Gij(s) = Nij(s)/Dij(s) é racional com grau(Dij(s)) < grau(Nij(s)),
onde Nij(s) e Dij(s) são polinômios em s.

Definição: Seja G (s) uma matriz de transferência estritamente
própria. Dizemos que G (s) é realizável quando existe um sistema
linear da forma

ẋ = Ax + Bu
y = Cx

em que sua matriz de transferência correspondente coincide com
G (s), ou seja, temos que G (s) = C (sI − A)−1B. Neste caso,
dizemos que tal sistema é uma realização de G (s). Por
simplicidade, denotaremos tal sistema por (A,B,C ) e diremos que
(A,B,C ) é uma realização de G (s). Dizemos que um sistema da
forma acima é uma realização minimal de G (s) (ou que (A,B,C )
é uma realização minimal de G (s)) quando: (i) o sistema é uma
realização de G (s), e (ii) a ordem de tal sistema é menor ou igual
à ordem de todas as outras posśıveis realizações de G (s).
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O problema de encontrar uma realização de G (s) é motivado por
situações práticas. Em primeiro lugar, existem muitos métodos de
projeto de controladores e algoritmos computacionais que são
baseados em modelos de estado, e não em matrizes de
transferência. Desse modo, quando desconhecemos o modelo de
estado de uma planta mas conhecemos sua matriz de transferência
G (s) (por exemplo, quando identificamos G (s) experimentalmente
pela resposta ao degrau), temos que encontrar uma realização de
G (s) para que tais métodos e algoritmos possam ser aplicados.
Isto ocorre quando simulamos a sáıda de uma matriz de
transferência G (s) a uma entrada escolhida no Matlab/Simulink:
para efetuar a simulação, o Matlab/Simulink primeiramente
encontra uma realização (A,B,C ) de G (s), e em seguida calcula a
sáıda por integração numérica de tal modelo de estado. Em
segundo lugar, uma dada matriz de transferência G (s) (de um
controlador, por exemplo) pode ser implementada eletronicamente
na prática pela utilização de amp-ops com base na determinação
de uma realização. 157 / 364
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Pelo o que vimos na seção anterior, se existir uma certa realização
de G (s), então há infinitas realizações de G (s). De fato, suponha
que (A,B,C ) é uma realização de G (s). Então, para cada matriz
invert́ıvel T , temos que (A,B,C ) = (TAT−1,TB,CT−1) também
é uma realização de G (s), pois

G (s) = C (sI − A)−1B = C (sI − A)−1B

Desse modo, o problema de se encontrar uma realização minimal
de G (s) é crucial na prática, pois quanto menor for a ordem de
uma realização, menor será o número de amp-ops necessários para
implementa-la, ou seja, menor a complexidade e o custo envolvido.

Veremos na sequência como encontrar uma realização de G (s),
como verificar se uma realização é de fato minimal, e como
determinar uma realização minimal de G (s).
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Primeiramente vamos tratar da realização de funções de
transferência estritamente próprias da forma G (s) = N ′(s)/D ′(s)
(caso SISO). Suponha que, após termos efetuado todos os
posśıveis cancelamentos polo-zero em G (s), obtemos que

G (s) =
N ′(s)

D ′(s)
=

N(s)

D(s)
=

βn−1sn−1 + · · ·+ β1s + β0

sn + αn−1sn−1 + · · ·+ α1s + α0

onde N(s) e D(s) não possuem fatores em comum, ou seja, não há
mais posśıveis cancelamentos polo-zero. Considere o seguinte
sistema de ordem n (forma canônica de controlabilidade):

ẋ =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 1
−α0 −α1 −α2 . . . −αn−1


︸ ︷︷ ︸

= A ∈ Rn×n

x +


0
0
...
0
1


︸ ︷︷ ︸

= B ∈ Rn

u

y = [β0 . . . βn−1]︸ ︷︷ ︸
= C ∈ Rn

x
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Pode-se mostrar que a forma canônica de controlabilidade acima
possui as seguintes propriedades:

1 det(sI − A) = D(s) = sn + αn−1sn−1 + · · ·+ α1s + α0

2 (A,B) é controlável e (A,C ) é observável
3 G (s) = C (sI − A)−1B, ou seja, a forma canônica de

controlabilidade é uma realização de G (s) = N(s)/D(s)

Teorema 1: Seja

G (s) =
N(s)

D(s)
=

βn−1sn−1 + · · ·+ β1s + β0

sn + αn−1sn−1 + · · ·+ α1s + α0

onde os polinômios N(s) e D(s) não possuem fatores em comum.
Considere que (A,B,C ) é uma realização de G (s). Então, as
seguintes afirmações são equivalentes:

(A,B,C ) é uma realização minimal de G (s)
(A,B) é controlável e (A,C ) é observável
ordem(A) = n (ou seja, a ordem do sistema (A,B,C ) coincide
com grau(D(s)).

Em particular, a forma canônica de controlabilidade acima é uma
realização minimal de G (s). 160 / 364
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Exemplo: Seja

G (s) =
2(s + 3)

s(s + 5)(s + 8)
=

2s + 6

s3 + 13s2 + 40s

Então, uma realização minimal de G (s) é dada pela forma
canônica de controlabilidade:

ẋ =

 0 1 0
0 0 1
0 −40 −13


︸ ︷︷ ︸

=A

x +

 0
0
1


︸ ︷︷ ︸

=B

u

y = [6 2 0]︸ ︷︷ ︸
=C

x

Verificação:

C (sI − A)−1B =
2s + 6

s3 + 13s2 + 40s
= G (s)

e a forma canônica de controlabilidade tem ordem 3 (veja o
Teorema 1 acima).
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Obs 1: Em muitas situações práticas, não conhecemos o modelo
de estado de uma planta linear SISO, mas apenas sua função de
transferência G (s) (determinada experimentalmente pela resposta
ao degrau, por exemplo). Em tal caso, podemos mesmo assim
aplicar os métodos de controle tratados anteriormente no presente
caṕıtulo (no entanto, relembre da seção anterior que G (s) é
determinada apenas pelo subsistema controlável e observável
da planta!) Por exemplo, suponha que desejamos projetar um
controlador em série com a planta e com realimentação unitária
para o problema de rastreamento de referência com rejeição de
perturbação (isto foi abordado na disciplina Sistemas de Controle
no doḿınio da frequência: Transformada de Laplace + Lugar das
Ráızes). Pelo o que vimos acima e com os resultados apresentados
no Lab 6, conclúımos que podemos projetar tal controlador no
doḿınio do tempo através dos seguintes passos:
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2.11. Realização de Matrizes de Transferência

Obs 1 (continuação):

1 Encontre as matrizes A,B,C da forma canônica de
controlabilidade de G (s)

2 Determine o modelo interno de ordem k

ẋm = Am + Bme

para a referência r(t) e a perturbação w(t), onde e = r − y é
o erro de rastreamento

3 Verifique que o par (Aa,Ba) do sistema aumentado é
estabilizável (já sabemos que o par (A,C ) é observável)

4 Determine Ka de modo a estabilizar Aa −BaKa e L de modo a
estabilizar A− LC , verificando que os polos de Aa − BaKa e
de A− LC não coincidem com os polos da referência e da
perturbação (ou seja, com as ráızes de β(s) = 0 do modelo
interno)
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2.11. Realização de Matrizes de Transferência
Obs 1 (continuação):

5 O modelo de estado do controlador projetado é dado por

ẋc =

[
˙̂x

ẋm

]
=

[
A− BK − LC −BKm

0 Am

]
︸ ︷︷ ︸

=Ac

[
x̂

xm

]
︸ ︷︷ ︸

=xc

+

[
−L
Bm

]
︸ ︷︷ ︸

=Bc

e

u = − [K Km]︸ ︷︷ ︸
Ka

[
x̂

xm

]
︸ ︷︷ ︸

=xc

e sua função de transferência é dada por

C (s) =
U(s)

E (s)
− Ka(sI − Ac)−1Bc

6 A implementação deste controlador de ordem n + k resolve o
problema de rastreamento da referência r(t) com rejeição da
perturbação w(t). Os polos de malha-fechada de
Y (s)/R(s) = C (s)G (s)/[1 + C (s)G (s)] e de Y (s)/W (s)
serão a união (com repetição) dos polos de Aa − BaKa com os
polos de A− LC (a menos de cancelamentos polo-zero). 164 / 364



2.11. Realização de Matrizes de Transferência

Vamos agora abordar a realização de matrizes de transferência
G (s) estritamente próprias (caso MIMO). Com o objetivo de não
sobrecarregar a notação, assuma por simplicidade que (m = 3
entradas e p = 2 sáıdas)

G (s) = (Gij(s)) =

[
G11(s) G12(s) G13(s)
G21(s) G22(s) G23(s)

]
(8)

onde Gij(s) = Nij(s)/Dij(s), grau(Dij(s)) < grau(Nij(s)), e os
polinômios Nij(s) e Dij(s) não possuem fatores em comum. Seja
(Aij ,Bij ,Cij) uma realização minimal da função de transferência
Gij(s) (a forma canônica de controlabilidade, por exemplo). Então,
pode-se mostrar que o seguinte sistema é uma realização de G (s):
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2.11. Realização de Matrizes de Transferência

ẋ =


ẋ11
ẋ12
ẋ13
ẋ21
ẋ22
ẋ23

 =


A11 0 0 0 0 0

0 A12 0 0 0 0
0 0 A13 0 0 0
0 0 0 A21 0 0
0 0 0 0 A22 0
0 0 0 0 0 A23


︸ ︷︷ ︸

=A


x11
x12
x13
x21
x22
x23


︸ ︷︷ ︸

=x

+


B11 0 0

0 B12 0
0 0 B13

B21 0 0
0 B22 0
0 0 B23


︸ ︷︷ ︸

=B

u (9)

y =

[
C11 C12 C13 0 0 0

0 0 0 C21 C22 C23

]
︸ ︷︷ ︸

=C


x11
x12
x13
x21
x22
x23


Teorema 2: Seja G (s) = (Gij(s)) uma matriz de transferência
estritamente própria. Suponha que em cada componente
Gij(s) = Nij(s)/Dij(s) os polinômios Nij(s) e Dij(s) não possuem
fatores em comum. Considere que (A,B,C ) é uma realização de
G (s). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(A,B,C ) é uma realização minimal de G (s)
(A,B) é controlável e (A,C ) é observável
ordem(A) = grau(G (s)) (não vamos abordar a definição de
grau(G (s)) em nosso curso: veja o livro do Chen para maiores
detalhes) 166 / 364



2.11. Realização de Matrizes de Transferência

Conclúımos então pelo Teorema 2 acima e pela decomposição
canônica de Kalman (Teorema 3 da Seção 2.10) que, para
obtermos uma realização minimal da matriz de transferência G (s)
em (8), basta seguirmos o seguinte procedimento:

1 Encontre uma realização de G (s) como em (9)

2 Determine o subsistema controlável e observável (7) da
decomposição canônica de Kalman do sistema (9)

3 O subsistema controlável e observável (Aco ,Bco ,C co) é uma
realização minimal de G (s), pois G (s) = C co(sI − Aco)−1Bco

Obs 2: No Matlab, o comando minreal (minimal realization)
determina uma realização minimal da matriz de transferência G (s)
em (8).
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2.11. Realização de Matrizes de Transferência

Obs 3: Seja G (s) = (Gij(s)) uma matriz de transferência
estritamente própria. Suponha que em cada componente
Gij(s) = Nij(s)/Dij(s) os polinômios Nij(s) e Dij(s) não possuem
fatores em comum. Se (A,B,C ) é uma realização minimal de
G (s), então dada qualquer matriz invert́ıvel T , temos que
(A,B,C ) = (TAT−1,TB,CT−1) também é uma realização
minimal de G (s), pois (A,B,C ) e (A,B,C ) possuem a mesma
ordem, e (relembre os resultados da Seção 2.10)

G (s) = C (sI − A)−1B = C (sI − A)−1B

Pode-se mostrar que a rećıproca também é verdadeira: se (A,B,C )
e (A,B,C ) são realizações minimais de G (s), então existe uma
matriz invert́ıvel T tal que (A,B,C ) = (TAT−1,TB,CT−1).
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3. Controle Linear de Sistemas Não-Lineares
Este caṕıtulo trata de técnicas de controle linear para sistemas
não-lineares. Veremos como os controladores vistos no Caṕıtulo 2
podem ser utilizados em sistemas não-lineares.

3.1. Estabilidade de Lyapunov

No decorrer de toda esta seção, consideremos sistemas autônomos
da forma

ẋ = f (x)

onde x ∈ D é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto e f : D → Rn é
uma aplicação de classe C 1 (i.e. a aplicação ∂f /∂x : D → Rn×n

(matriz jacobiana) é cont́ınua). Relembre do Lab 2 que xe ∈ D é
um ponto de equiĺıbrio (ou ponto de operação) do sistema se a
solução do sistema para a condição inicial x(0) = xe em t0 = 0
permanece em xe para todo tempo futuro, ou seja, x(t) = xe , para
t ≥ 0, é a solução do sistema para x(0) = xe em t0 = 0.

Relembramos também os próximos 2 resultados do Lab 2:

Proposição: Temos que xe ∈ D é um ponto de equiĺıbrio do
sistema ẋ = f (x) se e somente se f (xe) = 0 (ou seja, ẋ = 0).
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Teorema: Considere o sistema ẋ = f (x). Seja x(0) = x0 ∈ D uma
dada condição inicial (em t0 = 0). Se limt→∞ x(t) = x ∈ D, então
x ∈ D é um ponto de equiĺıbrio do sistema, ou seja, f (x) = 0.

Definição (Estabilidade de Lyapunov): Seja xe ∈ D um ponto
de equiĺıbrio do sistema ẋ = f (x). Então:

1 Dizemos que xe é estável se, dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0
tal que

‖x(0)− xe‖ < δ ⇒ ‖x(t)− xe‖ < ε, para todo t ≥ 0

2 Dizemos que xe é instável quando xe não é estável.
3 Dizemos que xe é (localmente) assintoticamente estável

quando xe é estável e, além disso, existe γ > 0 tal que

‖x(0)− xe‖ < γ ⇒ lim
t→∞

x(t) = xe

4 Dizemos que xe é globalmente assintoticamente estável
quando: (a) D = Rn, (b) xe é estável, e (c) limt→∞ x(t) = xe

para qualquer x(0) ∈ Rn.
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Obs: Para sistemas lineares da forma ẏ = Ay , com y ∈ Rn, temos
que a origem y e = 0 é (localmente) assintoticamente estável se e
somente se y e = 0 é globalmente assintoticamente estável.
Assim, para sistema lineares, só faz sentido em se falar de
estabilidade assintótica global. Relembre do Caṕıtulo 2 que: (a)
y e = 0 é globalmente assintoticamente estável se e somente se
todos os polos (autovalores) da matriz A estão no SPE; e (b) se a
matriz A possui algum polo no SPD, então y e = 0 é instável.

Definição: Seja xe ∈ D um ponto de equiĺıbrio assintoticamente
estável do sistema ẋ = f (x). A região (ou doḿınio) de atração
de xe é o conjunto RA(xe) formado por todas as condições iniciais
cujas soluções convergem assintoticamente para xe , ou seja,

RA(xe) = {x(0) ∈ D | lim
t→∞

x(t) = xe}

Note que xe ∈ RA(xe). Pode-se mostrar que RA(xe) é um
conjunto aberto. Note também que, se xe é globalmente
assintoticamente estável, então RA(xe) = Rn.
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

O próximo resultado estabelece condições que permitem concluir
sobre a estabilidade de um ponto de equiĺıbrio xe ∈ D de um
sistema não-linear ẋ = f (x) a partir da determinação da
estabilidade da origem do sistema linearizado associado. Relembre
do Lab 3 que o sistema linearizado associado é dado por

ẋδ =

[
∂f (x)

∂x

∣∣∣∣
x=xe

]
︸ ︷︷ ︸

=A

xδ = Axδ
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Teorema (Método Indireto de Lyapunov): Seja xe ∈ D um
ponto de equiĺıbrio do sistema ẋ = f (x), e considere a matriz do
sistema linearizado associado

A =
∂f (x)

∂x

∣∣∣∣
x=xe

Então:
1 Se todos os polos (autovalores) da matriz A estão no SPE,

então xe é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável do
sistema ẋ = f (x).

2 Se ao menos um polo da matriz A está no SPD, então xe é
um ponto de equiĺıbrio instável.

Obs 1: Para sistemas lineares ou não-lineares no plano (n = 2),
esse resultado estabelece que: (a) um ponto de equiĺıbrio xe do
tipo nó estável ou foco estável é de fato assintoticamente estável; e
(b) um ponto de equiĺıbrio xe do tipo nó instável, foco instável ou
sela é de fato instável. Isto justifica a nomenclatura utilizada nos
Labs 2 e 3.
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Obs 2: Caso a matriz A do sistema linearizado possua algum polo
em cima do eixo imaginário, então nada podemos concluir sobre a
estabilidade do ponto de equiĺıbrio xe pelo Método Indireto de
Lyapunov.

Exemplo: Considere o sistema não-linear de 3a ordem:

ẋ1 = −x2x3 + 1 = f1(x1, x2, x3)

ẋ2 = x1x3 − x2 = f2(x1, x2, x3)

ẋ3 = x2
3 (1− x3) = f3(x1, x2, x3)

O único ponto de equiĺıbrio é xe = (1, 1, 1), pois: (i)
f3(x1, x2, x3) = x2

3 (1− x3) = 0 implica que x3 = 0 ou x3 = 1; (ii)
para termos f1(x1, x2, x3) = −x2x3 + 1x3) = 0 é exigido que x3 = 1
e, consequentemente x2 = 1; (iii) f2(x1, x2, x3) = x1x3 − x2 = 0
implica que x1 = 1.
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Exemplo (continuação): Agora, linearizando em xe = (1, 1, 1):

A =
∂f

∂x
(xe) =



∂f1

∂x1
(x1, x2, x3)

∂f1

∂x2
(x1, x2, x3)

∂f1

∂x3
(x1, x2, x3)

∂f2

∂x1
(x1, x2, x3)

∂f2

∂x2
(x1, x2, x3)

∂f2

∂x3
(x1, x2, x3)

∂f3

∂x1
(x1, x2, x3)

∂f3

∂x2
(x1, x2, x3)

∂f3

∂x3
(x1, x2, x3)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=xe

=

 0 −x3 −x2

x3 −1 x1

0 0 2x3 − 3x2
3

∣∣∣∣∣∣
x=(1,1,1)

=

 0 −1 −1
1 −1 1
0 0 −1


Os autovalores da matriz A são: −1, −1/2± j

√
3/2. Logo,

xe = (1, 1, 1) é (localmente) assintoticamente estável. Ressaltamos
que a linearização por si só não permite concluir se a estabilidade
assintótica é local ou global, nem determinar (ou estimar) a região
de atração.
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3.2. Ponto de Equiĺıbrio
Ao longo do restante deste caṕıtulo, vamos considerar equações de
estado da forma

dx/dt = f (x , u)

onde x ∈ D ⊂ Rn é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto, u ∈ Rm

é o vetor de controle e f : D × Rn → Rn é de classe C 1. Dizemos
que o par (xe , ue) é um ponto de equiĺıbrio (ou ponto de
operação) do sistema se x(t) = xe , t ≥ 0, é a solução constante
do sistema para a condição inicial x(0) = xe e entrada constante
u(t) = ue , t ≥ 0.

De maneira análoga ao caso autônomo, temos:

Proposição: O par (xe , ue) ∈ D × Rn é um ponto de equiĺıbrio do
sistema ẋ = f (x , u) se e somente se f (xe , ue) = 0.

Teorema: Considere o sistema ẋ = f (x , u). Seja x(0) = x0 ∈ D
uma dada condição inicial (em t0 = 0) e considere que escolhemos
uma entrada cont́ınua u(t), t ≥ 0, tal que limt→∞ u(t) = u ∈ Rm.
Se limt→∞ x(t) = x ∈ D, então (x , u) ∈ D × Rm é um ponto de
equiĺıbrio do sistema ẋ = f (x , u), ou seja, f (x , u) = 0. 176 / 364



3.2. Ponto de Equiĺıbrio

Exemplo: Considere o pêndulo simples controlado

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2, u)

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 +

1

m`2
u = f2(x1, x2, u)

y = x1 = h(x2, x2)

onde x1 = θ, x2 = θ̇, x = (x1, x2) ∈ R2 é o vetor de estado, u ∈ R
é o controle (torque) e y = x1 = θ ∈ R é a sáıda.

Para encontramos todos os pontos de equiĺıbrio
(xe , ue) =

(
(xe

1 , x
e
2 ), ue

)
∈ R2 × R deste sistema, resolvemos:

0 = f1(xe
1 , x

e
2 , u

e) = xe
2 ⇒ xe

2 = 0

0 = f2(xe
1 , x

e
2 , u

e) = −g

`
sen(xe

1 )− k

m
xe

2 +
1

m`2
ue ⇒ ue = mg` sen(xe

1 )

Logo, os pontos de equiĺıbrio são (xe , ue) com
xe = (xe

1 , x
e
2 ) = (δ, 0) e ue = mg` sen(δ), onde xe

1 = δ ∈ [0, 2π)
pode ser arbitrariamente escolhido.

177 / 364



3.2. Ponto de Equiĺıbrio

Exemplo (continuação): Isto significa que, se aplicarmos a
entrada constante u(t) = ue = mg` sen(δ), t ≥ 0, e a condição
inicial do pêndulo for x(0) = xe = (δ, 0) (i.e. ângulo inicial δ e
velocidade angular inicial nula), então o pêndulo permanecerá
parado no ângulo δ ∈ [0, 2π), ou seja,
x(t) = (x1(t), x2(t)) = (δ, 0), para todo t ≥ 0.
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3.3. Sistema Linearizado

Considere o sistema

ẋ = f (x , u)

y = h(x)

onde h: D → Rp é de classe C 1. Suponha que (xe , ue) ∈ D × Rm

é um ponto de equiĺıbrio do sistema, ou seja, f (xe , ue) = 0.
Definimos então a sáıda de equiĺıbrio y e = h(xe) ∈ Rp.

A expansão em série de Taylor de f em relação ao ponto de
equiĺıbrio (xe , ue) é dada por

f (x , u) = f (xe , ue)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂f (x , u)

∂x

∣∣∣∣
x=xe ,u=ue
(x−xe) +

∂f (x , u)

∂u

∣∣∣∣
x=xe ,u=ue
(u−ue) +TOS

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

f (x , u) ∼=
∂f (x , u)

∂x

∣∣∣∣
x=xe ,u=ue

=xδ︷ ︸︸ ︷
(x − xe) +

∂f (x , u)

∂u

∣∣∣∣
x=xe ,u=ue

=uδ︷ ︸︸ ︷
(u − ue)

para xδ = x − xe ∼= 0, uδ = u − ue ∼= 0.
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3.3. Sistema Linearizado

Do mesmo modo, a expansão em série de Taylor de h em relação a
xe é dada por

h(x) = h(xe)︸ ︷︷ ︸
=y e

+
∂h(x)

∂x

∣∣∣∣
x=xe
(x − xe) + TOS

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

h(x)− y e ∼=
∂h(x)

∂x

∣∣∣∣
x=xe

=xδ︷ ︸︸ ︷
(x − xe)

para xδ = x − xe ∼= 0.

Agora, fixe uma entrada cont́ınua u(t), t ≥ 0, e seja x(t), t ≥ 0, a
solução correspondente do sistema para uma condição inicial
x(0) ∈ D. Considere: (a) o desvio xδ(t) = x(t)− xe do estado
x(t) em relação a xe ; (b) o desvio uδ(t) = u(t)− ue da entrada
u(t) em relação a ue ; e (c) o desvio yδ(t) = y(t)− y e da sáıda
y(t) = h(x(t)) em relação a y e .
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3.3. Sistema Linearizado
Assim, quando xδ(t) = x(t)− xe ∼= 0, uδ(t) = u(t)− ue ∼= 0
(pequenos desvios no estado e na entrada), temos

ẋδ(t) = ẋ(t) = f (x(t), u(t)) ∼=
∂f (x , u)

∂x

∣∣∣∣
x=xe ,u=ue︸ ︷︷ ︸

=A

=xδ(t)︷ ︸︸ ︷
(x(t)− xe) +

∂f (x , u)

∂u

∣∣∣∣
x=xe ,u=ue︸ ︷︷ ︸

=B

=uδ︷ ︸︸ ︷
(u − ue)

= Axδ(t) + Buδ(t)

yδ(t) = h(x(t))− y e ∼=
∂h(x)

∂x

∣∣∣∣
x=xe︸ ︷︷ ︸

=C

=xδ(t)︷ ︸︸ ︷
(x(t)− xe) = Cxδ(t)

Denominamos o sistema linear (estado xδ ∈ Rn, entrada uδ ∈ Rm e
sáıda yδ ∈ Rp)

ẋδ = Axδ + Buδ, A =
∂f

∂x
(xe , ue), B =

∂f

∂u
(xe , ue)

yδ = Cxδ, C =
∂h

∂x
(xe)

de sistema linearizado associado ao ponto de equiĺıbrio (xe , ue).
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Considere o sistema

ẋ = f (x , u)

e suponha que (xe , ue) ∈ D × Rm é um ponto de equiĺıbrio, ou
seja, f (xe , ue) = 0. Vamos tratar nesta seção do problema de
estabilização por realimentação de estado: encontrar uma
realimentação de estado u = α(x), onde α: D → Rm é de classe
C 1 com α(xe) = ue , tal que xe ∈ D é um ponto de equiĺıbrio
assintoticamente estável do sistema em malha-fechada

ẋ = f̃ (x) = f (x , u)|u=α(x) = f (x , α(x))

Note que xe é de fato um ponto de equiĺıbrio do sistema em
malha-fechada, pois f̃ (xe) = f (xe , α(xe)) = f (xe , ue) = 0.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

O próximo resultado mostra como solucionar este problema de
controle através da estabilização da origem xδ = 0 do sistema
linearizado por uma realimentação linear de estado da forma
uδ = −Kxδ. A ideia principal é: u = α(x) = −K (x − xe) + ue

assegura que a linearização do sistema não-linear em fechada
coincide com o sistema linearizado em malha-fechada (SMFL
= SLMF). Em particular, conclúımos pelo Teorema de
Hartman-Grobman do Lab 3 que, nas proximidades do ponto de
equiĺıbrio xe , o retrato de fase do sistema não-linear em
malha-fechada terá um comportamento qualitativo semelhante ao
do retrato de fase do sistema linearizado em malha-fechada.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Teorema: Seja (xe , ue) ∈ D × Rm um ponto de equiĺıbrio do
sistema ẋ = f (x , u), e considere a equação de estado do sistema
linearizado associado

ẋδ = Axδ + Buδ, A =
∂f

∂x
(xe , ue), B =

∂f

∂u
(xe , ue)

Suponha que o par (A,B) é controlável, e escolha uma matriz de
ganho K de forma que todos os polos de A− BK estejam no SPE.
Então, a realimentação linear de estado

u = −K (x−xe)+ue (ou seja, uδ = u−ue = −K (x−xe) = −Kxδ)

soluciona o problema de estabilização, ou seja, xe ∈ D é um ponto
de equiĺıbrio assintoticamente estável do sistema em malha-fechada

ẋ = f̃ (x) = f (x , u)|u=α(x) = f (x ,−K (x − xe) + ue)
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Prova: Considere o sistema linearizado

ẋδ = Axδ + Buδ, A = ∂f (xe , ue)/∂x , B = ∂f (xe , ue)/∂u

Por hipótese, o par (A,B) é controlável. Logo, podemos encontrar
uma matriz de ganho K na realimentação uδ = −Kxδ para o
sistema linearizado de forma que todos os polos de A− BK
estejam no SPE. Assim,

uδ = −Kxδ

e o sistema linearizado em malha-fechada é dado por

ẋδ = Axδ − BKxδ = (A− BK )xδ

Como os polos de A− BK estão no SPE, temos que xδ = 0 é um
ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente estável.

Mostraremos que a realimentação linear de estado (inspirada na do
sistema linearizado com xδ = x − xe e uδ = u − ue !)

u = α(x) = −K (x − xe) + ue = −Kx + Kxe + ue

resolve de fato o problema de estabilização. Note que α(xe) = ue .
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Logo, xe é um ponto de equiĺıbrio do sistema em malha-fechada

ẋ = f̃ (x) = f (x , u)|u=α(x) = f (x ,−K (x − xe) + ue)

Vamos aplicar agora o Método Indireto de Lyapunov visto na
Seção 3.2 no sistema em malha-fechada acima. Temos que

Ã =
∂ f̃ (x)

∂x

∣∣∣∣∣
x=xe

=
∂f

∂x
(xe , ue) +

∂f

∂u
(xe , ue)

∂α

∂x
(xe) = A− BK

ou seja, a linearização do sistema não-linear em
malha-fechada coincide com o sistema linearizado em
malha-fechada (SMFL = SLMF). Como todos os polos de
Ã = A− BK estão no SPE (pela escolha da matriz de ganho K ),
conclúımos pelo Método Indireto de Lyapunov que xe é um ponto
de equiĺıbrio assintoticamente estável do sistema em
malha-fechada. Isto encerra a demonstração.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Exemplo: Considere novamente o pêndulo simples controlado da
seção anterior

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2, u)

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 +

1

m`2
u = f2(x1, x2, u)

Vimos que os pontos de equiĺıbrio são (xe , ue) ∈ R2 × R com
xe = (xe

1 , x
e
2 ) = (δ, 0) e ue = mg` sen(δ), onde xe

1 = δ ∈ [0, 2π)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que m = k = 0.1,
g = 10, ` = 1. Assim, ue = sen(xe

1 ) = sen(δ). Supondo que
xe

1 = δ = π/4 (= 45◦), nosso objetivo é encontrar uma
realimentação de estado u = α(x) que estabilize o ponto de
equiĺıbrio xe = (δ, 0) do pêndulo em malha-fechada. Ressaltamos
que: (i) (δ, 0) não é ponto de equiĺıbrio para u = 0; e (ii) ao
aplicarmos a entrada constante u(t) = ue = sen(δ), t ≥ 0, temos
que xe = (δ, 0) é um ponto de equiĺıbrio do tipo foco estável (os
autovalores de ∂f

∂x (δ, 0) são −0.5± j2.6), mas não é globalmente
assintoticamente estável (por exemplo, x(0) = (3.12, 0) não
pertence à região de atração do ponto de equiĺıbrio xe = (δ, 0)).
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Exemplo (continuação): Seja f = (f1, f2). As matrizes A e B do
sistema linearizado associado são:

A =
∂f

∂x
(xe , ue) =


∂f1

∂x1
(x1, x2, u)

∂f1

∂x2
(x1, x2, u)

∂f2

∂x1
(x1, x2, u)

∂f2

∂x2
(x1, x2, u)


∣∣∣∣∣∣∣∣
x=xe ,u=ue

=

[
0 1

−g

`
cos(x1) − k

m

]∣∣∣∣∣
x=xe ,u=ue

=

[
0 1

−10 cos(δ) −1

]

=

[
0 1

−5
√

2 −1

]

B =
∂f

∂u
(xe , ue) =


∂f1

∂u
(x1, x2, u)

∂f2

∂u
(x1, x2, u)


∣∣∣∣∣∣∣∣
x=xe ,u=ue

=

 0

1

m`2

 =

[
0

10

]

188 / 364



3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Exemplo (continuação): A matriz de controlabilidade é dada por

C = [B AB]2×2 =

[
0 −10

10 −10

]
⇒ posto(C) = 2 (det(C) = 100)

Logo, o par (A,B) é controlável. Suponha que os pólos desejados
para A− BK são: −4,−4 (nó estável, em que um pólo em s = −4
corresponde a uma constante de tempo de 0.25 segundo). Assim
(veja o Exemplo 2 da Seção 2.7):

K = [k1 k2] = [0.8929 0.7]

Portanto, a realimentação linear de estado

u = −K (x − xe) + ue = −k1(x1 − xe
1 )− k2(x2 − xe

2 ) + ue

= −k1(x1 − δ)− k2x2 + sen(δ)

= −0.9(x1 − π/4)− 0.7x2 +
√

2/2

soluciona o problema de estabilização.

Simulações: veja o arquivo
EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Exemplo (continuação): Pode-se mostrar que
xe = (δ, 0) = (π/4, 0) é o único ponto do equiĺıbrio do sistema
não-linear em malha-fechada. Pelo retrato de fase mostrado
abaixo, percebemos que xe é globalmente assintoticamente
estável.

x1 ’ = x2                                                            
x2 ’ = − 10 sin(x1) − x2 + 10 ( − k1 (x1 − pi/4) − k2 x2 + sqrt(2)/2)

k1 = 0.8929
k2 = 0.7
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Figura: Retrato de fase do pêndulo simples não-linear em malha-fechada
com polo duplo em s = −4 (rápido).
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Exemplo (continuação): No entanto, se o polo duplo desejado
para A− BK for s = −0.1 (lento), então temos que

K = [−0.7060 − 0.0790]

e pode-se mostrar que há 3 pontos de equiĺıbrio distintos para o
sistema em malha-fechada:

xe1 = (δ, 0) = (0.7854, 0) nó estável

xe2 = (0.7885, 0) sela

xe3 = (−1.6301, 0) sela

Pelo retrato de fase mostrado na sequência, percebemos que
xe1 = (δ, 0) é apenas localmente assintoticamente estável, e com
uma região de atração relativamente pequena. Ressaltamos que
apenas os dois primeiros pontos de equiĺıbrio são mostrados, a
escala no eixo horizontal é de 0.76 a 0.80, e a escala do eixo
vertical é de −5× 10−3 a 5× 10−3.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

x1 ’ = x2                                                            
x2 ’ = − 10 sin(x1) − x2 + 10 ( − k1 (x1 − pi/4) − k2 x2 + sqrt(2)/2)

k1 = − 0.706006781186548
k2 = − 0.079000000000000
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Figura: Retrato de fase do pêndulo simples não-linear em malha-fechada
com polo duplo em s = −0.1 (lento).
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Conclusão: De maneira geral, o tamanho da região de atração de
um ponto de equiĺıbrio de malha-fechada assintoticamente estável
depende da escolha dos polos de A− BK ! Além disso, se os polos
forem muito lentos ou muito rápidos, então a região de atração
pode se tornar muito pequena. Portanto, a escolha dos polos de
malha-fechada deve levar em conta o compromisso entre
desempenho dinâmico do sistema em malha-fechada, esforço
de controle e tamanho da região de atração!
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Interpretação: O sistema linearizado aproxima relativamente bem
a dinâmica de um sistema não-linear apenas enquanto
xδ(t) = x(t)− xe ∼= 0 e uδ(t) = u(t)− ue ∼= 0 (pequenos desvios).
Assim, para polos muito lentos (s = −0.1), temos que os ganhos
de realimentação podem ser insuficientemente grandes para que o
esforço de controle u(t) (torque) compense adequadamente as
não-lineariedades do sistema (a gravidade no caso do pêndulo
simples). Consequentemente, tem-se que |xδ(t)| = |x(t)− xe | � 0
e |uδ(t)| = |u(t)− ue | � 0, levando o estado do sistema em
malha-fechada a divergir do ponto de equiĺıbrio xe1 = (δ, 0)
quando a condição inicial x(0) está relativamente longe de xe1.
Semelhantemente, pode acontecer que, ao escolhermos polos
muito rápidos, certas condições iniciais também estejam fora de
região de atração de xe1. A explicação intuitiva é que os ganhos de
realimentação se tornam elevados e, consequentemente,
|uδ(t)| = |u(t)− ue | � 0 nos instantes iniciais.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
O Teorema anterior soluciona o problema de estabilização quando
todos os estados podem ser realimentados (medidos). No entanto,
isto não sempre será posśıvel em muitas situações práticas. O
próximo resultado apresenta condições para que o problema de
estabilização seja solucionado através da realimentação do estado
estimado.
Teorema: Seja (xe , ue) ∈ D × Rm um ponto de equiĺıbrio do
sistema

ẋ = f (x , u)

y = h(x)

e considere o sistema linearizado associado

ẋδ = Axδ + Buδ, A =
∂f

∂x
(xe , ue), B =

∂f

∂u
(xe , ue)

yδ = Cxδ, C =
∂h

∂x
(xe)

Suponha que o par (A,B) é controlável e que o par (A,C ) é
observável. Escolha matrizes de ganho K e L de forma que todos
os polos de A− BK e A− LC estejam no SPE, respectivamente.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Teorema (continuação): Então, a configuração
controlador-observador linear

˙̂x = (A− LC )(x̂ − xe) + B(u − ue) + L
(
y − h(xe)

)
u = α(x̂) = −K (x̂ − xe) + ue (ou seja, uδ = u − ue = −K (x̂ − xe))

soluciona o problema de estabilização, ou seja,
xe = (xe , xe) ∈ D × Rn é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente
estável do sistema em malha-fechada com vetor de estado
x = (x , x̂) ∈ D × Rn:

ẋ = f (x , u)|u=α(x̂) = f (x ,−K (x̂ − xe) + ue)

˙̂x = (A− LC )(x̂ − xe) + B(u − ue) + L
(
h(x)− h(xe)

)
y = h(x)
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Prova: Considere o sistema linearizado

ẋδ = Axδ + Buδ, A =
∂f

∂x
(xe , ue), B =

∂f

∂u
(xe , ue)

yδ = Cxδ, C =
∂h

∂x
(xe)

Por hipótese, (A,B) é controlável. Logo, podemos encontrar uma
matriz de ganho K na realimentação uδ = −Kxδ para o sistema
linearizado de forma que todos os polos de A− BK estejam no
SPE. Como (A,C ) é observável, podemos encontrar uma matriz de
ganho L de modo que todos os polos de A− LC estejam no SPE.
Considere o seguinte observador de estado para o sistema
linearizado ˙̂xδ = (A− LC )x̂δ + Buδ + Lyδ

Ao realimentarmos o estado estimado x̂δ por uδ = −Kx̂δ, temos o
seguinte controlador-observador para o sistema linearizado:

˙̂xδ = (A− LC )x̂δ + Buδ + Lyδ = (A− BK − LC )x̂δ + LCxδ

uδ = −Kx̂δ
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Logo, o sistema linearizado em malha-fechada é dado por:[

ẋδ
˙̂xδ

]
=

[
A −BK

LC A− BK − LC

]
︸ ︷︷ ︸

=Ãδ

[
xδ
x̂δ

]

Relembre da Seção 2.6 que os polos da matriz Ãδ acima são a
união (com repetição) dos polos de A− BK com os polos de
A− LC , pois (prinćıpio da separação!):[

ẋδ
ėδ

]
=

[
A− BK BK

0 A− LC

] [
xδ
eδ

]
com

ėδ = (A− LC )eδ

onde eδ = xδ − x̂δ. Portanto, (xδ, x̂δ) = (0, 0) é um ponto de
equiĺıbrio globalmente assintoticamente estável.

Em relação ao sistema linearizado, projetamos:
˙̂xδ = (A− LC )x̂δ + Buδ + Lyδ

uδ = −Kx̂δ
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Com base no Método Indireto de Lyapunov visto na Seção 3.2,
vamos mostrar agora que a configuração controlador-observador
linear (inspirado no do sistema linearizado com x̂δ = x̂ − xe ,
˙̂x = ˙̂xδ, uδ = u − ue e yδ = y − y e = y − h(xe)!)

˙̂x = (A− LC )(x̂ − xe) + B(u − ue) + L(y − h(xe))

= (A− BK − LC )(x̂ − xe) + L
(
h(x)− h(xe)

)
u = α(x̂) = −K (x̂ − xe) + ue

resolve de fato o problema de estabilização do sistema não-linear.
Note que α(xe) = ue . Logo, xe = (xe , xe) ∈ D × Rn é um ponto
de equiĺıbrio do sistema em malha-fechada com vetor de estado
x = (x , x̂) ∈ D × Rn:

ẋ = f̃ (x , x̂) = f (x , u)|u=α(x̂) = f (x ,−K (x̂ − xe) + ue)

˙̂x = f̂ (x , x̂) = (A− BK − LC )(x̂ − xe) + L
(
h(x)− h(xe)

)
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Seja f = (f̃ , f̂ ): D × Rn → Rn × Rn ∼= R2n. Portanto, a equação
de estado do sistema em malha-fechada é dada por

ẋ = f (x)

com

A =
∂f (x)

∂x

∣∣∣∣
x=xe

=


∂ f̃

∂x
(x , x̃)

∂ f̃

∂x̂
(x , x̂)

∂ f̂

∂x
(x , x̃)

∂ f̂

∂x̂
(x , x̂)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=xe

=


∂f

∂x
(xe , ue)

∂f

∂u
(xe , ue)

∂α

∂x̂
(xe)

L
∂h

∂x
(xe) A− BK − LC


=

[
A −BK
LC A− BK − LC

]
= Ãδ

ou seja, a linearização do sistema não-linear em
malha-fechada coincide com o sistema linearizado em
malha-fechada (SMFL = SLMF). Desse modo, mostramos que
todos os polos de A = Ãδ estão no SPE. Pelo Método Indireto de
Lyapunov, conclúımos que xe = (xe , xe) é um ponto de equiĺıbrio
assintoticamente estável do sistema em malha-fechada. Isto
conclui a demonstração. 200 / 364



3.4. Estabilização via Sistema Linearizado
Obs 1: Ressaltamos que o sistema
˙̂x = (A− LC )(x̂ − xe) + B(u − ue) + L

(
y − h(xe)

)
= (A− BK − LC )(x̂ − xe) + L

(
h(x)− h(xe)

)
u = α(x̂) = −K (x̂ − xe) + ue (ou seja, uδ = u − ue = −K (x̂ − xe))

se comporta como uma configuração controlador-observador linear
para o sistema não-linear em torno do ponto de equiĺıbrio
xe = (xe , xe) ∈ D × Rn. De fato, em malha-fechada temos o
sistema autônomo

ẋ = f (x ,−K (x̂ − xe) + ue)

= f (x ,−K (x − e − xe) + ue)

ė = ẋ − ˙̂x = f (x ,−K (x̂ − xe) + ue)

− (A− BK − LC )(x̂ − xe)− L
(
h(x)− h(xe)

)
= f (x ,−K (x − e − xe) + ue)

− (A− BK − LC )(x − e − xe)− L
(
h(x)− h(xe)

)
onde z = (x , e) ∈ D × Rn é o vetor de estado e e = x − x̂ é o erro
de estimação, com x̂ = x − e. 201 / 364



3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Obs 1 (continuação): Portanto, ze = (xe , 0) ∈ D × Rn é um
ponto de equiĺıbrio desse sistema, e a linearização associada é dada
por (que, pela demonstração acima, coincide com o prinćıpio da
separação do sistema linearizado com a configuração
controlador-observador!)

żδ =

[
ẋδ
ėδ

]
=

[
A− BK BK

0 A− LC

] [
xδ
eδ

]
︸ ︷︷ ︸

=zδ

com zδ = (xδ, eδ), xδ = x − xe , eδ = xδ − x̂δ. Logo, ze = (xe , 0) é
um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável quando os polos
de A− BK e de A− LC estão no SPE, com

ėδ = (A− LC )eδ

o que coincide com a dinâmica do erro de estimação do sistema
linearizado com a configuração controlador-observador!
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Obs 2: Em situações reais em que não temos a ḿınima ideia de
qual seria uma estimação adequada da condição inicial x(0) do
sistema, então x̂(0) = xe é uma escolha razoável, pois
xe = (xe , xe) é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável do
sistema em malha-fechada com vetor de estado x = (x , x̂). Além
disso, mesmo quando e(0) = 0 (ou seja, x(0) = x̂(0)), em geral
não teremos que e(t) = x(t)− x̂(t) = 0, para t ≥ 0. Isto será
válido caso x(0) = x̂(0) = xe , pois xe = (xe , xe) é um ponto de
equiĺıbrio de malha-fechada, mas não é válido no caso geral.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Exemplo: Retomamos o pêndulo simples controlado do exemplo
anterior:

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2, u)

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 +

1

m`2
u = f2(x1, x2, u)

y = x1 = h(x1, x2)

Vimos que os pontos de equiĺıbrio são (xe , ue) ∈ R2 × R com
xe = (xe

1 , x
e
2 ) = (δ, 0) e ue = mg` sen(δ), onde xe

1 = δ ∈ [0, 2π)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere novamente que
m = k = 0.1, g = 10, ` = 1, xe

1 = δ = π/4 (= 45◦). Desse modo,
ue = sen(xe

1 ) = sen(δ). No entanto, agora vamos assumir que o
estado x2 (velocidade angular) não pode ser medido
(realimentado). Vamos então aplicar o teorema acima.
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Exemplo (continuação): Utilizaremos u = −K (x̂ − xe) + ue ,
com K como no exemplo anterior, e assim nos resta apenas
determinar a matriz de ganho L do observador:

˙̂x = (A− LC )(x̂ − xe) + B(u − ue) + L
(
y − h(xe)

)
Note que y e = h(xe

1 , x
e
2 ) = xe

1 = δ. A matriz C do sistema
linearizado associado é dada por:

C =
∂h

∂x
(xe , ue) =

[
∂h

∂x1
(x1, x2)

∂h

∂x2
(x1, x2)

]∣∣∣∣
x=xe

=
[

1 0
]

A matriz de observabilidade é dada por

O =

[
C

CA

]
2×2

=

[
1 0
0 1

]
⇒ posto(O) = 2 (det(O) = 1)

Logo, o par (A,C ) é observável. Suponha que os pólos desejados
para A− LC são: −12,−12. Assim (veja o Exemplo 2 da
Seção 2.7):

L =

[
23

113.9289

]
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Exemplo (continuação): Portanto, a configuração
controlador-observador projetada (relembre que ue = sen(δ),
y e = h(xe

1 , x
e
2 ) = xe

1 = δ = π/4 e xe
2 = 0)

˙̂x = (A− LC )(x̂ − xe) + B(u − sen(δ)) + L(y − δ),

u = α(x̂) = −K (x̂ − xe) + ue = −0.9(x̂1 − δ)− 0.7x̂2 + sen(δ),

assegura que xe = (xe , xe) ∈ R2 × R2 é um ponto de equiĺıbrio
assintoticamente estável do sistema em malha-fechada com vetor
de estado x = (x , x̂) ∈ R2 × R2. No entanto, ressaltamos que
xe = (xe , xe) não é globalmente assintoticamente estável. Por
exemplo, x(0) =

(
x(0), x̂(0)

)
=
(
(3.12 + π/4, 5), (π/4, 0)

)
não

pertence à região de atração do ponto de equiĺıbrio xe = (xe , xe),
pois a solução correspondente x(t) =

(
x(t), x̂(t)

)
, t ≥ 0, converge

para um outro ponto de equiĺıbrio (relembre o Teorema da
Seção 3.2).

Simulações: veja o arquivo
EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle
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3.4. Estabilização via Sistema Linearizado

Obs: De maneira geral, o ponto de equiĺıbrio (xe , ue) e a sáıda de
equiĺıbrio y e = h(xe) dependerão dos parâmetros f́ısicos do sistema
não-linear

ẋ = f (x , u)

y = h(x)

Se este for o caso, então os controladores dos dois teoremas de
estabilização acima (realimentação de estado e realimentação do
estado estimado) poderão não ser robustos, pois note que tais
controladores dependem de xe , ue , y e . Na próxima seção (Lab 8),
veremos como eliminar essa dependência através do uso de
controle integral.
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3.5. Rastreamento de Referência e Rejeição de
Perturbação do Tipo Degrau via Sistema Linearizado

Veja o Lab 8.
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4. Controle Não-Linear

Este caṕıtulo trata de técnicas de controle não-linear.
Primeiramente, vamos abordar o problema de desacoplamento. Em
seguida, trataremos do problema de rastreamento de sáıda. Para
resolvermos este problema, a ideia central é encontramos uma
realimentação de estado não-linear de modo que a dinâmica do
erro de rastreamento em malha-fechada seja dada por uma EDO
linear homogênea. Na sequência, apresentaremos a noção de
platitude (flatness) e sua relação com controlabilidade não-linear e
com o problema de rastreamento de sáıda. Por fim, estudaremos
brevemente o problema de linearização exata via mudança de
coordenadas e realimentação de estado. Veremos que, para uma
certa classe de sistemas não-lineares, existe uma realimentação de
estado não-linear que permite o cancelamento exato das
não-linearidades do sistema. Neste caso, o sistema em
malha-fechada torna-se linear, pelo menos quando ele for descrito
em um sistema de coordenadas adequado.
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4.1. Motivação

Neste momento, vamos retomar o problema de rastreamento de
sáıda para um motor CC visto no Lab 9, e abordaremos também
uma questão filosófica. Esta questão reside no fato de que os
sinais de referência do tipo degrau são adequados como sinais de
teste de desempenho, mas são em geral inadequados para o
controle de sistemas. De certo modo, isto contraria os paradigmas
de controle clássico, que estabelece o degrau como um bom
candidato a sinal de referência.
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4.1. Motivação
Considere um motor CC (corrente cont́ınua), cujo modelo linear
simplificado em espaço de estado é dado por:

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x2 + u

y = x1

onde u ∈ R é a tensão externa em Volts aplicada no motor
(controle), x1(t) = θ(t) é a posição angular do eixo em rad,
x2(t) = θ̇(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a sáıda do sistema. Assumimos que x2(t) = θ̇(t)
pode ser medido (assim como y(t) = x1(t) = θ(t)). Suponha que
o motor está em repouso em t0 = 0, ou seja, x1(0) = θ(0),
x2(t) = θ̇(0) = 0. Em controle clássico, geralmente se aborda o
seguinte problema de controle: encontrar uma realimentação u de
forma que o eixo do motor atinja um dado ângulo desejado de
referência θr em regime permanente, ou seja,

lim
t→∞

θ(t) = θr
211 / 364



4.1. Motivação

A maneira clássica de se resolver este problema é encontrando um
controlador linear de forma que a sáıda y(t) = x1(t) = θ(t)
rastreie assintoticamente uma referência r(t) = θr do tipo degrau
de amplitude θr , ou seja,

lim
t→∞

y(t) = θr

No entanto, suponha que, além dos posicionamentos inicial θ(0) e
final desejado θr , desejamos também controlar a sáıda y(t) entre
θ(0) e θr . Em outras palavras, dada uma sáıda de referência
y(t), t ≥ 0, gostaŕıamos que a sáıda real y(t) = θ(t) rastreasse
assintoticamente y(t), ou seja,

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

[y(t)− y(t)] = 0

onde e(t) = y(t)− y(t) é o erro de rastreamento.
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4.1. Motivação

Desse modo, nosso objetivo é resolver o problema de
rastreamento de sáıda: determinar uma lei de controle u que
force a sáıda y(t) = x1(t) = θ(t) do motor em malha-fechada a
rastrear assintoticamente uma sáıda de referência y(t) escolhida,
ou seja,

lim
t→∞

[y(t)− y(t)] = 0

onde y : [0,∞)→ R é de classe C 2 (segunda derivada cont́ınua) e
limitada.

Temos que:

ẏ = ẋ1 = x2

ÿ = ẋ2 = −x2 + u

Note que foi necessário derivar 2 vezes a sáıda y = x1 em relação
ao tempo até que a entrada u aparecesse explicitamente.
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4.1. Motivação

Considere então a realimentação de estado

u = α(x1, x2) + v = x2 + v , com α(x1, x2) , x2

onde v ∈ R é a nova entrada. Assim, em malha-fechada temos que

ÿ = ẍ1 = ẋ2 = v

Escolhendo a realimentação de estado dependente do tempo

v = γ(x1, x2, t) = ÿ(t)− k1[x1 − y(t)]− k2[x2 − ẏ(t)]

onde k1, k2 ∈ R são ganhos a serem ajustados, conclúımos que em
malha-fechada temos

ÿ(t) = v(t) = ÿ(t)− k1[x1(t)− y(t)]− k2[x2(t)− ẏ(t)]

= ÿ(t)− k1[y(t)− y(t)]− k2[ẏ(t)− ẏ(t)]

= ÿ(t)− [k1e(t) + k2ė(t)]︸ ︷︷ ︸
termo PD!
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4.1. Motivação

Consequentemente, a dinâmica do erro de rastreamento em
malha-fechada é dada pela seguinte EDO linear homogênea:

ë + k2ė + k1e = 0

Assim, vemos que os pólos do erro de rastreamento
e(t) = y(t)− y(t) em malha-fechada são as ráızes de

s2 + k2s + k1 = 0

Agora, suponha que os pólos (estáveis!) de malha-fechada
desejados para o erro de rastreamento são p1, p2 (partes reais
negativas!). Logo, devemos ter que

s2 + k2s + k1 = (s − p1)(s − p2) = s2 − (p1 + p2)s + p1p2︸ ︷︷ ︸
polinômio caract. de MF

ou seja, escolhemos k2 = −(p1 + p2), k1 = p1p2 .
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4.1. Motivação

Conclúımos então que a realimentação de estado dependente
do tempo

u = α(x1, x2) + v = x2 + γ(x1, x2, t)

= x2 + ÿ(t)− k1[x1 − y(t)]− k2[x2 − ẏ(t)]

com k2 = −(p1 + p2) e k1 = p1p2, garante que1

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

[y(t)− y(t)] = 0

para quaisquer condições iniciais x1(0), x2(0), resolvendo assim
o problema de rastreamento de sáıda.

1Relembre que, se os polos p1, p2 são reais e distintos, então
e(t) = c1 exp(p1t) + c2 exp(p2t), para t ≥ 0, onde os valores dos coeficientes
c1, c2 ∈ R são determinados pelas condições iniciais e(0), ė(0) do erro de
rastreamento. Em particular, se e(0) = ė(0) = 0, então e(t) = 0 para t ≥ 0
(rastreamento perfeito)!
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4.1. Motivação
Note que o controle u(t) a ser aplicado ao longo do tempo t ≥ 0 é
dado por:

u(t) = x2(t) + ÿ(t)− k1[x1(t)− y(t)]− k2[x2(t)− ẏ(t)]

= x2(t) + ÿ(t)− k1[y(t)− y(t)]− k2[ẏ(t)− ẏ(t)]

= x2(t) + ÿ(t)− [k1e(t) + k2ė(t)]︸ ︷︷ ︸
termo PD!

,

onde e(t) = y(t)− y(t) é o erro de rastreamento da sáıda.

Ressaltamos que a ideia principal utilizada foi:
1 Escolher a realimentação u = α(x1, x2) + v = x2 + v de modo

que ÿ = −x2 + u = v , onde v é a nova entrada
2 Escolher v = ÿ(t)− k1e(t)− k2ė(t) de modo que

ë + k1ė + k2e = 0 (EDO linear homogênea para a dinâmica do
erro de rastreamento em malha-fechada)

Note que não há modelo interno! Neste caṕıtulo, veremos como
generalizar essa ideia para solucionar o problema de rastreamento
de sáıda de sistemas não-lineares MIMO.
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Sáıda
Nesta seção, veremos a conexão entre o problema de
desacoplamento e o problema de rastreamento de sáıda. Vamos
considerar sistemas da forma

ẋ = f (x) + g(x)u(t) (10)

y = h(x) (11)

onde x ∈ V é o vetor de estado, V ⊂ Rn é um conjunto aberto,
u ∈ Rm é o vetor de entrada (controle), y ∈ Rm é o vetor de sáıda,
f : V → Rn é de classe C∞ (infinitamente diferenciável), e g(x) é
uma matriz n ×m

g(x) = (gij(x)) =


g11(x) g12(x) · · · g1m(x)
g21(x) g22(x) · · · g2m(x)

...
... · · ·

...
gn1(x) gm2(x) · · · gnm(x)


onde todas as funções gij : V → R, i , j ∈ {1, 2, . . . ,m}, são de
classe C∞. Do mesmo modo, h = (h1, . . . , hm) : V → Rm é de
classe C∞.
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Sáıda

Observe que o número de componentes da sáıda
y = (y1, . . . , ym) = h(x) = (h1(x), . . . , hm(x)) ∈ Rm é igual ao
número de componentes da entrada u = (u1, . . . , um) ∈ Rm, ou
seja, m = p, e que o sistema está definido em V ⊂ Rn. Denotando
por gj(x) a coluna j de g(x), podemos considerar gj como uma
aplicação gj : V → Rn e rescrever (10)–(11) como

ẋ = f (x) +
m∑
j=1

ujgj(x)

y = h(x)
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Sáıda

Ao longo de todo este caṕıtulo, consideraremos leis de controle
denominadas de realimentação de estado estática localmente
regular (em um aberto U ⊂ V de Rn) e dadas por

u = α(x) + β(x)v , (12)

onde v ∈ Rm é a nova entrada, α : U → Rm é de classe C∞ e

β(x) =


β11(x) β12(x) · · · β1m(x)
β21(x) β22(x) · · · β2m(x)

...
... · · ·

...
βm1(x) βm2(x) · · · βmm(x)


é uma matriz m ×m em que todas as funções βij : U → R,
i , j ∈ {1, 2, . . . ,m}, são de classe C∞. Aqui, o termo localmente
regular significa que a matriz β é invert́ıvel em U, ou seja,
det
(
β(x)

)
6= 0, para todo x ∈ U.
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Sáıda

Assim, o sistema em malha-fechada, o qual está definido em
U ⊂ V , é dado por

ẋ = f̃ (x) + g̃(x)v (13)

y = h(x) (14)

onde x ∈ U ⊂ V ⊂ Rn é o vetor de estado, v ∈ Rm é vetor de
controle, e

f̃ = f + gα, g̃ = gβ
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Considere um sistema da forma (10)–(11), o qual está definido em
um aberto V ⊂ Rn, com entrada u = (u1, . . . , um) e sáıda
y = (y1, . . . , ym). Dizemos que o sistema é desacoplado quando
cada componente uj(t) de qualquer entrada escolhida
u(t) = (u1(t), . . . , um(t)), t ≥ 0, atua de fato na componente
yj(t) = hj(x(t)) da sáıda
y(t) = (y1(t), . . . , ym(t)) = h(x(t)) = (h1(x(t)), . . . , hm(x(t)),
mas não influencia a componente yi (t) = hi (x(t)) quando i 6= j . O
problema de desacoplamento consiste na construção de uma
realimentação regular (12) de modo que o sistema em
malha-fechada (13)–(14) seja desacoplado. Relembre que a
entrada do sistema em malha-fechada é v = (v1, . . . , vm).
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Problema de Desacoplamento: Seja x0 ∈ V um ponto de
trabalho2 do sistema (10)–(11). Dizemos que o problema de
desacoplamento é localmente solúvel em x0, se existir uma
vizinhança aberta3 U ⊂ V de x0 e uma realimentação (12)
localmente regular em U, tal que o sistema em malha-fechada
(13)–(14) seja desacoplado. Do mesmo modo, seja U0 ⊂ V uma
região de trabalho, ou seja, U0 é um aberto em Rn. Dizemos que o
problema de desacoplamento é localmente solúvel em U0, se
existir uma realimentação localmente regular em U0 tal que o
sistema em malha-fechada (13)–(14) seja desacoplado.

2Aqui, x0 não é necessariamente a condição inicial do sistema nem um
ponto de equiĺıbrio.

3Dizemos que um conjunto U ⊂ Rn é uma vizinhança aberta de x0 ∈ Rn

quando U é um aberto que contém x0.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Ressaltamos que a primeira versão do problema de desacoplamento
formulado acima não se preocupa com o tamanho da vizinhança
aberta U do ponto de trabalho x0 para o qual o sistema em
malha-fechada (13)–(14) se torna desacoplado. Assim, a prinćıpio,
não temos como garantir que U = V . Como (13)–(14) estará
definido somente em U ⊂ V , o desacoplamento do sistema em
malha-fechada ocorrerá somente dentro de U. Isto significa que
apenas enquanto a solução x(t) do sistema em malha-fechada não
sair de U é que o sistema permanecerá desacoplado. É por este
motivo que usamos o termo localmente solúvel na definição
acima, pois garantimos apenas uma solução local em torno do
ponto de trabalho x0 para o problema de desacoplamento.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Por outro lado, a segunda versão assegura a existência de uma
realimentação localmente regular (12) que está definida em toda a
região de trabalho U0 ⊂ V e que desacopla o sistema em
malha-fechada, o qual está definido em U0. É claro que
gostaŕıamos de escolher U0 = V . No entanto, dependendo das
não-linearidades do sistema (10)–(11), isto nem sempre é posśıvel,
e temos que nos contentar com uma solução local em determinado
U0 ⊂ V .
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Seja x0 ∈ V um ponto de trabalho do sistema (10)–(11) e
considere que U ⊂ V é uma vizinhança aberta de x0. Veremos que
a derivação sucessiva das componentes yi da sáıda
y = (y1, . . . , ym) com relação ao tempo nos leva a uma solução
para o problema de desacoplamento. Para isto, suponha que
fixamos uma condição inicial x(0) ∈ V e uma entrada
u(t) = (u1(t), . . . , um(t)), t ≥ 0, e considere que tomamos uma
componente yi (t) = hi (x(t)) da sáıda
y(t) = (y1(t), . . . , ym(t)) = h(x(t)) = (h1(x(t)), . . . , hm(x(t)) e a
derivamos no tempo. Como yi (t) = hi (x(t)) = hi ◦ x(t) (função
composta), pela regra da cadeia temos que

y
(1)
i (t) =

∂hi
∂x

∣∣∣∣
x(t)

ẋ(t)

Substituindo (10) na equação acima, obtemos

y
(1)
i (t) =

∂hi
∂x

∣∣∣∣
x(t)

[f (x(t)) + g(x(t))u(t)]
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento
Neste momento, é natural introduzirmos a derivada de Lie de
duas aplicações w : U → R (real) e q = (q1, . . . , qm) : U → Rm

(vetor coluna) de classe C∞:

Lqw(x) ,
∂w

∂x
(x)q(x) = [∂w(x)/∂x1 . . . ∂w(x)/∂xm]q(x)

=
m∑
i=1

∂w

∂xi
(x)qi (x) ∈ R

para todo x ∈ U. Temos que Lqw : U → R é de classe C∞.
Portanto, podemos também considerar L2

qw = Lq(Lqw). Note que4

L2
qw(x) , LqLqw(x) =

∂Lqw

∂x
(x)q(x) ∈ R, para x ∈ U

Definimos, para todo k ≥ 1 (inteiro),

Lk
qw = Lq(Lk−1

q w), onde L0
qw = w

4Pode-se mostrar que L2
qw(x) = qT (x)H(x)q(x) +

∂w

∂x
(x)

∂q

∂x
(x)q(x), onde

H(x) é a matriz Hessiana da função real w e ∂q(x)/∂x é a matriz Jacobiana
do vetor coluna q, no ponto x ∈ U.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Voltando então ao problema de desacoplamento, e tomando

h1
i (x) =

∂hi
∂x

(x)f (x) = Lf hi (x) ∈ R

A1
i (x) =

∂hi
∂x

(x)g(x) =

(
∂hi
∂x

(x)g1(x) . . .
∂hi
∂x

(x)gm(x)

)
= (Lg1hi (x) . . . Lgmhi (x)) = (A1

i1(x) . . . A1
im(x)) ∈ Rm

para todo x ∈ U, encontramos que

y
(1)
i (t) = h1

i (x(t))+A1
i (x(t))u(t) = Lf hi (x(t))+

m∑
j=1

Lgj hi (x(t))uj(t)

Assuma que A1
i (x) é identicamente nulo em U, isto é, A1

i (x) = 0,

para todo x ∈ U. Neste caso, dentro de U, y
(1)
i (t) não será

instantaneamente afetado por u(t), pois teremos

y
(1)
i (t) = h1

i (x(t)) = Lf hi (x(t))
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Repetindo o mesmo procedimento para y
(1)
i (t), vamos obter

y
(2)
i (t) = h2

i (x(t))+A2
i (x(t))u(t) = L2

f hi (x(t))+
m∑
j=1

Lgj Lf hi (x(t))uj(t)

onde, para todo x ∈ U,

h2
i (x) =

∂h1
i

∂x
(x)f (x) = L2

f hi (x) ∈ R

A2
i (x) =

∂h1
i

∂x
(x)g(x) =

(
∂h1

i

∂x
(x)g1(x) . . .

∂h1
i

∂x
(x)gm(x)

)
= (Lg1Lf hi (x) . . . LgmLf hi (x)) = (A2

i1(x) . . . A2
im(x)) ∈ Rm

Assuma que A2
i (x) é identicamente nulo em U. Neste caso, dentro

de U, y
(2)
i (t) não será instantaneamente afetado por u(t).

Definimos ρi ≥ 1 como o menor inteiro tal que Aρii (x) não seja
identicamente nulo em U. Mais precisamente, ρi ≥ 1 é o inteiro tal
que Aρii (x0) 6= 0 e existe uma vizinhança aberta U ⊂ V de x0 em
que Ak

i (x) é identicamente nulo em U ⊂ V , para 1 ≤ k ≤ ρi − 1.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Observe que tal definição de ρi equivale a

Aρii (x0) = [Lg1Lρi−1
f hi (x0) Lg2Lρi−1

f hi (x0) · · · LgmLρi−1
f hi (x0)] 6= 0

Ak
i (x) = [Lg1Lk−1

f hi (x) Lg2Lk−1
f hi (x) · · · LgmLk−1

f hi (x)] = 0

para 1 ≤ k ≤ ρi − 1, x ∈ U

que por sua vez é o mesmo que

[Lg1Lρi−1
f hi (x0) Lg2Lρi−1

f hi (x0) · · · LgmLρi−1
f hi (x0)] 6= 0

Lgj L
k
f hi (x) = 0, para 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ k ≤ ρi − 2, x ∈ U

Quando, para todo k ≥ 1, temos que Ak
i (x) é identicamente nulo

em alguma vizinhança aberta U ⊂ V de x0, definimos ρi =∞. No
caso em que ρi <∞ (finito), denominamos o inteiro
ρi = ρi (x0) ≥ 1 de grau relativo da sáıda yi = hi (x) no ponto de
trabalho x0, o qual corresponde ao número de derivações no
tempo que temos que realizar para que a sáıda yi dependa
explicitamente de alguma componente uj da entrada
u = (u1, . . . , um).

230 / 364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Assuma que todas as componentes yi da sáıda y = (y1, . . . , ym)
admitem grau relativo em x0. Dizemos então que a sáıda
y = (y1, . . . , ym) = h(x) = (h1(x), . . . , hm(x)) admite grau
relativo em x0 e, assim, podemos escrever

y
(ρ1)
1 = a1(x) + A1(x)u

y
(ρ2)
2 = a2(x) + A2(x)u

...
...

...

y
(ρm)
m = am(x) + Am(x)u

onde ai (x) = hρii (x) = Lρif hi (x), Ai (x) = Aρii (x), para i = 1, . . . ,m,
x ∈ U, onde U é alguma vizinhança aberta de x0.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Denotando-se y 〈ρ〉 = (y
(ρ1)
1 , y

(ρ2)
2 . . . , y

(ρm)
m )′, podemos escrever

y 〈ρ〉 = a(x) + A(x)u (15)

onde, para cada x ∈ U,

a(x) =


a1(x)
a2(x)

...
am(x)

 =


Lρ1

f h1(x)
Lρ2

f h2(x)
...

Lρmf hm(x)


m×1

A(x) =


A1(x)
A2(x)

...
Am(x)



=


Lg1Lρ1−1

f h1(x) Lg2Lρ1−1
f h1(x) · · · LgmLρ1−1

f h1(x)

Lg1Lρ2−1
f h2(x) Lg2Lρ2−1

f h2(x) · · · LgmLρ2−1
f h2(x)

...
... · · ·

...

Lg1Lρm−1
f hm(x) Lg2Lρm−1

f hm(x) · · · LgmLρm−1
f hm(x)


m×m
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Note que ai : V → R é uma função de classe C∞ e Ai é um vetor
linha de m funções de classe C∞. Desta forma, a : V → Rm é um
vetor coluna de m funções de classe C∞ e A : V → Rm×m é uma
matriz m ×m de funções de classe C∞, denominada de matriz de
desacoplamento.

Relembramos que a componente yi = hi (x) da sáıda
y = (y1, . . . , ym) = h(x) = (h1(x), . . . , hm(x)) admite grau relativo
ρi = ρi (x0) em x0 quando

Ai (x0) =
[
Lg1Lρi−1

f hi (x0) . . . LgmLρi−1
f hi (x0)

]
6= 0

e existe uma vizinhança aberta U ⊂ V de x0 tal que

Lgj L
k
f hi (x) = 0, para todo 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ k ≤ ρi − 2, x ∈ U

Além disso,

y
(k)
i (t) = Lk

f hi (x(t)), para 0 ≤ k ≤ ρi − 1
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Ressaltamos que uma sáıda y nem sempre admite grau relativo em
todos os pontos. De fato, considere o exemplo abaixo:

ẋ1 = x2 + x2u1

ẋ2 = u1

y1 = x1

Derivando-se y1, temos

y
(1)
1 = x2 + x2u1

com A1
1(x1, x2) = Lg1h1(x1, x2) = x2. Logo, o grau relativo de y1

em x0 = (x0
1 , x

0
2 ) é ρ1 = 1 quando x0

2 6= 0, pois
A1

1(x0
1 , x

0
2 ) = x0

2 6= 0. No entanto, y1 não admite grau relativo em
x0 caso x0

2 = 0, já que A1
1(x0

1 , 0) = 0 e A1
1(x1, x2) = x2 não se

anula em nenhuma vizinhança aberta U de x0 = (x0
1 , 0). De fato,

dada qualquer vizinhança aberta U de x0 = (x0
1 , 0), sempre existe

algum (x̄1, x̄2) ∈ U com x̄2 6= 0. Portanto, A1
1(x̄1, x̄2) = x̄2 6= 0.

234 / 364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Definição: Seja U0 ⊂ V uma região de trabalho (aberto em Rn)
do sistema (10)–(11). Dizemos que a sáıda y = h(x) do sistema
(10)–(11) admite grau relativo em U0 quando cada componente
yi = hi (x) da sáıda y = (y1, . . . , ym) = h(x) = (h1(x), . . . , hm(x))
admite grau relativo ρi (x) em todo x ∈ U0 e ρi (x) permanece
constante dentro da região U0, isto é, ρi (x) = ρ̄i , para qualquer
x ∈ U0.

Obs 1: Considere um sistema linear SISO (m = p = 1) da forma

ẋ = Ax + Bu, y = Cx , x ∈ Rn

Assuma que o sistema é controlável e observável, e sejam np e nz o
número de polos e zeros, respectivamente, da função de
transferência G (s). Então, pode-se mostrar que o sistema admite
grau relativo em U0 = V = Rn com ρ = np − nz .

Obs 2: Ressaltamos que se a sáıda y = h(x) admite grau relativo
em x0, então existe uma vizinhança aberta U0 de x0 tal que
y = h(x) admite grau relativo em U0. Isto é uma consequência do
teorema apresentado na sequência.
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Teorema: Seja γ: W → R uma função cont́ınua, onde W ⊂ Rn é
aberto. Então, o conjunto

Z = {x ∈W | γ(x) 6= 0}

é aberto.

Prova: Fixe x ∈ Z ⊂W . Assim, γ(x) 6= 0. Por simplicidade,
considere que γ(x) > 0. Como a função γ é cont́ınua em x ,
sabemos que, para todo ε > 0, existe δ = δ(x , ε) > 0 (a prinćıpio,
δ > 0 depende de x e ε) tal que, para cada y ∈W ,

‖y − x‖ < δ ⇒ |γ(y)− γ(x)| < ε

E, como W é aberto, sabemos que existe δ > 0 tal que
B(x , δ) ⊂W . Escolha ε = γ(x) > 0 e seja δ̃ = min(δ, δ) > 0. Fixe
y ∈ B(x , δ̃) ⊂ B(x , δ) ⊂W . Então, y ∈W com ‖y − x‖ < δ̃ < δ.
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Prova (continuação): Desse modo,

|γ(y)− γ(x)| < γ(x)

ou seja,
−γ(x) < γ(y)− γ(x) < γ(x)

Portanto, 0 < γ(y). Logo, B(x , δ) ⊂ Z . Mostramos assim que,
para todo x ∈ Z , existe δ̃ > 0 tal que B(x , δ̃) ⊂ Z , ou seja,
provamos que Z é aberto.

Obs 3: Para j = 1, . . . , n, temos que a função projeção
πj : Rn → R na j-ésima componente é cont́ınua, onde

πj(x1, . . . , xn) = xj
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 1:[?] Considere o sistema definido em V = R3

ẋ =

 −x1

x1x2

x2

+

 − exp(x2)
1
0

 u,

y = h(x) = x3.

Obtemos então que

∂h

∂x
(x) = [0 0 1], Lgh(x) =

∂h

∂x
(x)g(x) = 0, Lf h(x) =

∂h

∂x
(x)f (x) = x2,

∂Lf h

∂x
(x) = [0 1 0], LgLf h(x) =

∂Lf h

∂x
(x)g(x) = 1.

Desse modo, a sáıda y = h(x) = x3 admite grau relativo ρ = 2 na
região de trabalho U0 = V = Rn.
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Exemplo 2:[?] Considere o sistema definido em V = R4

ẋ =


x1x2 − x3

1

x1

−x3

x2
1 + x2

+


0

2 + 2x3

1
0

 u,

y = h(x) = x4.

Temos

∂h

∂x
(x) = [0 0 0 1], Lgh(x) = 0, Lf h(x) = x2

1 + x2,

∂Lf h

∂x
(x) = [2x1 1 0 0], LgLf h(x) = 2(1 + x3).

Assim, a sáıda y = h(x) = x4 admite grau relativo ρ = 2 em todos
os pontos (x1, x2, x3, x4) de R4 em que x3 6= −1. Como tal
conjunto é um aberto U0 ⊂ V = Rn, conclúımos que
y = h(x) = x4 admite grau relativo ρ = 2 na região de trabalho U0.
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Podemos agora enunciar as soluções para as duas versões do
problema de desacoplamento, cujas demonstrações são
semelhantes.

Teorema 1: Suponha que a sáıda y = h(x) do sistema (10)–(11)
admite grau relativo no ponto de trabalho x0 ∈ V . Então, o
problema de desacoplamento é localmente solúvel em x0 se e
somente se o determinante da matriz de desacoplamento não se
anula em x0, ou seja, det A(x0) 6= 0.

Teorema 2: Suponha que a sáıda y = h(x) do sistema (10)–(11)
admite grau relativo na região de trabalho U0 ⊂ V . Então, o
problema de desacoplamento é localmente solúvel em U0 se e
somente se det A(x) 6= 0, para todo x ∈ U0.
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Para esboçar a demonstração da suficiência (⇐) dos dois teoremas
acima, relembre que (veja (15))

y 〈ρ〉 = a(x) + A(x)u (16)

com y 〈ρ〉 = (y
(ρ1)
1 , y

(ρ2)
2 . . . , y

(ρm)
m )′,

a(x) =


Lρ1

f h1(x)
Lρ2

f h2(x)
...

Lρmf hm(x)


m×1

A(x) =


Lg1Lρ1−1

f h1(x) Lg2Lρ1−1
f h1(x) · · · LgmLρ1−1

f h1(x)

Lg1Lρ2−1
f h2(x) Lg2Lρ2−1

f h2(x) · · · LgmLρ2−1
f h2(x)

...
... · · ·

...

Lg1Lρm−1
f hm(x) Lg2Lρm−1

f hm(x) · · · LgmLρm−1
f hm(x)


m×m
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Com base nisto, veremos na sequência que a escolha de uma
realimentação regular (12) que soluciona o problema de
desacoplamento é natural e evidente.

Provaremos primeiro a suficiência do Teorema 2. Suponha então
que det A(x) 6= 0, para todo x ∈ U0. Isto é equivalente a dizer que
A(x)−1 existe para todo x ∈ U0. Desse modo, escolhendo a
realimentação como

u = α(x) + β(x)v , (17)

onde v = (v1, . . . , vm) é a nova entrada e

α(x) = −A(x)−1a(x) (18)

β(x) = A(x)−1 (19)

obtemos que a sáıda y = h(x) do sistema em malha-fechada
(13)–(14) satisfaz

y 〈ρ〉 = v (20)

ou seja,
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y
(ρ1)
1 = v1

y
(ρ2)
2 = v2

...
...

...

y
(ρm)
m = vm

Note que cada equação y
(ρi )
i = vi é linear e completamente

desacoplada de outra equação y
(ρi )
j = vj quando i 6= j . Além disso,

yi (t) corresponde à sáıda de um banco de ρi integradores em série
tendo como entrada vi (t), ou seja,

Yi (s) =
1

sρi
Vi (s)

Desse modo, fica claro que a resposta entrada-sáıda é linear e que
a evolução de yi (t) depende de fato de vi (t), mas não é de modo
algum influenciada por vj(t) quando i 6= j .
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Como (17)–(19) é uma realimentação de estado estática
localmente regular em U0, conclúımos que a mesma fornece uma
solução para o problema de desacoplamento. Quando x /∈ U0, não
temos garantia de que A(x)−1 existe e, consequentemente, a
realimentação (17)–(19) poderá apresentar uma singularidade em
tal ponto. Portanto, tudo que podemos assegurar é que o sistema
malha-fechada (13)–(14) fica desacoplado enquanto a solução x(t)
permanecer em U0 para a entrada escolhida
u(t) = (u1(t), . . . , um(t)), t ≥ 0.
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Provaremos agora a suficiência do Teorema 1. Suponha então que
det A(x0) 6= 0. Denote o conjunto das matrizes m ×m de números
reais por Rm2

. Observe que a aplicação A : V → Rm2
definida por

x 7→ A(x) é de classe C∞ e, portanto, é cont́ınua. Denote por
det : Rm2 → R a função definida por M 7→ det(M). Mostra-se que
det é uma função cont́ınua (por ser a soma de produtos dos
elementos da matriz M). Considere a função det A : V → R
definida por x 7→ det A(x). Esta função é cont́ınua, pois ela é a
composta de “det” com “A”, e a composta de aplicações cont́ınuas
é cont́ınua. Em particular, o conjunto

U0 = {x ∈ V | det A(x) 6= 0}

é uma vizinhança aberta de x0. Portanto, basta aplicarmos o
Teorema 2 para demonstrarmos a suficiência do Teorema 1.

A demonstração da necessidade (⇒) dos dois teoremas pode ser
encontrada em [?, ?, ?].
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Obs 4: Quando m = 1, ou seja, o sistema (10)–(11) tem um única
entrada u ∈ R e uma única sáıda y = h(x) ∈ R, a realimentação
regular (17)–(19) se reduz a

u = α(x) + β(x)v =
1

LgLρ−1
f h(x)

[
−Lρf h(x) + v

]
(21)

onde v ∈ R é a nova entrada e

α(x) =
−Lρf h(x)

LgLρ−1
f h(x)

(22)

β(x) =
1

LgLρ−1
f h(x)

(23)

Portanto, a sáıda y = h(x) do sistema em malha-fechada
(13)–(14) satisfaz

y (ρ) = v

ou seja,

Y (s) =
1

sρ
V (s)
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Exemplo 3: [?] Considere o sistema definido em V = R3

ẋ =

 0
x1 + x2

2

x1 − x2

+

 exp(x2)
exp(x2)

0

 u,

y = h(x) = x3

Temos

Lgh(x) = 0, Lf h(x) = x1 − x2

LgLf h(x) = 0, L2
f h(x) = −x1 − x2

2

LgL2
f h(x) = −(1 + 2x2) exp(x2), L3

f h(x) = −2x2(x1 + x2
2 )

Vemos que a sáıda y = h(x) = x3 admite grau relativo ρ = 3 em
todos os pontos (x1, x2, x3) de R3 em que 1 + 2x2 6= 0. Como tal
conjunto é um aberto U0 ⊂ V = R3, conclúımos que
y = h(x) = x3 admite grau relativo ρ = 3 na região de trabalho U0.
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Exemplo 3 (continuação): A matriz de desacoplamento (nesse
caso é um escalar)

A(x) = LgL2
f h(x) = −(1 + 2x2) exp(x2)

é tal que A(x) 6= 0 para todo x ∈ U0. Desse modo, conclúımos que
a realimentação de estado estática localmente regular em U0 dada
por

u =
−L3

f h(x)

LgL2
f h(x)

+
1

LgL2
f h(x)

v = − 2x2(x1 + x2
2 )

(1 + 2x2) exp(x2)
− 1

(1 + 2x2) exp(x2)
v

para todo x ∈ U0, desacopla o sistema em malha-fechada
(13)–(14), o qual está definido em U0 ⊂ V = R3. Além disso, a
sáıda y = h(x) = x3 de (13)–(14) é tal que

y (3) = v
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Exemplo 4: [?] Considere o sistema definido em V = R5

ẋ =


x2 + x2

2

x3 − x1x4 + x4x5

x2x4 + x1x5 − x2
5

x5

x2
2

+


0
0

cos(x1 − x5)
0
0

 u1 +


1
0
1
0
1

 u2

y1 = h1(x) = x1 − x5

y2 = h2(x) = x4

Temos
Lg1h1(x) = Lg2h1(x) = Lg1Lf h1(x) = Lg2Lf h1(x) = 0

Lg1h2(x) = Lg2h2(x) = 0

L2
f h1(x) = x3 − x1x4 + x4x5

Lf h2(x) = x5

[Lg1L2
f h1(x) Lg2L2

f h1(x)] = [cos(x1 − x5) 1] 6= 0

[Lg1Lf h2(x) Lg2Lf h2(x)] = [0 1] 6= 0
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Exemplo 4 (continuação): Escolhemos a origem x0 = 0 ∈ R5

como ponto de trabalho. Assim, ρ1 = ρ1(x0) = 3,
ρ2 = ρ2(x0) = 2, a sáıda y = h(x) = (h1(x), h2(x)) admite grau
relativo em x0, e a matriz de desacoplamento é

A(x) =

[
Lg1L2

f h1(x) Lg2L2
f h1(x)

Lg1Lf h2(x) Lg2Lf h2(x)

]
=

[
cos(x1 − x5) 1

0 1

]
Como det A(x0) 6= 0, sabemos que existe uma vizinhança aberta
U ⊂ V = R5 de x0 em que a realimentação de estado estática
localmente regular em U dada por

u = −A(x)−1a(x) + A(x)−1v

para todo x ∈ U, está de fato bem definida, ou seja, A(x)−1 existe
para todo x ∈ U, onde v = (v1, v2) ∈ R2 é a nova entrada e

a(x) =

[
L3
f h1(x)

L2
f h2(x)

]
=

[
0

x2
2

]
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Exemplo 4 (continuação): Além disso, tal realimentação
desacopla o sistema em malha-fechada (13)–(14), o qual está
definido em U ⊂ V = R3. Por fim, a sáıda
y = (y1, y2) = h(x) = (h1(x), h2(x)) de (13)–(14) é tal que

y
(3)
1 = v1

y
(2)
2 = v2
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Considere o sistema (10)–(11) com sáıda y = h(x). Dada uma
sáıda de referência desejada ȳ(t) para a sáıda y(t), onde
ȳ : [0,∞)→ Rm é uma aplicação de classe C∞, queremos
encontrar uma realimentação u que force y(t) a rastrear
assintoticamente a sáıda desejada ȳ(t), ou seja,

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

[y(t)− ȳ(t)] = 0

onde e(t) = y(t)− ȳ(t) é o erro de rastreamento. Este
problema é denominado de problema de rastreamento da sáıda
ȳ(t). Para resolver o problema de rastreamento, vamos projetar
uma realimentação u que garanta que a dinâmica do erro e(t) seja
assintoticamente estável.
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Na sequência, restringiremos nosso estudo à classe de sistemas
(10)–(11) que podem ser desacoplados por realimentação estática
regular da forma (12). Considere o sistema (10)–(11) e assuma
que, para todo x ∈ V , o posto da matriz g(x) = [g1(x) . . . gm(x)]
é igual ao seu número m de colunas. Seja U0 ⊂ V uma região de
trabalho. Suponha que:

A sáıda y = h(x) está definida em U0, é de classe C∞ e
admite grau relativo em U0.

A matriz de desacoplamento é não singular em U0, ou seja,
det A(x) 6= 0, para todo x ∈ U0.
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Derivando-se sucessivamente ei (t) = yi (t)− ȳi (t) com relação ao
tempo, obtemos que

e
(k)
i (t) = y

(k)
i (t)− ȳ

(k)
i (t), i = 1, . . . ,m, k ∈ N.

Fazendo k = ρi e usando (16), teremos

e〈ρ〉 = y 〈ρ〉 − ȳ 〈ρ〉 = a(x) + A(x)u − ȳ 〈ρ〉,

com
y 〈ρ〉 = (y

(ρ1)
1 , y

(ρ2)
2 , . . . , y

(ρm)
m )′,

ȳ 〈ρ〉 = (ȳ
(ρ1)
1 , ȳ

(ρ2)
2 , . . . , ȳ

(ρm)
m )′,

e〈ρ〉 = (e
(ρ1)
1 , e

(ρ2)
2 , . . . , e

(ρm)
m )′.

Note que a realimentação de estado dependente do tempo

u = δ(x , t) = A(x)−1[−a(x) + ȳ 〈ρ〉 + v ], x ∈ U0, t ≥ 0 (24)

onde v = (v1, . . . , vm)′ ∈ Rm é a nova entrada, produz em
malha-fechada a seguinte dinâmica linear para o erro de
rastreamento:

e〈ρ〉 = v
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A lei de controle (24) é portanto uma realimentação linearizante
para a dinâmica do erro. Podemos então construir uma
realimentação estabilizante v para a dinâmica do erro. Fixe
i = 1, . . . ,m, e relembre que

e
(ρi )
i = vi

Sejam Λi = {λi1, λi2, . . . , λiρi} o conjunto de pólos desejados (no
SPE!) para a dinâmica do erro

ei (t) = yi (t)− ȳi (t)

Assim, o polinômio caracteŕıstico desejado em malha-fechada é
dado por

πi (s) = (s − λi1)(s − λi2) · · · (s − λiρi ) = sρi +

ρi−1∑
j=0

k i
j s

j
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Logo,

vi = γi (x , t) = −
ρi−1∑
j=0

k i
j e

(j)
i (t)

= −
ρi−1∑
j=0

k i
j

[
y

(j)
i (t)− ȳ

(j)
i (t)

]
= −

ρi−1∑
j=0

k i
j

[
Lj
f hi (x)− ȳ

(j)
i (t)

]
é a realimentação de estado dependente do tempo desejada, pois

e
(ρi )
i = vi = −

ρi−1∑
j=0

k i
j e

(j)
i

ou seja, a dinâmica de ei (t) em malha-fechada é dada por

e
(ρi )
i +

ρi−1∑
j=0

k i
j e

(j)
i = 0 (EDO linear homogênea!) (25)

a qual tem πi (s) = (s − λi1)(s − λi2) · · · (s − λiρi ) como polinômio
caracteŕıstico.
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Portanto, a realimentação de estado dependente do tempo a ser
aplicada para o rastreamento da sáıda de referência ȳ(t) é

u = δ(x , t) = A(x)−1
[
−a(x)+ȳ 〈ρ〉(t)−Kε(x , t)︸ ︷︷ ︸

=v

]
, x ∈ U0, t ≥ 0,

(26)
onde

ε(x , t) = (h1(x), . . . , L
(ρ1−1)
f h1(x), . . . , hm(x), . . . , L

(ρm−1)
f hm(x))′ − ȳ 〈ρ−1〉(t)

K =


K1 0 . . . 0
0 K2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Km


Ki = [k i

0 k i
1 . . . k i

ρi−1] ∈ Rρi , i = 1, . . . ,m
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Obs 5: As realimentações definidas acima forçam y(t) a rastrear
assintoticamente ȳ(t) desde que a solução x(t) do sistema em
malha-fechada permaneça em U0 para todo t ≥ 0 (perceba que a
realimentação (24) poderá apresentar singularidades e que
yi = hi (x) poderá deixar de ter grau relativo ρi constante se x(t)
sair de U0). Assuma que este é o caso. Logo,

lim
t→∞

vi (t) = − lim
t→∞

ρi−1∑
j=0

k i
j e

(j)
i (t) = 0

independentemente da escolha dos polos no SPE para a dinâmica
do erro ei . Assim, em regime permanente (t →∞), temos que

u(t) = A(x(t))−1[−a(x(t)) + ȳ 〈ρ〉(t)]
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Obs 5 (continuação): Além disso, a partir de (25), conclúımos
que se

e
(ρi−1)
i (0) = e

(ρi−2)
i (0) = · · · = e

(1)
i (0) = ei (0) = 0

então ei (t) = 0 para todo t ≥ 0, ou seja,

yi (t) = ȳi (t), para todo t ≥ 0 (rastreamento perfeito!)

Em geral, podemos escolher a sáıda de referência ȳi (t) de modo

que e
(ρi−1)
i (0) = e

(ρi−2)
i (0) = · · · = e

(1)
i (0) = ei (0) = 0. Na

prática, no entanto, isto sempre será violado devido a erros/rúıdos
de medição. Ressaltamos, por fim, que não há modelo interno
para a sáıda de referência ȳ(t) incorporado ao controlador
projetado!
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Exemplo 5: No Exemplo 4 da Seção 4.2.1, estudamos o sistema
definido em V = R5

ẋ =


x2 + x2

2

x3 − x1x4 + x4x5

x2x4 + x1x5 − x2
5

x5

x2
2

+


0
0

cos(x1 − x5)
0
0

 u1 +


1
0
1
0
1

 u2,

y1 = h1(x) = x1 − x5

y2 = h2(x) = x4

Escolhemos x0 = 0. Note que f (x0) = 0, h(x0) = 0, e que
posto g(x) = [g1(x) g2(x)] = 2, para todo x ∈ V = R5. Vimos
anteriormente que det A(x0) 6= 0, ρ1 = 3, ρ2 = 2. Com base na
demonstração da suficiência do Teorema 1 e da Obs 1 da
Seção 4.2.1, sabemos que existe uma vizinhança aberta U0 ⊂ V de
x0 tal que y = h(x) admite grau relativo em U0 e det A(x) 6= 0,
para todo x ∈ U0.
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Exemplo 5 (continuação): Seja ȳ = (ȳ1, ȳ2): [0,∞)→ R2 uma
sáıda de referência desejada de classe C∞. A realimentação de
estado dependente do tempo em (24)

u = δ(x , t) = A(x)−1[−a(x) + ȳ 〈ρ〉 + v ], x ∈ U0, t ≥ 0

assegura a seguinte dinâmica linear para os erros de rastreamento

e
(3)
1 = v1

e
(2)
1 = v2

com e1(t) = y1(t)− ȳ1(t), e2(t) = y2(t)− ȳ2(t).
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda
Exemplo 5 (continuação): Logo, os ganhos de realimentação
k1

0 , k
1
1 , k

1
2 , k

2
0 , k

2
1 ∈ R nas realimentações estabilizantes

v1 = γ1(x , t) = −
2∑

j=0

k1
j e

(j)
1 (t) = −

2∑
j=0

k1
j

[
y

(j)
1 (t)− ȳ

(j)
1 (t)

]
= −

2∑
j=0

k1
j

[
Lj
f h1(x)− ȳ

(j)
1 (t)

]
= −k1

0 [x1 − x5 − ȳ1(t)]− k1
1 [x2 − ȳ

(1)
1 (t)]−

− k1
2 [x3 − x1x4 + x4x5 − ȳ

(2)
1 (t)]

v2 = γ2(x , t) = −
1∑

j=0

k2
j e

(j)
i (t) = −

2∑
j=0

k2
j

[
y

(j)
2 (t)− ȳ

(j)
2 (t)

]
= −

1∑
j=0

k2
j

[
Lj
f h2(x)− ȳ

(j)
2 (t)

]
= −k2

0 [x4 − ȳ2(t)]− k2
1 [x5 − ȳ

(1)
2 (t)]
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Exemplo 5 (continuação):
são escolhidos de modo que as ráızes dos polinômios caracteŕısticos

π1(s) = s3 +
2∑

j=0

k1
j s j = s3 + k1

2 s2 + k1
1 s + k1

0

π2(s) = s2 +
1∑

j=0

k2
j s j = s2 + k2

1 s + k2
0

estejam no SPE, pois as dinâmicas malha-fechada dos erros são
dadas por

e
(3)
1 + k1

2 e
(2)
1 + k1

1 e
(1)
1 + k1

0 e1 = 0

e
(2)
2 + k2

1 e
(1)
2 + k2

0 e2 = 0
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda

Exemplo 5 (continuação): A realimentação de estado
dependente do tempo projetada

u = δ(x , t) = A(x)−1[−a(x) + ȳ 〈ρ〉 + v ]

= A(x)−1

(
−a(x) +

[
ȳ

(3)
1 (t)

ȳ
(2)
2 (t)

]
+

[
γ1(x , t)
γ2(x , t)

])
, x ∈ U0, t ≥ 0

soluciona o problema de rastreamento da sáıda de referência
desejada ȳ(t) (desde que a solução x(t) do sistema em
malha-fechada permaneça em U0 para todo t ≥ 0), onde

γ1(x , t) = −k1
0 [x1 − x5 − ȳ1(t)]− k1

1 [x2 − ȳ
(1)
1 (t)]−

− k1
2 [x3 − x1x4 + x4x5 − ȳ

(2)
1 (t)]

γ2(x , t) = −k2
0 [x4 − ȳ2(t)]− k2

1 [x5 − ȳ
(1)
2 (t)]

com v = (v1, v2)′ = (γ1(x , t), γ2(x , t))′ ∈ R2.
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda

Ressaltamos, uma vez mais, que as realimentações definidas acima
forçam y(t) a rastrear assintoticamente ȳ(t) desde que a solução
x(t) do sistema em malha-fechada permaneça em U0 para todo
t ≥ 0 (perceba que a realimentação (24) poderá apresentar
singularidades e que yi = hi (x) poderá deixar de ter grau relativo
ρi constante se x(t) sair de U0). No entanto, as hipóteses que
fizemos até agora sobre o sistema (10)–(11) não garantem, a
prinćıpio, que isto realmente ocorrerá. Além disso, tais hipóteses
também não garantem que a solução x(t), t ≥ 0, e o controle
aplicado u(t), t ≥ 0, serão limitados. O próximo resultado
apresenta condições para que isto seja assegurado.
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda

Teorema 3: Considere o sistema (10)–(11) com sáıda y = h(x) e
V = Rn. Assuma que, para todo x ∈ Rn, o posto da matriz
g(x) = [g1(x) . . . gm(x)] é igual ao seu número m de colunas.
Suponha que a sáıda y = h(x) satisfaz:

A sáıda y = h(x) é de classe C∞ e admite grau relativo em
Rn.

A matriz de desacoplamento é não singular em Rn, ou seja,
det A(x) 6= 0, para todo x ∈ Rn

ρ =
∑m

i=1 ρi = n.

A aplicação z : Rn → Rn definida por

z(x) = (y
(0)
1 (x), y

(1)
1 (x), . . . , y

(ρ1−1)
1 (x), . . . , y

(0)
m (x), y

(1)
m (x), . . . , y

(ρm−1)
m (x))

= (h1(x), Lf h1(x), . . . , Lρ1−1
f h1(x), . . . , hm(x), Lf hm(x), . . . , Lρm−1

f hm(x))
(27)

é injetiva.

Aplique a realimentação (26), e assuma que ȳ : [t0,∞)→ Rm é a
sáıda de referência desejada de classe C∞.
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda

Teorema 3 (continuação): Então, há convergência assintótica
global do erro de rastreamento para zero, ou seja,

lim
t→∞

[yi (t)− ȳi (t)] = 0, para todo 1 ≤ i ≤ m

independentemente da condição inicial x(0) ∈ Rn do sistema em
malha-fechada. Além disso, se a aplicação z : Rn → Rn é bijetiva

e, para cada 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ρi − 1, temos que ȳ
(k)
i (t), t ≥ 0,

é limitada, então a solução x(t), t ≥ 0, do sistema em
malha-fechada e o controle aplicado u(t), t ≥ 0, são limitados,
com

lim
t→∞

[x(t)− x(t)] = 0

para qualquer condição inicial x(0) ∈ Rn, onde

x̄(t) = z−1(ȳ
(0)
1 (t), . . . , ȳ

(ρ1−1)
1 (t), . . . , ȳ

(0)
m (t), . . . ȳ

(ρm−1)
m (t)), t ≥ 0

Prova: Consequência dos resultados que veremos na Seção 4.4.
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda

Exemplo 6: A equação de movimento de um robô de n graus de
liberdade e com atuação em todas as juntas é da forma

M(q)q̈ + C (q, q̇) + K (q) = u (28)

onde M(q) é a matriz de massa n × n, que é sempre simétrica e
invert́ıvel, C (q, q̇) ∈ Rn é o vetor dos efeitos de Coriolis e atritos
viscosos, K (q) ∈ Rn é o vetor dos efeitos de mola e de gravidade,
q ∈ Rn é o vetor de posições generalizadas, q̇ ∈ Rn é o vetor de
velocidades generalizadas, u ∈ Rn é o vetor de forças
generalizadas, e M,C ,K são de classe C∞.
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Exemplo 6 (continuação): A equação (28) pode ser rescrita
como

ẋ = f (x) + g(x)u (29)

onde

x =

[
q
q̇

]
f (x) =

[
q̇

−M−1(q)[C (q, q̇) + K (q)]

]
g(x) =

[
0

M−1(q)

]
Assuma que a cinemática direta do robô é dada por

y(t) = h(q(t))

onde h : W → Rn é injetiva e com Jacobiano Γ(q) = ∂h(q)/∂q
invert́ıvel para todo q pertencente a um conjunto aberto W ⊂ Rn

(onde não existem singularidades da cinemática direta).
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Exemplo 6 (continuação): Neste caso, pela regra da cadeia,

y (1) =
∂h

∂q
q̇ = Γ(q)q̇

Vemos assim que a primeira derivada de todas as sáıdas yi = hi (x)
é função apenas do estado x e não é influenciada pela entrada u.
Derivando outra vez, obtemos

y (2) = Γ(1)(q)q̇ + Γ(q)q̈

Note que a componente ij da matriz Γ(q) é dada por

Γij(q) =
∂hi
∂qj

(q)

e, portanto, a componente ij de Γ(1)(q) será

n∑
k=1

∂

∂qk

{
∂hi
∂qj

}
=

n∑
k=1

∂2hi
∂qk∂qj

q̇k
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4.2.2. O Problema de Rastreamento da Sáıda
Exemplo 6 (continuação): Logo, a i-ésima componente do vetor
coluna Γ(1)(q)q̇ é{

Γ(1)(q)q̇
}
i

=
n∑

j=1

n∑
k=1

∂2hi
∂qk∂qj

q̇k q̇j

A matriz Hessiana Hi da aplicação hi é definida elemento a
elemento por

{Hi (q)}kj =
∂2hi
∂qk∂qj

(q)

Temos então que {
Γ(1)(q)q̇

}
i

=
n∑

i=1

q̇THi (q)q̇

Como Hi depende apenas de q, segue-se que

y (2) = a(x) + A(x)u

onde

a(x) = Γ(1)(q)q̇−Γ(q)M−1(q)[C (q, q̇)+K (q)], A(x) = Γ(q)M−1(q).
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Exemplo 6 (continuação): Mas,

det A(x) = (det Γ(q))(det M−1(q)) 6= 0, para x = (q, q̇) ∈W×Rn

Assim, conclúımos que:

Cada sáıda yi = hi (x) admite grau relativo W × Rn com
ρi = 2
A matriz de desacoplamento é invert́ıvel em W × Rn (o
espaço de estado é Rn × Rn)
ρ =

∑n
i=1 ρi = 2n

A aplicação z : W ×Rn → Rn ×Rn em (27) é injetiva, já que
é dada por z(q, q̇) = (y (0), y (1)) = (h(q), Γ(q)q̇)

Portanto, a realimentação de estado dependente do tempo

u = δ(x , t) = A(x)−1[−a(x) + ȳ (2)(t) + v ], x ∈W × Rn, t ≥ 0
(30)

lineariza a dinâmica do erro da seguinte maneira

e〈2〉 = v ,

onde ȳ : [0,∞)→ Rn é a sáıda de referência desejada.
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Exemplo 6 (continuação): Agora, seja εi ∈ R2 definido por

εi = (e
(0)
i , e

(1)
i )′, 1 ≤ i ≤ n

A dinâmica de εi é governada pela equação linear

ε̇i = Aiεi + Bivi (31)

onde

Ai =

[
0 1
0 0

]
, Bi =

[
0
1

]
Devemos então determinar uma lei de controle estabilizante

vi = −Kiεi

Para isto, tomamos dois pólos de malha-fechada λ1
i , λ

2
i (SPE),

calculamos πi (s) = (s − λ1
i )(s − λ2

i ) = s2 + k i
1s + k i

0, e escolhemos

Ki = [k i
0 k i

1]
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Exemplo 6 (continuação): Logo, a lei de controle estabilizante v
possui a forma

v = −Kε

onde

K =


K1 0 . . . 0
0 K2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Kn

 , ε = (ε′1, ε
′
2, . . . , ε

′
n)′

Note que

ε = (e
(0)
1 , e

(1)
1 , e

(0)
2 , e

(1)
2 , . . . , e

(0)
n , e

(1)
n )′ = y 〈1〉 − ȳ 〈1〉

onde

y 〈1〉 = (y
(0)
1 , y

(1)
1 , . . . , y

(0)
n , y

(1)
n )′

ȳ 〈1〉 = (ȳ
(0)
1 , ȳ

(1)
1 , . . . , ȳ

(0)
n , ȳ

(1)
n )′
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4.3. Flatness

Nesta seção, faremos a conexão entre o problema de rastreamento
de sáıda e o conceito de flatness (ou platitude, que segundo o
dicionário Houaiss é a propriedade de ser plano). O conceito de
flatness foi cunhado por Fliess e seus coautores em [?] a partir dos
resultados que apresentamos neste caṕıtulo sobre linearização
exata. Existem várias maneiras equivalentes de enunciar a
propriedade de flatness. O leitor interessado pode consultar, por
exemplo, [?]. Os livros [?] e [?] apresentam a noção de flatness e
suas diversas aplicações em problemas de controle.
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4.3. Flatness

Definição: Dizemos que um sistema da forma (10) é plano (ou
flat) quando existe um conjunto y = (y1, . . . , ym) de funções de
classe C∞, denominada de sáıda5 plana (ou sáıda flat), com as
seguintes propriedades:

Cada yi = hi (x), 1 ≤ i ≤ m, é função apenas6 do estado x , e
o número de componentes m de y é igual ao número de
componentes da entrada u = (u1, . . . , um) do sistema.

5Essa não é necessariamente a sáıda real do sistema (10).
6Para simplificar a exposição, consideraremos que yi depende somente do

estado x . Na verdade, o conceito de flatness é muito mais geral, de modo que
yi pode depender também da entrada u = (u1, . . . , um) e de suas derivadas até
uma certa ordem finita.
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4.3. Flatness

O estado x pode ser determinado a partir de y e de um
número finito de suas derivadas. Mais especificamente7, existe
uma aplicação A de classe C∞ tal que

x = A(y (0), y (1), . . . , y (γ)) (32)

onde y (k) , (y
(k)
1 , . . . , y

(k)
m ), para k ≥ 0.

A entrada u pode ser determinada a partir de y e de um
número finito de suas derivadas. Em outras palavras, existe
uma aplicação B de classe C∞ tal que

u = B(y (0), y (1), . . . , y (δ)) (33)

7Aqui, não estamos sendo precisos porque a definição de flatness é local, e
as aplicações A e B acima podem estar definidas apenas localmente, e não
globalmente.
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4.3. Flatness

Isto significa que

x(t) = A(ȳ (0)(t), ȳ (1)(t), . . . , ȳ (γ)(t))

é a trajetória de (10) quando a aplicamos a entrada

u(t) = B(ȳ (0)(t), ȳ (1)(t), . . . , ȳ (δ)(t)), t ∈ [0,∞),

onde ȳ : [0,∞)→ Rm é uma aplicação arbitrária de classe C∞.

Exemplo 1: Temos que o motor CC apresentado na Seção 4.1 é
um sistema flat com sáıda flat y = x1, pois o estado deste sistema
é determinado por

x = (x1, x2) = (x1, ẋ1) = (y , ẏ) = A(y , ẏ)

e, como ÿ = −ẏ + u, a entrada é dada por

u = ÿ + ẏ = B(y , ẏ , ÿ)

Note que, neste caso, a sáıda flat coincide com a sáıda real do
sistema.
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4.3. Flatness

Exemplo 2: [?] Considere o sistema

ẋ1 = x2

ẋ2 = − sen(x1)− x1 + x3

ẋ3 = x4

ẋ4 = x1 − x3 + u

Temos que y = x1 é uma sáıda flat. De fato,

x1 = y

x2 = ẋ1 = y (1)

x3 = ẋ2 + sen(x1) + x1 = y (2) + sen(y) + y

x4 = ẋ3 = y (3) + y (1) cos(y) + y (1)

u = ẋ4 − x1 + x3 = y (4) + y (2) cos(y)− (y (1))2 sen(y) + 2y (2) + sen(y)

Exemplo 3: Um sistema linear da forma

ẋ = Ax + Bu

é flat se e somente é controlável (veja [?]).
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4.3. Flatness

Exemplo 4: Todo robô com n graus de liberdade e atuação em
todas as juntas é flat8. De fato, vimos no Exemplo 6 da Seção
4.2.2 que a equação de movimento de um robô de n graus de
liberdade é da forma

M(q)q̈ + C (q, q̇) + K (q) = u (34)

onde M(q) é a matriz de massa n × n, que é sempre simétrica e
invert́ıvel, C (q, q̇) ∈ Rn é o vetor dos efeitos de Coriolis e atritos
viscosos, K (q) ∈ Rn é o vetor dos efeitos de mola e de gravidade,
q ∈ Rn é o vetor de posições generalizadas, q̇ ∈ Rn é o vetor de
velocidades generalizadas, u ∈ Rn é o vetor de forças
generalizadas, e M,C ,K são de classe C∞.

8Para quem já fez algum curso de robótica, perceberá que a noção de
flatness é análoga ao método do torque calculado.
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4.3. Flatness

Exemplo 4 (continuação): A equação (34) pode ser rescrita
como

ẋ = f (x) + g(x)u (35)

onde

x =

[
q
q̇

]
f (x) =

[
q̇

−M−1(q)[C (q, q̇) + K (q)]

]
g(x) =

[
0

M−1(q)

]
Neste caso, fica claro que y = q é uma sáıda flat, já que

x = (q, q̇) = (y , ẏ)

u = M(q)q̈ + C (q, q̇) + K (q) = M(y)ÿ + C (y , ẏ) + K (y)

(método do torque calculado!)

se escrevem em função de y , ẏ , ÿ .
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4.3. Flatness

Veremos agora que o conceito de flatness permite solucionar de
maneira simples e direta o problema de controlabilidade de um
sistema não-linear. De fato, imagine que desejamos levar o estado
x(t) do sistema (10) de uma condição inicial x(0) = x0 em t = 0
até uma condição final desejada x(T ) = xT em t = T > 0. Para
isto, devemos encontrar uma entrada adequada u : [0,T ]→ Rm.
Tal problema de controle é denominado de planejamento de
trajetórias. Quando y = h(x) é uma sáıda flat de (10), a solução
do problema de planejamento de trajetórias recai na construção de
uma aplicação ȳ : [0,T ]→ Rm de classe C∞ que obedeça as
seguintes restrições determinadas por (32):

(A) x0 = A
(
ȳ (0)(t), ȳ (1)(t), . . . , ȳ (γ)(t)

)∣∣
t=0

(B) xT = A
(
ȳ (0)(t), ȳ (1)(t), . . . , ȳ (γ)(t)

)∣∣
t=T
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4.3. Flatness

Teorema: Assuma que o sistema (10) é flat. A aplicação da
entrada dada por (33)

u(t) = B(ȳ (0)(t), ȳ (1)(t), . . . , ȳ (δ)(t)), para t ∈ [0,T ]

onde ȳ : [0,T ]→ Rm é uma aplicação de classe C∞ que obedece
as restrições (A) e (B) anteriores9, leva o sistema de x0 em t = 0
até xT em t = T . Em particular, se um sistema é flat, ele possui
garantidamente uma propriedade de controlabilidade10.

Obs: Ressaltamos que apesar de a lei de controle acima resolver o
problema de planejamento de trajetórias de maneira trivial, essa é
uma solução em malha-aberta. Uma estratégia de controle em
malha-fechada deve ser capaz de corrigir erros de condição inicial,
de modelagem, de influência de perturbações, etc.

9Sempre podemos construir uma aplicação ȳ : [0,T ]→ Rm de classe C∞

que satisfaz tais restrições por interpolação polinomial. Para maiores detalhes,
veja [?, pp. 182–184].

10Para definições e resultados de controlabilidade para sistemas não-lineares,
veja [?] e [?].
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4.3. Flatness

Note que, se y = h(x) é uma sáıda flat do sistema (10), então
(32) implica que ao forçarmos y(t) a rastrear ȳ(t), o estado x(t)
do sistema fica completamente determinado. Desse modo, para
sistemas flat, o problema de rastreamento da sáıda se confunde
com o problema de controlar o seu estado. Veremos agora que,
quando a sáıda y = h(x) do sistema (10) é flat, o problema de
rastreamento de sáıda pode muitas vezes ser solucionado de
maneira relativamente simples e direta. Isto é ilustrado a seguir.
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4.3. Flatness

Exemplo 5: [?] No Exemplo 2 acima, mostramos que y = x1 é
uma sáıda flat para o sistema

ẋ1 = x2

ẋ2 = − sen(x1)− x1 + x3

ẋ3 = x4

ẋ4 = x1 − x3 + u

pois

x1 = y

x2 = y (1)

x3 = y (2) + sen(y) + y

x4 = y (3) + y (1) cos(y) + y (1)

u = y (4) + y (2) cos(y)− (y (1))2 sen(y) + 2y (2) + sen(y)

Para resolvermos o problema de rastreamento de sáıda, basta
encontrarmos uma realimentação de estado u = δ(x ,w), onde
w ∈ R é a nova entrada, que linearize a dinâmica de y .
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4.3. Flatness
Exemplo 5 (continuação): A ideia é escolher u = δ(x ,w) de
modo a impor que (note que y (4) é a maior derivada de y que
aparece na expressão de u acima):

y (4) = w

A realimentação de estado

u = w + y (2) cos(y)− (y (1))2 sen(y) + 2y (2) + sen(y)

= w + [x3 − x1 − sen(x1)]︸ ︷︷ ︸
=y (2)=ẋ2

cos(x1)− x2
2 sen(x1) + 2x3 − 2x1 − sen(x1)

onde w ∈ R é a nova entrada, atinge o desejado, i.e. assegura que

y (4) = w

pois
u = w +������

y (2) cos(y)−�������
(y (1))2 sen(y) +�

��2y (2) +����sen(y)

= y (4) +������
y (2) cos(y)−�������

(y (1))2 sen(y) +���2y (2) +����sen(y)

(a segunda igualdade acima é pela propriedade de flatness).
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4.3. Flatness
Exemplo 5 (continuação): Escolhendo a nova entrada w como

w = ȳ (4) + v

onde ȳ : [0,∞)→ R é a sáıda de referência desejada de classe C∞

e v ∈ R é uma nova entrada, obtemos que a dinâmica do erro
e = y − ȳ é linear e dada por

e(4) = v

Logo, tudo o que nos resta fazer é determinar uma realimentação
estabilizante v como na Seção 4.2.2 acima. Escolhendo a
realimentação estabilizante v como

v = a3e(3) + a2e(2) + a1e(1) + a0e

implica que

e(4) − a3e(3) − a2e(2) − a1e(1) − a0e = 0

e então especificamos os ganhos a3, a2, a1, a0 ∈ R de modo que as
ráızes da equação caracteŕıstica do erro estejam no SPE:

π(s) = s4 − a3s3 − a2s2 − a1s − a0
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4.3. Flatness

Exemplo 5 (continuação): Portanto, a realimentação
estabilizante v projetada, rescrita em função do estado x e do
tempo t, é dada por

v = γ(x , t) = a3e(3) + a2e(2) + a1e(1) + a0e

= a3[y (3) − ȳ (3)(t)] + a2[y (2) − ȳ (2)(t)] + a1[y (1) − ȳ (1)(t)] + a0[y − ȳ(t)]

= a3[x4 − x2 cos(x1)− x2 − ȳ (3)(t)] + a2[x3 − x1 − sen(x1)− ȳ (2)(t)]+

+ a1[x2 − ȳ (1)(t)] + a0[x1 − ȳ(t)]

pois, a partir da propriedade de flatness apresentada anteriormente,
encontraremos que

y = x1

y (1) = x2

y (2) = ẋ2 = x3 − x1 − sen(x1)

y (3) = x4 − y (1) cos(y)− y (1) = x4 − x2 cos(x1)− x2
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4.3. Flatness

Exemplo 5 (continuação): Por fim, a realimentação de estado
dependente do tempo projetada

u = [x3 − x1 − sen(x1)] cos(x1)− x2
2 sen(x1) + 2x3 − 2x1 − sen(x1) + w

= [x3 − x1 − sen(x1)] cos(x1)− x2
2 sen(x1) + 2x3 − 2x1 − sen(x1)+

+ ȳ (4)(t) + v︸ ︷︷ ︸
=w

= [x3 − x1 − sen(x1)] cos(x1)− x2
2 sen(x1) + 2x3 − 2x1 − sen(x1) + ȳ (4)(t)+

+ a3[x4 − x2 cos(x1)− x2 − ȳ (3)(t)] + a2[x3 − x1 − sen(x1)− ȳ (2)(t)]+

+ a1[x2 − ȳ (1)(t)] + a0[x1 − ȳ(t)]

soluciona o problema de rastreamento da sáıda de referência ȳ(t).
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Começamos apresentando dois exemplos motivacionais.

Exemplo 1: Considere o seguinte sistema não-linear, com vetor de
estado x = (x1, x2) ∈ R2 e entrada u ∈ R, da forma

ẋ = f (x , u)

e dado por
ẋ1 = x2

ẋ2 = x2
1 + (1 + x2

1 + x2
2 )u

A realimentação de estado não-linear

u =
1

1 + x2
1 + x2

2

(−x2
1 + v)

onde v ∈ R é a nova entrada, permite cancelar perfeitamente as
não-linearidades, resultando no seguinte sistema linear em
malha-fechada

ẋ1 = x2

ẋ2 = v
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Exemplo 1 (continuação): Este sistema é da forma

ẋ = Ax + Bv

onde

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
1

]
.

Note que tal sistema linear é controlável, pois
posto(C) = posto([B AB]) = 2. Em particular, podemos escolher
uma realimentação de estado da forma v = −Kx = −k1x1 − k2x2

de modo a estabilizarmos a origem z = 0 do sistema acima (polos
de A− BK no SPE) e, desse modo, conclúımos que a
realimentação de estado não-linear resultante

u =
1

1 + x2
1 + x2

2

(−x2
1 − k1x1 − k2x2)

aplicada ao sistema original ẋ = f (x , u), assegura que a origem
x = 0 do sistema em malha-fechada é globalmente
assintoticamente estável.
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Exemplo 2: Considere o seguinte sistema não-linear, com vetor de
estado x = (x1, x2)′ ∈ R2 e entrada u ∈ R, da forma

ẋ = f (x , u)

e dado por

ẋ1 =
x2

(1 + x2
1 )

ẋ2 =
2x1x2

2(
1 + x2

1

)2 +
(
1 + x2

1

)( x2
2(

1 + x2
1

)2 +
(
1 + x2

1

)
u

)
Observe que ẋ1 não pode ser linearizado diretamente por uma
realimentação. Definimos então a mudança de coordenadas
(não-linear) global φ : R2 → R2 por z = (z1, z2) = φ(x1, x2),
onde z1 = x1 e z2 = x2/(1 + x2

1 ). Note que a aplicação φ possui
inversa φ−1 : R2 → R2 definida por x = (x1, x2) = φ−1(z1, z2),
onde x1 = z1 e x2 = z2(1 + z2

1 ). Portanto, φ é de fato uma
mudança de coordenadas global.
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Exemplo 2 (continuação): Assim, aplicando a regra da cadeia,
teremos nas novas coordenadas z que

ż(t) =
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x(t)

ẋ(t) =
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x(t)

f (x(t), u(t))

Substituindo x(t) = φ−1(z(t)), obtemos

ż =

(
∂φ(x)

∂x
f (x , u)

)∣∣∣∣
x=φ−1(z)

=

 1 0

− 2x1x2

(1 + x2
1 )2

1

(1 + x2
1 )

 f (x , u)

∣∣∣∣∣∣
x=φ−1(z)

,

com

f (x , u) =


x2

(1 + x2
1 )

2x1x2
2(

1 + x2
1

)2 +
(
1 + x2

1

)( x2
2(

1 + x2
1

)2 +
(
1 + x2

1

)
u

)
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Exemplo 2 (continuação): Note que a equação de estado acima
é da forma

ż = g(z , u)

e corresponde à expressão do mesmo sistema nas novas
coordenadas z . Fazendo os cálculos, vamos encontrar

ż1 = z2

ż2 = z2
2 + (1 + z2

1 )u

Escolhendo a realimentação de estado não-linear

u = δ(z , v) =
1

1 + z2
1

(−z2
2 + v)

onde v ∈ R é a nova entrada, determinamos o sistema em
malha-fechada

ż1 = z2

ż2 = v
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Exemplo 2 (continuação): Este sistema é linear e da forma

ż = Az + Bv

onde

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
1

]
Vê-se que o sistema em malha-fechada, nas novas coordenadas
z , é linear e controlável. Além disso, nas coordenadas originais x ,
a realimentação de estado não-linear é dada por

u = δ(φ(x), v) = γ(x , v) =
1

1 + x2
1

(
− x2

2

(1 + x2
1 )2

+ v

)
Conclui-se então que uma mudança de coordenadas não-linear
z = φ(x) e uma realimentação de estado não-linear11 u = γ(x , v),
permitem cancelar de maneira exata as não-linearidades do sistema
e obter um sistema em malha-fechada que é linear e controlável.

11Ou, equivalentemente, u = γ(φ−1(z), v) = δ(z , v).
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Exemplo 2 (continuação): Em particular, podemos escolher uma
realimentação de estado da forma v = −Kz = −k1z1 − k2z2 de
modo a estabilizarmos a origem z = 0 de

ż = Az + Bv

e, desse modo, como z = (z1, z2) = z(x) = φ(x1, x2) com
z(0) = φ(0, 0) = 0, conclúımos que a realimentação de estado
não-linear resultante

u =
1

1 + x2
1

(
− x2

2

(1 + x2
1 )2
− k1z1 − k2z2

)
=

1

1 + x2
1

(
− x2

2

(1 + x2
1 )2
− k1x1 − k2

x2

1 + x2
1

)
aplicada ao sistema original ẋ = f (x , u), assegura que a origem
x = 0 do sistema em malha-fechada é globalmente
assintoticamente estável.
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4.4. O Problema de Linearização Exata
Obs: Seja F : W ⊂ Rn → Rn uma aplicação. Lembramos que F é
injetiva quando F não nunca mapeia elementos distintos do
doḿınio W ao mesmo elemento do contradoḿınio Rn. Assim,
F : W → Rn é injetiva se e somente se

F (x) = F (y)⇒ x = y , para todo x , y ∈W

Equivalentemente, temos que F : W → Rn é injetiva se e
somente se

z = z(x) = F (x) ∈ F (W )⇒ x = x(z) = F−1(z), para todo x ∈W

ou seja, podemos expressar x ∈W em função de z = F (x) através
da aplicação inversa pela esquerda F−1 : F (W ) ⊂ Rn →W
(F−1(F (x)) = x , para todo x ∈ F (W ), onde F (W ) ⊂ Rn é o
conjunto image de F ). Lembramos também que
F : W ⊂ Rn → Rn é sobrejetiva quando todo elemento do
contradoḿınio Rn é mapeado por ao menos um elemento do
doḿınio W , ou seja, para todo z ∈ Rn existe algum x ∈W tal
que z = F (x) (note que isto é o mesmo que dizer que o conjunto
imagem F (W ) é igual ao contradoḿınio Rn: F (W ) = Rn).
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Obs (continuação): Ressaltamos que toda aplicação
F : W ⊂ Rn → Rn se torna sobrejetiva ao restringirmos o
contradoḿınio ao conjunto imagem, isto é, ao considerarmos que
F : W → F (W ).

Lembramos, ainda, que uma aplicação F : W ⊂ Rn → Rn é
bijetiva quando F é injetiva e sobrejetiva, ou seja, para todo
z ∈ Rn, existe um único x ∈W tal que z = F (x). Desse modo,
temos que F : W ⊂ Rn → Rn é bijetiva se e somente a aplicação
inversa F−1 : Rn →W existe, ou seja, F−1 satisfaz:

F (F−1(z)) = z , F−1((F (x)) = x

para todo z ∈ Rn, x ∈W .
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Obs (continuação): Veremos agora como determinar se uma
aplicação F : Rn → Rn é bijetiva (injetiva e sobrejetiva). Suponha
que

z = z(x) = F (x) ∈ F (W )⇒ x = x(z) = F−1(z), para todo x ∈ Rn

onde F−1 : F (W ) ⊂ Rn → Rn, ou seja, F−1(F (x)) = x , para todo
x ∈W (inversa pela esquerda). Então, F : Rn → Rn é injetiva. Se
F−1(z) está bem-definida para todo z ∈ Rn e, além disso,

x = x(z) = F−1(z)⇒ z = z(x) = F (x), para todo z ∈ Rn

ou seja, F (F−1(z)) = z , para todo z ∈ Rn, então F : Rn → Rn é
também sobrejetiva, e F−1 : Rn → Rn é a aplicação inversa de F .
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Obs (continuação): No Exemplo 2 acima, temos que
φ : R2 → R2 é definida por z = (z1, z2) = φ(x1, x2), onde z1 = x1

e z2 = x2/(1 + x2
1 ). Vamos mostrar que φ : R2 → R2 é de fato

bijetiva e, portanto, possui inversa φ−1 : R2 → R2. Suponha que

z =

[
z1

z2

]
= z(x) = φ(x1, x2) =

 x1

x2

1 + x2
1


para x1, x2 ∈ R. Então (inversa pela esquerda),

x =

[
x1

x2

]
= x(z) = φ−1(z1, z2) =

[
z1

z2(1 + z2
1 )

]
Logo, φ é injetiva. Note que não há nenhuma restrição na escolha
de z1, z2 ∈ R para se expressar x = (x1, x2) função de
z = (z1, z2) = φ(x1, x2). Desse modo, φ−1(z1, z2) está
bem-definida para todo z1, z2 ∈ R.
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4.4. O Problema de Linearização Exata

Obs (continuação): Como

φ
(
φ−1(z1, z2)

)
= φ

(
z1, z2(1 + z2

1 )
)

= (z1, z2)

para z1, z2 ∈ R, conclúımos que φ é bijetiva e que sua inversa
φ−1 : R2 → R2 é definida por x = (x1, x2) = φ−1(z1, z2), onde
x1 = z1 e x2 = z2(1 + z2

1 ).

Os resultados dos exemplos acima dão origem ao seguinte
problema:

Problema de Linearização Exata: Encontrar uma realimentação
de estado e uma mudança de coordenadas, tais que o sistema em
malha-fechada, quando escrito nessas novas coordenadas, seja um
sistema linear controlável.

Na próxima seção, veremos a conexão entre o problema de
linearização exata, o problema de desacoplamento e o problema de
estabilização de um ponto de equiĺıbrio.
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Para tratarmos mudanças de coordenadas não-lineares de
maneira precisa, precisamos primeiramente apresentar um teorema
fundamental na teoria de sistemas dinâmicos, denominado de
Teorema da Função Inversa. Sejam W e Z abertos de Rn. Uma
aplicação φ : W → φ(W ) = Z de classe C∞ que admite inversa
φ−1 : Z → φ−1(Z ) = W de classe C∞ é denominada de mudança
de coordenadas local em W (quando W = Z = Rn, dizemos que
φ : Rn → Rn é uma mudança de coordenadas global).
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Teorema da Função Inversa: Considere que F : W ⊂ Rn → Rn

é uma aplicação de classe C∞, onde W é um aberto em Rn. Seja
J(x) = ∂F (x)/∂x ∈ Rn×n a matriz Jacobiana da aplicação F no
ponto x ∈W . Seja x0 ∈W e y0 = F (x0). Assuma que
det
(
J(x0)

)
6= 0 (ou, equivalentemente, posto

(
J(x0)

)
= n). Então,

existe uma vizinhança aberta Ux0 ⊂W ⊂ Rn de x0 e uma
vizinhança aberta Vy0 ⊂ Rn de y0 = F (x0) tal que a aplicação
φ : Ux0 → Vy0 = φ(Ux0) = F (Ux0) definida por z = φ(x) = F (x),
para todo x ∈ Ux0 , é uma mudança de coordenadas local em
Ux0 ⊂W .
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Ressaltamos que, no enunciado do teorema, dizer que φ é a mesma
aplicação que F seria um abuso de linguagem. De fato, o doḿınio
destas aplicações em geral não coincidem (nem o contradoḿınio),
pois na maioria dos casos Ux0 é um subconjunto aberto próprio de
W e Vy0 é um subconjunto aberto próprio de Rn.

Obs 1: Suponha que uma aplicação F : W ⊂ Rn → Rn de classe
C∞ é tal que det

(
J(x)

)
6= 0, para todo x ∈W , onde W é um

aberto. O Teorema da Função Inversa implica que F (W ) é um
conjunto aberto em Rn, mas não assegura que F : W → F (W ) é
uma mudança de coordenadas local em W . No entanto,
F : W → F (W ) é uma mudança de coordenadas local em W se e
somente se F é uma aplicação injetiva.
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Cuidado! A aplicação F : R2 → R2 definida por

F (x1, x2) =
(
ex1 cos(x2), ex1 sen(x2)

)
é de classe C∞ com

det
(
J(x1, x2)

)
= ex1 6= 0,

para todo x1, x2 ∈ R. No entanto, F não é injetiva! De fato: se
x1 = y1 e x2 = y2 + 2kπ, então F (x1, x2) = F (y1, y2). Conclusão:
para que F : W → F (W ) de classe C∞ seja uma mudança de
coordenadas local no aberto W ⊂ Rn, devemos verificar que: (a)
F é injetiva, e (b) det

(
J(x)

)
6= 0, para todo x ∈W .
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Exemplo 3:[?] Considere a aplicação F : R2 → R2 dada por

z = (z1, z2) = F (x1, x2) = (x1 + x2, sen x2)

para todo x = (x1, x2) ∈ R2. Temos que

J(x) =
∂F

∂x
(x) =

[
1 1
0 cos(x2)

]
Como det

(
J(0)

)
= 1 6= 0, conclúımos que existe uma vizinhança

aberta Ux0 ⊂ R2 de x0 = 0 tal que z = F (x) é uma mudança de
coordenadas local em Ux0 . Logo, F (x1, x2) = (x1 + x2, sen x2)
determina uma mudança de coordenadas local em uma vizinhança
aberta da origem x0 = 0. Note que det

(
J(x1, x2)

)
= 0 quando

x2 = π/2 + kπ.
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Exemplo 4:[?] Considere a aplicação F : W → R2 dada por

z =

[
z1

z2

]
= F (x1, x2) =

[
F1(x1, x2)

F2(x1, x2)

]
=

 x1

x2 −
1

x1 + 1


para todo x = (x1, x2) ∈W = {x ∈ R2 | x1 6= −1}. Temos que
W ⊂ R2 é um aberto,

J(x) =
∂F

∂x
(x) =

 1 0

1

(x1 + 1)2
1


e det

(
J(x)

)
= 1 6= 0, para todo x = (x1, x2) ∈W . Vamos mostrar

que F : W → R2 é injetiva.
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Exemplo 4 (continuação): Suponha que

z =

[
z1

z2

]
= z(x) = F (x1, x2) =

 x1

x2 −
1

x1 + 1


para x1, x2 ∈ R. Então (inversa pela esquerda),

x =

[
x1

x2

]
= x(z) = F−1(z1, z2) =

 z1

z2 +
1

z1 + 1


Logo, F é injetiva, e conclúımos assim que F : W → F (W ) é uma
mudança de coordenadas local em W .
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Vamos agora tratar o problema de linearização exata que foi
enunciado de maneira relativamente imprecisa no ińıcio deste
caṕıtulo.

Problema de Linearização Exata: Seja x0 ∈ V um ponto de
trabalho12 do sistema (10). Dizemos que o problema de
linearização exata é localmente solúvel em x0, se existir uma
mudança de coordenadas local z = φ(x) e uma realimentação de
estado localmente regular u = α(x) + β(x)v , ambas definidas em
uma vizinhança aberta U ⊂ V de x0, tais que, nas novas
coordenadas z = φ(x), o sistema em malha-fechada (13) se
expresse localmente em φ(U) por um sistema linear controlável da
forma

ż = Az + Bv (36)

12Novamente, aqui, x0 não é necessariamente a condição inicial do sistema
nem um ponto de equiĺıbrio.
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Problema de Linearização Exata (continuação): Do mesmo
modo, seja U0 ⊂ V uma região de trabalho, ou seja, U0 é um
aberto em Rn. Dizemos que o problema de linearização é
localmente solúvel em U0, se existir uma mudança de
coordenadas local z = φ(x) e uma realimentação de estado
localmente regular u = α(x) + β(x)v , ambas definidas em U0, tais
que, nas novas coordenadas z = φ(x), o sistema em malha-fechada
(13) se expresse localmente em φ(U) por (36).

Obs 2: Note que

Az =

(
∂φ

∂x
f̃ (x)

)∣∣∣∣
x=φ−1(z)

=

(
∂φ

∂x
f (x) +

∂φ

∂x
g(x)α(x)

)∣∣∣∣
x=φ−1(z)

B =

(
∂φ

∂x
g̃(x)

)∣∣∣∣
x=φ−1(z)

=

(
∂φ

∂x
g(x)β(x)

)∣∣∣∣
x=φ−1(z)

.
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4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Lema: Considere o sistema (10)–(11) e seja x0 ∈ V . Assuma que
a sáıda y = h(x) do sistema admite grau relativo em uma
vizinhança aberta U ⊂ V de x0 e que det

(
A(x0)

)
6= 0. Seja

ρ =
∑m

i=1 ρi a soma dos graus relativos ρi das sáıdas yi = hi (x).
Considere a aplicação z : U → Rρ definida por13

z(x) = (y
(0)
1 (x), y

(1)
1 (x), . . . , y

(ρ1−1)
1 (x), . . . , y

(0)
m (x), y

(1)
m (x), . . . , y

(ρm−1)
m (x))

= (h1(x), Lf h1(x), . . . , Lρ1−1
f h1(x), . . . , hm(x), Lf hm(x), . . . , Lρm−1

f hm(x))

= (z1
1 , z

1
2 , . . . , z

1
ρ1
, . . . , zm

1 , z
m
2 , . . . , z

m
ρm) ∈ Rρ

(37)
para x ∈ U. Seja J(x) = ∂z(x)/∂x a matriz Jacobiana de z no
ponto x ∈ U (note que J(x) tem tamanho ρ× n). Então, as ρ
linhas de J(x0) são linearmente independentes ou, de maneira
equivalente, posto

(
J(x0)

)
= ρ (posto completo). Em particular,

ρ =
∑m

i=1 ρi ≤ n.

13Da definição de grau relativo, temos que y
(k)
i = Lk

f hi (x) depende apenas de
x para 0 ≤ k ≤ ρi − 1.
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Uma demonstração geométrica deste resultado pode ser
encontrada em [?].

Obs 2: Relembre que, pela Obs 1 da Seção 4.2.1, se y = h(x)
admite grau relativo em x0, então existe uma vizinhança aberta U
de x0 tal que y = h(x) admite grau relativo em U. Além disso14,
se f (x0) = 0 e h(x0) = 0, temos que a definição de derivada de Lie
implica que Lk

f hi (x0) = 0, para todo 0 ≤ k ≤ ρi , 1 ≤ i ≤ m. Logo,
z(x0) = 0 em (37) e α(x0) = 0 em (17).

14Note que assumir que f (x0) = 0 é o mesmo que dizer que x0 é um ponto
de equiĺıbrio de (10)–(11) para u = 0. Observe também que, sem perda de
generalidade, sempre podemos assumir que h(x0) = 0. De fato, se h(x0) 6= 0,
então ao escolhermos como nova sáıda ȳ = h̄(x) = h(x)− h(x0), a qual
corresponde a uma translação da origem do espaço de sáıda, teremos que
h̄(x0) = 0 e Lk+1

f hi = Lk+1
f h̄i , LgjL

k
f hi = LgjL

k
f h̄i , para k ≥ 0. Assim, ȳi = h̄i (x)

admite grau relativo ρ̄i = ρi em x0.
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Teorema 1: Considere o sistema (10) e assuma que, para todo
x ∈ V , o posto da matriz g(x) = [g1(x) . . . gm(x)] é igual ao seu
número m de colunas. Seja x0 ∈ V um ponto de trabalho. Então,
o problema de linearização exata é localmente solúvel em x0 se e
somente se existir uma sáıda15 y = h(x) = (h1(x), . . . , hm(x)) (m
componentes) tal que:

A sáıda y = h(x) está definida em uma vizinhança aberta de
x0, é de classe C∞ e admite grau relativo em x0.

A matriz de desacoplamento é não singular em x0, ou seja,
det
(
A(x0)

)
6= 0.

ρ =
∑m

i=1 ρi = n.

15Aqui, y = h(x) não precisa ser a sáıda real de (10).
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Prova: O fato de que tais condições são suficientes (⇐) é uma
consequência do resultado acima. De fato, com base na
demonstração da suficiência do Teorema 1 e da Obs 1 da
Seção 4.2.1, sabemos que existe uma vizinhança aberta U ⊂ V de
x0 tal que y = h(x) admite grau relativo em U e det

(
A(x)

)
6= 0,

para todo x ∈ U. Pelo lema anterior, temos que a matriz quadrada
ρ× n = n × n dada por Z (x0) = ∂z(x0)/∂x ∈ Rn×n tem
determinante não-nulo. Defina a aplicação φ : U → Rn por
z = φ(x) = z(x) ∈ Rn, para todo x ∈ U. Portanto, pelo Teorema
da Função Inversa, z = φ(x) = z(x) ∈ Rn é um difeomorfismo
local em alguma vizinhança aberta Ux0 ⊂ U de x0. Por construção,
temos que, nas novas coordenadas z = φ(x) = z(x) ∈ Rn, o
sistema (10) com a sáıda y = h(x) é descrito por:
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Prova (continuação):

ż i
1 = z i

2

ż i
2 = z i

3

...
...

...

ż i
ρi−1 = z i

ρi

ż i
ρi

= ai (φ
−1(z , η)) + Ai (φ

−1(z , η))u

yi = z i
1


, i = 1, . . . ,m

(38)
Logo, com a realimentação desacoplante (17), que é uma
realimentação de estado estática localmente regular em Ux0 , e nas
coordenadas locais z = φ(x) = z(x) ∈ Rn, o sistema
malha-fechada (13)–(14) se expressa localmente em Vz0 = φ(Ux0),
onde z0 = φ(x0) = z(x0), por:
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ż i
1 = z i

2

ż i
2 = z i

3
...

...
...

ż i
ρi−1 = z i

ρi

ż i
ρi

= vi
yi = z i

1


≡ (z i

1)(ρi ) = y
(ρi )
i = vi , i = 1, . . . ,m (39)

Agora, note que, para cada 1 ≤ i ≤ m, (39) é um sistema linear
controlável da forma

ż i = Aiz
i + Bivi

yi = Ciz
i (40)

onde z i = (z i
1, . . . , z

i
ρi

)′ ∈ Rρi é o estado, yi = z i
1 ∈ R é a sáıda, e

Ai =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0


ρi×ρi

,Bi =


0
0
...
0
1


ρi×1

,Ci =
[

1 0 . . . 0
]

1×ρi
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Prova (continuação): Tal sistema linear é essencialmente a
conexão em cascata de ρi integradores, em que a entrada vi e o

estado z i são obtidos derivando-se ρi vezes a sáıda y
(0)
i = yi = z i

1,

obtendo-se sucessivamente y
(1)
i = (z i

1)(1) = z i
2, . . . ,

y
(ρ1−1)
i = (z i

1)(ρ−1) = z i
n, até pararmos em y

(ρi )
i = (z i

1)(ρi ) = vi .
Mostra-se que este sistema possui ρi pólos em s = 0 (ou,
equivalentemente, os autovalores de Ai são todos nulos com
multiplicidade ρi ).

Desse modo, mostramos que, nas coordenadas locais
z = φ(x) = z(x) ∈ Rn e com a realimentação de estado estática
localmente regular (17), as quais são definidas em uma vizinhança
aberta Ux0 de x0, o sistema em malha-fechada é descrito pela
forma canônica de Brunowsky:
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Prova (continuação):

ż = Az + Bv (41)

onde z = (z1, z2, . . . , zn)′ = ((z1)′, (z2)′, . . . , (zm)′)′ ∈ Rn,

A =


A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Am


n×n

, B =


B1 0 . . . 0
0 B2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Bm


n×m

Pode-se mostrar que a forma canônica de Brunowsky é controlável,
o que finaliza a demonstração da suficiência (⇐) no teorema. Para
uma prova da necessidade (⇒), consulte16 [?].

16Em [?], há um critério de existência de y = h(x) através do cálculo dos
colchêtes de Lie dos campos de vetores f , g1, . . . , gm que definem (10).

318 / 364



4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Teorema 2: Considere o sistema (10) e assuma que, para todo
x ∈ V , o posto da matriz g(x) = [g1(x) . . . gm(x)] é igual ao seu
número m de colunas. Seja U0 ⊂ V uma região de trabalho.
Suponha que existe uma sáıda17 y = h(x) = (h1(x), . . . , hm(x))
(m componentes) tal que:

A sáıda y = h(x) está definida em U0, é de classe C∞ e
admite grau relativo em U0

A matriz de desacoplamento é não singular em U0, ou seja,
det
(
A(x)

)
6= 0, para todo x ∈ U0

ρ =
∑m

i=1 ρi = n

A aplicação z : U0 → Rρ = Rn em (37) é injetiva

17Novamente, aqui, y = h(x) não precisa ser a sáıda real de (10).
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Teorema 2 (continuação):
Então, o problema de linearização exata é localmente solúvel em
U0 através da mudança de coordenadas local z : U0 → z(U0) e da
realimentação desacoplante (17). Mais precisamente, a mudança
de coordenadas coordenadas local z : U0 → z(U0) e a
realimentação (17) estão definidas em U0, e são tais que, nas
novas coordenadas z , o sistema em malha-fechada (13) se expressa
localmente em z(U0) pela forma canônica de Brunowsky (41).

Prova: Este resultado é uma consequência do lema acima, da
Obs 1 após o Teorema da Função Inversa, e da prova do
Teorema 1 anterior.

Na sequência, vamos relacionar linearização exata com
desacoplamento e com estabilização de um ponto de equiĺıbrio.
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Para cada i = 1, . . . ,m, a origem z i = 0 do sistema (40) pode ser
estabilizada por uma realimentação de estado

vi = −Kiz
i (42)

projetada como se segue. Seja Λi = {λi1, λi2, . . . , λiρi} o conjunto
de polos desejados em malha-fechada (SPE). Assim,

πi (s) = (s − λi1)(s − λi2) · · · (s − λiρi )
é o polinômio caracteŕıstico desejado em malha-fechada. Escreva

πi (s) = sρi +

ρi−1∑
j=0

k i
j s

j

Prova-se que a realimentação (matriz linha)

Ki = [k i
0 k i

1 . . . k i
ρi−1] ∈ Rρi

fornece18

σ(Ai − BiKi ) = Λi = {λi1, λi2, . . . , λiρi}
18Aqui, σ(A) denota o conjunto de autovalores da matriz quadrada A.
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Agrupando todas as realimentações estabilizantes (42), para
i = 1, . . . ,m, obtemos

v = −Kz (43)

onde

K =


K1 0 . . . 0
0 K2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Km


m×n

,

z = (z1, z2, . . . , zn)′ = ((z1)′, (z2)′, . . . , (zm)′)′ ∈ Rn

Agora, suponha que

z = (z1, z2, . . . , zn) = z(x)

= (h1(x), Lf h1(x), . . . , Lρ1−1
f h1(x)︸ ︷︷ ︸

=z1

, . . . , hm(x), Lf hm(x), . . . , Lρm−1
f hm(x)︸ ︷︷ ︸

=zm

)

= (y
(0)
1 (x), y

(1)
1 (x), . . . , y

(ρ1−1)
1 (x), . . . , y

(0)
m (x), y

(1)
m (x), . . . , y

(ρm−1)
m (x))

(44)
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É claro que o procedimento descrito acima equivale a escolher

y
(ρi )
i = (z i

1)(ρi ) = vi = −Kiz
i = −

ρi−1∑
j=0

k i
j z

i
j = −

ρi−1∑
j=0

k i
j y

(j)
i

que por sua vez implica que

(z i
1)(ρi ) +

ρi−1∑
j=0

k i
j (z i

1)(j) = y
(ρi )
i +

ρi−1∑
j=0

k i
j y

(j)
i = 0

é uma EDO linear homogênea com pólos estáveis λi1, λ
i
2, . . . , λ

i
ρi

.

O próximo resultado, o qual segue dos argumentos acima e da
demonstração do Teorema 1, é uma condição suficiente para a
solução do problema de desacoplamento com estabilidade em
malha-fechada.
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Teorema 3: [?] A forma canônica de Brunowsky (41) (sistema
linear com vetor de estado z ∈ Rn e vetor de entrada v ∈ Rm) é
desacoplada e z0 = 0 é um ponto de equiĺıbrio globalmente
assintoticamente estável de (41) com a realimentação (43). Em
particular, se as hipóteses do Teorema 1 forem atendidas com
f (x0) = 0, h(x0) = 0, então19 x0 é um ponto de equiĺıbrio
localmente assintoticamente estável do sistema (10) com a
realimentação desacoplante (17) seguida da realimentação
estabilizante (43)–(44).

Obs 3: No resultado acima, note que a realimentação
desacoplante (17) seguida da realimentação estabilizante (43)–(44)
a ser aplicada na estabilização de x0 nada mais é do que a
realimentação (26) a ser aplicada para o rastreamento da sáıda
ȳ ≡ 0 ao assumirmos que ρ = ρ1 + · · ·+ ρm = n.

19Aqui, como f (x0) = 0, h(x0) = 0, temos que z0 = z(x0) = 0 ∈ Rn é um
ponto de equiĺıbrio de (41) para v = 0. Veja a Obs 2 acima.

324 / 364



4.4.1. Linearização Exata, Desacoplamento e Estabilização

Exemplo 5: No Exemplo 4 da Seção 4.2.1, estudamos o sistema
definido em V = R5

ẋ =


x2 + x2

2

x3 − x1x4 + x4x5

x2x4 + x1x5 − x2
5

x5

x2
2

+


0
0

cos(x1 − x5)
0
0

 u1 +


1
0
1
0
1

 u2

y1 = h1(x) = x1 − x5

y2 = h2(x) = x4

Escolhemos x0 = 0. Note que f (x0) = 0, h(x0) = 0, e que
posto g(x) = [g1(x) g2(x)] = 2, para todo x ∈ V = R5. Vimos
anteriormente que det A(x0) 6= 0, ρ1 = 3, ρ2 = 2, e que a
realimentação desacoplante (17) assegurou que

y
(3)
1 = v1

y
(2)
2 = v2
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Exemplo 5 (continuação): Temos que ρ = ρ1 + ρ2 = 5. Isto
implica que

z = (

z1︷ ︸︸ ︷
z1, z2, z3,

z2︷ ︸︸ ︷
z4, z5) = (z1, z2)

=
(
y

(0)
1 (x), y

(1)
1 (x), y

(2)
1 (x), y

(0)
2 (x), y

(1)
2 (x)

)
=
(
h1(x), Lf h1(x), L2

f h1(x), h2(x), Lf h2(x)
)

= (x1 − x5, x2, x3 − x1x4 + x4x5︸ ︷︷ ︸
z1=γ1(x)

, x4, x5︸ ︷︷ ︸
z2=γ2(x)

)

define uma mudança de coordenadas local z = φ(x) = z(x) em
torno de x0 com

y
(3)
1 = z

(3)
1 = v1,

y
(2)
2 = z

(2)
4 = v2,

ou seja, nas novas coordenadas z = φ(x) = z(x), o sistema em
malha-fechada é dado por:
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Exemplo 5 (continuação):
ż1 = y

(1)
1 = z2

ż2 = y
(2)
1 = z3

ż3 = y
(3)
1 = v1

,

{
ż4 = y

(1)
2 = z5

ż5 = y
(2)
2 = v2

Logo, nas novas coordenadas z = φ(x) = z(x), o sistema em
malha-fechada está na forma de canônica de Brunowsky:

ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = v1

ż4 = z5

ż5 = v2

ou, em notação vetorial,
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Exemplo 5 (continuação):

ż =

[
A1 0
0 A2

]
z+

[
B1 0
0 B2

]
v =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 z+


0 0
0 0
1 0
0 0
0 1

 v

Além do mais, a realimentação desacoplante u determinada no
Exemplo 4 da Seção 4.2.1, seguida da realimentação estabilizante
v em (43)–(44)[

v1

v2

]
= v = −Kz = −

[
K1 0
0 K2

] [
z1

z2

]
=

[
−K1z1

−K2z2

]
=

[
−K1γ1(x)
−K2γ2(x)

]
estabiliza assintoticamente (localmente) a origem x0 = 0 do
sistema original acima.
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Exemplo 5 (continuação): A realimentação de estado resultante

u = −A(x)−1a(x) + A(x)−1v
= −A(x)−1a(x)− A(x)−1Kz

= −A(x)−1a(x)− A(x)−1

[
K1 γ1(x)
K2 γ2(x)

]
= −A(x)−1a(x)− A(x)−1

[
k0(x1 − x5) + k1x2 + k2(x3 − x1x4 + x4x5)

k3x4 + k4x5

]
está definida apenas em uma vizinhança aberta U ⊂ V = R5 de
x0 = 0, onde as matrizes de ganho

K1 = [k0 k1 k2] ∈ R3, K2 = [k3 k4] ∈ R2

são escolhidas de modo que as ráızes dos polinômios caracteŕısticos

π1(s) = s3 + k2s2 + k1s + k0, π2(s) = s2 + k4s + k3

estejam no SPE. Note que a realimentação u acima nada mais é
do que a realimentação u determinada no Exemplo 5 da
Seção 4.2.2 com ȳ ≡ 0, conforme a Obs 3 anterior.
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Exemplo 5 (continuação): Relembramos, aqui, que a
realimentação de estado u acima de fato estabiliza a origem x0 = 0
do sistema em malha-fechada, pois, por construção:

z
(3)
1 = y

(3)
1 = v1 = −K1z1 = −k0z1 − k1z2 − k2z3 = −k0z1 − k1z

(1)
1 − k2z

(2)
1

z
(2)
4 = y

(2)
2 = v2 = −K2z2 = −k3z4 − k4z5 = −k3z4 − k4z

(1)
4

ou seja,

z
(3)
1 + k2z

(2)
1 + k1z

(1)
1 + k0z1 = 0

z
(2)
4 + k4z

(1)
4 + k3z4 = 0
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Teorema 4: [?] Considere as hipóteses do Teorema 2 e que
f (x0) = 0, h(x0) = 0. Seja20 z0 = z(x0) = 0 ∈ Rn. Então, x0 é um
ponto de equiĺıbrio localmente assintoticamente estável do sistema
(10) com a realimentação desacoplante (17) seguida da
realimentação estabilizante (43)–(44), e

ERA(x0) = {x(0) ∈ U0 | x(t) ∈ U0 para todo t ≥ 0}

é uma estimativa da região de atração21 RA(x0) ⊂ Rn de x0, ou
seja, ERA(x0) ⊂ RA(x0). Em particular, se U0 = V = Rn, então x0

é um ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente estável
do sistema em malha-fechada.

20Aqui, como f (x0) = 0, h(x0) = 0, temos que z0 = z(x0) = 0 ∈ Rn é um
ponto de equiĺıbrio de (41) para v = 0. Veja a Obs 2 acima.

21De fato, z = z(x) = φ(x) é uma mudança de coordenadas local em U0,
com z0 = z(x0) = φ(x0) = 0. Suponha que x(0) ∈ ERA(x0). Então,
z(t) = z(x(t)) = φ(x(t)) ∈ z(U0), para t ≥ 0, com limt→∞ z(t) = 0.
Portanto, limt→∞ x(t) = limt→∞ φ

−1(z(t)) = φ−1(0) = x0.
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Exemplo 6: Considere novamente um robô com n graus de
liberdade e com atuação em todas as juntas. Pelo o que vimos
anteriormente no Exemplo 6 da Seção 4.2.2, temos que cada
componente yi = qi da sáıda y = h(q) = q (com W = Rn) admite
grau relativo em todo o espaço de estado Rn × Rn e que os
mesmos são todos iguais a dois, ou seja, ρ1 = · · · = ρn = 2. Além
disso, a matriz de desacoplamento A(x) é dada por
A(x) = M−1(q), pois Γ(q) = I . Em particular, conclúımos pelo
Teorema 2 que o problema de linearização exata para o robô é
globalmente solúvel em todo o espaço de estado Rn × Rn, já que
a dimensão do estado x = (q, q̇) é 2n, ρ =

∑n
i=1 ρi = 2n,

posto
(
A(x)

)
= posto

(
g(x)

)
= n em todos os pontos x ∈ Rn × Rn,

e a aplicação (identidade)
z : Rn × Rn → Rn × Rn dada por z(x) = x = (q1, q̇1, . . . , qn, q̇n) é
bijetiva. É importante ressaltar que as coordenadas generalizadas q
nem sempre são as coordenadas y = h(q) do efetuador (veja o
Exemplo 6 da Seção 4.2.3).
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4.4.2. Linearização Exata e Flatness

O teorema abaixo estabelece que todo sistema linearizável por uma
realimentação de estado estática regular é flat. No entanto, a
rećıproca é falsa: existem sistemas flat que não são linearizáveis
por realimentação estática regular da forma (12). É posśıvel provar
que todo sistema flat é linearizável por uma realimentação
dinâmica da forma

ξ̇ = α(x , ξ, v) ∈ Rk ,

u = β(x , ξ, v) ∈ Rm,

onde v ∈ Rm é nova entrada [?], [?]. O problema de mostrar que
todo sistema que é linearizável por realimentação dinâmica é flat
ainda é um problema aberto na Teoria de Controle.

Teorema: Considere o sistema (10) e assuma que, para todo
x ∈ V , o posto da matriz g(x) = [g1(x) . . . gm(x)] é igual ao seu
número m de colunas. Seja x0 ∈ V . Se o problema de linearização
exata é localmente solúvel em x0, então (10) é flat.
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4.4.2. Linearização Exata e Flatness
Prova: De acordo com a demonstração do Teorema 1, temos que
a expressão de (10) nas coordenadas locais (37)

z = φ(x) = (y
(0)
1 , . . . , y

(ρ1−1)
1 , . . . , y

(0)
m , . . . , y

(ρm−1)
m ) ∈ Rn (45)

e com a realimentação desacoplante (17)

u = α(x) + β(x)v (46)

as quais são definidas em uma vizinhança aberta U ⊂ V de x0, está
na forma canônica de Brunowsky (41) com (40). Em particular,

x = φ−1(z) = A(z) = A(y
(0)
1 , . . . , y

(ρ1−1)
1 , . . . , y

(0)
m , . . . , y

(ρm−1)
m )

(47)
e

v = (y
(ρ1)
1 , . . . , y

(ρm)
m ) (48)

Assim, x pode ser escrito como função de y e de suas derivadas
até uma ordem finita γ = max{ρ1 − 1, . . . , ρm − 1}. E, a partir de
(46)–(48), conclúımos que

u = α(A(z)) + β(A(z))v = B(y (0), y (1), . . . , y (δ))

onde δ = max{ρ1, . . . , ρm}.
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5. Método Direto de Lyapunov

Neste caṕıtulo, estudaremos o Método Direto de Lyapunov, que
estabelece condições suficientes para determinarmos o tipo de
estabilidade de um ponto de equiĺıbrio de um sistema não-linear:
estável, assintoticamente estável e globalmente assintoticamente
estável. Ao contrário do Método Indireto de Lyapunov visto no
Caṕıtulo 3, que se baseia no sistema linearizado (e tem a restrição
de que todos os polos do sistema linearizado estejam fora do eixo
imaginário), o Método Direto de Lyapunov leva em conta o
sistema não-linear por completo através de funções que
desempenham um papel semelhante a uma função de energia.

Começaremos este caṕıtulo analisando como que a variação da
energia total do pêndulo simples ao longo das soluções permite
caracterizar o tipo de estabilidade da origem. Este exemplo
motivará a apresentação do Método Direto de Lyapunov na
sequência. Veremos também como esse método é aplicado no
projeto de controladores.
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5. Método Direto de Lyapunov

Motivação: Considere novamente a equação de estado de um
pêndulo simples (não-controlado):

ẋ1 = x2

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2

onde x1 = θ, x2 = θ̇ e x = (x1, x2) ∈ R2 é o vetor de estado.
Relembre que (0, 0) é um ponto de equiĺıbrio do pêndulo. A
energia total E (x) do pêndulo no ponto x = (x1, x2), com relação
ao referencial E (0) = 0, é a soma da energia potencial com a
energia cinética, ou seja:

E (x) =

∫ x1

0

g

`
sen(τ)dτ +

1

2
x2

2 =
g

`
[1− cos(x1)] +

1

2
x2

2 ≥ 0

Então, ao longo das soluções x(t) do sistema, temos que:

E (x(t)) =
g

`
[1− cos(x1(t))] +

1

2
x2

2 (t)
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5. Método Direto de Lyapunov

Motivação (continuação): Primeiramente, considere que k = 0
(sem atrito). Então:

d

dt
E (x(t)) =

g

`
sen(x1(t))ẋ1(t) + x2(t)ẋ2(t)

=
g

`
sen(x1(t))x2(t)− g

`
sen(x1(t))x2(t)

= 0

ou seja,

E (x(t)) = E (x(0)) = c, para todo t ≥ 0

Isto significa que a energia total é conservada ao longo das
soluções do sistema. Logo, para x(0) ∼= 0, temos que x(t) ∼= 0
para t ≥ 0 e, assim, chegamos novamente à conclusão de que
(0, 0) é um ponto de equiĺıbrio estável na ausência de atrito.

Agora, considere que k > 0 (com atrito). Suponha que x2(0) 6= 0.
Então:
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5. Método Direto de Lyapunov
Motivação (continuação):

d

dt
E (x(t)) =

g

`
sen(x1(t))ẋ1(t) + x2(t)ẋ2(t)

=
g

`
sen(x1(t))x2(t)− g

`
sen(x1(t))x2(t)− k

m
x2

2 (t)

= − k

m
x2

2 (t) < 0, para todo t ≥ 0

ou seja, E (x(t2)) < E (x(t1)) sempre que t2 > t1. Isto significa que
a energia total é dissipada ao longo das soluções do sistema. Logo,
se E (x(t)) tender para zero à medida que t →∞, então x(t)
tenderá para a origem quando t →∞ e, consequentemente,
concluiremos que a origem é assintoticamente estável. Portanto,
percebemos que a análise da derivada de E (x(t)) (energia total ao
longo das soluções do sistema) permite determinar o tipo de
estabilidade da origem. Em 1892, Lyapunov mostrou como
determinar a estabilidade de um ponto de equiĺıbrio de um sistema
através de funções que desempenham um papel semelhante a uma
função de energia. Isto é o que veremos na sequência.
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5. Método Direto de Lyapunov

De agora em diante, salvo menção contrária, vamos considerar
sistemas autônomos da forma

ẋ = f (x) (49)

onde x = (x1, . . . , xn)′ ∈ D é o vetor de estado, D ⊂ Rn é aberto e
f = (f1, . . . , fn): D → Rn é de classe C 1 (continuamente
diferenciável). Seja xe ∈ D um ponto de equiĺıbrio do sistema, i.e.
f (xe) = 0. Sem perda de generalidade, sempre podemos considerar
que xe = 0 pois, fazendo a translação z = x − xe (mudança de
coordenadas), temos que

ż = ẋ = f (x) = f (z + xe) , g(z) (50)

com g(0) = f (xe) = 0, ou seja, a origem ze = 0 é um ponto de
equiĺıbrio de (50). Temos então que xe um ponto de equiĺıbrio
(assintoticamente) estável de (49) se e somente se ze = 0 é um
ponto de equiĺıbrio (assintoticamente) estável de (50).

Por simplicidade, de agora em diante vamos sempre supor
que a origem xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio de (49).
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5. Método Direto de Lyapunov
Exemplo: Considere o pêndulo simples com atrito (mas sem
controle):

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2)

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 = f2(x1, x2)

onde x = (x1, x2) ∈ D = R2, k > 0, e o ponto de equiĺıbrio
xe = (xe

1 , x
e
2 ) = (π, 0) fora da origem. Para a translação

z = x − xe

temos que x = z + xe com

x1 = z1 + xe
1 = z1 + π, x2 = z2 + xe

2 = z2

e

ż1 = ẋ1 = x2 = z2

ż2 = ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 = −g

`
sen(z1 + π)− k

m
z2

Note que a origem ze = (0, 0) é um ponto de equiĺıbrio, em
conformidade com a discussão acima.
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5. Método Direto de Lyapunov

Seja V : Dv → R uma função com V (0) = 0, onde Dv ⊂ Rn é um
conjunto contendo a origem x = 0. Considere W ⊂ Dv com
x = 0 ∈W . Temos então a seguinte classificação da função V :

1 V é definida positiva em W se V (x) > 0 para todo x ∈W
com x 6= 0

2 V é semidefinida positiva em W se V (x) ≥ 0 para todo
x ∈W

3 V é definida negativa em W se V (x) < 0 para todo x ∈W
com x 6= 0, ou seja, se −V é definida positiva em W

4 V é semidefinida negativa em W se V (x) ≤ 0 para todo
x ∈W , ou seja, se −V é semidefinida positiva em W
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5. Método Direto de Lyapunov

Obs: Considere que W = Dv = Rn e V (x) = x ′Px , para
x = (x1, . . . , xn)′ ∈ Rn, onde P ∈ Rn×n é uma matriz simétrica.
Conclúımos então pelos resultados apresentados no Lab 10 que:

1 V é definida positiva ⇔ P > 0 ⇔ todos os autovalores de P
são positivos

2 V é semidefinida positiva ⇔ P ≥ 0 ⇔ todos os autovalores
de P são não-negativos

3 V é definida negativa ⇔ P < 0 ⇔ todos os autovalores de P
são negativos

4 V é semidefinida negativa ⇔ P ≤ 0 ⇔ todos os autovalores
de P são não-positivos
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5. Método Direto de Lyapunov

Agora, seja xe = 0 um ponto de equiĺıbrio de (49). Considere que
V : Dv → R é uma função continuamente diferenciável, onde
Dv ⊂ D é uma vizinhança aberta de xe = 0. Definimos a derivada
V̇ : Dv → R de V (ao longo das soluções de (49)) por

V̇ (x) , Lf V (x) =
∂V

∂x
(x)f (x) =

n∑
j=1

∂V

∂xj
(x)fj(x), x ∈ Dv

Note que V̇ (0) = 0 pois f (0) = 0. Pela regra da cadeia, temos
que:

V̇ (x) =
d

dt
V
(
φ(t, x)

)∣∣∣∣
t=0

, x ∈ Dv

onde φ(t, x) denota a solução do sistema (49) no instante t para a
condição inicial x em t0 = 0.
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5. Método Direto de Lyapunov

Teorema de Lyapunov (Método Direto de Lyapunov): Seja
xe = 0 um ponto de equiĺıbrio de (49). Considere que V : Dv → R
é uma função continuamente diferenciável com V (0) = 0, onde
Dv ⊂ D é uma vizinhança aberta de xe = 0. Temos que:

1 Se V é definida positiva em Dv (i.e. V (x) > 0 para todo
x ∈ Dv com x 6= 0) e V̇ é semidefinida negativa em Dv (i.e.
V̇ (x) ≤ 0 para todo x ∈ DV ), então xe = 0 é estável

2 Se V é definida positiva em Dv (i.e. V (x) > 0 para todo
x ∈ Dv com x 6= 0) e V̇ é definida negativa em Dv (i.e.
V̇ (x) < 0 para todo x ∈ DV com x 6= 0), então xe = 0 é
(localmente) assintoticamente estável

Dizemos que V é uma função de Lyapunov para o sistema (49)
quando V satisfaz as condições de um dos 2 casos acima.
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5. Método Direto de Lyapunov
Ideia da demonstração da estabilidade assintótica: Seja
x(0) 6= 0. Então, pela regra da cadeia,

d

dt
V (x(t)) = V̇ (x(t)) < 0, para todo t ≥ 0

pois xe = 0 é ponto de equiĺıbrio e, assim, x(t) nunca poderá
atingir xe = 0. Mas, V (x(t)) ≥ 0, t ≥ 0. Logo, V (x(t)) é uma
função decrescente e limitada inferiormente por zero. Desse modo,
V (x(t)) < V (x(0)) e (veja a Proposição do Lab 5):

lim
t→∞

V (x(t)) = a ≥ 0

Pode-se então mostrar que, para x(0) próximo o suficiente de
xe = 0, o limite acima implica que22

lim
t→∞

V̇ (x(t)) = 0

que por sua vez assegura que (pois V̇ (0) = 0):

lim
t→∞

x(t) = 0

22Cuidado! Isto em geral não é verdade. Por exemplo, para
f (t) = e−t sen(e2t), temos que limt→∞ f (t) = 0 mas ḟ (t) é ilimitada!
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 1: Voltamos ao pêndulo simples sem atrito (e sem
controle) visto no ińıcio deste caṕıtulo:

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2)

ẋ2 = −g

`
sen(x1) = f2(x1, x2)

onde x = (x1, x2) ∈ D = R2 e xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio.
Escolhemos (energia total):

V (x) =
g

`
[1− cos(x1)] +

1

2
x2

2 , x ∈ R2

Note que V : R2 → R é continuamente diferenciável com V (0) = 0
e que V é definida positiva no conjunto aberto
Dv = {x ∈ R2 | − π < x1 < π}. Temos:

V̇ (x) =
g

`
sen(x1)ẋ1 + x2ẋ2 =

g

`
sen(x1)x2 −

g

`
sen(x1)x2 = 0, x ∈ R2

Logo, como V é definida positiva e V̇ é semidefinida negativa em
Dv , conclúımos pelo Teorema de Lyapunov que xe = 0 é estável.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 1 (continuação): No entanto, a origem não é
assintoticamente estável. De fato, para qualquer condição inicial
x(0), temos que a solução x(t) satisfaz

d

dt
V (x(t)) = V̇ (x(t)) = 0, t ≥ 0

ou seja, V (x(t)) = V (x(0)) para t ≥ 0. Assim, caso
limt→∞ x(t) = 0 para alguma condição inicial x(0) com x2(0) 6= 0,
então teŕıamos pela continuidade de V que

lim
t→∞

V (x(t)) = V (0) = 0

o que contradiz V (x(t)) = V (x(0)) para todo t ≥ 0.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 2: Agora, considere o pêndulo simples com atrito (mas
sem controle):

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2)

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 = f2(x1, x2)

onde x = (x1, x2) ∈ D = R2, k > 0 e xe = 0 é um ponto de
equiĺıbrio. Escolhemos (energia total):

V (x) =
g

`
[1− cos(x1)] +

1

2
x2

2 , x ∈ R2

Assim:

V̇ (x) =
g

`
sen(x1)ẋ1 + x2ẋ2 =

g

`
sen(x1)x2 −

g

`
sen(x1)x2 −

k

m
x2

2

= − k

m
x2

2 , x ∈ R2
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5. Método Direto de Lyapunov
Exemplo 2 (continuação): Temos então que V : R2 → R é
continuamente diferenciável com V (0) = 0 e V é definida positiva
no aberto Dv = {x ∈ R2 | − π < x1 < π}. No entanto, V̇ é
semidefinida negativa em Dv : V̇ (x) = 0 para x2 = 0 e qualquer
−π < x1 < π. Portanto, o Teorema de Lyapunov nos permite
apenas concluir que xe = 0 é estável. Entretanto, sabemos que
xe = 0 é assintoticamente estável na presença de atrito: a função
da energia total escolhida não conseguiu mostrar esse fato. No
entanto, ao escolhermos

Ṽ (x) =
g

`
[1−cos(x1)]+

1

2
x ′Px =

g

`
[1−cos(x1)]+

1

2
x ′
[

k2/2m2 k/2m
k/2m 1

]
︸ ︷︷ ︸

=P>0

x

obtemos que
˙̃

V (x) = −1

2

g

`

k

m
x1 sen(x1)− 1

2

k

m
x2

2

Logo, Ṽ é definida positiva e
˙̃

V é definida negativa em
Dv = {x ∈ R2 | − π < x1 < π} e, assim, conclúımos pelo Teorema
de Lyapunov que xe = 0 é de fato assintoticamente estável. 349 / 364



5. Método Direto de Lyapunov

Obs: Não há nenhum método sistemático para se encontrar
funções de Lyapunov para um sistema. No caso de sistemas
elétricos e mecânicos, energia total do sistema é a primeira escolha
mais natural como função de Lyapunov. Mas, no caso geral, a
escolha se dá por tentativa e erro. Pelo exemplo cima, percebemos
que o Teorema de Lyapunov fornece apenas condições suficientes
de estabilidade. A origem xe = 0 pode ainda ser estável ou
assintoticamente estável apesar da função V (x) escolhida não
satisfazer as condições do teorema. Em tal caso, devemos procurar
por outra função Ṽ (x) mais adequada ou utilizar outras técnicas
de análise de estabilidade.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 3: Considere o sistema:

ẋ1 = −x3
1 − x2

ẋ2 = x1 − x3
2

onde x = (x1, x2) ∈ D = R2 e xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio. A
linearização na origem é dada por:

A =

[
−3x2

1 −1
1 −3x2

2

]∣∣∣∣
x=0

=

[
0 −1
1 0

]∣∣∣∣
x=0

⇒ λ1,2 = ±j

Logo, nada podemos concluir sobre a estabilidade da origem pelo
Método Indireto de Lyapunov. Vamos mostrar que a origem é
assintoticamente estável pelo Teorema de Lyapunov (Método
Direto de Lyapunov).
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 3 (continuação): Escolhemos:

V (x) = x2
1 + x2

2 , x ∈ R2

(note que V : R2 → R é continuamente diferenciável com
V (0) = 0). Logo:

V̇ (x) = 2x1ẋ1+2x2ẋ2 = 2x1(−x3
1−x2)+2x2(x1−x3

2 ) = −2(x4
1 +x4

2 ) < 0, x ∈ R2

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V̇ é definida
negativa em R2. Portanto, conclúımos pelo Teorema de Lyapunov
que a origem é assintoticamente estável (mostraremos mais
adiante que a estabilidade assintótica é na verdade global).
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5. Método Direto de Lyapunov

Proposição (Estimativa da Região de Atração): Seja xe = 0
um ponto de equiĺıbrio de (49) com D = Rn. Considere que
V : Rn → R é uma função continuamente diferenciável com
V (0) = 0, e que Dv é uma vizinhança aberta da origem xe = 0 tal
que:

1 V é definida positiva em Dv e V̇ é definida negativa em Dv ,
ou seja: V (x) > 0 e V̇ (x) < 0, para todo x ∈ Dv com x 6= 0

2 O conjunto
Ωc = {x ∈ Rn | V (x) < c}

é limitado e está contido em Dv , onde c > 0.

Então, xe = 0 é assintoticamente estável e

Ωc ⊂ RA(0)

onde RA(0) é a região de atração do ponto de equiĺıbrio xe = 0.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 4: Considere o sistema:

ẋ1 = x1(x2
1 + x2

2 − 2)− 4x1x2
2

ẋ2 = 4x2
1 x2 + x2(x2

1 + x2
2 − 2)

onde x = (x1, x2) ∈ D = R2 e xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio.
Escolhemos:

V (x) = x2
1 + x2

2 , x ∈ R2

(note que V : R2 → R é continuamente diferenciável com
V (0) = 0). Logo:

V̇ (x) = 2x1ẋ1 + 2x2ẋ2 = 2(x2
1 + x2

2 )(x2
1 + x2

2 − 2), x ∈ R2

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V̇ é definida
negativa em Dv = {x ∈ R2 | x2

1 + x2
2 < 2}. Portanto, conclúımos

pelo Teorema de Lyapunov que a origem é assintoticamente
estável.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 4 (continuação): Além disso, para c = 2, temos que

Ωc = {x ∈ R2 | V (x) = x2
1 + x2

2 < 2} = Dv

é limitado, pois ‖x‖ =
√

V (x) <
√

2 para todo x ∈ Ωc = Dv .
Logo, a proposição anterior determina que
Dv = {x ∈ R2 | x2

1 + x2
2 < 2} ⊂ RA(0) é uma estimativa da região

de atração da origem.
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5. Método Direto de Lyapunov

Teorema de Lyapunov (Estabilidade Assintótica Global): Seja
xe = 0 um ponto de equiĺıbrio de (49) com D = Rn. Considere
que V : Rn → R é uma função continuamente diferenciável com
V (0) = 0 tal que:

V é definida positiva em Rn e V̇ é definida negativa em Rn,
ou seja: V (x) > 0 e V̇ (x) < 0, para todo x ∈ Rn com x 6= 0

V é radialmente ilimitada, ou seja:23

lim
‖x‖→∞

V (x) =∞

Então, a origem xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio globalmente
assintoticamente estável.

23Temos que lim‖x‖→∞ V (x) =∞ significa que: para todo c > 0 existe
r > 0 tal que, para qualquer x ∈ Rn, ‖x‖ > r ⇒ V (x) > c.
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5. Método Direto de Lyapunov

Prova: Seja x(0) ∈ Rn uma condição inicial arbitrária com
x(0) 6= 0. Tome c = V (x(0)) > 0. Portanto, existe r > 0 tal que,
para qualquer x ∈ Rn, V (x) ≤ c ⇒ ‖x‖ ≤ r . Desse modo,
Ωc ⊂ Br (0), ou seja, Ωc é um conjunto limitado. Logo, utilizando
a proposição acima com Dv = Rn, conclúımos que
x(0) ∈ Ωc ⊂ RA(0).

Exemplo 5: Considere o sistema:

ẋ1 = −x3
1 − x2

ẋ2 = x1 − x3
2

No Exemplo 3, mostramos que V (x) = x2
1 + x2

2 = ‖x‖2 é tal que
V é definida positiva e V̇ é definida negativa em R2. Como V é
radialmente ilimitada, ou seja, lim‖x‖→∞ V (x) =∞, conclúımos
que a origem xe = 0 é um ponto de equiĺıbrio globalmente
assintoticamente estável do sistema.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 6 (Projeto de Controladores Estabilizantes):
Considere o sistema:

ẋ1 = −x3
1 + x2φ(x1, x2)

ẋ2 = ψ(x1, x2) + u

onde x = (x1, x2) ∈ D = R2 é o vetor de estado, u ∈ R é o
controle, e φ, ψ: R2 → R são de classe C 1 com
φ(0, 0) = ψ(0, 0) = 0. Note que xe = (0, 0), ue = 0 é um ponto
de equiĺıbrio do sistema. O objetivo é projetar uma realimentação
de estado

u = α(x1, x2)

onde α: R2 → R é de classe C 1 com α(0, 0) = 0, de modo que
xe = 0 seja um ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente
estável do sistema em malha-fechada:

ẋ1 = −x3
1 + x2φ(x1, x2)

ẋ2 = ψ(x1, x2) + α(x1, x2)
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 6 (continuação): Escolhendo

V (x) =
1

2
(x2

1 + x2
2 ) =

1

2
‖x‖2, x ∈ R2

temos que V : R2 → R é continuamente diferenciável com
V (0) = 0, V é definida positiva em R2 e V é radialmente
ilimitada. Logo, devemos tentar encontrar u = α(x1, x2) de modo
a impor que V̇ seja definida negativa em R2, ou seja:

V̇ (x) = x1ẋ1 + x2ẋ2 = x1[−x3
1 + x2φ(x1, x2)] + x2[ψ(x1, x2) + u]

= −x4
1 + x1x2φ(x1, x2) + x2ψ(x1, x2) + x2α(x1, x2) < 0, x 6= 0

A escolha de

u = α(x1, x2) = −x2 − x1φ(x1, x2)− ψ(x1, x2)

assegura que α: R2 → R é de classe C 1 com α(0, 0) = 0 e que

V̇ (x) = −x4
1 − x2

2 < 0, x 6= 0

ou seja, V̇ é definida negativa para o sistema em malha-fechada.
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5. Método Direto de Lyapunov
Exemplo 6 (continuação): Conclúımos assim que a
realimentação de estado

u = α(x1, x2) = −x2 − x1φ(x1, x2)− ψ(x1, x2)

garante que a origem xe = 0 do sistema em malha-fechada é
globalmente assintoticamente estável.

Obs: Seja V (x) = x ′Px , para x ∈ Rn, onde P > 0. Pode-se
mostrar que:

‖x‖2λmin(P) ≤ x ′Px ≤ ‖x‖2λmax(P)

onde λmin(P) > 0 e λmax(P) > 0 são os autovalores ḿınimo e
máximo de P, respectivamente. Portanto, V é definida positiva em
Rn e radialmente ilimitada. Para o sistema ẋ = f (x), temos que

V̇ (x) = ẋ ′Px + x ′Pẋ = f (x)′Px + x ′Pf (x)

Em particular, quando ẋ = f (x) = Ax (sistema linear), x ∈ Rn,

V̇ (x) = (Ax)′Px + x ′PAx = x ′A′Px + x ′PAx = x ′(A′P + PA)x

Desse modo, se Q = A′P + PA < 0, então xe = 0 é globalmente
assintoticamente estável (e logo A possui todos os polos no SPE!).
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5. Método Direto de Lyapunov

Relembre que, no Exemplo 2 acima do pêndulo simples com atrito,
ao utilizarmos a energia total

V (x) =
g

`
[1− cos(x1)] +

1

2
x2

2 , x ∈ R2

obtivemos que

V̇ (x) = − k

m
x2

2 , x ∈ R2

com V definida positiva e V̇ semidefinida negativa no conjunto
Dv = {x ∈ R2 | − π < x1 < π}. Logo, o Teorema de Lyapunov
permite concluir apenas que a origem x = 0 é estável, quando na
verdade sabemos que a mesma é assintoticamente estável. O
próximos resultado estabelece condições que asseguram
estabilidade assintótica quando V̇ é semidefinida negativa.
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5. Método Direto de Lyapunov
Teorema de LaSalle: Seja xe = 0 um ponto de equiĺıbrio de (49).
Considere que V : Dv → R é uma função continuamente
diferenciável com V (0) = 0, onde Dv ⊂ D é uma vizinhança aberta
de xe = 0. Suponha que V é definida positiva e V̇ é semidefinida
negativa em Dv . Seja S = {x ∈ Dv | V̇ (x) = 0}. Temos que:

1 Se
x(t) ∈ S para t ≥ 0⇒ x(t) = 0 para t ≥ 0

onde x(t), t ≥ 0, é uma dada solução de (49), então xe = 0 é
assintoticamente estável. Além disso, se a condição acima é
satisfeita e o conjunto

Ωc = {x ∈ Rn | V (x) < c}
é limitado e está contido em S , onde c > 0, então

Ωc ⊂ RA(0)

(RA(0) é a região de atração do ponto de equiĺıbrio xe = 0).
2 Se D = Dv = Rn, V é radialmente ilimitada e

x(t) ∈ S para t ≥ 0⇒ x(t) = 0 para t ≥ 0

então xe = 0 é globalmente assintoticamente estável. 362 / 364



5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 7: Considere novamente o pêndulo simples com atrito
(k > 0):

ẋ1 = x2 = f1(x1, x2)

ẋ2 = −g

`
sen(x1)− k

m
x2 = f2(x1, x2)

No Exemplo 2, utilizamos a energia total

V (x) =
g

`
[1− cos(x1)] +

1

2
x2

2 , x ∈ R2

e obtivemos que

V̇ (x) = − k

m
x2

2 , x ∈ R2

com V definida positiva e V̇ semidefinida negativa no conjunto
Dv = {x ∈ R2 | − π < x1 < π}. Vamos agora aplicar o Teorema
de LaSalle para mostrar que a energia total V (x) permite de fato
concluir que xe = 0 é assintoticamente estável.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 7 (continuação): Seja S = {x ∈ Dv | V̇ (x) = 0}, e
suponha que x(t) ∈ S , para t ≥ 0, onde x(t) é uma solução
arbitrária do sistema. Logo, x(t) ∈ Dv para t ≥ 0 e V̇ (x(t)) ≡ 0
(i.e. V̇ (x(t)) = 0 para t ≥ 0). Portanto:

V̇ (x(t)) = − k

m
x2

2 (t) ≡ 0⇒ x2(t) ≡ 0⇒ ẋ2(t) ≡ 0⇒ sen(x1(t)) ≡ 0

Mas, x(t) ∈ Dv = {x ∈ R2 | − π < x1 < π} e, assim,
−π < x1(t) < π, para t ≥ 0. Desse modo,

sen(x1(t)) ≡ 0⇒ x1(t) ≡ 0

Mostramos assim que:

x(t) ∈ S para t ≥ 0⇒ x(t) ≡ 0

Conclúımos então pelo Teorema de LaSalle que xe = 0 é de fato
assintoticamente estável (e utilizamos a energia total V (x) para
esse fim!).
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