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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de

Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s)

Relembre do Lab 1 que o modelo em espago de estado (ou,
simplesmente, modelo de estado) de um sistema dindmico tem a
seguinte forma:

dx(t)/dt = f(x(t),u,t)

onde x = (xi,...,Xp) € R" é o vetor de estado,

u=(uy,...,un) € R™ é o vetor de entrada (controle),

y = (¥1,---,Yp) € RP é 0 vetor de saida, e

f=(f,....H) R"XR"xR—>R"e

h=(h1,...,hp): R" x R™ x R — RP sdo aplicagbes (vetoriais). A
primeira equag¢ao do modelo de estado acima é denominada de
equacao de estado e, a segunda, de equacao de saida.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Definicdo: A bola aberta centrada em x € R” e de raio (finito)
d > 0 é o subconjunto de R" definido por

B(x,0) ={z € R" ||z — x| < &}

onde ||w|| = \/w? + - + w2 é a norma euclidiana do vetor

7

w = (wi,...,w,) € R". Dizemos que um conjunto D C R" é
aberto (em R") se, para todo x € D, existe § > 0 tal que
B(x,d) C D.

Exemplos:

O A reta real R é um conjunto aberto em R
@ Todo intervalo aberto (a, b) é um conjunto aberto em R
© O conjunto D = {(x1,x2) € R? | x, # 0} é aberto em RR?

Propriedade: Os seguintes conjuntos sdo abertos em R”:
@ O préprio R” e o conjunto vazio ¢
@ Toda bola aberta B(x,¢), com x e R"e § >0
© A unido arbitraria de conjuntos abertos em R”
@ A intersec¢ado finita de conjuntos abertos em R” &



1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Em varias situacdes praticas, a aplicacdo f que determina a
equacgio de estado dx(t)/dt = f(x, u, t) ndo pode ser definida para
todo x € R". Por exemplo, se f(x,u,t) = t?u+1/x €R (n= 1),
entdo f sé esta definida para x # 0. Logo, o dominio de f é

D xR xR, onde D={x€R|x#0} éaberto. Note que D é de
fato aberto, pois D = (—00,0) U (0, 00) (unido de dois abertos).

De agora em diante, salvo menc¢3o contraria, vamos supor que, no
modelo de estado, f e h ndo dependem do tempo t:

dx(t)/dt = f(x(t), u)
y(t) = h(x(t),v)

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™
é o vetor de controle, f: D x R™ — R" e h: D x R™ — RP.
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Exemplo: Motor CC

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear
simplificado em espaco de estado é dado por:

onde u € R é a tensao externa em Volts aplicada no motor
(controle), x1(t) = 6(t) é a posicdo angular do eixo em rad,

xo(t) = 6(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e

y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assim, x = (x1,x) € D = R? é
o vetor de estado e

dx(t)/dt = f(x(t), u) = (x2(t), —x2(t) + v)
y(t) = h(x(t), u) = x(t)

O motor CC pode ser controlado tanto em malha-aberta quanto

em malha-fechada. Por exemplo, podemos escolher:
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Exemplo: Motor CC

e Malha-aberta: u = a(t) £ sen(t) . controlador P
e Malha-fechada (realimentagdo): u = a(x, t) = k(r(t) — x1),
onde r(t) =t (rampa) e k > 0 é um ganho a ser ajustado

Substituindo os controles acima no modelo do motor, obtemos:
@ Malha-aberta:

dx(t)/dt = f(x(t), u)|yma(r) = (x2(t), —x2(t) + sen(t)) = F(x(t), t)
y(t) = h(x(t), U)lu=a(r) = x(t) = h(x(t), 1)
@ Malha-fechada:
() dt = F(x(2), 1) u—aes) = (xa(2), —xa(t) + kt — k(1)) £ F(x(0), )
Y(£) = hx(t). 1) umaer) = (8) 2 B(x(2), 1

Note que, em ambos os casos (malha-aberta e malha-fechada), o
modelo de estado resultante é da forma:

dx(t)/dt = f(x(t), )
y(t) :F(X(t),t) 6/364



1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Considere o seguinte modelo de estado
dx/dt = f(x, u)
y = h(x, u)
onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u €¢ R™
é o vetor de controle, f: D X R™ — R" e h: D x R™ — RP.
Suponha que escolhemos uma entrada da forma u = a(x, t), onde
a: D x [0,00) — R™ é uma aplicagdo (vetorial). Assim, o sistema
resultante é da forma:
dx/dt = f(x,a(x, t)) £ f(x, t)
y = h(x,a(x, t)) £ h(x, t)

com f: D x [0,00) — R" e h: D x [0,00) — RP. Note que:
@ Quando u = «(t), entdo temos controle em malha-aberta
(por exemplo, u =0 ou u = sen(t))
@ Quando u = «(x, t), entdo temos controle por realimentagdo
de estado (malha-fechada)

7 /364



1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Desse modo, podemos restringir o nosso estudo a equag¢des de
estado dadas por (voltaremos a considerar a equagdo de saida mais
adiante)

dx/dt = f(x,t)

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto e

f: D x [0,00) — R". Tal equagdo de estado é denominada de
nao-forcada, e o sistema é chamado nao-auténomo.
Ressaltamos que esta equacdo de estado pode corresponder tanto
a sistemas em malha-aberta (v = a(t)) quanto a sistemas em
malha-fechada (u = a(x, t)).

Quando
dx/dt = f(x),

ou seja, a aplicacao f: D — R" n3o depende do tempo t, dizemos

que o sistema é autonomo.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Vamos agora analisar sistemas descritos por EDO’s da forma
(equagdo de estado)

dx/dt = f(x, t)

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto e

f: D x [0,00) — R". Denominamos f de campo de vetores
dependente do tempo (fixado t > 0, para cada vetor x € D C R" a
aplicagdo f associa o vetor f(x,t) € R").

Estamos considerando que a equac3o de estado acima modela um
sistema dindmico real em que foi fixada uma entrada v = a(x, t),
x € D, t > 0. Em um sistema dindmico real, temos que, para cada
condigdo inicial x(tp) € D no instante inicial tp > 0, existe uma
dnica solugdo x(t), para t > tp. Concluimos assim que o modelo
acima deve preservar esta propriedade. Portanto, temos que
determinar condi¢des que o campo de vetores f do modelo deve
satisfazer de modo a preservar a existéncia e unicidade de solugdes

do sistema real.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Considere a EDO
dx/dt = f(x, t) (%)
onde f: D x [0,00) — R" e D C R" ¢ aberto.

Definicdo: Seja x;, € D e top > 0. Dizemos que uma curva
diferencidvel x: J — D é uma solugao de (x) com condi¢do inicial
x(to) = x¢, € D no instante inicial top > 0, se J C [0,00) é um
intervalo contendo tg e x(t) = f(x(t),t), para todo t € J.
Dizemos que tal solugdo x: J — D (com x(ty) = x¢, €m tp) é
maximal se, para qualquer outra solugdo x: J — D de (%) com
condic¢io inicial X(to) = x, em to, temos que J C J e X(t) = x(t),
para todo t € J.

Obs: Note que, caso uma solucido maximal exista, entio ela é
tinica no seguinte sentido: se x: J — D e X: J — D sio solucdes
maximais de (x) com as mesmas condi¢es iniciais x(ty) = X(to)
em to, entdo J = J e x(t) = x(t), parat € J = J.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes: Suponha que
f: D x [0,00) = R" e 8f /0x: D x [0, 00) — R™" = R" (matriz
jacobiana) sdo continuas na EDO (x) acima. Entdo, dados x;, € D
e tp > 0, existe uma tnica solugdo maximal x: J C [0,00) — D
com condigdo inicial x(tp) = x¢, em to, que por sua vez sé depende
da restricdo do dominio de f ao subconjunto D x J C D C [0, o0).
Em particular, se X: J C [0,00) — D é uma solug3o de () para a
condicdo inicial X(to) = x¢, em to, entdo tal solugdo € dnica no
seguinte sentido: se x: J C [0,00) — D é uma outra solu¢do de
(*) com a mesma condigdo inicial X(to) = X(to) = xz, em to, entdo
x(t) = x(t), para t € JN J. Por este motivo, dizemos que

x: J C [0,00) — D é a solugdo de (x) no intervalo J para a
condig¢do inicial X(tp) = x¢, em tp.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 1: Relembre que (aqui, D C R" é aberto):

e Uma aplicagdo (vetorial) f = (f1,...,f,): D x [0,00) — R" é
continua se e somente se cada funcdo coordenada
fir D x R™ x [0,00) — R" é continua, j =1,...,n.

@ A soma, diferenca, produto, divisdo (com quociente ndo-nulo)
e composicio de fungdes continuas é uma fun¢do continua.

e Dada uma aplicagdo f: D x [0,00) — R”, temos que

2 o . 7
Of /Ox: D x [0,00) — R™" = R™ (matriz jacobiana) é
continua se e somente se as derivadas parciais
0f;/Oxi: D x [0,00) — R existem e sdo continuas, para
j=1,...,n, k=1,...,n.

e Uma aplicacio f: D — R” é denominada de classe C! quando
df /Ox: D — R™1 = R™ (matriz jacobiana) é continua, ou
seja, quando as derivadas parciais 0f;/0x,: D x [0,00) = R
existem e s3o continuas, para j=1,...,n, k=1,..., n.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 2: Suponha que na EDO (x) acima, o campo de vetores f n3o
depende do tempo t, ou seja, dx/dt = f(x), onde f: D — R" é de
classe Cl. Entio, as hipéteses do teorema anterior sdo atendidas,
pois f: D — R" e Of /Ox: D — R"™" = R"™ s3o continuas. Neste
caso, pode-se verificar que: dados xg € D, tp > 0 e T € R tal que
to+ T >0, se x: J=[ty, b) — D é a solugdo de dx/dt = f(x) no
intervalo J = [to, b) para a condigdo inicial x(tp) = xp no instante
inicial t = 0, entdo x: J = [to + T, b+ T) — D definida por

x(t) = x(t — to), para t € J, é a solugdo de dx/dt = f(x) no
intervalo J = [to + T, b+ T) para a condi¢do inicial

X(to+ T) = x(to) = xo em to+ T, onde ty < b < 0.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 2 (continuagdo): De fato, considere a curva definida por
X(t) = x(t — tp). Temos que X(to + T) = x(to) = Xo e, pela regra
da cadeia, obtemos que X(t) = x(t — to) = f(x(t — to)) = F(X(t)).
Logo, mostramos que X(t) = x(t — tp) é uma solugdo de

dx/dt = f(x) para a condigdo inicial X(to + T) = xo e, pelo
Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes, concluimos que
X(t) = x(t — tp) é de fato a solugdo de dx/dt = f(x) para a
condi¢do inicial X(tp + T) = xp. Por este motivo, dizemos que um
sistema auténomo modelado por dx/dt = f(x) é invariante no
tempo, e sempre podemos considerar que ty = 0.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 3: Considere a equagdo de estado
dx/dt = f(x, u)

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é vetor
de controle e f: D x R™ — R" é de classe C!, ou seja,

0f /Ox: D x R™ — R" e 0f /Ou: D x R™ — R" sdo aplicagdes
continuas. Suponha que escolhemos uma entrada da forma
u=a(x,t), onde a: D x [0,00) = R™ e

da/Ox: D x [0,00) — R™ s3o aplicagdes continuas. Entdo, o
sistema resultante é dado por

dx/dt = f(x,t) = f(x, a(x, t))

com f: D x [0,00) — R™ e 9f /Ox: D x [0,00) — R™ continuas
pela regra da cadeia. Logo, o sistema resultante satisfaz as
hipdteses do teorema anterior.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 4: Considere o modelo de estado
dx/dt = f(x, u), y = h(x, u)

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é vetor
de controle, y € RP é o vetor de saida e h: D x R™ — RP.
Assuma que as aplicagdes f: D x R™ — R" e

Of /Ox: D x R™ — R" sdo continuas. Suponha que escolhemos
uma entrada da forma u = «a(t), onde a: [0, 00) — R™ é continua.
Ent3o, a equacdo de estado do sistema resultante é dada por

dx/dt = f(x, t) £ f(x, u(t))

com f: D x [0,00) — R™ e §f /Ox: D x [0,00) — R™ continuas.
Logo, a equagdo de estado do sistema resultante satisfaz as
hipéteses do teorema anterior. Portanto, dados x;, € D e tg > 0,
existe uma tnica solugdo x: J = [tp, b) — D no intervalo

J = [to, b) para a condigdo inicial x(tp) = x¢, em ty, que por sua
vez s6 depende da entrada u(t) = a(t), para t € J = [tp, b), onde
th < b < .
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 4 (continuacdo): Em particular, escolhida uma entrada
continua u(t) = a(t), t > 0, para o modelo de estado anterior

dx/dt = f(x, u),
y = h(x, u)

e dada uma condigdo inicial x(tg) = x¢, € D em ty > 0, existe uma
unica saida y(t) = h(x(t), u(t)), t € J = [to, b), que por sua vez
s6 depende da entrada u(t) = «(t), para t € J = [to, b). Logo, tal
modelo de estado estd de acordo com a definicio de vetor de
estado de um sistema dindmico vista no Lab 1:

X(to) eD,

u(t) = a(t), t € J = [to, b)} — y(t), t € J = [to, b)
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 4 (continuacdo): Ainda no modelo de estado anterior
dx/dt = f(x, u),
y = h(x, u)

suponha que escolhemos uma entrada da forma u = «(t), onde
a: [0,00) — R™ é continua. Ent3o, o modelo de estado do sistema
resultante é dado por

dx/dt = f(x,t) £ f(x,u(t)), y = h(x,u(t))

com f: D x [0,00) — R™ e §f /Ox: D x [0,00) — R™ continuas.
Sejam xg € D, tg > 0e T € R tal que tg + T > 0. Defina
u(t)=u(t—T)=a(t—T), parat > to+ T. Considere o
modelo de estado

dx/dt = f(x,t) = f(x,a(t)), ¥ = h(x,u(t))

onde f: D x [tg + T,00) — R".
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 4 (continuacdo): Pode-se verificar que, se

x: J = [to, b) — D é a solugdo de dx/dt = f(x,t) = f(x, u(t)) no
intervalo J = [to, b) para a condigdo inicial x(ty) = xp em tp, onde
to < b < o0, entio:

Q@ x: J=[to+ T,b+ T) — D definida por x(t) = x(t — to),

para t € J, é a solugdo de dx/dt = f(x, t) = f(x,u(t)) no
intervalo J = [to + T, b+ T) para a condi¢do inicial

Y(t() + T) = X(to) =xpemty+ T

Para o sistema resultante, existe uma unica saida

y(t) = h(x(t), u(t)), t € J = [to, b), que por sua vez s6
depende da entrada u(t) = a(t), para t € J = [to, b). E, além
disto, a saida y(t) = h(x(t),u(t)) é unica, satisfaz

y(t) = y(t — T) e s6 depende da entrada u(t) = u(t — T),
para t € J.
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Obs 4 (continuagdo): Portanto, mostramos que o modelo de
estado considerado

dx/dt = f(x, u),
y = h(x, u)
corresponde a um sistema invariante no tempo no sentido da

definicdo vista no Lab 1:
Se

igg):a)?t’), t € J=to, b)} — y(t), t € J=[to, b)

entao
Y(to = T) = X0, N B —_
a(t)=u(t—T), teT=[to+ T b+ T)} — B =), 5
Desse modo, em tais modelos de estado sempre podemos
considerar que typ = 0.

Obs 5: Os resultados das Obs 3 e 4 acima permanecem validos

quando a entrada u(t) = «a(t), t > 0, é continua por partes. 20/364



1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Exemplo 1 (ndo-unicidade de solugdes): Considere a EDO
x=3x*3=f(x), xeR
Seja tog = 0 o instante inicial. Note que x(t) =0, t > 0, é uma
solugdo desta EDO com condigo inicial x(0) =0 em tp = 0. E,
dado ¢ > 0, observe que x.(t), t > 0, definida por
Xc(t):{O, se0<t<c
(t—c)3, set>c
também é solugdo desta EDO com condig3o inicial x(0) = 0. Logo,
existem infinitas solugdes da EDO acima quando a condi¢3o inicial
é nula em tp = 0 (e n3o existe solugdo maximal com x(0) = 0!).
Portanto, um modelo descrito por esta EDO n3o permite
determinar (prever) a solugdo do sistema real quando a condi¢do
inicial é nula. Isto ocorre, por exemplo, se aplicamos a
realimentacdo u = 3x%/3/(2 + cos x) em um sistema modelado por
x = f(x,u) = (24 cosx)u.
Note que, apesar da fun¢do f: R — R da EDO acima ser continua,
f n3o é diferencidvel em x = 0 e, portanto, n3o satisfaz as

hipéteses do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdes. SH e



1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Exemplo 2 (tempo de escape finito): Considere a EDO
x=1+x*>=f(x), xe€R

Note que f: R — R é infinitamente diferencidvel e, assim, as
hipdteses do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes siao
satisfeitas para f. Seja to = 0. Note que x(t) = tan(t), para
0 <t < m/2, é uma solugdo desta EDO para a condi¢do inicial
x(0) =0 em to =0 (e, assim, é a solugdo no intervalo
J=[0,7/2) para x(0) =0 em tg = 0). Observe que

lim x(t) = +oco (tempo de escape finito em t. = 7/2)

t—m/2

Desse modo, a solugao maximal com condic3o inicial nula em
to = 0 n3o pode estar definida no instante t. = 7/2 e, portanto,
concluimos que x(t) = tan(t), para t € J = [0,7/2), é a solugdo
maximal quando a condicdo inicial é nula em t5 = 0.

Mais exemplos: (no quadro)
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Definicdo: Suponha que f: D x [0,00) — R" e

Of JOx: D x [0,00) — R™" = R"™ s3o aplicacdes continuas.
Dizemos que o campo de vetores f da EDO dx/dt = f(x,t) é
completo se, para quaisquer x;, € D e tg > 0, temos que a
solugdo maximal correspondente x: J — D (com x(tg) = x¢, em
to) € tal que J = [0,00), ou seja, cada solugdo maximal esta
definida para todo t € [0, c0).

Teorema: Considere que o campo de vetores f: D x [0,00) — R"
da EDO dx/dt = f(x, t) é completo. Denote por

¢: [0,00) x D x [0,00) — D o fluxo associado ao campo de
vetores f, ou seja, dados x¢, € D e tg > 0, ¢(-; x¢,, to): [0,00) — D
é igual a solugdo maximal da EDO com condig3o inicial x(tg) = x,
em to. Entdo, dados xi, € D, to, t1, tg > 0, temos que:

@(to; Xzo, to) = Xt
¢ (t2; G(t1; Xy, t0), t1) = P(t2; Xy, to)
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1. Existéncia e Unicidade de Solucdes de EDQ's

Teorema (continuagdo): Em particular, temos que 2 solugcdes
distintas da EDO dx/dt = f(x, t) nunca podem se cruzar no
mesmo instante de tempo.

llustracdo do cruzamento de solugdes: (no quadro)

Prova (do resultado de cruzamento acima): Considere 2
solugdes distintas: x: [0,00) — D com condi¢3o inicial

x(to) = x¢, € D em ty >0, e x: [0,00) — D com condigdo inicial
X(to) = Xz, € D em tg > 0. A demonstragdo é por contradic3o.
Assim, suponha que existe t; > 0 tal que

o(t1; x(to), to) = &(t1;X(to), to), ou seja, as solugdes se cruzam no
instante de tempo t;. Ent3o, para todo t > 0,

x(t) = ¢(t; x(t0), to) = ¢(t; p(t1; x(t0), to), t1)
=¢(t1;X(%0),t0)
= ¢ (t: ¢(t1: X(%0), to), t1) = ¢(t: X(%o), to) = X(t)

ou seja, as 2 solugdes s3o idénticas, o que contradiz a hipdtese de

que elas s3o distintas.
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2. Sistemas Lineares

Neste capitulo, vamos estudar sistemas lineares invariantes no
tempo (LTI — Linear Time-Invariant) modelados por

X = Ax + Bu
y = Cx+ Du

onde x € R" é o vetor (coluna) de estado, u € R™ é o vetor de
controle, y € RP é o vetor de saida, e A € R"*" (matriz quadrada
de ordem n), B € R™™ (matriz n x m), C € RP*" (matriz p x n)
e D € RP*™ (matriz p x m) sdo matrizes constantes. Salvo
mencao contraria, de agora em diante iremos assumir que a
entrada u(t), t > 0, é continua por partes. Como

x =Ax+ Bu=f(x,u), y= Cx+ Du= h(x,u)

com f: R” x R™ = R" e h: R” x R™ — RP de classe C?

(0f Jox = A, Of JOu = B, 0h/0x = C, Oh/du = D), concluimos
pelas Obs 4 e 5 acima que o sistema é de fato invariante no
tempo e, assim, sempre podemos (e iremos) considerar que

to = 0.
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2. Sistemas Lineares

Mostraremos na sequéncia que um sistema da forma
x=Ax+ Bu, y=Cx+ Du

é de fato linear, ou seja, o principio da superposicao é satisfeito.

Definimos, para cada t > 0, a matriz quadrada

=1
eAt _ Z fI(At)k e RXN

k
onde (At)k = tA tA-- - tA (k vezes). Temos que
( eA(t1+t2) _ eAtleAtz

d At At
—e™ = Ae

dt ’
Relembre que se

aft) = /Otﬁ(f) dr €R™M ¢ 0

onde 5(t) € R™™, t >0, é uma aplicagdo continua, entdo

%a(t) —B(t), t>0

e”? = | (matriz identidade) ,
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2. Sistemas Lineares

Dada uma condigdo inicial x(0) = xo € R" (em tp = 0), temos que
t
x(t) = e*txg +/ AT Bu(r)dr, t>0
0

é uma solugdo do sistema no intervalo J = [0, 00) para a condi¢do
inicial xg, pois x(0) = e*%xg = Ixg = X0 e, para t > 0,

t
x(t) = etxo + eAt/ e " Bu(t) dr,
0

=/

t P
x(t) = Ae’txg + AeAt/ e "7 Bu(t) dr + et Bu(t)
0

= Ale™xo + /t et~ Bu(r) dr] + Bu(t)
0
= Ax(t) + Bu(t)
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2. Sistemas Lineares

Portanto, concluimos pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de
Solucbes que

t
x(t) = etxg —I—/ AT Bu(r)dr, t>0
0

é a solugdo do sistema no intervalo J = [0, 00) para a condigdo
inicial x(0) = xo. Assim, a saida y(t), t > 0, é dada por

y(t) = Cx(t) + Du(t)
t
= Ce’txg —I—/ Ce*t=7) Bu(7) d7 + Du(t)
~~—— 0

=yo(t)

=VYesn(t)

ou seja,

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em x(to) linear em u(¢)

Propriedade de Decomposicao .



2. Sistemas Lineares

Logo, o principio da superposicao ¢ satisfeito:

Se
S esof om0 20 B of oo e

entdo (ki, ko € R)

xc(0) = kixa(0) + kaxp(0),

uc(t) _ klua(t) + kgub(t), t > 0}—>yC(t) = kl_)’a(t)—l_k2yb(t)7 t> 0

Concluimos assim que todo sistema modelado por
x = Ax + Bu
y = Cx+ Du

é de fato um sistema linear invariante no tempo (LTI).

Importante: Como as solugdes do modelo acima estao definidas

em todo o interval J = [0,00), ndo ha tempo de escape finito!
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Considere o sistema LTI
x = Ax + Bu
y = Cx+ Du
Relembre que, fixada a condicdo inicial x € R" e escolhida uma

entrada u(t), t > 0, continua por partes, a saida y(t), t >0, é
dada por

t
y(t) = Cetxy + / CeAt)Bu(r) dr + Du(t)
0
G(t—7)
t
— Ce’xo + / [CeAt=)B + 6(t — 7)D] u(r) dr

= yo(1)
= Yesn(t) = G(t)xu(t) (convolugiol!)

onde §(t) é o impulso unitario centrado em t = 0. Denominamos
Gg(t) = CertB + 5(t)D € RP*™ t > 0, de matriz resposta ao
impulso do sistema. 30/ 364



2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta

Impulsiva e Matriz de Transferéncia
Ao aplicarmos a transformada de Laplace £ em ambos os lados de

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

obtemos que

sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s)
Y (s) = CX(s) + DU(s)

X1(5),- -, Xn(s)) = L{x(8)} = (LLa(B)}, - L{Oxa(1)})
U(s) = (Ua(s),- -, Um(s)) = L{u(t)} = (L{wa (D)}, ., L{um(t)})
)= (Ya(s), -, Yo(s)) = L{y(t)} = (L{n (D)} - Lyp (1)}

—~
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta

Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Portanto,
(sl — A)X(s) = x(0) + BU(s)

e, assim,
X(s) = (sl — A)71x(0) + (s/ — A)"LBU(s)
Y(s) = C(sl — A)"'x(0) + [C(sl — A)"'B + D] U(s)

Mas, para t > 0,

t
x(t) = e +/ eAlt=7) Bu(7) dt
0

G(t—7)
t

y(t) = CeMxp + / [CeAt=)B + 6(t — 7)D] u(r) dr

= yo(t)
= Yesn(t) = G(t)*u(t) (convolugdo!)
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Concluimos entdo que (relembre que £{0(t)} = 1):
L7 (sl —A) 1} =€ t>0
= G(s) = £{G(1)}
Y(s) = C(sl — A)"'x(0) + [C(sl — A)"'B + D] U(s)

:YQ(S) = Yesn(s) = G(S)U(S)

onde

G(s) = £{G(t)} e RP*™ = C(sl — A)"'B+D

é denominada de matriz de transferéncia do sistema. Logo, para
xo = 0 (condigdes iniciais nulas), temos

| Y(5) = Yesn(s) = G(s)U(s)|

ou seja,
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Yl(S) G11(s) e Glm(s) Ul(S)

Yo(s) Ga(s) - Gom(s) | | Un(s)

—Y(s) = G(s) = (Gi(s) = £{G()}  =U(s)
com

gu(t) ... gim(t)
G(t) = (gy(t)) = CeMB+o(t)D = | .

g1(t) .. gpmlt)
Portanto, y
Ujg = Gi(s) = Ligy(t)}

é a funcao de transferéncia entre a j-ésima entrada u;(t) e a

i-ésima saida y;(t) do sistema quando as demais entradas uy(t)

sdo identicamente nulas (k # j), e gjj(t) é a resposta ao impulso
correspondente.
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia
Obs: Relembre de Algebra Linear que, dada uma matriz quadrada
M € R™" com det(M) # 0, entdo a matriz inversa M~ € R™<"
existe e é determinada por

a1
~ det(M)

Adj(M)

onde Adj(M) € R™" é a matriz adjunta de M: Adj(M) = C’, com
C = (cj) e ¢j = (—1)"det(M;), onde M € R"~1x1=1 ¢ 5
submatriz obtida de M ao se eliminar a linha 7/ e a coluna j.

Em particular, quando M = (m;;) € R?*? com det(M) # 0, ent3o

ML= 1 mpy —my2
miimpz — mi2mpy | —M21 mi1
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia
Relembre que a matriz de transferéncia é dada por

G(s) = (Gj(s)) = C(sl —A) !B+ D = CAdj(sl — A)B+ D

1
det(sl — A)
Temos que cada elemento da matriz Adj(s/ — A) é um polindmio
em s de grau menor ou igual a n—1, e o polinémio det(s/ — A) tem
grau n. Portanto, cada elemento Gj;(s) de G(s) é uma fungdo de
transferéncia racional da forma Gjj(s) = p;j(s)/qij(s), onde pji(s) e
qij(s) sdo polinémios em s com grau(p;i(s)) < grau(gji(s)) < n.

Note que:

© Na3o ha cancelamentos polo-zero num certo elemento
Gii(s) = pij(s)/qij(s) da matriz de transferéncia G(s) se e
somente se gj;(s) = det(s/ — A) (com grau(qgj(s)) = n)

@ Se D =0, entdo grau(pjj(s)) < grau(qgjj(s)) (sem transferéncia
direta) em cada elemento Gji(s) = pjj(s)/qij(s) de G(s)
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta

Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Dizemos que p € C é um polo da matriz da transferéncia G(s)
quando p é um polo de algum elemento de G(s). Assim, cada
polo de cada elemento de G(s) é um polo da matriz de
transferéncia G(s). Como os autovalores da matriz A s3o as raizes
de det(A — A\/) = det(A/ — A) = 0, concluimos que todo polo da
matriz de transferéncia G(s) é um autovalor da matriz A. No
entanto, nem todo autovalor de A é um polo de G(s) devido a
possiveis cancelamentos polo-zero nos elementos de G(s).

Além disso, como x(t) = eAfxg, t > 0, é a solugdo da equagdo de
estado X = Ax (u = 0) para a condi¢do inicial x(0) = xp, onde
L7 (sl — A7} = L7HAdj(sl — A)/det(sl — A)} = eAt, t >0,
decorre que todo polo de X(s) (para u = 0) é um autovalor da
matriz A. Assim, por simplicidade, de agora em diante
denominaremos os autovalores da matriz A de polos.
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta

Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Portanto, concluimos que, se os polos (autovalores) da matriz A
sdo

p1, p2 (reais e distintos),

p3 = ps = ps = p (real de multiplicidade 3),

pe.7 = o £ jB (complexo conjugado),

P89 = Po,10 =7 £ jo (complexo conjugado de multiplicidade 2),

entdo cada elemento da matriz exponencial e?t (e,
consequentemente, cada elemento do vetor x(t) = e*txg) é
combinacdo linear dos modos caracteristicos associados:

A

ePit P2t Pt tePt 2Pt
e cos(3t), e sen(ft),
et cos(dt), e’ sen(dt), te? cos(dt), te?t sen(dt),
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta

Impulsiva e Matriz de Transferéncia

A nogdo de zeros de uma matriz de transferéncia G(s) é mais
dificil de ser colocada, e ndo sera vista no nosso curso. Para
maiores detalhes, veja o livro do Chen.

Exemplo 1: Considere o sistema (n = 2 estados, m = 1 entrada e
p = 2 saidas)

x = Ax + Bu

y=x

a=[v 2] o= [3]

Determine a solugdo x(t), t > 0, para a condi¢do inicial
xo = [2 5] considerando entrada nula (u = 0). Encontre também
a matriz de transferancia G(s) e determine seus polos.

com
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta

Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Solucao: Note que

-r-[28). o [8

Temos que x(t) = etxg, t > 0, com
L7H(sl —A) =€ t>0

Os polos de A sdo p; = pp = —1, e temos que

-1
o1 | s 1] 1 s+2 -1
(s = A) [—1 5—1—2]  s242s+1 [ 1 s

= (s+1)2 = det(sI—A)

s+2 -1
- (s+1)2 (s+1)
1 S

(s+12 (s+1p
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia
Portanto,
1 iy | A+t)et et A
R R N .

t

(combinag3o linear de e~ *, te™*). Logo,

2e7t —3te

X(t) = eAtXO = |: 5e_t . 3te—f :| , t Z 0

Por fim, 1
_ G11(S) ] (S =F 1)2

G(s) = C(sl —A)'B = =

(0=t - te=| gl .

(s +1)2
Os polos de G(s) sdo p; = p» = —1, coincidindo com os polos da

matriz A. Note que n3o tivemos cancelamentos polo-zero em
Gi11(s) e em Goi(s).
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia

Exemplo 2: Para o sistema (n = 3 estados, m = 1 entrada e

p = 2 saidas)
-2 0 0 1
=] 0 -6 —225 |x+| 05 |u y=||=|t 00,
X3 0 0 1
0 4 0 0 -~
~ —— —C
—A =B
temos que
(s+3)% 1
2 +2
G(s) = C(s—A) 1B = { Gu(s) } | GEAsE ) (542
G21(s) 5(s+2) 5
(s42)(s + 3)? (s+3)?
Os polos de A sdo p; = —2, po3 = —3, coincidindo com os polos

de G(s). No entanto, observe que houve um cancelamento

polo-zero em Gyi(s) e em Gpi(s).
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2.1. Transformada de Laplace, Matriz de Resposta
Impulsiva e Matriz de Transferéncia
Exemplo 3: Para o sistema SISO (m = p = 1) com n = 2 estados
(S

>'<:[‘5 _3]x+[ﬂu, y=05(a+x)=[05 05 ]x

2 0 —
— =C
temos que
1
G(s)= C(sl — Ay 1B = L2
(s+2)(s+3) (s+3)

Os polos de A sdo p1 = —2, pp = —3, mas a funcao de
transferéncia G(s) possui somente um polo em p = —3 devido a

um cancelamento polo-zero.
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2.2. Estabilidade

Considere um sistema LTI

x = Ax + Bu
y = Cx+ Du

Definicao (Estabilidade Interna): Assuma que u = 0 (entrada
nula). Dizemos que x¢ = 0 é um ponto de equilibrio estavel do
sistema quando, para todo € > 0, existe 4 > 0 tal que

Ix(O)I] <0 = |x(¢)l| <e, parat>0

Quando x¢ = 0 n3o ¢ estavel, dizemos que x¢ = 0 é um ponto de
equilibrio instavel. Dizemos que x¢ = 0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel do sistema quando

x€ = 0 é estdvel e, além disso, dada qualquer condicao inicial
x(0) € R", temos que lim;_o0 x(t) = lim;_,, €tx(0) = 0.
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2.2. Estabilidade

Definicao (Estabilidade Externa): Assuma que x(0) =0
(condigdo inicial nula). Dizemos que o sistema acima é BIBO
(Bounded-Input Bounded-Output) estavel quando, para
qualquer entrada limitada u(t), t > 0, temos que a resposta
estado nulo y(t) = yesn(t) = G(t) * u(t), t > 0, é limitada.
Quando o sistema nio é BIBO estdvel, dizemos que o mesmo é
BIBO instavel. Isto significa que existe ao menos uma entrada
limitada u(t), t > 0, para a qual a resposta estado nulo

y(t) = Yesn(t) = G(t) * u(t), t > 0, ndo é limitada.

Obs: Relembre que uma aplica¢do v: [0,00) — RY é limitada
quando existe 0 < M, < oo tal que

lv(t)|| < M,, paratodo t >0
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2.2. Estabilidade

Teorema: Considere um sistema LTI

x = Ax + Bu
y = Cx+ Du

Ent3o:
@ O ponto de equilibrio x¢ = 0 é instavel caso a matriz A possua
algum polo (autovalor) com parte real positiva (i.e. no SPD)

@ O ponto de equilibrio x¢ = 0 é globalmente assintoticamente
estdvel se e somente se a matriz A possui todos os polos
(autovalores) com parte real negativa (i.e. estdo no SPE)

@ O sistema é BIBO estavel se e somente se cada elemento
Gjj(s) da matriz de transferéncia G(s) é BIBO estavel, ou
seja, todos os polos de G(s) estdo no SPE
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2.2. Estabilidade

Obs 1: Relembre que todo polo de G(s) é um polo (autovalor) da
matriz A. Portanto: (a) se G(s) possui algum polo no SPD, ent3o
o sistema é BIBO instdvel e x¢ = 0 é um ponto de equilibrio
instavel; e (b) se todos os polos da matriz A estdo no SPE, entdo o
x€ = 0 é globalmente assintoticamente estavel e, além disso, o
sistema é BIBO estdvel. No entanto, um sistema pode ser BIBO
estavel mas x¢ = 0 n3o ser globalmente assintoticamente estavel
(devido a cancelamentos polo-zero instaveis nos elementos de

G(s)).

Obs 2: Relembre que a solugdo de x = Ax para a condi¢do inicial
x(0) € R" é dada por

x(t) = e*x(0), t>0
com
L7 (sl — A1} = L7H{Adj(sl — A)/det(s] — A)} = ™, t >0

Portanto, quanto mais afastados da origem estiverem os polos da
matriz A no SPE, mais rdpida serd a convergéncia da solugcdo x(t) 4 s



2.2. Estabilidade

Exemplo: Considere (novamente) o sistema (n = 2 estados,
m = 1 entrada e p = 2 saidas)

k:[0-4}x+[2]m y=x (ie. C=1)

1 -2
T ——
Temos que
. S 1 . . 2
s/—A—[_1 S+2]:>det(sl—A)—s(s—|—2)—|—1—(s+1) =0

= P12 = —1 € SPE

Logo, x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estdvel e, portanto, o
sistema é BIBO estdvel. A BIBO estabilidade também pode ser
verificada diretamente (os polos de G(s) sdo p;» = —1 € SPE):

=1
(s +1)2

s
(S —"_ 1)2 48 / 364
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Considere (novamente) um sistema LTI (n estados, m entradas e

p saidas) % — Ax + Bu

y = Cx+ Du

Definicao: Dizemos que o sistema é controlavel quando, cada
condicdo inicial xg € R” e cada estado final x7 € R", existe uma
entrada u: [0, T] — R™ tal que a solugdo x: [0, T] — R" do
sistema para a condi¢do inicial x(0) = xp satisfaz x(T) = x7, para
algum T > 0. Isto significa que sempre podemos levar o sistema
de todo estado inicial para qualquer estado final desejado em
tempo finito através de uma entrada adequada. Dizemos que o
sistema é nao-controlavel quando ele ndo for controlavel.

Definicao: Dizemos que o sistema é observavel quando, para

todo estado inicial x(0) € R" desconhecido, existe T > 0 tal que o
conhecimento de qualquer entrada aplicada u(t) € R™ e da saida
correspondente y(t) € RP no intervalo de tempo [0, T] € suficiente
para determinar de maneira Unica o estado inicial x(0). Dizemos

que o sistema é nao-observavel quando ele ndo for observdvel. ..,



2.3. Controlabilidade e Observabilidade

S

IF .

+
— 152 1<

o

|

Figura: Exemplo de um circuito elétrico ndo-controlavel: a tens3o de
entrada u(t) nunca é capaz de transferir as varidveis de estado x;(t) e
xo(t) para estados finais distintos x;(T) # xo(T) a partir das condi¢des
iniciais x1(0) = x2(0) (capacitores em paralelo).
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

P V4
u @ LA
X

Sl

Figura: Exemplo de um circuito elétrico nao-observavel: quando u =0,
temos que y = 0 devido a simetria do circuito. Assim, mesmo
conhecendo u(t) = y(t) =0, para t > 0, ndo temos como determinar de
maneira (nica a tens3o inicial x(0) do capacitor.
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Para um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

x = Ax + Bu
y = Cx + Du

definimos a matriz de controlabilidade por
C=[B AB A’B ... A" 'Bloxmm

e a matriz de observabilidade por

C
CA
O = CA?2

C:An—l

L J4 npxn
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Teorema: Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e

p saidas)
X=Ax+Bu, y=Cx+ Du

Entao:

@ O sistema é controldvel se e somente se posto(C) = n
(posto completo de linha). Neste caso, dizemos simplesmente
que o par (A, B) é controldvel, pois a matriz de
controlabilidade C sé depende das matrizes A e B.

@ O sistema é observéivel se e somente se posto(Q) = n
(posto completo de coluna). Neste caso, dizemos
simplesmente que o par (A, C) é observével, pois a matriz de
observabilidade O sé depende das matrizes A e C.

© O par (A, C) é observivel se e somente se o par (A, C’) é
controldvel (dualidade)

© Quando o sistema é SISO (m = p = 1), temos que o sistema
é controldvel e observdvel se e somente se nao ha
cancelamentos polo-zero na fun¢do de transferéncia
G(s)= C(sl — A)~'B+D 53364



2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Obs 1: Note que, quando m =1 (uma dnica entrada), o sistema é
controlavel se e somente se det(C) # 0. E, quando p =1 (uma
dnica saida), o sistema é observavel se e somente se det(O) # 0.

Obs 2: Temos os seguintes comandos no Matlab:
©Q sys = ss(A,B,C,D) = define o modelo de estado
X =Ax+ Bu, y = Cx+ Du
@ G = tf(sys) = calcula a matriz de transferéncia
G=C(sl—A)1B+D
© minreal(G) = realiza os possiveis cancelamentos polo-zero
na matriz de transferéncia G
@ zpk(G) = coloca cada elemento de G na forma fatorada
@ MC = ctrb(A,B) = calcula a matriz de controlabilidade C
o
(7

MO = obsv(A,C) = calcula a matriz de observabilidade O
svd(M) = calcula os valores singulares de uma matriz M. O
ndmero de valores singulares ndo-nulos é igual a posto(M).

Utilizar o comando svd para calcular o posto de uma matriz

M é numericamente mais robusto do que determinar o posto

de M diretamente pelo comando rank(M). h e



2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Exemplo 1 (Sistema Plataforma — usado no estudo de
sistemas de suspensao de automdveis):

121

r.li* = |lr_‘

Damping Spring Darmping Spring
coerficient CIDnstant coefficient constant
1

2 1

Figura: Sistema plataforma

A equacgao de estado deste sistema é dada por

(05 0] .To5],
- 0 -1 1

=A =B

Como
C=[B ABlpxs — [ 0'? ‘Ofi ] — posto(C) = 2 (det(C) = —0.25)

concluimos que o sistema é controlavel. e a
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Exemplo 2: Considere um sistema SISO (m = p =1) com n=4

estados e
01 0O [0
: 00 -1 0 1
=190 01 X + 0| % y—xl—[l 0 0 O]X
00 50 | =2 =C
——
=A =B
Temos que © 0 1 0 5
C=[B AB A’B A’Blyxs = 10207, posto(C) = 4
0 -2 0 -10 —_—
-2 0 -10 0 (det(C)=36)
C 10 0 O
CA 01 O
O=1 ca =00 -1 o] TR0 =4
CA3 00 0 -1 (det(0)=1)

4x4

Assim, o sistema é controlavel e observavel. -
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2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Exemplo 3: Considere (novamente) o sistema SISO (m = p =1)
com n = 2 estados e

xz[_S _3]x+[2}u, y=05(x1+x)=[05 05 ]x

2 0 0
=A =B =
Temos que
2 —10
C = [B AB]2><2 = { 0 4 :| = posto(C) =2 (det(C) — 10)
C 05 0.5
0= [ CA }2 - [ 15 _15 ] = posto(O) = 1 (det(O) = 0)

Portanto, o sistema € controlavel, mas n3o é observavel.
Ressaltamos que este sistema SISO n3o poderia ser controlavel e
observavel, pois ha um cancelamento polo-zero em sua fungao de

(g _m-lp s 1
G(s) = C(sl — A) lB_LsMT(S+3) ~ (s+3)

transferéncia:
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Motivacao 1: Considere um motor CC modelado de maneira
simplificada por Y(s) 1

U(s)  s(s+1)

onde y = 0 é a posicao angular do eixo do motor e u é a tensdo de
entrada. Em termos de varidveis de estado, temos que

).(1(t) :XQ(t)
Xo(t) = —xo(t) + u

onde x; =y =0 e x, = y = 6 (velocidade angular). Seja r uma
referéncia do tipo degrau a ser rastreada pela saida y. Relembre da
disciplina Sistemas de Controle que o controlador PD (na
malha-inversa, e ndo na malha-diretal)
U(s) = R(s) — k1Y (s) — kasY(s)

ou seja,

u(t) = r(t) — kuy(t) — koy(t) = r(t) — kixa(t) — kaxo(t)
posiciona arbitrariamente no SPE os polos de malha-fechada de
Gume(s) = Y(s)/R(s) por uma escolha adequada de ki, kx € R.
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Motivacao 2: Considere um sistema linear no plano modelado por
x = Ax + Bu

onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado e u € R é o controle.
Suponha que os polos da matrix A s3o complexos conjugados no
SPE, mas com parte real relativamente préxima do eixo
imaginario, ou seja, a origem x¢ = 0 é do tipo foco estdvel em
malha-aberta (v = 0), mas com uma convergéncia assintética
relativamente lenta de x(t) em diregdo a x¢ = 0. O problema de
controle é acelerar a convergéncia assintética de x(t) em dire¢do a
x€ = 0 em malha-fechada e assegurar que x(t) ndo apresente
oscilacbes ao longo do tempo.
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Motivacdo 2 (continuagdo): Ao escolhermos uma realimentagdo
da forma

u = —k1X1 — k2X2 = —Kx

onde ki, ko € R s3o os ganhos a serem determinados com
K = [ki ko], temos que o sistema em malha-fechada é dado por

x = Ax — BKx = (A — BK)x

Assim, se o vetor de ganho K = [k; ko] puder se escolhido de
modo que os polos de A — BK sejam posicionados arbitrariamente
no SPE, entdo serad possivel solucionarmos o problema de controle
em questao, pois poderemos assegurar que x¢ = 0 seja do tipo nd
estavel (sem oscilagdes) em malha-fechada e com parte real dos
polos relativamente afastada do eixo imaginario (convergéncia
assintética mais rapida).
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

De agora em diante, vamos considerar sistemas LTI modelados por
(n estados, m entradas e p saidas)

% = Ax + Bu,
y = Cx

ou seja, D = 0 (sem transmissdo direta entre o vetor de entrada e
o vetor de saida). Considere a realimentacao (linear) de estado

u=r—Kx (ouseja, u(t)=r(t) — Kx(t) € R™, parat>0)

onde r = (ri,...,rm) € R™ é a nova entrada a ser aplicada e
K = (ki) € R™*" é uma matriz constante. Note que a i-ésima
componente do controle u(t) = (u1(t),. .., unm(t)) € R™ é dada
por
n

ui(t) = ri(t) = > kyxj = ri(t) — kipxa(t) — -+ — Kinxa(t), t >0

j=1
para i =1,..., m. Denominamos K de matriz de ganho ou,

simplesmente, de ganho de realimentacao.
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Substituindo tal realimentacdo no modelo de estado acima,
obtemos o sistema em malha-fechada

x =Ax+ B(r — Kx) = (A— BK)x + Br,
y = Cx

Logo, a matriz de transferéncia em malha-fechada é dada por
Gur(s) = C(sl — (A= BK)) "B, com Y(s) = Gur(s)R(s)

Desse modo, todo polo de Gpe(s) é um polo (autovalor) da
matriz A — BK, ou seja, uma realimentacdo de estado v = r — Kx
desloca os polos da matriz de transferéncia em malha-aberta
G(s) = C(sl — A)~1B para os polos de Gpr(s). No entanto,
pode-se demonstrar que uma realimentacao de estado da forma
u = r — Kx nao afeta os zeros de G(s), ou seja, G(s) e Gyre(s)
poSsuirdao 0s Mesmos zeros caso nao ocorra nenhum
cancelamento polo-zero em Gpe(s).
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Figura: Sistema em malha-fechada com a realimentagdo (linear) de
estado u =r — Kx.

Definicao (Problema de Estabilizagdo por Realimentacgao de
Estado com Imposicao de Pdlos): Encontrar uma matriz
constante K € R™*" tal que os todos pélos da matriz (A — BK)
do sistema em malha-fechada sejam posicionados arbitrariamente
no plano complexo, onde u = r — Kx é a realimenta¢do de estado.
Em particular, se todos os pélos de (A — BK) forem posicionados
no SPE, entdo asseguramos que x¢ = 0 € um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada

e que a matriz de transferéncia Gur(s) é BIBO estdvel. s
02 S0



2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

O préximo resultado garante que a controlabilidade é preservada
por uma realimentacao de estado da forma u = r — Kx:

Teorema 1: O par (A, B) é controlavel se e somente se o par
(A — KB, B) é controldvel, onde K € R™*" é qualquer matriz
constante.

E resultado abaixo assegura que o Problema de Estabilizacao
por Realimentacao de Estado com Imposicao de Pélos sempre
tem solucdo para sistemas controldveis:

Teorema 2: Os pdlos da matriz A — BK podem ser posicionados
arbitrariamente no plano complexo pela escolha adequada de uma
matriz constante K € R™*" se e somente se o par (A, B) é
controlavel.

Obs: Veremos como determinar uma matriz K adequada na
Secdo 2.7.
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Exemplo: Considere o sistema SISO (m=p =1) com n =2

estados e
1 2 0
X‘[3 1]’“{1}”’ y=1 2x
_—— —— =C
=A =
Temos que

C=[B ABlpys = [ - ] — posto(C) = 2 (det(C) = 2)

0= [ <) L - [; i] — posto(0) = 2 (det(0) = —10)

Logo, o sistema é controldvel e observavel. Temos que

2s

G(s)=C(sl —A)'B = (s — 3.449)(s + 1.449)
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Exemplo (continuagdo): Agora, considere a realimentagdo de
estado
u=r—1[3 1]x=r—3x1 —x
~——
=K
Assim, o sistema em malha-fechada é dado por

) 1 2 0
X_[O O}X—l—[l]r, y—wx
=C
=A—BK =B

Temos que

Cmr = [B (A— BK)Blaxz = [ 0 2 ] = posto(Cpr) = 2 (det(Cur) = 2)

10
Owr = [ g(A_ - sz _ [ - ] — posto(Our) = 1 (det(Ope) = 0)

Logo, o sistema em malha-fechada é controldvel (como tinha que

ser pelo Teorema 1 acima), mas n3o é observével.
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2.4. Estabilizacao por Realimentacio de Estado

Exemplo (continuagdo): Como o sistema é SISO, sabemos que
terd que ocorrer um cancelamento polo-zero na fungdo de
transferéncia em malha-fechada (veja o Teorema da Segdo 2.3).
De fato, a func¢do de transferéncia em malha-fechada é dada por

26 2
-1 (-1
Concluimos assim que uma realimentacao de estado da

forma u = r — Kx pode fazer com que um sistema observavel
se torne nao-observavel em malha-fechada.

Gue(s) = C(sl — (A— BK))™1B = y
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2.5. Estimador de Estado

Definimos na sec3o anterior o conceito de realimentac3o de estado:
u=r— Kx
Relembre que isto significa que
u(t) =r(t) — Kx(t), t>0

Sempre que escolhemos uma dada realimentacao de estado,
fica implicito que estamos assumindo que todas as variaveis
de estado x;(t),...,xy(t) do vetor de estado

x(t) = (x1(t), ..., xm(t)) € R" podem ser realimentadas, ou
seja, todas elas podem ser medidas por sensores. No entanto,
isto nem sempre serd possivel, pois: (a) podemos n3o ter acesso
direto a certas varidveis de estado (a corrente num certo indutor,
por exemplo); (b) os sensores necessérios podem n3o estar
disponiveis para uso ou serem em ndmero insuficiente (precisamos
de dois tacogeradores, mas sé temos um disponivel, por exemplo);

e/ou (c) os sensores que precisamos sdo muito caros.
68 /364



2.5. Estimador de Estado

Uma alternativa para tal problema é a seguinte: projetarmos um
dispositivo que estime as varidveis de estado que nao podem ser
medidas diretamente. Tal sistema é denominado de estimador de
estado ou observador de estado. Denotaremos por X uma certa
estimacdo do vetor de estado x.

Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

% = Ax + Bu,
y = Cx

Assuma que as matrizes A, B, C sdo conhecidas e que tanto a
entrada u(t) quanto a saida y(t) podem ser medidas, para t > 0.
No entanto, consideramos que o vetor de estado x(t) ndo pode ser
medido. O problema é entdo obtermos uma estimagao adequada
X(t) do vetor estado x(t), para t > 0.
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2.5. Estimador de Estado

Uma ideia bem simples é definirmos um estimador de estado de
malha-aberta como uma réplica da equacdo de estado sistema
original:

X = A% + Bu
Assim, se X(0) = x(0), entdo, para qualquer entrada aplicada u(t),
t > 0, teremos que x(t) = x(t), para t > 0. Desse modo, o
problema passa a ser determinarmos a condi¢3o inicial x(0).

Figura: Estimador de estado de malha-aberta, o qual pode ser

implementado através de amp-ops, por exemplo.
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2.5. Estimador de Estado

Suponha que o sistema original é observavel. Logo, podemos
determinar x(0) a partir de u(t) e y(t), para t pertencente a um
certo intervalo, digamos t € [0, t;]. Assim, é possivel calcularmos
x(t2) a partir da expressdo analitica explicita da solugdo x(t) (veja
a Se¢do 2.1), onde tr > t1, e entdo escolhemos X(t2) = x(t2).
Com isso, X(t) = x(t), para t > to, ou seja, teremos uma
estimacdo exata do vetor de estado x(t). Concluimos entdo que se
o sistema original for observavel, entdo o estimador de estado de
malha-aberta acima soluciona o problema de estimacao.

No entanto, tal estimador de malha-aberta apresenta algumas
limitacGes. Primeiramente, toda vez que formos utilizar o
estimador, sua condic3do inicial terd que ser determinada a partir da
propriedade de observabilidade do sistema original.
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2.5. Estimador de Estado

Além disso, ao consideramos o erro de estimacao
e(t) = x(t) — X(t), temos que o mesmo é solugcdo da seguinte
equacdo de estado

é€=x—X=Ax+ Bu— (AX + Bu) = A(x — X) = Ae

Note que e = 0 é um ponto de equilibrio. Assim, se

e(t2) = x(t2) — x(t2) = 0 (i.e. x(t2) = X(t2)), entdo e(t) =0, ou
seja, X(t) = x(t), para t > tp. Mas, na prética, sempre teremos
que X(tz) # x(t2) devido a pequenas perturba¢des/ruidos externos.
O problema ent3o se agrava quando a matriz A possui algum polo
com parte real positiva, de modo que e = 0 é um ponto de
equilibrio instavel (relembre que e(t) = exp (At)e(t2), t > tp). Em
tal caso, mesmo que tenhamos X(t2) = x(t2), poderemos ter uma
magnitude relativamente grande para o erro de estimagdo e(t) no
decorrer do tempo.
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2.5. Estimador de Estado

Estas restricoes podem ser facilmente contornadas se injetarmos a
saida y(t) do sistema no estimador de estado de malha-aberta
através do acréscimo de um termo de correcdo da forma

L(y — CX), onde L € R™P é uma matriz constante:

X =AX+ Bu+ L(y — Cx)
Ressaltamos que, como y = Cx, podemos considerar que y = Cx é
uma estimac3do da saida y. Assim, o termo de corre¢ao adicionado
L(y — CX) corresponde a multiplicarmos o erro de estimagdo da
saida y —y = y — Cx pela matriz (de ganho) L. Com tal
modificacdo, temos que a dindmica do erro de estimacdo do estado
e(t) = x(t) — x(t) é dada pela seguinte equacdo de estado:

é=X—X=Ax+Bu— [AX+ Bu+ L(y — CX)]

= Ax + Bu — [AX + Bu + L(Cx — CX)]

=A(x —X)— LC(x —X%)

=(A-LC)e
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2.5. Estimador de Estado

Desse modo, mostramos que estimador de estado definido por
X =AX+ Bu+ L(y — CX)

assegura que
e=(A—LC)e

onde e(t) = x(t) — X(t) é o erro de estimagdo. Suponha que a
matriz L foi escolhida de modo que todos os polos da matriz
A — LC estdo no SPE. Assim, e = 0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estivel. Em particular, dada
qualquer condigdo inicial e(0) = x(0) — x(0) € R" para o erro de
estimacao, teremos que

lim e(t) = lim [x(t) —Xx(t)] =0

Jim e(t) = fim [x() ~ X(£)] =0,
ou seja, o erro de estimagdo e(t) converge assintoticamente para
zero quando t — oo.
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2.5. Estimador de Estado

Portanto, mesmo que em um certa situag¢ao pratica seja possivel
determinarmos uma estimagdo adequada da condi¢3o inicial x(0)
do sistema, sempre teremos que x(0) # x(0) devido a pequenas
perturba¢des/ruidos externos. No entanto, isto ndo serd problema,
pois o estimador de estado acima garante que X(t) = x(t) para

t > 0 suficientemente grande. Além disso, em situagdes reais em
que nao temos a minima ideia de qual seria uma estimacao
adequada da condi¢3o inicial x(0) do sistema, sempre poderemos
escolher X(0) = 0, pois teremos X(t) = x(t) para t > 0
suficientemente grande.
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2.5. Estimador de Estado

Considere uma planta (sistema LTIl) modelada por

X = Ax + Bu, (%)

y =Cx
Assuma que as matrizes A € R™" B € R"P C € RP*" s3o
conhecidas e que tanto a entrada u(t) € R™ quanto a saida
y(t) € RP podem ser medidas, para t > 0.
Denominamos o sistema

X=AX+Bu+ L(y — Cx) =(A—LC)x+ Bu+ Ly

de estimador de estado assintético (ou observador de estado
assintético ou, simplesmente, observador) da planta (x) acima
quando, para qualquer erro de estimacdo inicial

e(0) = x(0) — x(0) € R", temos que lim;_ €(t) = 0. A matriz

L € R™P é denominada de matriz de ganho do observador. De
acordo com a exposi¢cao anterior, este sistema corresponderd a um
observador caso todos os polos da matriz A — LC estejam no SPE,
pois € = (A — LC)e. O préximo resultado estabelece que isto serd

atingido sempre que a planta (x) for observavel. B



2.5. Estimador de Estado

Figura: Planta (acima) com seu observador (abaixo).

Teorema: Todos os polos da matriz A — LC podem ser
posicionados arbitrariamente no plano complexo pela escolha
adequada de uma matriz constante L € RP*" se e somente o par
(A, C) é observavel.

Obs: Veremos como determinar uma matriz L adequada na
Secdo 2.7.
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas e
p saidas)

x = Ax + Bu,
y = Cx

Relembre da Secdo 2.5. que, fixada uma realimentacdo de estado
u = r — Kx, temos que o sistema em malha-fechada é dado por

x = Ax+ B(r — Kx) = (A— BK) + Br,
y =Cx

e que todos os polos da matriz A — BK podem ser arbitrariamente
posicionados no SPE quando o par (A, B) for controlavel.
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

Relembre também da Sec3o 2.6. que, caso o vetor de estado
x(t) € R" da planta n3o puder ser realimentado (medido),
podemos utilizar o observador (assintético)

X=(A—LC)X+Bu+Ly

para obtermos uma estimagdo X(t) de x(t), sendo que todos os
polosde A— LC (é = (A— LC)e, com e = x — X) podem ser
arbitrariamente posicionados no SPE quando o par (A, C) for
observavel.

Surge entdo a seguinte pergunta: Na situacdo em que o vetor de
estado x(t) da planta n3o pode ser realimentado (medido), o que
acontece se realimentarmos o estado estimado X(t) no lugar de
x(t), ou seja, se aplicarmos na planta

u=r—Kx ?
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

Isto € ilustrado na Figura abaixo. Tal estrutura de controle é
denominada de configuracao controlador-observador. Note que
o vetor de estado deste sistema é X = (x,x) € R?".

Plant

Estimator

Figura: Configura¢do controlador-observador.

Vamos responder na sequéncia a pergunta que acabamos de
levantar.
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Temos a planta % = Ax + Bu,
y = Cx

e o observador )
X=(A-LC)x+ Bu+Ly
Substituindo y = Cx no observador, substituindo
u=r—KXx

em ambos, e definindo o vetor de estado X = (x,x) € R?",
obtemos assim o modelo de estado da configuragdo
controlador-observador:

s [x]1_[ A _BK x],[ B
1217 c A=BK—LC || % B |"
~—— =

i :

== 81/ 364
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

Vamos agora representar o sistema controlador-observador em
novas coordenadas z = TX, onde T € R?7%2" & invertivel. Isto
permitird responder nossa pergunta de maneira facil e direta.

Considere a mudanca (linear) de coordenadas

=LAl G

Note que T-1 = T. Nas novas coordenadas z = TX, o modelo de
estado do sistema controlador-observador é dado por :
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados
Estimados

[f} —2=Tx=T(AX+Br)=TA X +TBr=TAT 'z+4 TBr

é
=T-1z
| A=-BK BK X i B ,
a 0 A-LC e 0"’
N —— e
=TAT-! =z =TB
y=Cx=CT 'z
=[C O][X}
—— e
=¢ >~

Relembre de Algebra Linear que como a matriz T/~4T_1~é bloco
triangular, temos que o conjunto dos autovalores de TAT ! é
igual 3 unido (com repeticdo) do conjunto dos autovalores de

A — BK com o conjunto dos autovalores de A — LC.
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Relembre também que os autovalores das matrizes A e TAT !
coincidem, pois

det(\/ — TAT ) =det A TT L —TAT 1) =det(T(A — AT )
=/
_ _ -1y _ . =1
= det(T(M — AT 1) =det((M — A) T IT)
= det(A — A)

Mostramos assim que os autovalores da matriz A do sistema

controlador-compensador s3o a unido (com repeticdo) dos
autovalores das matrizes A— BK e A— LC.
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

Suponha que a planta é controlavel e observavel. Concluimos
entdo que (agora chegamos na resposta da pergunta levantada):

(a) Os autovalores da matriz A do sistema
controlador-compensador podem ser arbitrariamente
posicionados SPE por uma escolha independente das
matrizes de ganho K e L: K corresponde ao controlador
u=r — KX (realimentacdo baseada no estado estimado para
os autovalores de A — BK)) e L corresponde ao observador
X = (A— LC)X + Bu+ Ly (para os autovalores de A — LC).
Isto assegurard que x = 0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estadvel e, assim,
lim¢ o0 X(t) = limeoo(x(t), X(t)) = (0,0) para qualquer
x(0) = (x(0),x(0)) (com r =0). Em particular,
lim¢—00 X(t) = 0 (com r = 0).
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

(b) O projeto das matrizes de ganho K e L para o posicionamento
dos polos da matriz A no SPE é realizado como se o vetor de
estado x(t) da planta pudesse ser efetivamente medido e
utilizdssemos o controlador u = r — Kx na planta
(o sistema em malha-fechada seria x = (A — BK)x + Br,

y = Cx), e como se o observador X = (A— LC)x+ Bu+ Ly
para a planta fosse independente de tal realimentacdo de
estado! Tal propriedade é denominada de principio da
separacao.
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

(c) Para o sistema controlador-observador, relembre que

BTN IS

Assim, percebemos que a dindmica do erro de estimacao
e =x— X édada por € =(A— LC)e, ou seja, a mesma
independe do vetor de estado x(t) e do ganho K. Suponha
que os polos de A — LC s3o rapidos, ou seja, estao
relativamente longe da origem (no SPE!). Assim, para t >0
suficientemente grande, tudo se passa como se e(t) = 0, ou
seja, X(t) = x(t) (estimagdo exata). Consequentemente, para
t > 0 grande, percebemos que tudo se passa como se
x=(A—BK)x+Br, y=~Cx

o que coincide com a planta em malha-fechada com a
realimentacao de estado u = r — Kx! Uma regra pratica é

que os podlos dominantes de A — LC sejam de 2 a 5 vezes
mais rapidos que os polos dominantes de A — BK (SPE!)., ..,



2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados
Estimados

(d) Pode-se demonstrar que a matriz de transferéncia do sistema
controlador-observador é dada por

G(s) = C(sl — (A— BK)) "B, com Y(s) = G(s)R(s)

o que coincide a matriz de transferéncia da planta em
malha-fechada com a realimentagdo de estado u = r — Kx
(veja a Segdo 2.4.)! Justificativa: a matriz de transferéncia
pressupde que a condic¢do inicial do sistema
controlador-observador é nula, ou seja, X(0) = x(0) = 0.
Logo, €(0) =0 e, assim, e(t) =0, t > 0. Desse modo, a
relagdo entre R(s) e Y(s) é determinada por (veja o ltem (c)
acima)

x=(A—BK)x+ Br
y = Cx
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Exemplo: Considere a planta SISO (m=p =1) com n =2
estados e

x = 01 X+ 0 u =[1 0]x=x
| 206 0 0 A e S
—_—— ~——

=A =B
Os autovalores de A sdo: £+1/20. Logo, a origem x = 0 é instdvel

(u=0). Devemos ent3o projetar um controlador que estabilize o
sistema em malha-fechada. Temos que

C=[B ABlos — [ ° é } — posto(C) = 2 (det(C) = —1)

C 10
0= [ A sz = [ 01 ] = posto(O) = 2 (det(0) = 1)
Logo, o sistema é controldvel e observavel, e assim, podemos

posicionar arbitrariamente os polos de A— BK e A— LC no SPE

para uma escolha adequada de K e L. s/ 56n



2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados

Estimados

Exemplo (continuagdo): Note que y = x;. Suponha que a
varidvel de estado x» ndo pode ser medida. Pelo principio da
separagdo, podemos projetar as matrizes de ganho K (da
realimentacdo do estado estimado) e L (do observador) de maneira
independente e como se pudéssemos aplicar a realimentacdo de
estado u = —Kx na planta. Considere que:

@ Os polos desejados referentes a realimentacdo, i.e. para a
matriz A — BK do sistema em malha-fechada com a
realimentacdo de estado u = —KXx, sdo: —1.8+ 2.4

@ Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz
A—LCdex=(A—LC)x+ Bu+ Ly, sdo: —8, —8

Uma escolha adequada é (mostraremos na Se¢&o 2.7 os célculos
realizados na determinagdo de K e L):

16
K=1[296 36], L= { 84_6}
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2.6. Realimentacdo de Estado Baseada nos Estados
Estimados

Exemplo (continuagdo): Verificacdo:

A—BK:[_S _3613}:>det(/\/—(A—BK)):O:>)\172:—1.8ij2.4
—16 1
A—LC:[_64 O]:>det(fyl—(A—LC)):0:>7172:—8

Como o estado x ndo pode ser realimentado (medido), devemos
utilizar a configuracdo controlador-observador com:

e Controlador: u = —KXx = —29.6x; — 3.6X> (realimenta¢do do

estado estimado)

@ Observador: X =(A— LC)x+ Bu+ Ly
Logo, os polos da configuracdo controlador-observador s3o:
—1.8+,2.4,—8,—8 € SPE. Assim, x = (x,x) = (0,0) é
globalmente assintoticamente estdvel.

Simulagoes: veja o arquivo

ExemploControladorObservador.mdl no Moodle
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

1. Caso SISO (m=p=1)

e Determinacdo de K = [k; ... k,] € R1*"

@ Verifique que par (A, B) é controldvel (A € R™" e B € R™*1)

@ Seja det(sl — A) ="+ a, 15"t + -+ a15 + ap
(polindmio caracteristico de A)

Q Sejav,=Becalcule vi_y = Av;+a;_1BeR", j=n,...,2
(vetores coluna)

Q Definaamatriz T=[v; ... v, € R™"

© Sejam pi,..., pn 0s polos desejados para A — BK. Assim, o
polinbmio caracteristico de A — BK é dado por
det(sl — (A= BK)) =(s—p1)---(s— pn) =
s"+dp_1s" 14+ 4 dis+dy

Q Definaovetor K=[dy—ap ... dp_1— an_1]

@ Escolha K = KT~! € RY". Isto garante que os polos de

A — BK sao pi1,...,Pn
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Demonstragdo: Suponha que o par (A, B) é controldvel e que o
polinGmio caracteristico da matriz A é dado por

det(sl — A) =s" + aneqst i ais a4y

Considere a mudanca de coordenadas z = T1x, onde T é a
matriz invertivel determinada pelo algoritmo acima. Pode-se
mostrar que, nas novas coordenadas z, o sistema é descrito por
(forma canénica de controlabilidade):

0 1 o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
7 — Z + u
0 0 0 0 1 0
| —3 —a1 —a ... —ap-1 | | 1]
——
=A=T-1AT =B=T-1B
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Demonstracado (continuagdo): Logo, para
u=—-Kx=-KT 'x=—-Kz= —[do—ao ... dn, —an-1]z
=z
temos que, nas coordenadas z, o sistema em malha-fechada é
descrito por

0 1 0o ... 0
0 0 1 ... 0
z= : : : - : Z
0 0 0 0 1
| —do —di —d> ... —dp1 |
= A-BK

Como T~ }(A— BK)T = A — BK, concluimos que:
det(s/ — (A — BK)) = det(sl — (A — BK))
=s"+dp1s" '+ +dis+do
=(s—p1) - (s—pn) 34364



2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Obs 1: Pode-se mostrar que det(T) = det(C). Relembre que

T—1 = Adj(T)/det(T). Logo, se o par (A, B) estd no limiar da
controlabilidade, ou seja, det(C) = 0, ent3o os elementos da matriz
de ganho K = KT~ poderdo assumir valores relativamente
elevados, comprometendo assim a aplicacdo do sinal de controle
u(t) = —Kx(t) (ou u(t) = —KX(t)) na planta devido as limita¢des
praticas do atuador.

Obs 2: Quando o par (A, B) ndo é controlavel, pode-se mostrar
que a matriz A possui um conjunto de polos que ficam “trancados”,
no sentido de que a matriz A — BK possuira esses mesmos polos
para qualquer escolha de K. Quando os polos da matriz A que
ficam “trancados” estdo no SPE, dizemos que o par (A, B) é
estabilizavel, e ent3do podemos encontrar K de forma que todos os
polos de A — BK estejam no SPE (mas ndo podem ser escolhidos
arbitrariamente!). Tais resultados serdo vistos na Se¢do 2.10.
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

1. Caso SISO (m=p=1)

e Determinacdo de L = [(; ... {,]' € R™! (por dualidade)

o

2]
o
o

©

Verifique que par (A, C) é observavel (A € R™" e C € RY*")
Sejam ps, ... pp 0s polos desejados para A — LC

Seja A=A e B= C'. Assim, o par (A, B) & controlavel

Siga o procedimento acima de modo a determinar K € Rxn

tal que os polos de A — BK sejam pi, ..., pn (relembre que
det(sl — A) = det(sl — A'))

Escolha L = K’ € R"™%!, Isto garante que os polos de A— LC
530 p1, ..., pn, pois (A— BK) = (A)Y — (K)'(BY = A—LC
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Obs 1: Pode-se mostrar que det(L) = det(Q). Relembre que
L= = Adj(L)/ det(L). Logo, se o par (A, C) estd no limiar da
controlabilidade, ou seja, det(O) = 0, entdo os elementos da
matriz L poderdao assumir valores relativamente elevados,
comprometendo assim a implementacao do observador devido a
presenca de ruidos externos em situagoes praticas.

Obs 2: Quando o par (A, C) ndo é observavel, pode-se mostrar
que a matriz A possui um conjunto de polos que ficam “trancados”,
no sentido de que a matriz A — LC possuira esses mesmos polos
para qualquer escolha de L. Quando os polos da matriz A que
ficam “trancados” estdo no SPE, dizemos que o par (A, C) é
detectavel, e entdo podemos encontrar L de forma que todos os
polos de A — LC estejam no SPE (mas ndo podem ser escolhidos
arbitrariamente!). Tais resultados serdo vistos na Segdo 2.10.
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

2. Caso MIMO

e Determinacao de K € R™"™

2]
o
o
o

o

Verifique que par (A, B) é controldvel (A € R"™" e

B E Rnxm)

Sejam pi, ..., pn 0s polos desejados para A — BK

Escolha quaisquer M € R™" e N € R™*! (vetor coluna) de
modo que o par (A — BM, BN) seja controlavel

Sejam Ay = A— BM € R™" e B; = BN € R™!. Assim, o
par (A1, By) é controlavel

Siga o procedimento anterior do caso SISO de modo a
determinar K; € R*" tal que os polos de A; — B1 K; sejam
P1;---5Pn

Escolha K = M + NK; € R™*". Isto garante que os polos de
A — BK sao pi1,...,Pn
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Obs: No Passo 3 acima, o probabilidade de escolhermos M, N de
modo que o par (A — BM, BN) seja nao-controlavel ¢ igual a
zero, ou seja, a probabilidade do par (A — BM, BN) ser
controlavel para um “chute aleatério” de M, N é igual a um.
Existem métodos para se determinar a matriz de ganho K no caso
MIMO que n3o envolvem “chutes aleatérios”. Para maiores
detalhes, veja o livro do Chen. O comando place do Matlab utiliza
um algoritmo de otimizagdo para determinar K, com a restricao de
que a multiplicidade de cada polo n3o seja superior ao niimero m
de entradas.
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

2. Caso MIMO

e Determinacao de L € R"*" (por dualidade)

o
2]
o

Verifique que par (A, C) é observdvel (A € R"™" e C € R™*")
Sejam py, ... pn 0s polos desejados para A— LC

Seja A=A e B= C' € R™™. Assim, o par (A, B) é
controlavel

Siga o procedimento anterior de modo a determinar
K € R™*" tal que os polos de A— BK sejam pi,...,Pn

Escolha L = K’ € R™ ™ |sto garante que os polos de A— LC
S30 P1,.--,Pn
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Obs: Quando (A, B) é controldvel e (A, C) é observével, sabemos
que podemos posicionar arbitrariamente os polos de A — BK
(realimentacdo) e de A — LC (observador) no SPE para uma
escolha adequada das matrizes de ganho K e L, respectivamente.
No entanto, uma dificuldade técnica é como escolher tais polos (de
maneira geral temos varios polos a serem posicionados). Por
exemplo, os polos de A — BK, referentes a realimentacio

u = —KXx, influenciam no regime transitério de x(t) (oscilagdo e
taxa de convergéncia) e também no esforco de controle
(magnitude e energia de u(t) = —Kx(t)). O método denominado
Controle Otimo posiciona os polos de A — BK e determina a
matriz de ganho K de modo a minimizar uma certa funcdo custo,
a qual corresponde a uma ponderacdo entre a energia do vetor de
estado x(t) e a energia da realimentacdo u(t) = —Kx(t).
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Obs (continuagdo): Por outro lado, os polos de A — LC,
referentes ao observador, determinam o regime transitério do erro
de estimagdo e(t) = x(t) — x(t), mas também influenciam na
atenua¢do/amplificagdo de ruidos externos. O Filtro de Kalman
posiciona os polos de A — LC e determina a matriz de ganho L do
observador de modo a minimizar o efeito de tais ruidos no sistema.
Tanto Controle Otimo quanto o Filtro de Kalman serio vistos
posteriormente no nosso curso (Lab 10 e Lab 11, respectivamente).
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 1: Considere novamente a planta SISO do exemplo da

Sec3o 2.6:
: 01 0
X—|:20‘6 O}X_F[l]u’ y=[1 0]x=x;
A B =

Relembre que:

@ Os polos desejados referentes ao controlador, i.e. para a
matriz A — BK do sistema em malha-fechada com a
realimentacdo de estado u = —KXx, sdo: —1.8 + 2.4

@ Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz
A — LC da dindmica é = (A— LC)e do erro, sdo: —8, —8

Vamos agora determinar K e L através dos procedimentos
apresentados acima.
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 1 (continuagdo): Comegaremos calculando K:

Qo
2]

o

Ja verificamos na Secdo 2.6 que o sistema é controldvel
det(s/ — A) = s — 20.6 = s? + ays + ag (polindmio
caracteristico de A)

Considere

V2:B:[(1):|, V1:AV2+alB:AB:|:é:|

Considere T =[v1 w] =1
Os polos desejados para A — BK sdo: —1.8 + j2.5. Assim, o
polinbmio caracteristico de A — BK é dado por

det(s/ —(A—BK)) = (s — (—1.84,2.4))(s — (—1.8—j2.4)) =

s2+3.6s+9=s>+dis+ dp
Defina o vetor K = [do — ap di — a1] = [29.6 3.6]
Escolha K = KT~ = K =[29.6 3.6]
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 1 (continuagdo): Agora, calcularemos L:
@ Ja verificamos na Secdo 2.6 que o sistema é observavel
® Sejam A__ [0 206 ~ 1]
1 0 |’ |
Q det(s/ — A) = det(s/ — A) = s2 — 20.6 = s2 + a;s + ag
@ Considere _

= 1 . - = [
—B—|:0:|, vi=Aw +a1B=AB = 0:|

@ Considere T =[v; w] =1

O Os polos desejados para A— LC sdo: —8, —8. Assim, o
polinGmio caracteristico de A — BK é dado por
det(sl (A BK)) (s—(-8))(s—(-8)) =
s?2 + 16s + 64 = s® + dis + do

@ Defina o vetor K = [dy — ap di — a1] = [84.6 16]

Q Calcule K = KT = K = [84.6 16], e entdo escolha

L=K'=[84.6 16]
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2.7. Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 1 (continuagdo): Verificagdo:

A—BK:[_S _3615}:,»det(/\l—(A—BK)):O¢A1,2:—1.8j:j2.4
~16 1
A—LC:[_64 0}:>det(7/—(A—LC)):O:>'yl72:—8
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 2: Considere que

A:[5O\/§ 11]’ B:[loo}’ L=

Temos que

0 -10

C=[B ABloxz = [ 10 —10

] = posto(C) = 2 (det(C) = 100)

0- [ EA sz: [(1) B ] — posto(0) = 2 (det(0) = —1)

Logo, (A, B) é controldvel e (A, C) é observavel. Considere que os
polos desejados para A — BK s3o {—4,—4}, e que os polos
desejados para A — LC sdo {—12, —12}.
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 2 (continuagdo): Comegaremos calculando K:

@ J3 verificamos que (A, B) é controlavel
Q det(s/ — A) = s? + 5+ 5v/2 = 5% 4 a;5 + ag (polinémio
caracteristico de A)

© Considere
0 10
V2:B:|:10:|, v1:Av2—|—alB:AB—|—B:[ O:|
. 10 0
Q Considere T =[v1 w] = [ 0 10 ]

© Os polos desejados para A — BK sdo: —4, —4. Assim, o
polinémio caracteristico de A — BK é dado por
det(s/—(A—BK)) = (s+4)(s+4) = s°+8s+16 = s>+dis+dy
Defina o vetor K = [dy — ap di — a1] = [16 — 5v/2 7]
Escolha K = KT—1 =[0.8929 0.7]

© 0
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2.7. Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 2 (continuagdo): Agora, calcularemos L:

@ J3d verificamos que (A, C) é observével

@ Sejam
Z\:A’:H _5\1/5] Eg:c’:[l}

Q det(s/ — A) =det(s/ — A) = s2 + s+ 52 = s2 + a;5 + ap

@ Considere
n=B=[]. u=Au+aB-aB+B=|]]
@ Considere

T =i VQ]:“ (1)]
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 2 (continuagdo):
O Os polos desejados para A— LC sdo: —12, —12. Assim, o
polinGmio caracteristico de A — BK ¢é dado por
det(sl — (A — BK)) = (s + 12)(s + 12) = s> + 24s + 144 =
52 I dls T do
@ Defina o vetor K = [dy — ap d1 — a1] = [144 — 5v/2 23]
Q Calcule K = KT-! = [23 113.9289], e entfio escolha

F

113.9289
Verificac3o:

A—BK = [ _12 _513 } — det(M — (A— BK)) =0 = Ap = —4

A-LC = [ el ] = det(y/ — (A= LC)) =0 = 712 = —12
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3: Considere o péndulo invertido linear abordado no

Lab 4, em que:
0 1 00 0
0 0 —4.905 0 1
A=10 o 01| B=| o C=R 000
0 0 14715 0 -1
Temos que
0 1 0 4.905
1 0 4.905 0
_ 2 3 —
C=[B AB A°B A’Blaxa=| o _; 0 —14.715
-1 0 —14.715 0

= posto(C) = 4 (det(C) = 96.236)
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuagdo):

C 10 0 0

- CA o1 0 0
| ca? ~ | 0 0 —4.905 0
CA3 00 0 —4.905

4x4
= posto(Q) = 4 (det(O) = 24.059)

Logo, (A, B) é controlavel e (A, C) é observavel. Considere que os

polos desejados para A — BK sdo {—2,—-2, -2, -2} (ts = 3.0s), e
que os polos desejados para A — LC sdo {—4, —4, —4, —4}.
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuagdo): Comegaremos calculando K:

@ J& verificamos que (A, B) é controlavel
Q det(s/ — A) = s* — 14.7155% = s* 4 a353 + ap5% + a15 + ap
(polindmio caracteristico de A)

© Considere 0 1
vs = B = (1) , v3=Aw+a3B=AB= _(1)
-1 0
0
vo = Avz + aoB = Avz — 14.715B = *9'85
0
—0.81
0

vi=Aw +a1B=Aw, = 5
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuacgdo):

@ Considere
—90.81 0 1 0
0 —-9.381 0 1
T—[Vl Vo V3 V4]— 0 0 —1 0
0 0 0 -1

© Os polos desejados para A — BK sdo: —2, —2, —2, —2.
Assim, o polindGmio caracteristico de A — BK é dado por
det(s/ — (A— BK)) = (s +2)* =
s* 4+ 853 +245% + 3254+ 16 = s* + d3s3 + dhs® + dis + dy

@ Defina o vetor
? = [d() — dap dl — dai d2 — ar d3 — a3] = [16 32 38.715 8]

@ Escolha

K=KT!= [-1.630989 —3.261978 —40.345989 —11.261978]
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2.7. Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuagdo): Agora, calcularemos L:

© Ja verificamos que (A, C) é observavel

@ Sejam
0 0 0 0 1
7 . I 1 0 O 0 = _ ! _ O
A=A = 0 —4905 0 14.715 |’ B=C= 0
0 01 0 0

© det(s/ — A) = det(sl — A) = s* — 14.7155% =
AR e L e
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2.7. Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuacgdo):

© Considere
1 0
~ 0 ~ ~ o~ 1
vy = B = e vz = Avy + a3B = AB = 0
0 0
—14.715
= = = = 0
vo = Avz + aoB = Avs — 14.715B = —4.905
0
0
Vi = EV2 + alé = ZVQ = _14713

—4.905
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2.7. Determinacao das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuagdo):

© Considere
1 0 —14.715 0
T |- 0 1 0 —14.715
—Wova v val= g 00 _4.005 0
0 0 0 —4.905

@ Os polos desejados para A — LC sdo: —4, —4, —4, —4.
Assim, o polindmio caracteristico de A — BK ¢ dado por
det(s/ — (A— BK)) = (s +4)* =
s* 4+ 1653 + 9652 + 2565 + 256 = s* + d353 + drs? + dis + d

@ Defina o vetor

?: [do—ao d1—a1 d2—32 d1—a1] = [256 256 110.715 16]
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2.7. Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para

Imposicao de Polos

Exemplo 3 (continuacgdo):
@ Calcule K = KT 1 e entio escolha

16.000000
110.715000
—100.191641
—384.336641

L=K =

Verificac3o:

A— BK = det(\ — (A— BK)) = 0 = Ajps4 = —2
A-LC = det("}// = (A = LC)) =0= 71,2,3,4 =4
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2.8. Rastreamento de Referéncia e Rejeicao de Perturbacao

Veja o Lab 5.
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2.9. Rastreamento de Referéncia e Rejeicao de

Perturbacao com Observador de Estado

Veja o Lab 6.
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2.10. Decomposicao Canonica

Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e

p saidas) da forma: % — Ax+ Bu

y = Cx (1)
Veremos nesta secdo condi¢des para estabilizarmos a origem via
realimentacdo de estado ou via estrutura controlador-observador
caso o sistema seja ndo-controldvel ou n3o-observavel.

Suponha que T é uma matriz invertivel (det(T) # 0), ou seja, T
corresponde a uma mudanca de coordenadas. Entdo, nas novas
coordenadas z = Tx, temos que o sistema acima é descrito por:

7=Tx=T(Ax+Bu)= TAx+ TBu = TAT 'z +TBu

y=CT !z

ou seja,
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2.10. Decomposicao Canonica

J& mostramos anteriormente que det(s/ — A) = det(s/ — A), ou
seja, as matrizes A e A possuem os mesmos polindmios
caracteristicos. Sejam C, O e G(s) a matriz de controlabilidade, a
matriz de observabilidade e a matriz de transferéncia do modelo de
estado (1), respectivamente. Do mesmo modo, sejam C, O e G(s)
a matriz de controlabilidade, a matriz de observabilidade e a matriz
de transferéncia do modelo de estado (2), respectivamente. Temos
entao que:

e C=TCeO =0T Em particular, posto(C) = posto(C) e
posto(O) = posto(O) (pois T é invertivel).

0 G(s)=C(sl —A) 1B=CT YsTT 1 - TAT )" 1TB =
CT Y T(sl —A)T 1) TB=CT !'T(sl —A) T 'TB =
C(sl — A)71B = G(s)

Concluimos assim que: controlabilidade, observabilidade, matriz de
transferéncia, polos e estabilidade (interna e externa), sdo aspectos
geométricos de um sistema, ou seja, independem das coordenadas

em que representamos o sistema.
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2.10. Decomposicao Canonica

Teorema 1 (Decomposicdao Candnica nas Partes Controlavel
e Nao-Controlavel): Considere que (1) é ndo-controlavel com

posto(C) = nc < n. Entdo, existe uma matriz invertivel T tal que,
nas novas coordenadas (z.,zz) = z = Tx, o sistema (1) é descrito

por
(2] [A Ap]T z B.
N e e~ N —
=A=TAT -1 == =B=TB
y:[?c CE]|:Zf]
~—— | Z¢
=C=CT"!

onde z. € R™, A, € R"*M z. ¢ R"=" Az € R MeXn=nc,
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2.10. Decomposicao Canonica

Teorema 1 (Decomposicao Candnica nas Partes Controlavel
e Nao-Controlavel (continuagdo)): Além disso, o subsistema de
ordem n.

2c = Acze + Beu

Y = Ceze

(4)

é controlavel e possui a mesma matriz de transferéncia que (1), ou
seja, _ _ _
G(s) = C(sl —A)"'B = C.(sl — A.)'B.
A matriz invertivel T pode ser determinada da seguinte maneira:
71 = V=[W - Vo - V]

onde Vi,..., V), sdo quaisquer n. colunas linearmente
independentes da matriz de controlabilidade C, e as n — n. colunas
restantes V41, ..., V, sao escolhidas de maneira que

det(T1) # 0 (relembre de Algebra Linear que sempre podemos
escolher tais n — n. colunas Vj_41,..., V, dentre as n colunas da
base candnica de R").
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A mudanca de coordenadas (z,zz) = z = Tx € R" decompde o
espaco vetorial R" em dois subespagos (soma direta): um
controlavel (pois o subsistema (4) é controlavel) e outro
nao-controlavel (pois vemos em (3) que a entrada u n3o afeta zz
diretamente nem indiretamente via z.). Como o subsistema (4) é
controldvel, podemos sempre encontrar uma entrada u(t) € R™,

0 <t < Ty, de modo a transferir o subsistema (4) do estado inicial
z.(0) € R™ ao estado final desejado z.(T¢) € R" em

t = Tr < co. Consequentemente, essa mesma entrada transferird
(3) do estado inicial z(0) = (z(0),0) ao estado final

z(T¢) = (zc(T¥),0) em t = Tf < 00, ja que teremos (note que

2{: = ZEZZ‘ em (3))

ze(t) = e z2(0) = 0
=0

Logo, o subespaco controlavel tem dimensido n. e consiste dos
vetores da forma (z.,0) € R". Por simplicidade, dizemos que z. é

o estado controlavel (nas coordenadas z).
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2.10. Decomposicao Canonica

Por outro lado, nenhuma entrada u(t) € R" é capaz de afetar a
componente zz € R"~"™ em (3): como 7z = Azz, temos que
zz(t) = etzz(0). Desse modo, o subespaco nao-controlével
tem dimensdo n — n. e consiste dos vetores da forma (0, zz), no
sentido de que n3o existe nenhuma entrada u(t) € R™,

0 < t < Ty, capaz de transferir (3) de um determinado estado
inicial (0, zz(0)) a um dado estado final desejado (0, zz( T¢)) em
t = Tf < oo. Por simplicidade, dizemos que zz é o estado
nao-controlavel.

Por fim, ressaltamos que a matriz de transferéncia de (1) sé

depende do subsistema controlavel de ordem reduzida (4):

G(s) = C(sl — A)"'B = C(sl — A.)"'B..

Obs 1: No Matlab, o comando ctrbf determina uma matriz
invertivel T de modo que (zz,z:) = z = Tx com

(2B 2] (8] e w2
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2.10. Decomposicao Canonica

Obs 2: Como A= TAT ! em (3) é uma matriz bloco triangular
superior, concluimos que os polos da matriz A em (1) s3o dados
pela unido (com repeticdo) do polos de A, (parte controlavel) com
os polos de Az (parte nio-controlavel).

Obs 3: Considere que aplicamos no sistema (1) uma
realimentacio de estado da forma:

u=—Kx
Temos o sistema em malha-fechada:
x=(A— BK)x

Suponha que (1) é n3o-controlavel. Mostraremos agora que os
polos da matriz Az (parte ndo-controlavel) ficam trancados no
plano complexo em relagdo a realimentagbes de estado da forma
u = —KXx, no sentido de que a matriz A — BK possuira esses

mesmos polos para qualquer escolha da matriz de ganho K.
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Obs 3 (continuacdo): Pelo teorema acima, temos que existe uma
matriz invertivel T tal que, nas novas coordenadas
(zc,zz) = z = Tx, o sistema (1) é descrito por

5 — Zc _ Zc 312 Zc + EC u
ZZ- 0 AE Zz O
Nas novas coordenadas z = Tx, a realimentac3do é descrita por

U= -—-Kx=-KT lz=—-—KTlz=-Kz
N—— N——

=X :R

I
|
x|
a
x|
o
| —
N
| IS

e o sistema em malha-fechada por

<[ B[] 3] mlE
_ [ Ac~BcKe Awp—BcKe ][ z
- R ]
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2.10. Decomposicao Canonica

Obs 3 (continuagdo): Logo, os polos de A— BK do sistema em

malha-fechada
=(A— BK)x

s3o dados pela unido (com repeticdo) dos polos de A. — B-K.
(subsistema controldvel em malha-fechada com o ganho K.) co

os polos de Az (parte nio-controldvel de malha-aberta).
Concluimos ent3o que os polos de Az n3o podem ser deslocados no
plano complexo pela realimentacdo de estado u = —KXx, ou seja, os
mesmos est3o trancados. Por outro lado, os polos de A. — B K
podem ser arbitrariamente posicionados no SPE pela escolha
adequada do ganho K., pois o par (A, B.) é controlavel
(subsistema controldvel). Essa discussdo motiva a seguinte
definic3o:
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2.10. Decomposicao Canonica

Definicdo: Dizemos que o sistema (1) é estabilizavel (ou que o
par (A, B) é estabilizavel) quando os pélos de A — BK
(malha-fechada) podem ao menos ser estabilizados, ou seja,
posicionados em algum lugar do SPE, por uma escolha adequada
da matriz de ganho K na realimentagdo de estado u = —Kx.

E imediato que:

Proposicao 1: Todo sistema controlavel é estabilizavel.

E, pela Obs 3 acima, obtemos os dois préximos resultados:

Proposigcao 2: Suponha que o sistema (1) é ndo-controldvel.
Ent3o, (1) é estabilizavel se e somente se os polos da parte
ndo-controldvel Az em (3) estdo no SPE.
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2.10. Decomposicao Canonica

Proposicao 3: Suponha que o sistema (1) é ndo-controldvel mas
estabilizdvel. Entdo, para estabilizarmos os polos de A — BK, basta
aplicarmos a seguinte realimentacdo de estado
=K
—
u=—[K: 0] Tx=—Kx
N———

=K

onde a matriz invertivel T é como no Teorema 1 acima e K. é
escolhido de modo que os polos de A, — BK. (subsistema
controlavel em malha-fechada com ganho K) estejam no SPE.
Com isso, os polos de A — BK estdo no SPE e s3o dados pela
unido (com repeticdo) dos polos de A. — B.K. com os polos de
Az (o0s quais podem ser relativamente lentos, e ndo podem ser
deslocados pelo ganho K da realimentagdo!). Note que:
u=—[K: 0]Tx = —K [l 0]Tx = —K[l 0]z=—Kcz.
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2.10. Decomposicao Canonica

Exemplo 1: Considere o sistema

21 0 0 0
. 02 0 O 1
*“loo -1 of*"|1]"
00 0 -1 1
——
A =B
y=[10 0 0]x
=C
Tal sistema é nao-controldvel, pois
0 1 4 12
> 3 1 2 4
C=[B AB A°B A°B] = 1 -1 1 -1 = det(C) =0, posto(C) =3
1 -1 1 -1

Logo, nc =3 < n=4.
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2.10. Decomposicao Canonica

Exemplo 1 (continuagdo): As primeiras 3 colunas Vi, V5, V3 de
C sdo linearmente independentes. Escolhendo-se V43 =[0 0 1 0],

temos que
0 140

Tl=[i Vb V3 Vy]= i _f ‘1‘ (1) , com det(T1)=9#0
1 -110

Pelo Teorema 1 acima, temos que a decomposicdo candnica nas
partes controldvel e nao-controlavel do sistema é dada por:

00 —4 0
A. A 10 0 0

_qaTlo | A Az _
A= TAT _[0 AJ 01 3 0
00 0 -1

, C=CT'=[C. Ci]=[01 4 0]

O O O

133 /364



2.10. Decomposicao Canonica

Exemplo 1 (continuacdo): Como Az = —1 € SPE, concluimos
que o sistema é estabilizavel pela Proposicdo 2 anterior. Sabemos
que (Ac, Bc) é controldvel, onde

0 0 —4 1
Ac=|10 0], Bc=1|0
01 3 0

Para posicionarmos os polos de A. — B K. em {—2, -3, —4},
encontramos que K. = [12 62 25.6]. Portanto, pela
Proposicao 3, a realimentacdo de estado

u=—[K: 0]Tx = —[12 62 206 0]Tx =
= —[40.0000 11.3333 0 0.6666] x = —Kx

=K

estabiliza A — BK com os polos em {—1, —2,—3, —4} (unido dos
polos de A. — B.K com o polo de ﬁc—;).
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2.10. Decomposicao Canonica

Exemplo 1 (continuagdo): Verificagdo:

2 1 0 0
—-40 -933 0 -0.67
—40 -11.33 -1 -0.67
—-40 —-933 0 -1l.67
= det(s/ — (A — BK)) = s* 4+ 1053 + 35s® + 505 + 24 = 0
=s=-1 -2 -3, —4

A—BK =
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2.10. Decomposicao Canonica

Teorema 2 (Decomposiciao Candnica nas Partes Observavel e
Nao-Observavel): Considere que (1) é ndo-observavel com
posto(O) = n, < n. Entdo, existe uma matriz invertivel T tal que,
nas novas coordenadas (z,,25) = z = Tx, (1) é descrito por

.|z | A, 0 Zo B,
2_[26]_[A21 AaHZB]jL[Ba]U )
———— ——
—A=TAT-1 =2 —B=TB
y= [Co 0] [Z}
—— Zp
=C=CT"!

onde z, € R™, A, € RMXMo 75 ¢ R7M Az € RM"X1=Mo  Além
disso, o subsistema de ordem n,
2o = AoZo + Bou
Yy = ?ozo

(6)

é observével e possui a mesma matriz de transferéncia que (1), ou
seja, G(s) = C(sl — A)™1B = Co(sl — Ao)1Bo,.
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2.10. Decomposicao Canonica

Teorema 2 (Decomposicao Candnica nas Partes Observavel e
Nao-Observavel (continuagao)): A matriz invertivel T pode ser
determinada da seguinte maneira:

T1
T=| T,
- Tn -
onde Ti,..., T, sdo quaisquer n, linhas linearmente
independentes da matriz de observabilidade O, e as n — n, linhas
restantes Tp,11,..., I, sdo escolhidas de maneira que det(T) # 0

(relembre de Algebra Linear que sempre podemos escolher as n— n,
linhas Tp, +1,..., T, dentre as n linhas da base candnica de R").
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2.10. Decomposicao Canonica

A mudanga de coordenadas (z¢,zz) = z = Tx € R" decompde o
espaco vetorial R"” em dois subespacos (soma direta): um
observavel (pois o subsistema (6) é observavel) e outro
nao-observavel (pois vemos em (5) que z; n3o afeta a saida y
diretamente nem indiretamente via z,). Como o subsistema (6) é
observavel, podemos sempre determinar sua condicdo inicial
(desconhecida) z,(0) € R™ ao conhecermos qualquer entrada
aplicada u(t) € R™ e a saida correspondente y(t) € RP,

0<t< Tf < oo. Como as equagdes de zp e y em (5) sdo
idénticas a (6), concluimos entdo que a componente inicial
(desconhecida) z,(0) € R™ de toda condi¢do inicial de (5) da
forma z(0) = (2,(0),0) € R"” pode ser determinada ao
conhecermos qualquer entrada aplicada u(t) € R™ e a saida
correspondente y(t) € RP, 0 < t < Tr < oo. Logo, o subespaco
observavel tem dimens3o n, e consiste dos vetores da forma
(25,0) € R". Por simplicidade, dizemos que z, é o estado
obseravel (nas coordenadas z).
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2.10. Decomposicao Canonica

Por outro lado, suponha que a condi¢3o inicial em (5) é da forma
z(0) = (0,25(0)) € R" e a entrada aplicada u(t) =0 é
identicamente nula. Ent3o, temos que a saida correspondente
y(t) = 0 também é identicamente nula também e, assim, ndo h3
como determinarmos a componente inicial (desconhecida)

25(0) € R"""° a partir de u =0 e y = 0. De fato, para

z(0) = (0,25(0)) e u(t) = 0, obtemos de (5) que

s | % | = A 0 Zo
Z5 Ay As Z5
——

=Z

Logo, Z, = Aoz, OU Seja,
2o(t) = ™t z,(0) = 0
0

Consequentemente, y(t) = Coz,(t) = 0.
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Portanto, o subespaco nao-observavel tem dimensdo n — ng e
consiste dos vetores da forma (0, z5), no sentido de que existe ao
menos uma entrada u(t) em que n3o é possivel determinarmos a
componente inicial (desconhecida) z5(0) € R"~"™ da condigdo
inicial z(0) = (0, z5(0)) € R" de (5) a partir do conhecimento de
u(t) e da saida correspondente y(t). Por simplicidade, dizemos
que zz é o estado nao-observavel.

Por fim, ressaltamos que a matriz de transferéncia de (1) sé
depende do subsistema observavel de ordem reduzida (6):
G(s) = C(sl — A)"'B = Co(sl — A,)'B,.

Obs 4: No Matlab, o comando obsvf determina uma matriz
invertivel T de modo que (z5,2,) = z = Tx com

=[2]-0% ®I[2]+ (8] r-ew2]

o Zo

|
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2.10. Decomposicao Canonica

Obs 5: Como A= TAT ! em (5) é uma matriz bloco triangular
inferior, concluimos que os polos da matriz A em (1) sdo dados
pela unido (com repeticdo) do polos de A, (parte observavel) com
os polos de A (parte ndo-observavel).

Obs 6: Considere que utilizamos no sistema (1) um observador de
estado da forma:

X=(A—=LC)X+Bu+Ly

Temos entdo a seguinte dindmica para o erro de estimacado
e=x—X:

ée=(A-LC)e
Suponha que (1) é n3o-observavel. Mostraremos agora que os
polos da matriz A5 (parte nio-observavel) ficam trancados no
plano complexo em relagdo a observadores de estado da forma
X =(A— LC)Xx+ Bu+ Ly, no sentido de que a matriz A— LC
possuird esses mesmos polos para qualquer escolha da matriz de
ganho L.
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Obs 6 (continuagdo): Pelo teorema anterior, temos que existe
uma matriz invertivel T tal que, nas novas coordenadas
(20,25) = z = Tx, o sistema (1) é descrito por

Z_ZO_ZOO Z°+§°u
1z | | Aa As Z5 Bs
N———

=A=TAT 1
y:[fo 0][20}
—— Z5
C=CT-!

Nas novas coordenadas (£,,&5) = & = Te, a dindmica do erro de
estimacdo é descrita por

B=TB

E=Te=T(A- .LC)e = T(A-LC) T_lg = (TA_7;‘1 — Z C_Tcl)g
> J9)s

(310 = (A~ |

~| ~|

Ql
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2.10. Decomposicao Canonica

Obs 6 (continuagao): Assim,

-[a]-(& 2 ]-[g]e 9 [E]
pu— - p— —_— —_— —_— —_— C O
. [ 13 A As Lz [Co 0] &
_ Zo - Zo?o 0 go
[ An -G As || &
Logo, os polos de A — LC da dindmica do erro de estimacdo
e=(A-LC)e

s3o dados pela unido (com repeticdo) dos polos de A, — L, C,
(subsistema observavel com ganho L,) com os polos de A (parte
ndo-observivel de malha-aberta). Concluimos entdo que os polos
de As n3o podem ser deslocados no plano complexo pelo ganho L
do observador X = (A — LC)x + Bu + Ly, ou seja, os mesmos
estdo trancados. Por outro lado, os polos de A, — L,C, podem ser
arbitrariamente posicionados no SPE pela escolha adequada do
ganho L,, pois o par (A,, C,) é observavel (subsistema

observével). Essa discussdo motiva a seguinte defini¢c3o:
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Definicdo: Dizemos que o sistema (1) é detectavel (ou que o par
(A, C) é detectavel) quando os pélos de A — LC (dindmica do
erro de estimagdo) podem ao menos ser estabilizados, ou seja,
posicionados em algum lugar do SPE, por uma escolha adequada
da matriz de ganho L do observador de estado

X=(A—LC)X+ Bu+Ly.

E imediato que:
Proposicao 4: Todo sistema observavel é detectavel.
E, pela Obs 6 anterior, obtemos os dois préximos resultados:

Proposicdo 5: Suponha que o sistema (1) é ndo-observavel.
Ent3o, (1) é detectdvel se e somente se os polos da parte
ndo-observivel As em (5) estdo no SPE.
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Proposicdo 6: Suponha que o sistema (1) é ndo-observavel mas
detectavel. Entdo, para estabilizarmos os polos de A — LC, basta
escolhermos a matriz de ganho L do observador de estado

X = (A— LC)X + Bu+ Ly da seguinte maneira:

=L

onde a matriz invertivel T é como no teorema anterior e L. é
escolhido de modo que os polos de A, — L, C, (subsistema
observavel com ganho L,) estejam no SPE. Com isso, os polos de
A — LC estdo no SPE e s3o dados pela unido (com repeti¢do) dos
polos de A, — L,C, com os polos de A (os quais podem ser
relativamente lentos, e ndo podem ser deslocados pelo ganho L do
observador!). Note que: para (Z,,25) =z = TX, temos

Zo=[l 0Z=[l 0]Tx = (Ao — LoCo)Zo + Bou+ Loy
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2.10. Decomposicao Canonica

Exemplo 2: Considere novamente o sistema do Exemplo 1 acima:

O O O N
SOO N =
|

Tal sistema é nao-observavel, pois

C 1 000
CA 2 100

O=| 4 4 0 o | = det(O) =0, posto(O) =2
CA3 8 12 0 0

Logo, no =2 < n=4.
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Exemplo 2 (continuagdo): As primeiras 2 linhas Ty, T, de O sdo
linearmente independentes. Escolhendo-se
T3=[0010],74=[0 0 0 1], temos que

Ty 1 0 00
|| |2100 3
T= 1=loo01o0] ©™ det(T)=0.11#0
Ty 0 001

Pelo Teorema 2 acima, temos que a decomposi¢cdo candnica nas
partes observdvel e ndo-observavel do sistema é dada por:

01 0 0
— A 0 —4 4 0 0
_ -1_| Ao Y | _
A= TAT _[Am A(—,} 0 0 —1 0
0 0 0 -1
0
_ B, 1 _ 1 _
B=TB=B=| = = , C=CT"=C=][Cy 0]=[1 00 Q]
Bs 1
1
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Exemplo 2 (continuagdo): Como

- -1
As = 0 = polo duplo em s = —1
0 -1

concluimos que o sistema é detectavel pela Proposicdo 5 anterior.
Sabemos que (Ao, C,) é observavel, onde

_ 0 1 _

] 03] c-nno
Para posicionarmos os polos de A, — L,C, em {—6, -9},
encontramos que L, = [19 126]’. Portanto, pela Proposicdo 6, o
observador de estado X = (A — LC)X + Bu + Ly com

19 19
[ L] i 126] |88
L=T [o =T o || o

— 0 0

estabiliza a matriz A— LCde é=(A—LC)e,ondee=x—Xéo
erro de estimagdo, com os polos em {—1,—1,—6,—9} (unido dos
polos de A, — L,C, com os polos de Az). 148 / 364
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Exemplo 2 (continuacgdo): Verificagdo:

-17 1 0 O
-8 2 0 O

A=l = 00 -1 0
00 0 -1

= det(s/ — (A— LC)) = s* + 175> + 8552 + 1235 + 54 = 0
=s=-1, -1, —6, -9
Concluimos ent3o pelo principio da separacdo que a estrutura
controlador-observador com
Xx=(A—LC)X+Bu+Ly
u=—KXx
torna a origem do sistema em malha-fechada globalmente
assintoticamente estdvel com os polos em
{-1, -1, -1, =2, —3, —4, —6, —9}, onde (veja o Exemplo 1
acima):
K = [40.0000 11.3333 0 0.6666], L =1[19 88 0 0]
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2.10. Decomposicao Canonica

Obs 7: Pelo o que vimos até o momento nesta secdo, concluimos
que todos os resultados apresentados nas secoes anteriores do
presente capitulo permanecem vélidos ao substituirmos a hipdtese
de controlabilidade (par (A, B) é controldvel) por
estabilizibilidade (par (A, B) é estabilizavel), e a hipdtese de
observabilidade (par (A, C) é observével) por detectabilidade
(par (A, C) é detectdvel).
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2.10. Decomposicao Canonica

Teorema 3 (Decomposicdao Candnica de Kalman): Considere
que o sistema (1) é ndo-controlavel e/ou ndo-observavel. Entdo,
existe uma matriz invertivel T tal que, nas novas coordenadas
(Zcos Zco, Zzo, 225) = (2c,22) = z = Tx, (1) é descrito por
——— N —

5 — [ Zc _ Zc: Z12 Zc + Ec u
- ZE a 0 ZE Zz 0
) —_—
=A=TAT 1 == =B=TB
I Zco Aco 70 313 70 Zco Eco
Zco _ A Acs 623 Aoy Zco + Bes 7
250 0 0 AEO 0 Zzo 0
Zep 0 0 Ai As Zes 0
Zco
y = [ c Cc‘:] |: f :| = [Cco 0 Co 0] fo
N—— | Z¢ Zeo
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2.10. Decomposicao Canonica

Teorema 3 (Decomposicao Candnica de Kalman
(continuacao):

onde o estado z., € controldvel e observavel, z.5 é controlavel e
nao-observavel, zz, é ndo-controlavel e observavel, e zz5 é
nao-controldvel e n3o-observavel. Além disso, o subsistema de
ordem reduzida

Zeo = AcoZeo + Beou

e (7)

Yeco = CeoZeo

é controlavel e observavel, e possui a mesma matriz de
transferéncia que (1), ou seja,

G(s) = C(sl — A)'B = Ceo(sl — Aco) 'Beo
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2.10. Decomposicao Canonica

Prova: Primeiramente, utilizamos o Teorema 1 acima no sistema
(1), subdividindo o sistema nas partes controlavel e
nao-controldvel. Em seguida aplicamos, tanto na parte controldvel
quanto na parte ndo-controlavel resultantes, o Teorema 2 anterior.
Isto significa que subdividimos cada uma das partes controlavel e
nao-controldvel nas partes observavel e ndo-observavel.
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2.10. Decomposicao Canonica

Figura: Decomposicdo Candnica de Kalman.

Ressaltamos que os polos de A sido dados pela unido (com
repeticdo) dos polos de Ay, Acs, Azo, Azs. A decomposicio
canonica de Kalman é ilustrada na Figura acima, em que
percebemos que apenas a dindmica do estado controldvel e
observavel z., estd conectada tanto a entrada quanto a saida do
sistema. Isto ilustra o fato da matriz de transferéncia G(s) do
sistema s6 depender do subsistema controlavel e observavel (7):
G(s) = C(sl — A)71B = Ceo(sl — Aco) 'Beo
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2.10. Decomposicao Canonica

Concluimos assim que: a descricao de um sistema através da
matriz de transferéncia G(s) ndo capta toda a descricdo
fornecida pelo modelo de estado (1)! A matriz de
transferéncia G(s) capta apenas a relacdo entrada-saida do
subsistema controlavel e observavel (e para condigdo inicial
x(0) = 0 nula)! Por exemplo, se algum polo da parte
n3o-controldvel Az estiver no SPD (i.e. o sistema (1) n3o é
estabilizavel), entdo alguma varidvel de estado do sistema (1)
poderd explodir com o tempo (dependendo da condigdo inicial),
mas tal comportamento n3o tem como ser captado pela matriz de
transferéncia G(s) = Ceo(s/ — Aco) ' Beo.

Obs 8: No Matlab, o comando minreal determina uma matriz
invertivel T que coloca o sistema (1), nas novas coordenadas
z = Tx, na forma candnica de Kalman.
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Definicao: Dizemos que uma matriz de transferéncia

G(s) = (Gjj(s)) é estritamente prépria quando cada componente
Gij(s) = Njj(s)/Djj(s) é racional com grau(Dj(s)) < grau(Nji(s)),
onde Njj(s) e Djj(s) sdo polinbmios em s.

Definicdo: Seja G(s) uma matriz de transferéncia estritamente
prépria. Dizemos que G(s) é realizavel quando existe um sistema

linear da forma
near X = Ax + Bu

y =Cx
em que sua matriz de transferéncia correspondente coincide com
G(s), ou seja, temos que G(s) = C(s/ — A)~"1B. Neste caso,
dizemos que tal sistema é uma realizacdo de G(s). Por
simplicidade, denotaremos tal sistema por (A, B, C) e diremos que
(A, B, C) é uma realizacdo de G(s). Dizemos que um sistema da
forma acima é uma realizacdo minimal de G(s) (ou que (A, B, C)
é uma realizacdo minimal de G(s)) quando: (i) o sistema é uma
realizagdo de G(s), e (ii) a ordem de tal sistema é menor ou igual

a ordem de todas as outras possiveis realizagbes de G(s). L6 e



2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

O problema de encontrar uma realizagdo de G(s) é motivado por
situacdes praticas. Em primeiro lugar, existem muitos métodos de
projeto de controladores e algoritmos computacionais que s3o
baseados em modelos de estado, e ndo em matrizes de
transferéncia. Desse modo, quando desconhecemos o modelo de
estado de uma planta mas conhecemos sua matriz de transferéncia
G(s) (por exemplo, quando identificamos G(s) experimentalmente
pela resposta ao degrau), temos que encontrar uma realizagdo de
G(s) para que tais métodos e algoritmos possam ser aplicados.
Isto ocorre quando simulamos a saida de uma matriz de
transferéncia G(s) a uma entrada escolhida no Matlab/Simulink:
para efetuar a simulagdo, o Matlab/Simulink primeiramente
encontra uma realizag¢do (A, B, C) de G(s), e em seguida calcula a
saida por integracao numérica de tal modelo de estado. Em
segundo lugar, uma dada matriz de transferéncia G(s) (de um
controlador, por exemplo) pode ser implementada eletronicamente
na pratica pela utilizacdo de amp-ops com base na determinagdo
de uma realizac3o. (<



2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Pelo o que vimos na secdo anterior, se existir uma certa realizacdo
de G(s), entdo hd infinitas realizagdes de G(s). De fato, suponha
que (A, B, C) é uma realizagdo de G(s). Entdo, para cada matriz
invertivel T, temos que (A, B,C) = (TAT 1, TB, CT~!) também
é uma realizagdo de G(s), pois

G(s)=C(sl —A)1B=7C(s — A 'B

Desse modo, o problema de se encontrar uma realizagdo minimal
de G(s) é crucial na pratica, pois quanto menor for a ordem de
uma realizacdo, menor serd o nimero de amp-ops necessarios para
implementa-la, ou seja, menor a complexidade e o custo envolvido.

Veremos na sequéncia como encontrar uma realizagdo de G(s),
como verificar se uma realizacdo é de fato minimal, e como
determinar uma realizagdo minimal de G(s).
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Primeiramente vamos tratar da realizacdo de fungdes de
transferéncia estritamente préprias da forma G(s) = N'(s)/D’'(s)
(caso SISO). Suponha que, apds termos efetuado todos os
possiveis cancelamentos polo-zero em G(s), obtemos que

N'(s) _ N(s) Br1s"t+ -+ Bis+ fo

Gley =t = =t = -

D'(s) D(s) s"+ap1s" 1+ -+ais+a
onde N(s) e D(s) ndo possuem fatores em comum, ou seja, ndo ha
mais possiveis cancelamentos polo-zero. Considere o seguinte
sistema de ordem n (forma canénica de controlabilidade):

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 0 0
X = : : : : : X+ u
0 0 0 0 1
—Qp —Q1 —Q2 ... —Qp_1 1
L g A L A
= A Rnxn =BeRn
y=[Bo ... Bn-1]x
N———

=CeRn 159 / 364



2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Pode-se mostrar que a forma candnica de controlabilidade acima
possui as seguintes propriedades:
Q det(s/ —A)=D(s) =s"+a, 15" 1+ - +as+ g
@ (A, B) é controlavel e (A, C) é observavel
@ G(s) = C(sl — A)1B, ou seja, a forma candnica de
controlabilidade é uma realizagdo de G(s) = N(s)/D(s)
Teorema 1: Seja
G(s) = NG) _ Bn-15""t + -+ Bis + o
D(s) s"+ap 18" 1+ +a1s+ap
onde os polindmios N(s) e D(s) ndo possuem fatores em comum.
Considere que (A, B, C) é uma realizagdo de G(s). Entdo, as
seguintes afirmagdes s3o equivalentes:
e (A, B, C) é uma realizagdo minimal de G(s)
e (A, B) é controlavel e (A, C) é observavel
@ ordem(A) = n (ou seja, a ordem do sistema (A, B, C) coincide
com grau(D(s)).
Em particular, a forma canonica de controlabilidade acima é uma
realizagdo minimal de G(s). 160/ 364




2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Exemplo: Seja

G(s) = 2(s+3) 25+ 6
~ s(s+5)(s+8) s3+13s2+40s

Entdo, uma realizacdo minimal de G(s) é dada pela forma
candnica de controlabilidade:

0 1 0 0
x=|(0 0 1 x4+ |0 |u
0 —40 -13 1
—A =B
y=1[6 2 0]x
N——
=C
Verificac3o:
2
C(sl — A)1B = Tac

=G
s3 4+ 13s2 + 40s (s)

e a forma candnica de controlabilidade tem ordem 3 (veja o
Teorema 1 acima).
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Obs 1: Em muitas situacdes praticas, ndo conhecemos o modelo
de estado de uma planta linear SISO, mas apenas sua fungdo de
transferéncia G(s) (determinada experimentalmente pela resposta
ao degrau, por exemplo). Em tal caso, podemos mesmo assim
aplicar os métodos de controle tratados anteriormente no presente
capitulo (no entanto, relembre da sec3o anterior que G(s) é
determinada apenas pelo subsistema controlavel e observavel
da planta!) Por exemplo, suponha que desejamos projetar um
controlador em série com a planta e com realimentagao unitdria
para o problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbacdo (isto foi abordado na disciplina Sistemas de Controle
no dominio da frequéncia: Transformada de Laplace + Lugar das
Raizes). Pelo o que vimos acima e com os resultados apresentados
no Lab 6, concluimos que podemos projetar tal controlador no
dominio do tempo através dos seguintes passos:
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Obs 1 (continuagdo):
© Encontre as matrizes A, B, C da forma candnica de
controlabilidade de G(s)

@ Determine o modelo interno de ordem k
Xm = Am + Bne

para a referéncia r(t) e a perturbagdo w(t), ondee=r—y é
o erro de rastreamento

@ Verifique que o par (A,, B,) do sistema aumentado é
estabilizavel (ja sabemos que o par (A, C) é observavel)

@ Determine K, de modo a estabilizar A; — B;K, e L de modo a
estabilizar A — LC, verificando que os polos de A, — B;K, e
de A — LC nao coincidem com os polos da referéncia e da
perturbagdo (ou seja, com as raizes de 5(s) = 0 do modelo
interno)
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Obs 1 (continuagao):
© O modelo de estado do controlador projetado é dado por

. [ x] [A-BK-LC —BKn][ % L[t
T s | T 0 Anm Xm Bm | ©
——

—=Ac =Xc =B

u=—[K Km][ x ]
~—— | Xm
K, N——

e sua fungdo de transferéncia é dada por
U(s _
C(s) = EES; ~ Ky(sl — A) 1B,

@ A implementac3o deste controlador de ordem n + k resolve o
problema de rastreamento da referéncia r(t) com rejeicdo da
perturbacdo w(t). Os polos de malha-fechada de
Y(s)/R(s) = C(s)G(s)/[1 + C(s)G(s)] e de Y(s)/W(s)
serdo a unido (com repeti¢do) dos polos de A, — B,K, com os
polos de A — LC (a menos de cancelamentos polo-zero).
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Vamos agora abordar a realizagdo de matrizes de transferéncia
G(s) estritamente préprias (caso MIMO). Com o objetivo de ndo
sobrecarregar a notagdo, assuma por simplicidade que (m = 3
entradas e p = 2 saidas)

6= (G =| & ol an]  ®

onde Gji(s) = Njj(s)/Dji(s). grau(Dj(s)) < grau(N;i(s)), e os
polindmios Nji(s) e Djj(s) ndo possuem fatores em comum. Seja
(Ajj, Bjj, Cjj) uma realizagdo minimal da fungdo de transferéncia
Gjj(s) (a forma candnica de controlabilidade, por exemplo). Entéo,
pode-se mostrar que o seguinte sistema é uma realizagdo de G(s):
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2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

X1 A 0 0 0 0 0 x11 Bn 0 0
P 0 Ap 0 0 0 0 x12 0 Bp 0
| oas | | o 0 Az 0 0 0 x13 0 0 B
=1 |5 o 0 0 Ay O 0 o1 0| Bum 0 o |4 ©
22 0 0 0 0 Ap 0 x22 0 By 0
Pas 0 0 0 0 0 Ay x23 0 0 By
—— N——————
=A =x =B

x11

x12

y:[ Cn G2 GC3 0 0 0 ] x13
0 0 0 C1 G G x21

x22
=€ x23

Teorema 2: Seja G(s) = (Gjj(s)) uma matriz de transferéncia
estritamente prépria. Suponha que em cada componente
Giji(s) = Njj(s)/Djj(s) os polinémios Nji(s) e Djj(s) ndo possuem
fatores em comum. Considere que (A, B, C) é uma realizagdo de
G(s). Entdo, as seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:
e (A, B, C) é uma realizagdo minimal de G(s)
e (A, B) é controlavel e (A, C) é observavel
e ordem(A) = grau(G(s)) (ndo vamos abordar a definicdo de
grau(G(s)) em nosso curso: veja o livro do Chen para maiores
detalhes) S—



2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Concluimos ent3o pelo Teorema 2 acima e pela decomposicio
candnica de Kalman (Teorema 3 da Secdo 2.10) que, para
obtermos uma realizagdo minimal da matriz de transferéncia G(s)
em (8), basta seguirmos o seguinte procedimento:

@ Encontre uma realizagdo de G(s) como em (9)

@ Determine o subsistema controlavel e observavel (7) da
decomposi¢do candnica de Kalman do sistema (9)

© O subsistema controlavel e observavel (Ao, Beo, Cco) € uma

realizagdo minimal de G(s), pois G(s) = Ceo(s/ — Aco) ' Beo

Obs 2: No Matlab, o comando minreal (minimal realization)
determina uma realizagdo minimal da matriz de transferéncia G(s)
em (8).

167 / 364



2.11. Realizacdo de Matrizes de Transferéncia

Obs 3: Seja G(s) = (Gjj(s)) uma matriz de transferéncia
estritamente prépria. Suponha que em cada componente

Gijj(s) = Nji(s)/Djj(s) os polinémios Njj(s) e Djj(s) ndo possuem
fatores em comum. Se (A, B, C) é uma realizagdo minimal de
G(s), entdo dada qualquer matriz invertivel T, temos que
(A,B,C) = (TAT %, TB, CT 1) também é uma realizagio
minimal de G(s), pois (A, B, C) e (A, B, C) possuem a mesma
ordem, e (relembre os resultados da Sec¢do 2.10)

G(s)=C(sl —A)'B=C(sl — A 'B
Pode-se mostrar que a reciproca também é verdadeira: se (A, B, C)

e (A, B, C) sdo realizagdes minimais de G(s), entdo existe uma
matriz invertivel T tal que (A, B, C) = (TAT 1, TB, CT1).
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3. Controle Linear de Sistemas Nao-Lineares

Este capitulo trata de técnicas de controle linear para sistemas
nao-lineares. Veremos como os controladores vistos no Capitulo 2
podem ser utilizados em sistemas n3o-lineares.

3.1. Estabilidade de Lyapunov

No decorrer de toda esta secdo, consideremos sistemas autonomos
da forma .

x = f(x)
onde x € D é o vetor de estado, D C R" é abertoe f: D — R" é
uma aplicacdo de classe C! (i.e. a aplicacio Of /Ox: D — R™"
(matriz jacobiana) é continua). Relembre do Lab 2 que x¢ € D é
um ponto de equilibrio (ou ponto de operacgao) do sistema se a
solugdo do sistema para a condi¢3o inicial x(0) = x¢ em top =0
permanece em x€ para todo tempo futuro, ou seja, x(t) = x¢, para
t >0, é a solugdo do sistema para x(0) = x em to = 0.

Relembramos também os préximos 2 resultados do Lab 2:

Proposicao: Temos que x¢ € D é um ponto de equilibrio do

sistema x = f(x) se e somente se f(x¢) =0 (ou seja, x=0). ., ..,



3.1. Estabilidade de Lyapunov

Teorema: Considere o sistema X = f(x). Seja x(0) = xp € D uma
dada condi¢do inicial (em ty = 0). Se lim;_, x(t) = X € D, entdo
X € D é um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, f(x) = 0.

Definicao (Estabilidade de Lyapunov): Seja x¢ € D um ponto
de equilibrio do sistema X = f(x). Ent3o:
@ Dizemos que x€ é estavel se, dado € > 0, existe 6 = d(¢) > 0
tal que
Ix(0) — x®|| < & = ||x(t) — x°|| <€, paratodot>0

@ Dizemos que x€ é instavel quando x€ n3o é estdvel.
© Dizemos que x¢ é (localmente) assintoticamente estavel
quando x€ é estdvel e, além disso, existe v > 0 tal que

[Ix(0) — x°|| < v = lim x(t) = x®
t—00
@ Dizemos que x€ é globalmente assintoticamente estavel

quando: (a) D = R", (b) x© é estavel, e (c) lim¢_ o0 x(t) = x
para qualquer x(0) € R".

e
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Obs: Para sistemas lineares da forma y = Ay, com y € R", temos
que a origem y© = 0 é (localmente) assintoticamente estdvel se e
somente se y¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel.
Assim, para sistema lineares, s6 faz sentido em se falar de
estabilidade assintética global. Relembre do Capitulo 2 que: (a)
y€ = 0 é globalmente assintoticamente estdvel se e somente se
todos os polos (autovalores) da matriz A estdo no SPE; e (b) se a
matriz A possui algum polo no SPD, entdo y© = 0 é instavel.

Definicao: Seja x¢ € D um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel do sistema x = f(x). A regidao (ou dominio) de atragdo
de x© é o conjunto Ra(x¢) formado por todas as condi¢des iniciais
cujas solucdes convergem assintoticamente para x€, ou seja,

Ra(x®) = {x(0) € D | tIerolo x(t) = x}

Note que x¢ € Ra(x®¢). Pode-se mostrar que Ra(x€) é um
conjunto aberto. Note também que, se x¢ é globalmente

assintoticamente estdvel, entdo Ra(x¢) = R".
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

O préximo resultado estabelece condicdes que permitem concluir
sobre a estabilidade de um ponto de equilibrio x¢ € D de um
sistema ndo-linear x = f(x) a partir da determinag3o da
estabilidade da origem do sistema linearizado associado. Relembre
do Lab 3 que o sistema linearizado associado é dado por

. of (x
va[ 8(x) ]XazAxa

—_————
=A
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Teorema (Método Indireto de Lyapunov): Seja x¢ € D um

ponto de equilibrio do sistema x = f(x), e considere a matriz do

sistema linearizado associado

Of (x)
ox

A—

x=x¢
Ent3o:

@ Se todos os polos (autovalores) da matriz A estdo no SPE,
entdo x€ é um ponto de equilibrio assintoticamente estivel do
sistema x = f(x).

@ Se ao menos um polo da matriz A estd no SPD, entdo x€ é
um ponto de equilibrio instavel.

Obs 1: Para sistemas lineares ou ndo-lineares no plano (n = 2),
esse resultado estabelece que: (a) um ponto de equilibrio x¢ do
tipo né estavel ou foco estdvel é de fato assintoticamente estdvel; e
(b) um ponto de equilibrio x¢ do tipo né instével, foco instdvel ou
sela é de fato instavel. Isto justifica a nomenclatura utilizada nos
Labs 2 e 3.
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Obs 2: Caso a matriz A do sistema linearizado possua algum polo
em cima do eixo imagindario, entdo nada podemos concluir sobre a
estabilidade do ponto de equilibrio x¢ pelo Método Indireto de
Lyapunov.

Exemplo: Considere o sistema n3o-linear de 37 ordem:

x1 = —xox3 + 1 = fi(x1, x2, x3)
X = x1x3 — xp = F(x1, %2, x3)

X3 = xg(l —x3) = f3(x1, X2, x3)

O dnico ponto de equilibrio é x¢ = (1,1, 1), pois: (i)

f3(x1, x2,x3) = x2(1 — x3) = 0 implica que x> = 0 ou x3 = 1; (ii)
para termos fi(xi, x2,x3) = —xox3 + 1x3) = 0 é exigido que x3 =1
e, consequentemente xp = 1; (iii) (X1, x2,x3) = x1x3 —x2 =0
implica que x; = 1.
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3.1. Estabilidade de Lyapunov

Exemplo (continuagdo): Agora, linearizando em x¢ = (1,1,1):

[ 0fi o0f o0f

a—)q(xLXz,Xs) a—)@(X1,X2,X3) EM 3(><1,><2,><3)
A= g}i(xe) = gfl(xl,xz,x;;) gxlczz(xl,xz,&) sz (x1,x2,Xx3)
%(Xl X2 X3) %(Xl X2 X3) %(Xl X2 X3)
L 8X1 ’ ’ aXQ ’ ’ 8X3 ’ ’ Jd I x=xe
0 —X3 —X2 0 -1 -1
= | x3 -1 X1 =11 -1 1

0 0 26-34 || 4, 0 0 -1

Os autovalores da matriz A sdo: —1, —1/2 ijﬁ/z Logo,
x€=(1,1,1) é (localmente) assintoticamente estdvel. Ressaltamos
que a linearizacdo por si sé ndo permite concluir se a estabilidade
assintdtica é local ou global, nem determinar (ou estimar) a regido

de atracdo.
175 / 364



3.2. Ponto de Equilibrio

Ao longo do restante deste capitulo, vamos considerar equacdes de
estado da forma

dx/dt = f(x, u)

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™
é o vetor de controle e f: D x R” — R" é de classe C!. Dizemos
que o par (x¢, u¢) é um ponto de equilibrio (ou ponto de
operacao) do sistema se x(t) = x¢, t > 0, é a solugdo constante
do sistema para a condigdo inicial x(0) = x© e entrada constante
u(t) =us, t>0.

De maneira andloga ao caso auténomo, temos:

Proposicao: O par (x¢,u®) € D x R" é um ponto de equilibrio do
sistema x = f(x, u) se e somente se f(x¢, u¢) = 0.

Teorema: Considere o sistema x = f(x, u). Seja x(0) = xp € D
uma dada condi¢do inicial (em ty = 0) e considere que escolhemos
uma entrada continua u(t), t > 0, tal que lim; u(t) =u € R™.
Se lim¢_00 x(t) =X € D, entdo (X,u) € D x R™ é um ponto de

equilibrio do sistema x = f(x, u), ou seja, f(x,u) = 0. -



3.2. Ponto de Equilibrio

Exemplo: Considere o péndulo simples controlado
x1 = xo = f(x1, X2, )
LI f;
miﬂzu = fo(x1, X2, u)
y =x1 = h(x2, x2)
onde x;1 = 0, xo = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, u € R
é o controle (torque) e y = x; = 6 € R é a saida.

Para encontramos todos os pontos de equilibrio

(x%, u®) = ((x§, x§), u¢) € R? x R deste sistema, resolvemos:
0=HA(X,x5,u°)=x3 = x3 =0
m{?
Logo, os pontos de equilibrio sdo (x¢, u®) com
x€ = (x1,x5) = (6,0) e u® = mglsen(d), onde x; =6 € [0, 27)
pode ser arbitrariamente escolhido.

k
0= fh(x;,x5,uf) = —% sen(xy) — —x5 + u® = u® = mglsen(xy)
m
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3.2. Ponto de Equilibrio

Exemplo (continuagdo): Isto significa que, se aplicarmos a
entrada constante u(t) = u® = mglsen(d), t > 0, e a condigdo
inicial do péndulo for x(0) = x¢ = (4,0) (i.e. angulo inicial J e
velocidade angular inicial nula), entdo o péndulo permanecera
parado no angulo 4 € [0,27), ou seja,

x(t) = (x1(t), x2(t)) = (4,0), para todo t > 0.
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3.3. Sistema Linearizado

Considere o sistema
x = f(x, u)
y = h(x)
onde h: D — RP & de classe C!. Suponha que (x¢,u¢) € D x R™

é um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, f(x¢, u¢) = 0.
Definimos ent3o a saida de equilibrio y¢ = h(x¢) € RP.

A expansao em série de Taylor de f em relacdo ao ponto de
equilibrio (x€, u¢) é dada por

f(x, u)

f(x,u) = f(x u®)+ 0 o 9f{x, u)

(x=x°) +

X=x¢,u=u¢

(u—u®) +TOS

xX=x€,u=u¢

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,
=X, =us

of(x,u) |—"x  Of(x,u)|—"
f(x,u) = (ax ) (x—x)+(8u)(u—u)

— vy & —yy— Yyt
para xs =x —x* =0, us = u— u® = 179 / 364



3.3. Sistema Linearizado

Do mesmo modo, a expansdo em série de Taylor de h em relagdo a
x€ é dada por

h(x) :@-ﬁ-

=y¢

(x —x®)+TOS

xX=x¢€

Oh(x)
COx

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

=Xs

—

) -yt = PG5
X xX=x¢€

para xs = x — x° =

Agora, fixe uma entrada continua u(t), t > 0, e seja x(t), t >0, a
solucdo correspondente do sistema para uma condic3do inicial

x(0) € D. Considere: (a) o desvio x5(t) = x(t) — x¢ do estado
x(t) em relagdo a x¢; (b) o desvio us(t) = u(t) — u® da entrada
u(t) em relagdo a u€; e (c) o desvio ys(t) = y(t) — y© da saida
y(t) = h(x(t)) em relag:éo aye.
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3.3. Sistema Linearizado

Assim, quando x5(t) = x(t) — x® =0, us(t) = u(t) —u* =0
(pequenos desvios no estado e na entrada), temos

=xs(t) =us
x5(t) = x(£) = F(x(t), u(t)) = ng’u) (x (f) <) WE;JU) (=)

=A =B
= Axs(t) + Bus(t)
=x5(t)
yi(e) = hx(9) — y* = 2 6 —59)
_CX:xe

Denominamos o sistema linear (estado x5 € R”, entrada us € R™ e
saida ys € RP)

of e , e _g e ,e
= Axs + Bus, A—a(x,u),B—au(x,u)
oh

= Cx;, C= 6x( ‘)

de sistema linearizado associado ao ponto de equilibrio (x¢, u€).



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Considere o sistema

x = f(x,u)

e suponha que (x°, u¢) € D x R™ é um ponto de equilibrio, ou
seja, f(x€, u®) = 0. Vamos tratar nesta se¢do do problema de
estabilizacao por realimentacao de estado: encontrar uma
realimentacdo de estado u = a(x), onde a: D — R™ & de classe
C! com a(x€) = u®, tal que x¢ € D é um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada

X = ?(X) = f(Xv u)‘u:a(x) = f(X7a(X))

Note que x® é de fato um ponto de equilibrio do sistema em
malha-fechada, pois f(x¢) = f(x¢, a(x¢)) = f(x¢, u¢) = 0.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

O préximo resultado mostra como solucionar este problema de
controle através da estabilizacdo da origem x5 = 0 do sistema
linearizado por uma realimentac3o linear de estado da forma

us = —Kxs. A ideia principal é: u = a(x) = —K(x — x®) + u®
assegura que a linearizacao do sistema nao-linear em fechada
coincide com o sistema linearizado em malha-fechada (SMFL
= SLMF). Em particular, concluimos pelo Teorema de
Hartman-Grobman do Lab 3 que, nas proximidades do ponto de
equilibrio x€, o retrato de fase do sistema ndo-linear em
malha-fechada terd um comportamento qualitativo semelhante ao
do retrato de fase do sistema linearizado em malha-fechada.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Teorema: Seja (x°,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do
sistema x = f(x, u), e considere a equa¢do de estado do sistema
linearizado associado

: of o« & _of o .
X5 = Axs + Bus, A—a(x,u),B—a(x,u)

Suponha que o par (A, B) é controlavel, e escolha uma matriz de
ganho K de forma que todos os polos de A — BK estejam no SPE.
Ent3o, a realimentacao linear de estado

u=—K(x—x%)+u® (ouseja,us = u—u®=—-K(x—x°%) = —Kx;s)

soluciona o problema de estabilizac3o, ou seja, x¢ € D é um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada

% = F(x) = F(x, )| ymae) = F(x, —K(x — x°) + u®)
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Prova: Considere o sistema linearizado
x5 = Axs + Bus, A= 0f(x%,u®)/0x, B = 0f(x® u®)/0u

Por hipétese, o par (A, B) é controlavel. Logo, podemos encontrar
uma matriz de ganho K na realimentacdo us = —Kx; para o
sistema linearizado de forma que todos os polos de A — BK
estejam no SPE. Assim,

us = —Kxs
e o sistema linearizado em malha-fechada é dado por

x5 = Axs — BKxs = (A — BK)xs
Como os polos de A— BK estdo no SPE, temos que x5 =0 é um
ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel.
Mostraremos que a realimentag3o linear de estado (inspirada na do
sistema linearizado com x5 = x — x€ e us = u — u®!)
u=a(x)=—-K(x—x°%) + uv® = —Kx+ Kx® + u®

resolve de fato o problema de estabilizagdo. Note que a(x€) = ue.lgr .



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Logo, x€ é um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada
X = ?(X) = f(X> u)|u:a(x) = f(Xv _K(X - Xe) + ue)

Vamos aplicar agora o Método Indireto de Lyapunov visto na
Secdo 3.2 no sistema em malha-fechada acima. Temos que

f e e e eaa ey _
A= ——X(X,u)+a(x,u)&(x)—A—BK

xX=x¢

ou seja, a linearizacao do sistema nao-linear em
malha-fechada coincide com o sistema linearizado em
malha-fechada (SMFL = SLMF). Como todos os polos de

A = A — BK estdo no SPE (pela escolha da matriz de ganho K),
concluimos pelo Método Indireto de Lyapunov que x¢ é um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em
malha-fechada. Isto encerra a demonstragao.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo: Considere novamente o péndulo simples controlado da
secdo anterior

)'(1 = Xp = f]_(X]_,Xz, U)

. g 1

== sen(x1) — P I Ru= f(x1, x2, u)
Vimos que os pontos de equilibrio s3o (x¢, u¢) € R? x R com
x¢ = (x§,x5) = (0,0) e u® = mglsen(d), onde x§ =0 € [0, 27)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que m = k = 0.1,
g =10, £ =1. Assim, ue = sen(x{) = sen(d). Supondo que
x§ =0 = m/4 (= 45°), nosso objetivo é encontrar uma
realimentacdo de estado u = «a(x) que estabilize o ponto de
equilibrio x¢ = (4, 0) do péndulo em malha-fechada. Ressaltamos
que: (i) (9,0) ndo é ponto de equilibrio para u = 0; e (ii) ao
aplicarmos a entrada constante u(t) = u® = sen(d), t > 0, temos
que x¢ = (4,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estavel (os
autovalores de %(5, 0) sdo —0.5 £ j2.6), mas ndo é globalmente
assintoticamente estdvel (por exemplo, x(0) = (3.12,0) n3o

pertence a regido de atragdo do ponto de equilibrio x¢ = (4,0)). .. ..,



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo (continuagdo): Seja f = (f1, f2). As matrizes A e B do
sistema linearizado associado s3o:

of (x1, %2, u) %(X Xo, U)
A Sf . . axl 1, X2, 3X2 1, X2,
=)= g o
2 (x1, %2, u) —2(x1 X2, U)
Ox Y Ox2 Y X=x®,u=u¢
- _ZCOS(Xl) el | ~ | —10cos(d) -1
0 1
-5v2 -1
of
0
B = g(Xe Ue) = 8“ (X17X2’ U) = = O
ou'" af2( ) 12 10
8u iy X=x®,u=u¢ mt
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo (continuacdo): A matriz de controlabilidade é dada por
0 -10
10 —10

Logo, o par (A, B) é controldvel. Suponha que os pdlos desejados
para A — BK sdo: —4,—4 (né estavel, em que um pélo em s = —4
corresponde a uma constante de tempo de 0.25 segundo). Assim
(veja o Exemplo 2 da Segdo 2.7):

K = [ki ko] =[0.8929 0.7]
Portanto, a realimentac3o linear de estado
u=—K(x—x°%)+u®=—ki(x1 — xi) — ka(x2 — x5) + u°
= —ki(x1 — &) — koxo + sen(0)
= —0.9(x1 — 7/4) — 0.7x0 + V2/2

soluciona o problema de estabilizac3o.

C =[B ABlax2 = [ ] = posto(C) = 2 (det(C) = 100)

Simulagdes: veja o arquivo

EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo (continuagdo): Pode-se mostrar que

x€ = (6,0) = (7/4,0) é o unico ponto do equilibrio do sistema
nao-linear em malha-fechada. Pelo retrato de fase mostrado
abaixo, percebemos que x€ é globalmente assintoticamente
estdvel.

=2 ki
2= 105001) 12210 - K (1 -pid) - 2+ 51212 =07

Figura: Retrato de fase do péndulo simples n3o-linear em malha-fechada

com polo duplo em s = —4 (rapido). 100 /364



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo (continuacdo): No entanto, se o polo duplo desejado
para A — BK for s = —0.1 (lento), entdo temos que

K =[-0.7060 — 0.0790]

e pode-se mostrar que ha 3 pontos de equilibrio distintos para o
sistema em malha-fechada:

x! = (6,0) = (0.7854,0) nd estavel
x? = (0.7885,0) sela
x® = (-1.6301,0) sela

Pelo retrato de fase mostrado na sequéncia, percebemos que

x¢l = (6,0) é apenas localmente assintoticamente estavel, e com
uma regido de atracdo relativamente pequena. Ressaltamos que
apenas os dois primeiros pontos de equilibrio sdo mostrados, a
escala no eixo horizontal é de 0.76 a 0.80, e a escala do eixo
vertical é de —5 x 1073 a 5 x 1073,
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

W= K1 =~ DTO6006781186548
Gy 0001 224 101-K1 1 -5 1022+ s22) 2=~ 0700000000000
X

Figura: Retrato de fase do péndulo simples n3o-linear em malha-fechada
com polo duplo em s = —0.1 (lento).
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Conclusao: De maneira geral, o tamanho da regido de atracdo de
um ponto de equilibrio de malha-fechada assintoticamente estavel
depende da escolha dos polos de A — BK! Além disso, se os polos
forem muito lentos ou muito rapidos, entdo a regiao de atracdo
pode se tornar muito pequena. Portanto, a escolha dos polos de
malha-fechada deve levar em conta o compromisso entre
desempenho dinamico do sistema em malha-fechada, esforco
de controle e tamanho da regidao de atracao!
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Interpretacao: O sistema linearizado aproxima relativamente bem
a dindmica de um sistema n3o-linear apenas enquanto

x5(t) = x(t) — x¢ =2 0 e us(t) = u(t) — u® = 0 (pequenos desvios).
Assim, para polos muito lentos (s = —0.1), temos que os ganhos
de realimentacao podem ser insuficientemente grandes para que o
esforco de controle u(t) (torque) compense adequadamente as
n3o-lineariedades do sistema (a gravidade no caso do péndulo
simples). Consequentemente, tem-se que |x5(t)| = |x(t) — x| > 0
e |us(t)] = |u(t) — u®| > 0, levando o estado do sistema em
malha-fechada a divergir do ponto de equilibrio x¢1 = (4, 0)
quando a condic3o inicial x(0) estd relativamente longe de x¢?
Semelhantemente, pode acontecer que, ao escolhermos polos
muito rapidos, certas condig¢des iniciais também estejam fora de
regido de atracdo de x¢1. A explicacdo intuitiva é que os ganhos de
realimentacdo se tornam elevados e, consequentemente,

|us(t)| = |u(t) — u®| > 0 nos instantes iniciais.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

O Teorema anterior soluciona o problema de estabilizacdo quando
todos os estados podem ser realimentados (medidos). No entanto,
isto ndo sempre serd possivel em muitas situacdes praticas. O
proximo resultado apresenta condicdes para que o problema de
estabilizac3o seja solucionado através da realimentagao do estado

estimado.
Teorema: Seja (x°,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do
sistema % = f(x, 1)
y = h(x)
e considere o sistema linearizado associado
x5 = Axs + Bus, A= g(xe u®), B= g(xe u®)
s = AXs 55 = g U) b=
oh
=G C=—(x°
Ys X5, 8X(X )

Suponha que o par (A, B) é controlavel e que o par (A, C) é
observavel. Escolha matrizes de ganho K e L de forma que todos
os polos de A— BK e A— LC estejam no SPE, respectivamente.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Teorema (continuacdo): Ent3o, a configuragdo
controlador-observador linear

X=(A—LC)R —x°) + B(u—u®) + L(y — h(x°))
u=oa(xX)=—-K(Xx-x°)+u® (ouseja,us=u—u®=—-K(Xx—x°))

soluciona o problema de estabilizacdo, ou seja,
X = (x%,x¢) € D x R" é um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel do sistema em malha-fechada com vetor de estado
X =(x,X) € DxR™

= f(x, U)|u=a(z) = f(x, =K (X = x°) + u°)
X=(A=LC)(X —x°) + B(u— u®) + L(h(x) — h(x*))
y = h(x)
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Prova: Considere o sistema linearizado

of

of
=A B A= _—(x%u°), B=—(x°u°
X5 + bus, aX(X y U )7 aU(X yu )
Oh
= C C=
%, ()
Por hipétese, (A, B) é controlavel. Logo, podemos encontrar uma
matriz de ganho K na realimentag¢do us = —KXx;s para o sistema

linearizado de forma que todos os polos de A — BK estejam no
SPE. Como (A, C) é observavel, podemos encontrar uma matriz de
ganho L de modo que todos os polos de A — LC estejam no SPE.
Considere o seguinte observador de estado para o sistema

linearizado 2 .
= (A— LC)Xs + Bus + Lys

Ao realimentarmos o estado estimado X5 por us = —KXs, temos o
seguinte controlador-observador para o sistema linearizado:

X5 = (A— LC)Rs + Bus + Lys = (A — BK — LC)%5 + LCxs

us = —KS(};
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Logo, o sistema linearizado em malha-fechada é dado por:

51 [ A -BK Xs
%] T LC A-BK—LC || %

N~

=As

Relembre da Secdo 2.6 que os polos da matriz 25 acima s3o a
unido (com repeticdo) dos polos de A — BK com os polos de
A — LC, pois (principio da separa¢do!):

1 [A-BK BK X5
é(; B 0 A-LC es
& = (A - LC)65

onde e5 = x5 — x5. Portanto, (xs,x5) = (0,0) é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estdvel.

com

Em relagdo ao sistema linearizado, projetamos:
X5 = (A = LC)?(; + Bug + Lys

= —KX
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Com base no Método Indireto de Lyapunov visto na Secdo 3.2,
vamos mostrar agora que a configuracdo controlador-observador
linear (inspirado no do sistema linearizado com x5 = X — x©,

X=X5 Us=u—uey;=y—y®=y—h(x)!)
:(A—LC)(?—X)+B(u—u)+L(y h(x®))

— (A= BK — LCO)(X — x°) + L(h(x) — h(x%))

a(xX) = —K(x — x®) + uf

u

resolve de fato o problema de estabilizacdo do sistema n3o-linear.
Note que a(x¢) = u®. Logo, x¢ = (x¢,x¢) € D x R" é um ponto
de equilibrio do sistema em malha-fechada com vetor de estado
X = (x,X) € DxR™

(x,X) = f(x, u)ly=a(z) = Fx, —K(X — x) + u°)
(x,X) = (A— BK — LC)(X — x°) + L(h(x) — h(x*))

7
f
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Seja f = (f, ?) D x R" — R" x R" =2 R2". Portanto, a equagio
de estado do sistema em malha-fechada é dada por

x = f(X)
com _ _
f g x g X g e ut g e eaﬁ e
7= IR _ ax X gpe X)L e F O i) ()
0% lew|oF o |, on
87(X’X) g(x,x) . La(xe) A—BK - LC

_| A —BK 5
| LC A-BK—LC | P

ou seja, a linearizacao do sistema nao-linear em

malha-fechada coincide com o sistema linearizado em
malha-fechada (SMFL = SLMF). Desse modo, mostramos que
todos os polos de A = Z\(g estdo no SPE. Pelo Método Indireto de
Lyapunov, concluimos que X¢ = (x¢, x¢) é um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel do sistema em malha-fechada. Isto

conclui a demonstracao. e



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Obs 1: Ressaltamos que o sistema
X = (A= LC)(x — x) + B(u—u®) + L(y — h(x®))

= (A— BK — LC)(x — x%) + L(h(x) — h(x%))
u=oax)=—-K(Xx-—x%)+u® (ousea,us=u—u®=—-K(x—x%))
se comporta como uma configuragdo controlador-observador linear
para o sistema nao-linear em torno do ponto de equilibrio
x¢ = (x%,x°) € D x R". De fato, em malha-fechada temos o

sistema autdnomo
x = f(x, —K(x — x¢) + u®)

=f(x,—K(x — e —x°) + u®)
e=x—x=f(x,—K(X—x°) + u°)
— (A= BK — LC)(x — x¢) — L(h(x) — h(x®))
= f(x,—K(x — e — x°) + v°)
— (A= BK — LC)(x — e — x®) — L(h(x) — h(x*))
onde z = (x,e) € D x R" é o vetor de estado e e = x — X é 0 erro
de estimacdo, com X = x — e. 201 /364



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Obs 1 (continuagdo): Portanto, z¢ = (x¢,0) € D x R" é um
ponto de equilibrio desse sistema, e a linearizacdo associada é dada
por (que, pela demonstra¢do acima, coincide com o principio da
separacao do sistema linearizado com a configuracao
controlador-observador!)

. [x%] [A-BK BK X5
G P 0 A—LC || es
~—

=2Z5

com z5 = (xs,€5), Xs = x — x¢, e5 = x5 — x5. Logo, z¢ = (x¢,0) é
um ponto de equilibrio assintoticamente estavel quando os polos
de A— BK e de A— LC estio no SPE, com

é5 = (A — LC)65
0 que coincide com a dindmica do erro de estimac¢do do sistema

linearizado com a configuragdo controlador-observador!
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Obs 2: Em situacdes reais em que n3o temos a minima ideia de
qual seria uma estimagdo adequada da condi¢&o inicial x(0) do
sistema, entdo x(0) = x® é uma escolha razoavel, pois

X€ = (x©,x¢) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do
sistema em malha-fechada com vetor de estado X = (x, X). Além
disso, mesmo quando e(0) = 0 (ou seja, x(0) = x(0)), em geral
ndo teremos que e(t) = x(t) — x(t) = 0, para t > 0. Isto serd
vélido caso x(0) = x(0) = x¢, pois X¢ = (x¢, x€) é um ponto de
equilibrio de malha-fechada, mas nao é valido no caso geral.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo: Retomamos o péndulo simples controlado do exemplo
anterior:

x1=xo = fi(x1, X2, u)
k 1

Xy = =7 sen(x1) — e +— o

y = x1 = h(x1,x2)

u= f2(X17X25 )

Vimos que os pontos de equilibrio s3o (x¢, u¢) € R? x R com

= (xf,x5) = (0,0) e u® = mglsen(d), onde x{ = ¢ € [0, 27)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere novamente que
m=k=0.1g=10 (=1, xf = = /4 (= 45°). Desse modo,
ue = sen(x5) = sen(d). No entanto, agora vamos assumir que o
estado xy (velocidade angular) ndo pode ser medido
(realimentado). Vamos entdo aplicar o teorema acima.
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo (continuacdo): Utilizaremos u = —K(x — x¢) + u®,
com K como no exemplo anterior, e assim nos resta apenas
determinar a matriz de ganho L do observador:

X=(A—LC)(R —x°) + B(u—u®) + Ly — h(x®))
Note que y¢ = h(x{, x5) = x{ = . A matriz C do sistema
linearizado associado é dada por:

Oh Oh

~ 20eu) = | Stae) ombace) || = [1 0]

xX=x¢

A matriz de observabilidade é dada por

0- [ CCA sz: [(1) (1’] — posto(0) = 2 (det(0) = 1)

Logo, o par (A, C) é observavel. Suponha que os pélos desejados
para A — LC sdo: —12,—12. Assim (veja o Exemplo 2 da

Se¢do 2.7):
[ 23
113.9289

205 / 364



3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Exemplo (continuagdo): Portanto, a configuragcdo
controlador-observador projetada (relembre que u® = sen(d),
ye=h(x$,x5) =xf =0 =n/4e x5 =0)

X =(A—LC)(X — x°) + B(u — sen(d)) + L(y — 6),
u=a(x)=—K(&—x) + us = —0.9(x — ) — 0.7%2 + sen(#),

assegura que x¢ = (x%,x¢) € R? x R? é um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel do sistema em malha-fechada com vetor
de estado X = (x,X) € R? x R?. No entanto, ressaltamos que

x¢ = (x%, x°) ndo é globalmente assintoticamente estdvel. Por
exemplo, x(0) = (x(0),x(0)) = ((3.12+ 7/4,5), (7/4,0)) n3o
pertence a regido de atragdo do ponto de equilibrio X¢ = (x¢, x¢),
pois a solugdo correspondente x(t) = (x(t),x(t)), t >0, converge
para um outro ponto de equilibrio (relembre o Teorema da

Secdo 3.2).

Simulacdes: veja o arquivo

EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle
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3.4. Estabilizacdo via Sistema Linearizado

Obs: De maneira geral, o ponto de equilibrio (x¢, u¢) e a saida de
equilibrio y© = h(x¢) dependerdo dos pardmetros fisicos do sistema
nao-linear

x = f(x,u)
y = h(x)

Se este for o caso, entdo os controladores dos dois teoremas de
estabilizagdo acima (realimentag3o de estado e realimentagdo do
estado estimado) poderdo n3o ser robustos, pois note que tais
controladores dependem de x¢, u€, y¢. Na préxima secdo (Lab 8),
veremos como eliminar essa dependéncia através do uso de
controle integral.
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3.5. Rastreamento de Referéncia e Rejeicao de

Perturbacao do Tipo Degrau via Sistema Linearizado

Veja o Lab 8.
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4. Controle Nao-Linear

Este capitulo trata de técnicas de controle n3o-linear.
Primeiramente, vamos abordar o problema de desacoplamento. Em
seguida, trataremos do problema de rastreamento de saida. Para
resolvermos este problema, a ideia central é encontramos uma
realimentacdo de estado n3o-linear de modo que a dindmica do
erro de rastreamento em malha-fechada seja dada por uma EDO
linear homogénea. Na sequéncia, apresentaremos a no¢ao de
platitude (flatness) e sua relagdo com controlabilidade n&o-linear e
com o problema de rastreamento de saida. Por fim, estudaremos
brevemente o problema de linearizacdo exata via mudanca de
coordenadas e realimentacao de estado. Veremos que, para uma
certa classe de sistemas nao-lineares, existe uma realimentacao de
estado n3o-linear que permite o cancelamento exato das
nao-linearidades do sistema. Neste caso, o sistema em
malha-fechada torna-se linear, pelo menos quando ele for descrito
em um sistema de coordenadas adequado.
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4.1. Motivacao

Neste momento, vamos retomar o problema de rastreamento de
saida para um motor CC visto no Lab 9, e abordaremos também
uma questdo filoséfica. Esta questdo reside no fato de que os
sinais de referéncia do tipo degrau sdo adequados como sinais de
teste de desempenho, mas sao em geral inadequados para o
controle de sistemas. De certo modo, isto contraria os paradigmas
de controle classico, que estabelece o degrau como um bom
candidato a sinal de referéncia.

210 / 364



4.1. Motivacao

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear
simplificado em espaco de estado é dado por:

X1 = X2
Xo = —Xp + U
y=x1

onde u € R é a tens3o externa em Volts aplicada no motor
(controle), x1(t) = 6(t) é a posicdo angular do eixo em rad,
x2(t) = 6(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assumimos que x(t) = 6(t)
pode ser medido (assim como y(t) = x1(t) = 6(t)). Suponha que
0 motor estd em repouso em ty = 0, ou seja, x1(0) = 6(0),
xo(t) = 0(0) = 0. Em controle cldssico, geralmente se aborda o
seguinte problema de controle: encontrar uma realimentacao u de
forma que o eixo do motor atinja um dado angulo desejado de
referéncia 6, em regime permanente, ou seja,

lim 6(t) =0,

t—o0
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4.1. Motivacao

A maneira cldssica de se resolver este problema é encontrando um
controlador linear de forma que a saida y(t) = x1(t) = 0(t)
rastreie assintoticamente uma referéncia r(t) = 6, do tipo degrau
de amplitude 6,, ou seja,

lim y(t) =46

tl>oo'y( ) r
No entanto, suponha que, além dos posicionamentos inicial §(0) e
final desejado 6,, desejamos também controlar a saida y(t) entre
6(0) e 6,. Em outras palavras, dada uma saida de referéncia
y(t), t > 0, gostariamos que a saida real y(t) = 6(t) rastreasse
assintoticamente y(t), ou seja,

lim e(t) = lim [y(t) —y(t)] =0
t—o0

t—00

onde e(t) = y(t) — y(t) é o erro de rastreamento.
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4.1. Motivacao

Desse modo, nosso objetivo é resolver o problema de
rastreamento de saida: determinar uma lei de controle u que
force a saida y(t) = x1(t) = 6(t) do motor em malha-fechada a
rastrear assintoticamente uma saida de referéncia y(t) escolhida,
ou seja,

Jim [y(£) ~ y(£)] = 0

onde y: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua) e
limitada.

Temos que:
y=Xx2=—-Xx2+u

Note que foi necessdrio derivar 2 vezes a saida y = x; em relagdo
ao tempo até que a entrada u aparecesse explicitamente.
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4.1. Motivacao

Considere ent3o a realimentacao de estado
A
u=a(x,x)+v=x+v, coma(x,x)=x

onde v € R é a nova entrada. Assim, em malha-fechada temos que

Escolhendo a realimentacao de estado dependente do tempo
v =(x1, %, t) = y(t) — ki[xa — ¥(1)] — kae[xa — y(t)]

onde ki, ko € R s3o ganhos a serem ajustados, concluimos que em
malha-fechada temos

y(t) = v(t) = y(t) — kaba(t) = 7(1)] - kelxa(t) = ¥(1)]
=y(t) = kaly(t) = 7(t)] — kely(t) = ¥(t)]
= y(t) — [kue(t) + koé(t)]

termo PD!
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4.1. Motivacao

Consequentemente, a dinAmica do erro de rastreamento em
malha-fechada é dada pela seguinte EDO linear homogénea:

e+ koé+ kie=20

Assim, vemos que os pdlos do erro de rastreamento
e(t) = y(t) — y(t) em malha-fechada s3o as raizes de

2+ kys+ ki =0

Agora, suponha que os pélos (estdveis!) de malha-fechada
desejados para o erro de rastreamento sdo pi, p» (partes reais
negativas!). Logo, devemos ter que

2

S+ kos+ k= (s—p1)(s—p2) = s*>—(p1+ p2)s + pip2

polinémio caract. de MF

ou seja, escolhemos ‘ ko = —(p1+ p2), k1 = p1p2 ‘
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4.1. Motivacao

Concluimos ent3o que a realimentacao de estado dependente
do tempo

u=a(x,x)+v=x+y(x,x,t)
= xo +y(t) — kilxa — y(t)] — ka[x2 — y(1)]
com ky = —(p1 + p2) e k1 = p1p2, garante que’
Jim e(t) = lim [y(t) - y(¢)] =0

para quaisquer condicdes iniciais x1(0), x2(0), resolvendo assim
o problema de rastreamento de saida.

1Relembre que, se os polos p1, p2 s3o reais e distintos, entdo
e(t) = c1exp(p1t) + c2 exp(pat), para t > 0, onde os valores dos coeficientes
c1, &2 € R sdo determinados pelas condicdes iniciais €(0), é(0) do erro de
rastreamento. Em particular, se e(0) = (0) =0, entdo e(t) =0 para t >0

(rastreamento perfeito)!
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4.1. Motivacao

Note que o controle u(t) a ser aplicado ao longo do tempo t > 0 é
dado por:

u(t) = xo(t) + ¥(t) — kaxa(t) = ¥(1)] = kalro(t) = ¥(t)]
= x(t) +¥(t) = kaly(t) = 7(t)] = kely(t) = ¥(t)]
=x(t) +¥(t) — [kae(t) + koé(t)].

termo PD!

onde e(t) = y(t) — y(t) é o erro de rastreamento da saida.
Ressaltamos que a ideia principal utilizada foi:
© Escolher a realimentagdo v = a(x1,x2) + v = x2 + v de modo
que y = —x2 + u = v, onde v é a nova entrada
@ Escolher v = y(t) — kye(t) — koé(t) de modo que
&+ kié+ kpe = 0 (EDO linear homogénea para a dindmica do
erro de rastreamento em malha-fechada)
Note que nao ha modelo interno! Neste capitulo, veremos como
generalizar essa ideia para solucionar o problema de rastreamento

de saida de sistemas nao-lineares MIMO.
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Saida

Nesta secdo, veremos a conexdo entre o problema de
desacoplamento e o problema de rastreamento de saida. Vamos
considerar sistemas da forma

x = f(x) + g(x)u(t) (10)
y = h(x) (11)
onde x € V é o vetor de estado, V C R” é um conjunto aberto,
u € R™ é o vetor de entrada (controle), y € R™ é o vetor de saida,

f:V — R"éde classe C* (infinitamente diferencidvel), e g(x) é
uma matriz n X m

gui(x) gi2(x) - gim(x)
g1(x)  g2(x) g2m(x)
g0 = (i) = | 270 #20 e
gnl(X) ng(X) c gnm(X)
onde todas as fungbes gjj : V = R, i,j € {1,2,..., m}, sdo de
classe C*°. Do mesmo modo, h = (hy,...,hy): V — R™ é de

classe C*°.
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Saida

Observe que o nimero de componentes da saida

y=W1,---s¥Ym) = h(x) = (h1(x), ..., hm(x)) € R™ é igual ao
ndmero de componentes da entrada u = (u1,...,un) € R™, ou
seja, m = p, e que o sistema esta definido em V C R"”. Denotando
por gj(x) a coluna j de g(x), podemos considerar gj como uma
aplicagdo gj : V. — R" e rescrever (10)—(11) como

x=f(x)+ Z ujgj(x)
j=1

y = h(x)

219 /364



4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Saida

Ao longo de todo este capitulo, consideraremos leis de controle

denominadas de realimentacao de estado estatica localmente
regular (em um aberto U C V de R") e dadas por

u a(x) + B(x)v, (12)

onde v € R™ é a nova entrada, o : U — R™ € de classe C*® e

fri(x)  Pra(x) - Bim(x)
B(x) = 521:(X) 522:(X) an?(x)

Boi(x) Br2(x) - Bmm(x)

é uma matriz m X m em que todas as fungdes 3 : U — R,
i,j €{1,2,...,m}, sdo de classe C*°. Aqui, o termo localmente

regular significa que a matriz 8 é invertivel em U, ou seja,
det (B(x)) # 0, para todo x € U.
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4.2. Desacoplamento e Rastreamento de Saida

Assim, o sistema em malha-fechada, o qual estd definido em
U c V, é dado por

X = ?(X) + g(x)v (13)
y = h(x) (14)
onde x € U C V C R" é o vetor de estado, v € R™ & vetor de

controle, e
f=f+ga, g=2gp
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Considere um sistema da forma (10)—(11), o qual esta definido em
um aberto V C R”, com entrada u = (u1,...,Um) e saida

y = (¥1,---,Ym). Dizemos que o sistema é desacoplado quando
cada componente uj(t) de qualquer entrada escolhida

u(t) = (ur(t),...,um(t)), t >0, atua de fato na componente
yj(t) = hj(x(t)) da saida

V() = ((8), -, Ym(£)) = A(x(1)) = (B (x(D), -, Bm(X(2)),
mas n3o influencia a componente y;(t) = h;(x(t)) quando i # j. O
problema de desacoplamento consiste na construcao de uma
realimentacdo regular (12) de modo que o sistema em
malha-fechada (13)—(14) seja desacoplado. Relembre que a
entrada do sistema em malha-fechada é v = (v1,..., vp).

222 /364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Problema de Desacoplamento: Seja xp € V um ponto de
trabalho? do sistema (10)—(11). Dizemos que o problema de
desacoplamento é localmente solivel em xg, se existir uma
vizinhanga aberta® U C V de xo e uma realimentagdo (12)
localmente regular em U, tal que o sistema em malha-fechada
(13)—(14) seja desacoplado. Do mesmo modo, seja Uy C V uma
regiao de trabalho, ou seja, Uy é um aberto em R"”. Dizemos que o
problema de desacoplamento é localmente soltvel em U, se
existir uma realimentacdo localmente regular em Uy tal que o
sistema em malha-fechada (13)—(14) seja desacoplado.

2Aqui, xo ndo é necessariamente a condico inicial do sistema nem um
ponto de equilibrio.
®Dizemos que um conjunto U C R" é uma vizinhanca aberta de x; € R”

quando U é um aberto que contém xp.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Ressaltamos que a primeira versao do problema de desacoplamento
formulado acima n3o se preocupa com o tamanho da vizinhanca
aberta U do ponto de trabalho xg para o qual o sistema em
malha-fechada (13)—(14) se torna desacoplado. Assim, a principio,
ndo temos como garantir que U = V. Como (13)—(14) estard
definido somente em U C V/, o desacoplamento do sistema em
malha-fechada ocorrerd somente dentro de U. Isto significa que
apenas enquanto a solu¢do x(t) do sistema em malha-fechada n&o
sair de U é que o sistema permanecera desacoplado. E por este
motivo que usamos o termo localmente soluvel na definicdo
acima, pois garantimos apenas uma solugdo local em torno do
ponto de trabalho xy para o problema de desacoplamento.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Por outro lado, a segunda versdo assegura a existéncia de uma
realimentacdo localmente regular (12) que estd definida em toda a
regido de trabalho Uy C V e que desacopla o sistema em
malha-fechada, o qual esta definido em Up. E claro que
gostariamos de escolher Uy = V. No entanto, dependendo das
ndo-linearidades do sistema (10)—(11), isto nem sempre é possivel,

e temos que nos contentar com uma solucio local em determinado
Uy C V.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Seja xp € V um ponto de trabalho do sistema (10)—(11) e
considere que U C V é uma vizinhanca aberta de xy. Veremos que
a derivacdo sucessiva das componentes y; da saida

y = (1,--.,¥Ym) com relagdo ao tempo nos leva a uma solugdo
para o problema de desacoplamento. Para isto, suponha que
fixamos uma condig3o inicial x(0) € V e uma entrada

u(t) = (u1(t), ..., um(t)), t > 0, e considere que tomamos uma
componente y;(t) = hi(x(t)) da saida

V() = (a(0), - Ym(£)) = B(x(2)) = (h(x(D), - -, Bn(x(2)) € 2
derivamos no tempo. Como y;(t) = h;j(x(t)) = h; o x(t) (funcdo
composta), pela regra da cadeia temos que

1), Oh; ;
RCEEC PRI

Substituindo (10) na equagdo acima, obtemos

YD) = T [7(x() + sl(B)u(t)]
X Ix(¢)
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento
Neste momento, é natural introduzirmos a derivada de Lie de
duas aplicagdes w : U — R (real) e g = (q1,...,9m) : U = R™

(vetor coluna) de classe C*°:
(x)q(x) = [Ow(x)/Ox1 ... Ow(x)/Oxm]q(x)

Ai

Low(x) = I

1=
para todo x € U. Temos que Lqw : U — R é de classe C*°.
para x € U

Portanto, podemos também considerar ng = Ly(Lyw). Note que*
(x)a(x) € R,

OLgw
L%’W(X) £ LyLaw(x) = TZ’(
Definimos, para todo k > 1 (inteiro),
L/:’W = Lq(Lf;_lw)7 onde ng =w

+ ()29 (x)q(x), onde
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*Pode-se mostrar que Low(x) = q' (x)H(x)q(x)
H(x) é a matriz Hessiana da fung3o real w e dq(x)/dx é a matriz Jacobiana

do vetor coluna g, no ponto x € U.



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Voltando ent3o ao problema de desacoplamento, e tomando

hl(x) = 8hi(x)f(x):th,-(x)€]R

Ox
M) = G0 = (L0080 - G en(x))

= (Lghi(x) ... Lg,hi(x)) = (Ai(x) ... Aly(x)) € R”

para todo x € U, encontramos que

m

yiD(8) = BH(e)+AH(x(E))u(t) = Lehi(x(£)+Y L hi(x(2))uj(2)
j=1
Assuma que Al(x) é identicamente nulo em U, isto é, Al(x) =0,

para todo x € U. Neste caso, dentro de U, yi(l)(t) ndo serd

instantaneamente afetado por u(t), pois teremos

y(t) = BH(x(t)) = Lehi(x(t))
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Repetindo o mesmo procedimento para y-(l)

~’(t), vamos obter

y2() = B (OIA (D) u(t) = Lhix()+ 3 Ly Lehi(x(£))us(2)
j=1

onde, para todo x € U,

1
h?(x) = ol (x)f(x) = L2hi(x) € R

Ox
ah}l (9hj-l Ohl

R0 = GLe0e00 = (Lm0 - G en(x)
= (LgLehi(x) ... Lg,Lehi(x)) = (A4(x) ... A% (x)) € R™

Assuma que A?(x) é identicamente nulo em U. Neste caso, dentro

de U, yi(2)(t) ndo serd instantaneamente afetado por u(t).

Definimos p; > 1 como o menor inteiro tal que A% (x) no seja
identicamente nulo em U. Mais precisamente, p; > 1 é o inteiro tal
que A?(xp) # 0 e existe uma vizinhanga aberta U C V de xg em
que Af‘(x) é identicamente nuloem U C V/, para 1 < k < p; — 1.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Observe que tal definicdo de p; equivale a
A7 (x0) = [Lay L hi(x0) Lgplf"hi(x0) gy L7 hi(x0)] # 0
Af(X) = [LaLf T hi(x) LgpLE thi(x) - Lg,Li thi(x)] =0
paral < k<p;—1 xe U
que por sua vez é o mesmo que
[LeiLf ™ hi(x0) LeplPhilxo) o Lg, Ly hi(x0)] #0
ngLlfh,-(x):O, paral<;j<m 0< k<p, —2, xeU
Quando, para todo k > 1, temos que A¥(x) é identicamente nulo
em alguma vizinhanga aberta U C V de xp, definimos p; = co. No
caso em que p; < oo (finito), denominamos o inteiro
pi = pi(x0) > 1 de grau relativo da saida y; = h;(x) no ponto de
trabalho xp, o qual corresponde ao niimero de derivagdes no

tempo que temos que realizar para que a saida y; dependa
explicitamente de alguma componente u; da entrada

u=(u1,...,Un).
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Assuma que todas as componentes y; da saida y = (y1,...,¥m)
admitem grau relativo em xg. Dizemos ent3o que a saida

y =1, ym) = h(x) = (hi(x), ..., hm(x)) admite grau
relativo em xp e, assim, podemos escrever

YW = ai(x) + Au(x)u
W = a(x) + As(x)u
y,(,f"’) — am(x)—l—Am(x)u

onde aj(x) = h(x) = LY hi(x), Ai(x) = A?(x), parai=1,...,m,
x € U, onde U ¢ alguma vizinhanga aberta de xp.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Denotando-se y?) = (y (pl),yz(pz)...,y,(,,p’")) podemos escrever
y = a(x) + A(x)u (15)
onde, para cada x € U,
a1 (x) L2 hy(x)
az(x) LE ha(x)
a(x) = . = :
) am(x) LE™hm(x) |4
A1(x)
Asx(x
A = | 2%
| Am(x)
[ L L2 Thi(x) Lg% hi(x) oo Lg L2 Thy(x)
Lol () Lol () o Ll (x)
| L L0 hm(x) L Lo Thm(x) o L L2 hm(x) |

232 /364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Note que a; : V — R é uma func3o de classe C* e A; é um vetor
linha de m fungdes de classe C*°. Desta forma, a: V — R é um
vetor coluna de m funcdes de classe C*® e A: V — R™*™ & uma
matriz m x m de funcdes de classe C*°, denominada de matriz de
desacoplamento.

Relembramos que a componente y; = h;(x) da saida
y=W1,--y¥m) = h(x) = (hi(x),..., hm(x)) admite grau relativo
pi = pi(x0) em xo quando

Ai(x0) = [LglL’;fflh,-(xo) L, L2 hi(x)| £ 0
e existe uma vizinhanga aberta U C V de xg tal que
ngL’;h,-(x)zo, paratodo 1 <;j<m, 0< k<p —2, xeU
Além disso,

v (&) = LEhi(x(2)), para 0 < k < p; — 1
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Ressaltamos que uma saida y nem sempre admite grau relativo em
todos os pontos. De fato, considere o exemplo abaixo:

X1 = Xo+ Xxoup
X2 = U
yi = X1

Derivando-se y;, temos

1(1) = Xo+ XoUi

Y
com Al(xq,x0) = Lg h1(x1,x2) = x2. Logo, o grau relativo de y;
em xp = (x{’,xg) é p1 = 1 quando x9 # 0, pois
AL(x?, x9) = x9 # 0. No entanto, y; n3o admite grau relativo em
X caso x3 = 0, ja que A}(x?,0) =0 e Al(x1,x2) = x ndo se
anula em nenhuma vizinhanga aberta U de xg = (x?,0). De fato,
dada qualquer vizinhanca aberta U de xg = (xf, 0), sempre existe
algum (X1, %) € U com X, # 0. Portanto, A}(x;,x2) = X2 # 0.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Definicdo: Seja Uy C V uma regido de trabalho (aberto em R")
do sistema (10)—(11). Dizemos que a saida y = h(x) do sistema
(10)—(11) admite grau relativo em Uy quando cada componente
yi = hi(x) dasaida y = (y1,...,¥m) = h(x) = (hi(x), ..., hm(x))
admite grau relativo p;(x) em todo x € Up e pi(x) permanece
constante dentro da regido Uy, isto é, pi(x) = pj, para qualquer
x € Up.

Obs 1: Considere um sistema linear SISO (m = p = 1) da forma
xX=Ax+Bu, y=Cx, xeR"

Assuma que o sistema € controldvel e observavel, e sejam n, e n, o
nimero de polos e zeros, respectivamente, da fun¢do de
transferéncia G(s). Entdo, pode-se mostrar que o sistema admite
grau relativo em Up = V = R" com p = np, — n,.

Obs 2: Ressaltamos que se a saida y = h(x) admite grau relativo
em xp, entdo existe uma vizinhanca aberta Uy de xp tal que

y = h(x) admite grau relativo em Up. Isto é uma consequéncia do

teorema apresentado na sequéncia. —



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Teorema: Seja v: W — R uma fungdo continua, onde W C R" é
aberto. Ent3o, o conjunto

Z={xe W|A(x)#0}
¢é aberto.

Prova: Fixe x € Z C W. Assim, v(x) # 0. Por simplicidade,
considere que y(x) > 0. Como a fungdo ~y é continua em x,
sabemos que, para todo € > 0, existe § = d(x,¢€) > 0 (a principio,
d > 0 depende de x e €) tal que, para caday € W,

ly = x| <d=|v(y) —v(x)| <e

E, como W é aberto, sabemos que existe 3~> 0 tal que
B(x,8) C W. Escolha € = y(x) > 0 e seja d = min(d,5) > 0. Fixe
y € B(x,8) C B(x,0) C W. Entdo, y € W com |ly — x| < 6 < 6.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Prova (continuagao): Desse modo,

I7(y) = v(x)] < v(x)

ou seja,
—7(x) <(y) —7(x) <~(x)

Portanto, 0 < y(y). Logo, B(x,0) C Z. Mostramos assim que,
para todo x € Z, existe § > 0 tal que B(x,d) C Z, ou seja,
provamos que Z é aberto.

Obs 3: Paraj=1,...,n, temos que a fun¢do projecdo
mj: R" — R na j-ésima componente é continua, onde

(X1, . -5 Xn) = X;

237 / 364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 1:[?] Considere o sistema definido em V = R3

—X1 —exp(x2)

% = x1xo | + 1 u,
X2 0

y = h(x)=xs.

Obtemos ent3o que

D) =10 011, Leh() = T(x)a(x) =0, Leh(x) = 2 ()F(x) = .
OL¢h _ OLeh

S0 =101 0 LeLrh(x) = 52 (x)g(x) = 1.

Desse modo, a saida y = h(x) = x3 admite grau relativo p = 2 na
regido de trabalho Uy = V = R".
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 2:[?] Considere o sistema definido em V = R*

X1Xp — xf 0

X = X1 I 2+ 2x3 ’
—X3 1
X12 + X2 0

y = h(x) = xg.

Temos
@
Ox

OlL¢h
Ox

Assim, a saida y = h(x) = xa admite grau relativo p = 2 em todos
0s pontos (x1, x2, X3, x4) de R* em que x3 # —1. Como tal
conjunto € um aberto Uy C V = R", concluimos que

y = h(x) = xa admite grau relativo p = 2 na regido de trabalho Up.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Podemos agora enunciar as solugdes para as duas versoes do
problema de desacoplamento, cujas demonstra¢des sao
semelhantes.

Teorema 1: Suponha que a saida y = h(x) do sistema (10)—(11)
admite grau relativo no ponto de trabalho xp € V. Entdo, o
problema de desacoplamento é localmente soliivel em xy se e
somente se o determinante da matriz de desacoplamento n3do se
anula em xp, ou seja, det A(xp) # 0.

Teorema 2: Suponha que a saida y = h(x) do sistema (10)—(11)
admite grau relativo na regido de trabalho Uy C V. Entdo, o
problema de desacoplamento é localmente solivel em Up se e
somente se det A(x) # 0, para todo x € Up.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Para esbogar a demonstragdo da suficiéncia (<=) dos dois teoremas
acima, relembre que (veja (15))

¥y = a(x) + A(x)u (16)
com y<p> — (y{pl),yz(pQ) e, ,(rfm))/,
L2 hy (x)
L2 ho(x
)= | .2( )
L™ hm(x) el
L lf 7 h(x)  LglP thi(x) - Lg, L hy(x)
L L2 ha(x) Lol M ma(x) o Lg, L ha(x)
A(x) = . . .
Loy L7 hm(x) Lol hin(x) -+ Lgy Lo hm(x)

mxm
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Com base nisto, veremos na sequéncia que a escolha de uma
realimentacdo regular (12) que soluciona o problema de
desacoplamento é natural e evidente.

Provaremos primeiro a suficiéncia do Teorema 2. Suponha ent3o
que det A(x) # 0, para todo x € Up. Isto é equivalente a dizer que
A(x) ™! existe para todo x € Up. Desse modo, escolhendo a
realimentacdo como

u=a(x)+ B(x)v, (17)

onde v = (v1,...,Vm) é a nova entrada e
alx) = —A(x)ta(x) (18)
Blx) = A (19)

obtemos que a saida y = h(x) do sistema em malha-fechada
(13)—(14) satisfaz
yie =y (20)

ou seja,
242 / 364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

yl(pl) = W

Y2(p2) v

)/r(rllom) = Vm
Note que cada equagao y-(p’) = v; é linear e completamente
desacoplada de outra equacio )/j(p’) = vj quando / # j. Além disso,

yi(t) corresponde a saida de um banco de p; integradores em série
tendo como entrada v;(t), ou seja,

1
EVI(S)

Yi(s) =
Desse modo, fica claro que a resposta entrada-saida € linear e que
a evolugdo de y;(t) depende de fato de v;(t), mas ndo é de modo

algum influenciada por v;(t) quando i # ;.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Como (17)—(19) é uma realimentagdo de estado estatica
localmente regular em Up, concluimos que a mesma fornece uma
solu¢do para o problema de desacoplamento. Quando x ¢ Up, ndo
temos garantia de que A(x)~! existe e, consequentemente, a
realimentagdo (17)—(19) poderd apresentar uma singularidade em
tal ponto. Portanto, tudo que podemos assegurar é que o sistema
malha-fechada (13)—(14) fica desacoplado enquanto a solugdo x(t)
permanecer em Uy para a entrada escolhida

u(t) = (u1(t),...,um(t)), t > 0.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Provaremos agora a suficiéncia do Teorema 1. Suponha ent3o que
det A(xp) # 0. Denote o conjunto das matrizes m x m de ndmeros
reais por R™ . Observe que a aplicacdo A: V — R™ definida por
x — A(x) é de classe C*° e, portanto, é continua. Denote por
det: R™ SR a fun¢do definida por M +— det(M). Mostra-se que
det é uma fungdo continua (por ser a soma de produtos dos
elementos da matriz M). Considere a fungdo detA: V — R
definida por x — det A(x). Esta fung¢do é continua, pois ela é a
composta de “det” com “A”, e a composta de aplicagdes continuas
é continua. Em particular, o conjunto

Up = {x € V| det A(x) # 0}

€ uma vizinhanca aberta de xy. Portanto, basta aplicarmos o
Teorema 2 para demonstrarmos a suficiéncia do Teorema 1.

A demonstragdo da necessidade (=) dos dois teoremas pode ser
encontrada em [?, 7, 7].
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Obs 4: Quando m =1, ou seja, o sistema (10)—(11) tem um dnica
entrada u € R e uma dnica saida y = h(x) € R, a realimenta¢3o
regular (17)—(19) se reduz a

1
Ll h(x)

onde v € R é a nova entrada e

a(x)

u=a(x)+ p(x)v [—LEh(x) + v] (21)

—LZh(x)
LgL?  h(x)

1
B(x) = m (23)

Portanto, a saida y = h(x) do sistema em malha-fechada
(13)—(14) satisfaz
yP) =y
ou seja,
1
Y(s) = V(s)

54
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 3: [?] Considere o sistema definido em V = R3

0 exp(x:)
x = xi+x3 | + | exp(x) | u,
X1 — X2 0

y = h(x)=x3

Temos
Lgh(x) =0, Leh(x) = x1 — x2
LgLeh(x) =0, L2h(x) = —x1 — X3

LgL2h(x) = —(1 +2x2) exp(x2), L3h(x) = —2xa(x1 + x3)

Vemos que a saida y = h(x) = x3 admite grau relativo p = 3 em
todos os pontos (x1, X2, x3) de R3 em que 1+ 2x, # 0. Como tal
conjunto é um aberto Uy C V = R3, concluimos que

y = h(x) = x3 admite grau relativo p = 3 na regido de trabalho Up.
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 3 (continuagdo): A matriz de desacoplamento (nesse
caso é um escalar)

A(x) = LgL2h(x) = —(1 + 2x2) exp(x2)

é tal que A(x) # 0 para todo x € Uy. Desse modo, concluimos que
a realimentacdo de estado estdtica localmente regular em Uy dada
por

—L3h(x) 1 _ 2oa+x) 1 ,

T L 2h(x)  LL2h(x) (1t 2x)exp(xa) (1 + 2x2) exp(x2)

para todo x € Up, desacopla o sistema em malha-fechada
(13)-(14), o qual esta definido em Uy C V = R3. Além disso, a
saida y = h(x) = x3 de (13)—(14) é tal que

248 / 364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 4: [?] Considere o sistema definido em V = R®

X2 + X3 0 1
X3 — X1X4 + XaXs5 0 0
X = XoX4 + X1 X5 — ><52 + | cos(xg—x5) |1+ |1 |w
X5 0 0
X3 0 1
i = hi(x)=x1—xs
Yo = h2 (X) = X4

Temos
Lg h1(x) = Lg,hi(x) = Lg Lhi(x) = Lg, Leh1(x) =0

Lg ho(x) = Lg,ha(x) =0

L,%hl(x) = X3 — X1X4 + Xa X5

Leho(x) = xs

Ly () Ly 2(x)] = [cos(x, — x5) 1] 0
L Leha(x) LgyLeho(x)] = [0 1] 0

249 / 364



4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 4 (continuagdo): Escolhemos a origem xp = 0 € R®
como ponto de trabalho. Assim, p; = p1(x0) = 3,
p2 = p2(x0) = 2, a saida y = h(x) = (h1(x), h2(x)) admite grau
relativo em xg, e a matriz de desacoplamento é
Alx) = [ Lo L2h1(x) LgyL2hi(x) } _ [ cos(x1 — xs5) 1 }
Lg, Lrho(x) Lg,Lrho(x) 0 1

Como det A(xp) # 0, sabemos que existe uma vizinhanga aberta
U C V =R de xg em que a realimentac3o de estado estatica
localmente regular em U dada por

u=—A(x)"ta(x) + A(x)"tv

para todo x € U, esta de fato bem definida, ou seja, A(x)~! existe
para todo x € U, onde v = (v1,w) € R2 é a nova entrada e

0= i ] = 3
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4.2.1. O Problema de Desacoplamento

Exemplo 4 (continuagdo): Além disso, tal realimentagdo

desacopla o sistema em malha-fechada (13)—(14), o qual estd

definido em U C V = R3. Por fim, a saida

y = (y1,y2) = h(x) = (h1(x), h2(x)) de (13)—(14) é tal que
)/1(3) =

2 =
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Considere o sistema (10)—(11) com saida y = h(x). Dada uma
saida de referéncia desejada y(t) para a saida y(t), onde
y :[0,00) — R™ é uma aplicagdo de classe C*°, queremos
encontrar uma realimentagdo u que force y(t) a rastrear
assintoticamente a saida desejada y(t), ou seja,

Jim e(t) = lim [y(¢) —y(¢)] =0
onde e(t) = y(t) — y(t) é o erro de rastreamento. Este
problema é denominado de problema de rastreamento da saida
y(t). Para resolver o problema de rastreamento, vamos projetar
uma realimentagdo u que garanta que a dindmica do erro e(t) seja
assintoticamente estdvel.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Na sequéncia, restringiremos nosso estudo a classe de sistemas
(10)—(11) que podem ser desacoplados por realimentagdo estética
regular da forma (12). Considere o sistema (10)—(11) e assuma
que, para todo x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)]
é igual ao seu niimero m de colunas. Seja Uy C V uma regido de
trabalho. Suponha que:
e A saida y = h(x) estd definida em Uy, é de classe C™ e
admite grau relativo em Up.
@ A matriz de desacoplamento é ndo singular em Up, ou seja,
det A(x) # 0, para todo x € Up.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Derivando-se sucessivamente ¢;(t) = y;(t) — yi(t) com relagdo ao
tempo, obtemos que

ey =yW()—yM(1), i=1,....m keN.

1

Fazendo k = p; e usando (16), teremos
elr) = o) _ 5o — a(x) + A(x)u — ylo)

com
y<p) _ (yl(m)’ y(ﬂ2) o Pm))/’
y(p) = (Pl) —(pz) ‘ —(pm Y,
PRV - (e{m)’ e§p2), o er(#m))/'

Note que a realimentacao de estado dependente do tempo
u=206(x,t) = Ax)"-a(x) + 7 +v], x€Upt>0 (24)

onde v = (v1,...,vmn) € R™ é a nova entrada, produz em
malha-fechada a seguinte dindmica linear para o erro de
rastreamento:

el —
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

A lei de controle (24) é portanto uma realimentag3o linearizante
para a dindmica do erro. Podemos ent3do construir uma
realimentac3o estabilizante v para a dindmica do erro. Fixe
i=1,...,m, e relembre que
e_(pi)

;=i

Sejam A; = {\i, )b, ..., /\;,I,} o conjunto de pdlos desejados (no
SPE!) para a dindmica do erro

ei(t) = yi(t) — yi(t)

Assim, o polindmio caracteristico desejado em malha-fechada é
dado por

pi—1
mi(s) = (s —A)(s— M) (s—A) ="+ > kis/
j=0
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422. O Problema de Rastreamento da Saida
Logo, pi=1
vi = vi(x, t) = — Z kjfe,-(J)(t)

j=0

— _ Z kjf [L{ch,-(x) — )_’i(j)(t)]

é a realimentacdo de estado dependente do tempo desejada, pois
pl_l

e(p’ =v,=— Zk’

ou seja, a dindmica de e,-( ) em malha—fechada é dada por
pi—1
)+ Z k’ =0 (EDO linear homogénea!) (25)

a qual tem 7T,‘(S) =(s—=A)(s—Ay)---(s— )‘;);) como polindmio

~AavartaricticA 256 / 364



422. O Problema de Rastreamento da Saida

Portanto, a realimentacdo de estado dependente do tempo a ser
aplicada para o rastreamento da saida de referéncia y(t) é

u=08(x,t) = A(x) "t [—a(x)+7" (t) —Ke(x,t)], x € Uy, t >0,

=V

(26)
onde
e, t) = (M(x), .., LD hy(x), .. hn(x), ., L DR ()Y = 770 (1)
K. 0 ... 0
0 Ko ... 0
K= .
0 0 ... K,

Ki=1lky ki ... ki JJER i=1....m
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Obs 5: As realimentagGes definidas acima forcam y(t) a rastrear
assintoticamente y(t) desde que a solugdo x(t) do sistema em
malha-fechada permanega em Uy para todo t > 0 (perceba que a
realimentacdo (24) poderd apresentar singularidades e que

yi = hi(x) poderd deixar de ter grau relativo p; constante se x(t)
sair de Up). Assuma que este é o caso. Logo,

pl_l

lim vi(t) = — lim Zk’ (J)

t—00 t—o00

independentemente da escolha dos polos no SPE para a dinamica
do erro e;. Assim, em regime permanente (t — o0), temos que

u(t) = A(x(t) " =a(x(£)) + 7 (1)]
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Obs 5 (continuagdo): Além disso, a partir de (25), concluimos
que se

e.(p,-—l)(o) _ e(p;—2)(0) S — efl)(o) =¢i(0) =0

i i
entdo e;(t) = 0 para todo t > 0, ou seja,

yi(t) = yi(t), para todo t > 0 (rastreamento perfeito!)

Em geral, podemos escolher a saida de referéncia y;(t) de modo
que V() = 2(0) = ... = eM(0) = ¢;(0) = 0. Na
pratica, no entanto, isto sempre serd violado devido a erros/ruidos
de medicdo. Ressaltamos, por fim, que nao ha modelo interno
para a saida de referéncia y(t) incorporado ao controlador
projetado!
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 5: No Exemplo 4 da Secdo 4.2.1, estudamos o sistema
definido em V = R®

X2 + x22 0 1
X3 — X1 X4 + XaX5 0 0
x = XoX4 + X1 X5 — ><52 + | cos(x1 —xs5) |1+ | 1 | uw,
X5 0 0
e 0 1
yi = h(x)=x1—x
2 = h(x)=x

Escolhemos xo = 0. Note que f(xp) =0, h(xp) = 0, e que

posto g(x) = [g1(x) g2(x)] = 2, para todo x € V = R>. Vimos
anteriormente que det A(xg) # 0, p1 = 3, p2 = 2. Com base na
demonstracdo da suficiéncia do Teorema 1 e da Obs 1 da

Secdo 4.2.1, sabemos que existe uma vizinhanca aberta Uy C V de
xo tal que y = h(x) admite grau relativo em Up e det A(x) # 0,
para todo x € Up.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 5 (continuacdo): Seja y = (y1,y2): [0,00) — R? uma
saida de referéncia desejada de classe C*°. A realimentac3do de
estado dependente do tempo em (24)

u=06(x,t) = A(x) [~a(x) + 7 +v], x€ Up,t>0
assegura a seguinte dinamica linear para os erros de rastreamento

RO
e\,

com e1(t) = yi(t) — yi(t), ex(t) = ya(t) — ¥(t).
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 5 (continuagdo): Logo, os ganhos de realimentagdo
K, kL, k3, k2, k? € R nas realimentagdes estabilizantes

2
vi = 71(x, t) Z kl = Z kjl [y1(j)(t) - }710)(t)}
j=0
_ Z KL (x) = 79 (1)]
j=0

= ki — x5 — 7a(t)] — K [xQ 7P(n)-

= k2 [x3 — x1x4 + Xax5 — y1 (t)]

v = ma(x, t) Zk2 G —Zkﬁ[yé")(t)—?é”(t)]

__ZkQ L.Ih2 —(J)( )]

= —kO [xa — y2(2)] — kl [xs — _(1)( t)] 262 / 364



422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 5 (continuagdo):
sao escolhidos de modo que as raizes dos polinémios caracteristicos

2
mi(s) = s> + Z k}sj =3+ k3s® + kis + ki
j=0
1
m(s) = s + Z kfsj =2+ k¥s+ k3
j=0

estejam no SPE, pois as dindmicas malha-fechada dos erros sdo
dadas por

e§3) I k21e§2) aF k11e§1) I k&e1 =0

eéz) + kfeél) + kier =0
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 5 (continuagdo): A realimentagdo de estado
dependente do tempo projetada

u o= 3(xt) = Al)H-a(x) + 7 + ]
(e () | [nbat)])
A(X)1< a(x) + yz(z(t)]Jr[’Yz(X’t)D’ € Up,t >0

soluciona o problema de rastreamento da saida de referéncia
desejada y(t) (desde que a solugdo x(t) do sistema em
malha-fechada permaneca em Uj para todo t > 0), onde

muwz—@m—&amn—@m—*Wm—
— k3 [x3 — x1Xa + XaX5 — y1 (t)]
(%, 1) = —k3[xa — 7(t)] — K2[xs — 75(2)]
com v = (v, w) = (11(x,t),72(x, t)) € R2.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Ressaltamos, uma vez mais, que as realimentacdes definidas acima
forcam y(t) a rastrear assintoticamente y(t) desde que a solugdo
x(t) do sistema em malha-fechada permane¢a em Up para todo
t > 0 (perceba que a realimentagdo (24) poderd apresentar
singularidades e que y; = h;(x) podera deixar de ter grau relativo
pi constante se x(t) sair de Up). No entanto, as hipdteses que
fizemos até agora sobre o sistema (10)—(11) ndo garantem, a
principio, que isto realmente ocorrerd. Além disso, tais hipéteses
também n3o garantem que a solugdo x(t), t > 0, e o controle
aplicado u(t), t > 0, serdo limitados. O préximo resultado
apresenta condi¢coes para que isto seja assegurado.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Teorema 3: Considere o sistema (10)—(11) com saida y = h(x) e
V = R". Assuma que, para todo x € R", o posto da matriz
g(x) =[g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas.
Suponha que a saida y = h(x) satisfaz:
@ A saida y = h(x) é de classe C* e admite grau relativo em
R".
@ A matriz de desacoplamento é n3o singular em R"”, ou seja,
det A(x) # 0, para todo x € R”
° p=>1 pi=n
@ A aplicagido z : R"” — R” definida por

2(x) = (1), 1), AT,y 0, v ()P (x))
= (h(x), Leha(x), - o, L2 h1(X), oy Bin(X), LeAm(X), -« o L0 P (X))
(27)
é injetiva.

Aplique a realimentagdo (26), e assuma que y : [tg,00) — R™ é a

saida de referéncia desejada de classe C*°.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Teorema 3 (continuagdo): Entdo, hd convergéncia assintética
global do erro de rastreamento para zero, ou seja,

lim [y;(t) — ¥i(t)] =0, paratodol <i<m

t—o0
independentemente da condi¢3o inicial x(0) € R" do sistema em
malha-fechada. Além disso, se a aplicacdo z : R” — R” é bijetiva
e, paracadal <i<m, 0<k<p;—1, temos que y,(k)(t), t>0,
é limitada, ent3o a solugdo x(t), t > 0, do sistema em
malha-fechada e o controle aplicado u(t), t > 0, s3o limitados,

com
lim [x(t) — X(t)] = 0

t—00

para qualquer condig3o inicial x(0) € R", onde
%(t) = 2 GO, ... 7V, @), (), >0

Prova: Consequéncia dos resultados que veremos na Secdo 4.4.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6: A equagdo de movimento de um robd de n graus de
liberdade e com atuacdo em todas as juntas é da forma

M(q)g + C(q,q) + K(q) = u (28)

onde M(q) é a matriz de massa n x n, que é sempre simétrica e
invertivel, C(q,§) € R" é o vetor dos efeitos de Coriolis e atritos
viscosos, K(q) € R" é o vetor dos efeitos de mola e de gravidade,
g € R" é o vetor de posi¢oes generalizadas, g € R” é o vetor de
velocidades generalizadas, u € R” é o vetor de forcas
generalizadas, e M, C, K s3o de classe C*°.
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6 (continuagdo): A equagdo (28) pode ser rescrita

x = f(x)+g(x)u (29)
onde
_|aq
=[]
flx) = L9
| —M~(q)[C(q.9) + K(q)]
[0
) = | wig ]

Assuma que a cinematica direta do robo é dada por

y(t) = h(q(t))

onde h: W — R" € injetiva e com Jacobiano '(q) = 0h(q)/0q
invertivel para todo g pertencente a um conjunto aberto W C R”

(onde n3o existem singularidades da cinemdtica direta).
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6 (continuagdo): Neste caso, pela regra da cadeia,

i .
y® = 9g9= M(q)g

Vemos assim que a primeira derivada de todas as saidas y; = h;(x)
é func3o apenas do estado x e n3o é influenciada pela entrada u.
Derivando outra vez, obtemos

y@ =1W(q)q+T(q)g

Note que a componente ij da matriz ['(g) é dada por

i )

rij(CI) = %
J

e, portanto, a componente jj de I'V)(q) sera

B () S
< dqk | 9q; £~ 99k0q; “
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6 (continuagdo): Logo, a i-ésima componente do vetor
coluna T (q)g é

{ } Zzn: Oqk 8q C'quj

=1 k=1

A matriz Hessiana H; da apIicacéo h; é definida elemento a

elemento por
9%h;

9qx0q;
{r(a)a} =>"4THi(a)g
i=1

Como H; depende apenas de g, segue-se que
y® = a(x) + A(x)u

{Hi(q)}w = (q)

Temos ent3o que

onde

a(x) = TW(q)a-T(qg)M(q)[C(q, 4)+K(q)], A(x) =T(q)M*(q).
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6 (continuagdo): Mas,
det A(x) = (detT(q))(det M~1(q)) #0, para x=(q,9) € WxR"
Assim, concluimos que:

e Cada saida y; = hj(x) admite grau relativo W x R” com
pi =2
@ A matriz de desacoplamento é invertivel em W x R" (o
espago de estado é R"” x R")
° p=>liL1pi=2n
@ A aplicagdo z: W x R" — R"” x R"” em (27) é injetiva, ja que
¢ dada por 2(q, ) = (v, y™) = (h(q),T(4)q)
Portanto, a realimentacdo de estado dependente do tempo
u=0(x,t) = AX)"=a(x) + 7P () +v], xe WxR"t>0
(30)
lineariza a dindmica do erro da seguinte maneira

€@ —

onde y : [0,00) — R" é a saida de referéncia desejada. s



422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6 (continuac,:éo): Agora, seja €; € R? definido por
e =9 eMy 1<i<n
A dinamica de ¢; é governada pela equacao linear

€i = Ajei + Biv; (31)

p-[13]. o[t

Devemos ent3o determinar uma lei de controle estabilizante

onde

vi = —Kie¢;

Para isto, tomamos dois pélos de malha- fechada A A2 (SPE),
calculamos 7;(s) = (s — A})(s — \?) = s® + kis + ko e escolhemos

= (ko ki]
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422. O Problema de Rastreamento da Saida

Exemplo 6 (continuagdo): Logo, a lei de controle estabilizante v
possui a forma

v=—Ke
onde
Ki 0 ... 0
0 Ky ... 0
K = _ _ . _ , €= (el,€h,...,€e)
0 O Kn
Note que
(e§0),e§1)7e§)ae§1),-- el ey =y —
onde
vy = (089 My
y@ = GOy, 70, My
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4.3. Flatness

Nesta secdo, faremos a conexao entre o problema de rastreamento
de saida e o conceito de flatness (ou platitude, que segundo o
dicionario Houaiss é a propriedade de ser plano). O conceito de
flatness foi cunhado por Fliess e seus coautores em [?] a partir dos
resultados que apresentamos neste capitulo sobre linearizacao
exata. Existem varias maneiras equivalentes de enunciar a
propriedade de flatness. O leitor interessado pode consultar, por
exemplo, [?]. Os livros [?] e [?] apresentam a nogdo de flatness e
suas diversas aplicagdes em problemas de controle.
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4.3. Flatness

Definicao: Dizemos que um sistema da forma (10) é plano (ou
flat) quando existe um conjunto y = (y1,...,Ym) de fungdes de
classe C*°, denominada de saida® plana (ou saida flat), com as
seguintes propriedades:
e Cada y; = hi(x), 1 <i < m, é fungdo apenas® do estado x, e
o numero de componentes m de y é igual ao namero de
componentes da entrada u = (uy, ..., u,) do sistema.

®Essa n3o é necessariamente a saida real do sistema (10).

®Para simplificar a exposicio, consideraremos que y; depende somente do
estado x. Na verdade, o conceito de flatness é muito mais geral, de modo que
yi pode depender também da entrada u = (u1, ..., um) e de suas derivadas até

uma certa ordem finita.
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4.3. Flatness

@ O estado x pode ser determinado a partir de y e de um
numero finito de suas derivadas. Mais especificamente7, existe
uma aplicacdo A de classe C* tal que

x = Ay, yM, .. y0)) (32)
onde y(k) & (yl(k), ey ,(nk)), para k > 0.

@ A entrada u pode ser determinada a partir de y e de um
nimero finito de suas derivadas. Em outras palavras, existe
uma aplicacdo B de classe C* tal que

u=By® y® . y0) (33)

"Aqui, n3o estamos sendo precisos porque a definicdo de flatness é local, e
as aplicagdes A e B acima podem estar definidas apenas localmente, e ndo

globalmente.
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4.3. Flatness

Isto significa que
x(t) = AFO(1), yO(2), ... y(2)
é a trajetdria de (10) quando a aplicamos a entrada
u(t) = BFO(0),70(0),....7(1),  t€0,00),
onde ¥ : [0,00) — R™ é uma aplicagdo arbitraria de classe C°.

Exemplo 1: Temos que o motor CC apresentado na Secdo 4.1 é
um sistema flat com saida flat y = x3, pois o estado deste sistema
é determinado por

X = (X17X2) = (Xl>).<1) = ()/7)/) = -A(}/ay)

e, como y = —y + u, a entrada é dada por

Note que, neste caso, a saida flat coincide com a saida real do

sistema.
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4.3. Flatness

Exemplo 2: [?] Considere o sistema

Xl = X2

X = — sen(xl) — X1 +Xx3
5(3 = X4

X4 = X1—X3+uU

Temos que y = x; é uma saida flat. De fato,

X1 =Yy

o = X =yb

x3 = xp+sen(x1)+x1=y® +sen(y)+y
xs = x3=yB +yDcos(y)+ ym

u = Jq—x1+x3=y"+y@cos(y) - (yM)?sen(y) + 2y + sen(y)
Exemplo 3: Um sistema linear da forma
x = Ax + Bu

é flat se e somente é controldvel (veja [?]). o 36s



4.3. Flatness

Exemplo 4: Todo robd com n graus de liberdade e atuagao em
todas as juntas é flat®. De fato, vimos no Exemplo 6 da Sec3o
4.2.2 que a equacdo de movimento de um robs de n graus de
liberdade é da forma

M(q)d + C(q,q) + K(q) = u (34)

onde M(q) é a matriz de massa n X n, que é sempre simétrica e
invertivel, C(q,§) € R" é o vetor dos efeitos de Coriolis e atritos
viscosos, K(q) € R" é o vetor dos efeitos de mola e de gravidade,
g € R" é o vetor de posicoes generalizadas, g € R" é o vetor de
velocidades generalizadas, u € R" é o vetor de forcas
generalizadas, e M, C, K s3o de classe C*°.

8Para quem ja fez algum curso de robética, perceberd que a noco de

flatness é andloga ao método do torque calculado.
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4.3. Flatness

Exemplo 4 (continuagdo): A equagdo (34) pode ser rescrita

como
x = f(x)+g(x)u (35)
onde
_|a
=[]
flx) = . g
| —M~(9)[C(q,9) + K(q)]
[0
) = [ i

Neste caso, fica claro que y = g é uma saida flat, ja que

x=(q:4)=(v,y)
u=M(q)g+ C(q,9) + K(q) = M(y)y + Cly,y) + K(y)
(método do torque calculado!)

se escrevem em funcdo de y,y, y.
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4.3. Flatness

Veremos agora que o conceito de flatness permite solucionar de
maneira simples e direta o problema de controlabilidade de um
sistema n3o-linear. De fato, imagine que desejamos levar o estado
x(t) do sistema (10) de uma condi¢go inicial x(0) = xp em t =0
até uma condigdo final desejada x(T) = xr em t = T > 0. Para
isto, devemos encontrar uma entrada adequada u : [0, T| — R™.
Tal problema de controle é denominado de planejamento de
trajetdrias. Quando y = h(x) é uma saida flat de (10), a solugdo
do problema de planejamento de trajetdrias recai na construcdo de
uma aplicagdo y : [0, T] — R™ de classe C*° que obedega as
seguintes restricdes determinadas por (32):

(A) xo = AFO(t), 7(2), ...,7N(D)],_,
(B) xr = AFO(1),yV(1),...., 7)) ,_;
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4.3. Flatness

Teorema: Assuma que o sistema (10) é flat. A aplicagdo da
entrada dada por (33)

u(t) = B(}_/(O)(t),)'/(l)(t), . ,y(é)(t)), para t € [0, T]

onde y : [0, T] — R™ é uma aplicagdo de classe C*° que obedece
as restricdes (A) e (B) anteriores®, leva o sistema de xg em t =0
até xy em t = T. Em particular, se um sistema é flat, ele possui
garantidamente uma propriedade de controlabilidade!®.

Obs: Ressaltamos que apesar de a lei de controle acima resolver o
problema de planejamento de trajetérias de maneira trivial, essa é
uma solucao em malha-aberta. Uma estratégia de controle em
malha-fechada deve ser capaz de corrigir erros de condigdo inicial,
de modelagem, de influéncia de perturbagdes, etc.

°Sempre podemos construir uma aplicagio 7 : [0, T] — R™ de classe C*°
que satisfaz tais restricdes por interpolagdo polinomial. Para maiores detalhes,
veja [?, pp. 182-184].
°Para definicdes e resultados de controlabilidade para sistemas n3o-lineares,
veja [?] e [?].
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4.3. Flatness

Note que, se y = h(x) é uma saida flat do sistema (10), entdo
(32) implica que ao forcarmos y(t) a rastrear y(t), o estado x(t)
do sistema fica completamente determinado. Desse modo, para
sistemas flat, o problema de rastreamento da saida se confunde
com o problema de controlar o seu estado. Veremos agora que,
quando a saida y = h(x) do sistema (10) é flat, o problema de
rastreamento de saida pode muitas vezes ser solucionado de
maneira relativamente simples e direta. Isto é ilustrado a seguir.
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4.3. Flatness

Exemplo 5: [?] No Exemplo 2 acima, mostramos que y = xq é
uma saida flat para o sistema

5(1 = X2
X = —sen(xl) — X1+ X3
)'(3 = X4
X4 = X1—X3+uU
pois

X1 =Yy

x3 = y® tsen(y)+y

X4 — y(3) _|_ y(l) cos(y) _|_ y(l)

u = y® 4+ y@cos(y) — (yM)2sen(y) + 2y3 + sen(y)

Para resolvermos o problema de rastreamento de saida, basta
encontrarmos uma realimentag3o de estado u = §(x, w), onde
w € R é a nova entrada, que linearize a dindmica de y.
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4.3. Flatness

Exemplo 5 (continuagdo): A ideia é escolher u = §(x, w) de
modo a impor que (note que y*) & a maior derivada de y que
aparece na expressdo de u acima):

A realimentacdo de estado

u=w+y® cos(y) — (yM)?sen(y) + 2y + sen(y)

= w + [x3 — x1 — sen(x1)] cos(x1) — x3 sen(x1) + 2x3 — 2x; — sen(xy)

~\~

:y(2):)'(2
onde w € R € a nova entrada, atinge o desejado, i.e. assegura que

MON

u=w+yeos(y) - (ysen(y) + 25 + senty)
= y® 4 y@eos(y) - (yDPsen(y) + 2047 + sen(yy

(a segunda igualdade acima é pela propriedade de flatness).

pois
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4.3. Flatness

Exemplo 5 (continuagdo): Escolhendo a nova entrada w como
w = )7(4) + v

onde y : [0,00) — R é a saida de referéncia desejada de classe C*°
e v € R é uma nova entrada, obtemos que a dindmica do erro
e =y —y é linear e dada por

@ _y

Logo, tudo o que nos resta fazer é determinar uma realimentacao
estabilizante v como na Sec3o 4.2.2 acima. Escolhendo a
realimentac3o estabilizante v como

v = a3e(3) + 326(2) + ale(l) + ape

implica que

2)

e — a3e(3) — a2e( — ale(l) —ape =0

e entdo especificamos os ganhos as, a», a1, ap € R de modo que as
raizes da equac3o caracteristica do erro estejam no SPE:
4 3 2

7(s) =s" — a3s® — aps® — a1s — ap
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4.3. Flatness

Exemplo 5 (continuagdo): Portanto, a realimentacdo
estabilizante v projetada, rescrita em funcdo do estado x e do
tempo t, é dada por

v="(x,t)= a3 + 2@ 4 27 + a5
= a3ly® - O] + aly/® - 7O ()] + arly) - YO ()] + aoly — 7(2)]
= a3[xq — xp cos(x1) — xo — YO (2)] + an[xs — x1 — sen(x1) — ¥ ()]+
+a1bo — YO (6)] + aopa — 7(2)]

pois, a partir da propriedade de flatness apresentada anteriormente,
encontraremos que

y=x

vy = x,

y® =50 = x3 — x; — sen(x1)

y(3) = x4 — y(l) cos(y) — y(l) = x4 — xpcos(x1) — x2
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4.3. Flatness

Exemplo 5 (continuagdo): Por fim, a realimentac3o de estado
dependente do tempo projetada
u=[x3 — x; —sen(xy)] cos(x1) — x5 sen(x1) + 2x3 — 2x; — sen(x1) + w
= [x3 — x1 — sen(xy)] cos(x1) — x5 sen(x1) + 2x3 — 2x3 — sen(x1 )+
+y®(t) + v

=w

= [x3 — x1 — sen(x1)] cos(x1) — x5 sen(x1) + 2x3 — 2x; — sen(xl) + 7 (1) +
@t

)+

+ a3[xa — xp cos(x1) — x2 — y( )( t)] + a2[x3 — x1 —sen(xy) —

+ a1l — YN ()] + aoba — 7(1)]

soluciona o problema de rastreamento da saida de referéncia y(t).
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Comecamos apresentando dois exemplos motivacionais.

Exemplo 1: Considere o seguinte sistema n3o-linear, com vetor de
estado x = (x1,x2) € R? e entrada u € R, da forma

x = f(x,u)
e dado por
Xl = X2
2 = X+ (1+x2+x3)u
A realimentacdo de estado ndo-linear
1 2
2 (_Xl + V)

U=T 52
X7+ X3
onde v € R é a nova entrada, permite cancelar perfeitamente as
nao-linearidades, resultando no seguinte sistema linear em
malha-fechada _
X1 = X2
5(2 = Vv
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Exemplo 1 (continuagdo): Este sistema é da forma

x = Ax + Bv

[31] o-[1]

Note que tal sistema linear é controldvel, pois
posto(C) = posto([B AB]) = 2. Em particular, podemos escolher
uma realimentac3o de estado da forma v = —Kx = —kix1 — koxp
de modo a estabilizarmos a origem z = 0 do sistema acima (polos
de A — BK no SPE) e, desse modo, concluimos que a
realimentacdo de estado nao-linear resultante

1

Uu= —————
1—|—X12—|-X22

onde

(—Xl2 — k1X1 — k2X2)

aplicada ao sistema original x = f(x, u), assegura que a origem
x = 0 do sistema em malha-fechada é globalmente

assintoticamente estavel.
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Exemplo 2: Considere o seguinte sistema n3o-linear, com vetor de
estado x = (x1,x2)’ € R? e entrada u € R, da forma

x = f(x, u)
e dado por
o= 2
Ta+d
: 2x1 X2 5 x2 5
X = —==+(1+x —=——— 4+ (1+xi)u
= o 04D (g

Observe que X; ndo pode ser linearizado diretamente por uma
realimentacdo. Definimos entdo a mudanca de coordenadas
(ndo-linear) global ¢ : R?> — R? por z = (z1, z2) = ¢(x1, X2),
onde z1 = x; € z2 = x2/(L + x?). Note que a aplicagio ¢ possui
inversa ¢! : R? — R? definida por x = (x1,x2) = ¢~ 1(z1, 22),
onde x1 = z1 e xo = z(1 + z?). Portanto, ¢ é de fato uma

mudanca de coordenadas global.
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Exemplo 2 (continuagdo): Assim, aplicando a regra da cadeia,
teremos nas novas coordenadas z que
¢ 09

2(t) = o *(t)ng(t)f(X(t)’U(t))

x(t)
Substituindo x(t) = ¢~*(z(t)), obtemos

1 0
= (Wf(x, u)) = _ 2ax 1 f(x,u)
™ O\ TTERE T

x=¢~1(z)
com
X2
) (1+ x12)
X, Uu) =
o) 2X;X222+(1+x12) <X222+(1+x12)u>
(1 + X12) (1 + x12)
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Exemplo 2 (continuagdo): Note que a equacdo de estado acima
é da forma

z=g(z,u)
e corresponde a expressao do mesmo sistema nas novas
coordenadas z. Fazendo os calculos, vamos encontrar

Z'1 = 22
zn = Z2+(1+2Z)u

Escolhendo a realimentacao de estado nao-linear

1

U:5(Z,V):?Z]?

(=25 +v)
onde v € R é a nova entrada, determinamos o sistema em
malha-fechada

2 = 2

Z = Vv
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Exemplo 2 (continuagdo): Este sistema é linear e da forma

z=Az+ Bv

01 0
A=l ol ==[Y]
Vé-se que o sistema em malha-fechada, nas novas coordenadas

z, é linear e controlavel. Além disso, nas coordenadas originais x,
a realimentacao de estado nao-linear é dada por

onde

1 X3
u= 6(¢(X)7 V) - 7(X7 V) - 1 +X12 < (1 +X12)2 + V)
Conclui-se entdo que uma mudanca de coordenadas n3o-linear
z = ¢(x) e uma realimentacdo de estado nio-linear’! u = v(x, v),
permitem cancelar de maneira exata as ndo-linearidades do sistema
e obter um sistema em malha-fechada que € linear e controldvel.

10u, equivalentemente, u = (¢~ 1(2), v) = §(z, v).
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Exemplo 2 (continuagdo): Em particular, podemos escolher uma
realimentacio de estado da forma v = —Kz = —kyz; — kozp de
modo a estabilizarmos a origem z = 0 de

z=Az+ Bv

e, desse modo, como z = (21, 22) = z(x) = ¢(x1, x2) com
z(0) = ¢(0,0) = 0, concluimos que a realimentag3o de estado
nao-linear resultante

1 X22
= — — kyzy — k
TR < T 222)

1 5% X2
— - — kixg — ko2
1+x12< (1+x22 21+x12)

aplicada ao sistema original x = f(x, u), assegura que a origem
x = 0 do sistema em malha-fechada ¢ globalmente
assintoticamente estavel.
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Obs: Seja F: W C R” — R” uma aplicagdo. Lembramos que F é
injetiva quando F n3o nunca mapeia elementos distintos do
dominio W ao mesmo elemento do contradominio R”. Assim,
F: W — R" é injetiva se e somente se

F(x) = F(y) = x=y, paratodox,y € W

Equivalentemente, temos que F : W — R” é injetiva se e
somente se

z=2(x)=F(x) € F(W) = x=x(z) = F(z), paratodo x € W

ou seja, podemos expressar x € W em fung¢do de z = F(x) através
da aplicagdo inversa pela esquerda F~1: F(W) Cc R" — W
(F~Y(F(x)) = x, para todo x € F(W), onde F(W) C R" é o
conjunto image de F). Lembramos também que

F: W CR” — R" é sobrejetiva quando todo elemento do
contradominio R” é mapeado por ao menos um elemento do
dominio W, ou seja, para todo z € R” existe algum x € W tal
que z = F(x) (note que isto é o mesmo que dizer que o conjunto
imagem F (W) é igual ao contradominio R": F(W) = R").
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Obs (continuagdo): Ressaltamos que toda aplicagdo

F: W CR” — R" se torna sobrejetiva ao restringirmos o
contradominio ao conjunto imagem, isto é, ao considerarmos que
F:W— F(W).

Lembramos, ainda, que uma aplicagao F : W C R" — R" é
bijetiva quando F é injetiva e sobrejetiva, ou seja, para todo

z € R", existe um dnico x € W tal que z = F(x). Desse modo,
temos que F : W C R" — R” é bijetiva se e somente a aplicacio
inversa F~1: R” — W existe, ou seja, F~1 satisfaz:

FF'@) =z FH(F) =x

para todo z € R", x € W.
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Obs (continuacgdo): Veremos agora como determinar se uma
aplicagdo F : R” — R" é bijetiva (injetiva e sobrejetiva). Suponha
que

z=2(x) = F(x) € F(W) = x = x(z) = F(z), para todo x € R"
onde F~1: F(W) C R" — R”, ou seja, F~}(F(x)) = x, para todo
x € W (inversa pela esquerda). Ent3o, F : R” — R" é injetiva. Se
F~1(z) estd bem-definida para todo z € R” e, além disso,

x =x(z) = F7}(z) = z = z(x) = F(x), para todo z € R"

ou seja, F(F~1(z)) = z, para todo z € R”, entdo F : R” — R" é
também sobrejetiva, e F~1 : R” — R" é a aplicacdo inversa de F.
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Obs (continuagao): No Exemplo 2 acima, temos que

# : R? — R? é definida por z = (21, 22) = ¢(x1,x2), onde z; = x1
e 20 = xo/(1 + x?). Vamos mostrar que ¢ : R? — R2 ¢ de fato
bijetiva e, portanto, possui inversa ¢! : R> — R?. Suponha que

X1
z
z= [ z; ] = z(x) = ¢(x1, %) = X0
1+ x3

para x1,x2 € R. Ent3o (inversa pela esquerda),

= 2= xo =t ma= | 07 |

Logo, ¢ é injetiva. Note que ndo ha nenhuma restricdo na escolha
de 71,z € R para se expressar x = (x1, x2) funcdo de
z = (z1,22) = #(x1,x2). Desse modo, ¢~ 1(z1,2) estd
bem-definida para todo z;, 2> € R.
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4 4. O Problema de Linearizacdo Exata

Obs (continuacao): Como

(9N (z1,2)) = d(z1, (1 + 7)) = (21, 2)

para zi, z» € R, concluimos que ¢ é bijetiva e que sua inversa
¢~ R?2 — R? é definida por x = (x1,x) = ¢ (21, 20), onde
xi=z1exx=2(1+ 212)

Os resultados dos exemplos acima d3o origem ao seguinte
problema:

Problema de Linearizacao Exata: Encontrar uma realimentacdo
de estado e uma mudanca de coordenadas, tais que o sistema em
malha-fechada, quando escrito nessas novas coordenadas, seja um
sistema linear controlavel.

Na préxima secdo, veremos a conexdo entre o problema de
linearizac3o exata, o problema de desacoplamento e o problema de
estabilizacdo de um ponto de equilibrio.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Para tratarmos mudancas de coordenadas nao-lineares de
maneira precisa, precisamos primeiramente apresentar um teorema
fundamental na teoria de sistemas dindmicos, denominado de
Teorema da Funcao Inversa. Sejam W e Z abertos de R”. Uma
aplicagdo ¢ : W — ¢(W) = Z de classe C*>° que admite inversa

¢ 1:Z — ¢~Y(Z) = W de classe C* é denominada de mudanca
de coordenadas local em W (quando W = Z = R", dizemos que
¢ : R"” — R" é uma mudanca de coordenadas global).
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Teorema da Funcao Inversa: Considere que F : W C R” — R”
é uma aplicag¢do de classe C*>°, onde W é um aberto em R". Seja
J(x) = OF(x)/0x € R"™" a matriz Jacobiana da aplicagdo F no
ponto x € W. Seja xp € W e yop = F(xp). Assuma que

det (J(x0)) # O (ou, equivalentemente, posto(J(xp)) = n). Entdo,
existe uma vizinhanga aberta U,, C W C R" de xg e uma
vizinhanga aberta V; C R" de yo = F(xo) tal que a aplicagdo

¢ : Uy = Vi, = ¢(Uy) = F(Uy,) definida por z = ¢(x) = F(x),
para todo x € U,,, ¢ uma mudanca de coordenadas local em

Uy C W.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Ressaltamos que, no enunciado do teorema, dizer que ¢ é a mesma
aplicacao que F seria um abuso de linguagem. De fato, o dominio
destas aplicagdes em geral ndo coincidem (nem o contradominio),

pois na maioria dos casos Uy, é um subconjunto aberto préprio de
W e V), € um subconjunto aberto préprio de R".

Obs 1: Suponha que uma aplicacdo F : W C R” — R" de classe
C®® é tal que det (J(x)) = 0, para todo x € W, onde W é um
aberto. O Teorema da Fungdo Inversa implica que F(W) é um
conjunto aberto em R", mas n3o assegura que F : W — F(W) é
uma mudanc¢a de coordenadas local em W. No entanto,

F:W — F(W) é uma mudang¢a de coordenadas local em W se e
somente se F é uma aplicacdo injetiva.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Cuidado! A aplicacio F : R? — R? definida por
F(x1,x2) = (€ cos(xz), e* sen(x2))
é de classe C* com
det (J(x1,x)) = € #0,

para todo x3,xo € R. No entanto, F n3o é injetiva! De fato: se
X1 =y1 € xp = y» + 2km, entdo F(xy,x2) = F(y1,y2). Conclusao:
para que F : W — F(W) de classe C* seja uma mudanca de
coordenadas local no aberto W C R”, devemos verificar que: (a)
F & injetiva, e (b) det (J(x)) # 0, para todo x € W.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 3:[?] Considere a aplicacio F : R> — R? dada por
z = (z1,22) = F(x1,x2) = (x1 + x2,5en x2)

para todo x = (x1,x2) € R2. Temos que

e

0 cos(x2)

Como det (J(0)) =1 # 0, concluimos que existe uma vizinhanca
aberta U,, C R? de xo = 0 tal que z = F(x) é uma mudanca de
coordenadas local em Uy,. Logo, F(x1,x2) = (x1 + Xx2,sen x2)
determina uma mudan¢a de coordenadas local em uma vizinhanga
aberta da origem xp = 0. Note que det (J(xl,xz)) = 0 quando

xp =m/2+ k.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 4:[?] Considere a aplicacdo F : W — R? dada por

L [ 7 ] ~ Fla) = [ Fi(x1, x2) ] _ - )

2 Fa(x1, x2) Xp — T

para todo x = (x1,x0) € W = {x € R? | x; # —1}. Temos que
W c R? é um aberto,

1 0
J(x) = g':(x) = 1 1
(x1 + 1)?

e det (J(x)) =1 # 0, para todo x = (x1,x) € W. Vamos mostrar
que F : W — R? é injetiva.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 4 (continuagdo): Suponha que

X1
V4
2= | 2] =200 = Foun) - I

Z2 Xo —

1+ 1
para x1,x2 € R. Ent&o (inversa pela esquerda),
7
X = [ 1 } =x(2) = F Yz, ) = 1
X2 2> +

z1+1

Logo, F é injetiva, e concluimos assim que F : W — F(W) é uma
mudanca de coordenadas local em W.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Vamos agora tratar o problema de linearizacdo exata que foi
enunciado de maneira relativamente imprecisa no inicio deste
capitulo.

Problema de Linearizacao Exata: Seja xg € V um ponto de
trabalho'? do sistema (10). Dizemos que o problema de
linearizacao exata é localmente solivel em xg, se existir uma
mudang¢a de coordenadas local z = ¢(x) e uma realimentagdo de
estado localmente regular u = a(x) + B(x)v, ambas definidas em
uma vizinhanga aberta U C V de xp, tais que, nas novas
coordenadas z = ¢(x), o sistema em malha-fechada (13) se
expresse localmente em ¢(U) por um sistema linear controldvel da
forma

z=Az+ Bv (36)

12Novamente, aqui, Xo n3o é necessariamente a condico inicial do sistema

nem um ponto de equilibrio.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Problema de Linearizagdo Exata (continuagdo): Do mesmo
modo, seja Uy C V uma regido de trabalho, ou seja, Uy é um
aberto em R". Dizemos que o problema de linearizacao é
localmente soluvel em Uy, se existir uma mudanga de
coordenadas local z = ¢(x) e uma realimentag3o de estado
localmente regular u = a(x) + 5(x)v, ambas definidas em Up, tais
que, nas novas coordenadas z = ¢(x), o sistema em malha-fechada
(13) se expresse localmente em ¢(U) por (36).

Obs 2: Note que

az = (52700)

B = (gfg(x)>

x=¢-1(2) <gfﬁ b+ ai (x )O‘(X)>

o ~ (et

x=~1(2)

x=p1(z)
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Lema: Considere o sistema (10)—(11) e seja xg € V. Assuma que
a saida y = h(x) do sistema admite grau relativo em uma
vizinhanga aberta U C V de xg e que det (A(xo)) # 0. Seja

p= .7, pi asoma dos graus relativos p; das saidas y; = h;j(x).
Considere a aplicacdo z : U — R” definida por!3

0 1 -1) 0 1 =il
2(x) = (470470, A" T,y (v (), ()
= (h(x), Leha(x), - o, L2 h1(X), oy Bin(X), LeAm(X), -« o L2 P (X))
= (211,221,...,zgl,...,zf,zz’",...,Z/’;:n) € RP
(37)
para x € U. Seja J(x) = 0z(x)/0x a matriz Jacobiana de z no
ponto x € U (note que J(x) tem tamanho p x n). Entdo, as p
linhas de J(xg) sdo linearmente independentes ou, de maneira
equivalente, posto(J(xo)) = p (posto completo). Em particular,
p=2il1pi<n.

13Da definicio de grau relativo, temos que y,.(k) = L’;h,—(x) depende apenas de
x para 0 < k < p;i — 1.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Uma demonstracao geométrica deste resultado pode ser
encontrada em [?].

Obs 2: Relembre que, pela Obs 1 da Se¢do 4.2.1, se y = h(x)
admite grau relativo em xp, entdo existe uma vizinhanga aberta U
de xo tal que y = h(x) admite grau relativo em U. Além disso!*,
se f(x0) =0 e h(xo) =0, temos que a definicdo de derivada de Lie
implica que L’;h,-(xo) =0, paratodo 0 < k < p;, 1 <i< m. Logo,
z(x0) = 0 em (37) e a(xp) = 0 em (17).

“Note que assumir que f(x0) = 0 é o mesmo que dizer que xp é um ponto
de equilibrio de (10)—(11) para u = 0. Observe também que, sem perda de
generalidade, sempre podemos assumir que h(xp) = 0. De fato, se h(x0) # 0,
ent3o ao escolhermos como nova saida y = h(x) = h(x) — h(x), a qual
corresponde a uma translagdo da origem do espaco de saida, teremos que
h(xo0) =0 e Lft hi = L§ hi, Ly LEhi = Ly Lih;, para k > 0. Assim, yi = hi(x)
admite grau relativo p; = pi em xo.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Teorema 1: Considere o sistema (10) e assuma que, para todo
x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu
nimero m de colunas. Seja xg € V um ponto de trabalho. Ent3o,
o problema de linearizacdo exata é localmente soltvel em xg se e
somente se existir uma saida'® y = h(x) = (h1(x),..., hm(x)) (m
componentes) tal que:

o A saida y = h(x) esta definida em uma vizinhanga aberta de

Xp, € de classe C*° e admite grau relativo em xg.

@ A matriz de desacoplamento é nao singular em xg, ou seja,
det (A(xo)) #£0.
° p=3il1pi=n

®Aqui, y = h(x) n3o precisa ser a saida real de (10).
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Prova: O fato de que tais condi¢des sdo suficientes (<) é uma
consequéncia do resultado acima. De fato, com base na
demonstracdo da suficiéncia do Teorema 1 e da Obs 1 da

Secdo 4.2.1, sabemos que existe uma vizinhanca aberta U C V de
Xo tal que y = h(x) admite grau relativo em U e det (A(x)) # 0,
para todo x € U. Pelo lema anterior, temos que a matriz quadrada
p X n=nx ndada por Z(xp) = 0z(xp)/Ox € R"™" tem
determinante ndo-nulo. Defina a aplicacdo ¢ : U — R" por

z = ¢(x) = z(x) € R", para todo x € U. Portanto, pelo Teorema
da Fungdo Inversa, z = ¢(x) = z(x) € R" é um difeomorfismo
local em alguma vizinhanga aberta U,, C U de xp. Por construcao,
temos que, nas novas coordenadas z = ¢(x) = z(x) € R", o
sistema (10) com a saida y = h(x) é descrito por:
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Prova (continuagdo):

Z]. = Z2

2£ = zé
i i 5 | = ].7 5 m
Zpi-1 = Zp;

z, = ai(¢7Hz,m) + Al (zm)u

Yi = Z{

/
(38)

Logo, com a realimentag¢do desacoplante (17), que é uma
realimentacdo de estado estdtica localmente regular em U,,, e nas
coordenadas locais z = ¢(x) = z(x) € R", o sistema
malha-fechada (13)—(14) se expressa localmente em V,; = ¢(Uy,),

onde zp = ¢(xp) = z(xp), por:
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

I

. | —_
1 = 243
N
Z = Z3
Do _ i) _ (pi) _ _
' P = (z )(p') i’ =v, i=1,...,m(39)
iy § _ 1
Z,Ui‘—,l = 2
o= v
Yi = 74

Agora, note que, para cada 1 </ < m, (39) é um sistema linear

controldvel da forma ) )
z' = A,'Z’ -+ B,'V,'

yi = Gz’ (40)
onde z' = (z{,...,2)) € RP éo estado, y; = z{ € R é a saida, e
010 ...0 0
0 1 ... 0 0
A= ot L B= L, G=[10 ... 0],
0 0O 1 0
0 00 1

L 1 pixp; L = dpix1 316 /364



4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Prova (continuacgao): Tal sistema linear é essencialmente a
conexao em cascata de p; integradores, em que a entrada v; € o
©) _

estado z' s3o obtidos derivando-se p; vezes a saida y; ' = y; = 7},

obtendo-se sucessivamente yi(l) = (z{)(l) = zé', e

-1 N () i , - (o
y,-(p1 ) = (z))(P~1) = zi, até pararmos em y,.(p’) = (2)P) = v;.
Mostra-se que este sistema possui p; pélos em s =0 (ou,
equivalentemente, os autovalores de A; sdo todos nulos com

multiplicidade p;).

Desse modo, mostramos que, nas coordenadas locais

z = ¢(x) = z(x) € R" e com a realimentagdo de estado estatica
localmente regular (17), as quais sdo definidas em uma vizinhanga
aberta U, de xg, o sistema em malha-fechada é descrito pela
forma candnica de Brunowsky:
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Prova (continuagao):

2= Az+ Bv (41)

onde z = (z1, 22, ...,2y) = ((2*), (2?),...,(z™)) € R",

A 0 ... 0 Bi 0 ... O
0 A ... 0 0 B ... ©
= o B= .
0 0 ... Anp 0 0 ... Bm

nxn nxXm

Pode-se mostrar que a forma candnica de Brunowsky é controlavel,
o que finaliza a demonstragdo da suficiéncia (<) no teorema. Para
uma prova da necessidade (=), consultel® [?].

®Em [?], hd um critério de existéncia de y = h(x) através do célculo dos

colchétes de Lie dos campos de vetores f, g1, .., gm que definem (10).
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Teorema 2: Considere o sistema (10) e assuma que, para todo
x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu
nimero m de colunas. Seja Uy C V uma regido de trabalho.
Suponha que existe uma saidal” y = h(x) = (hi(x),. .., hm(x))
(m componentes) tal que:
e A saida y = h(x) esta definida em Up, é de classe C* e
admite grau relativo em Uy

@ A matriz de desacoplamento é n3o singular em Up, ou seja,
det (A(x)) # 0, para todo x € Up

°op=3"1pi=n
e A aplicagdo z: Uy — R?” = R"” em (37) é injetiva

"Novamente, aqui, y = h(x) n3o precisa ser a saida real de (10).
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Teorema 2 (continuagdo):

Ent3o, o problema de linearizacio exata é localmente soltivel em
Up através da mudanca de coordenadas local z : Uy — z(Up) e da
realimentacdo desacoplante (17). Mais precisamente, a mudanga
de coordenadas coordenadas local z : Uy — z(Up) e a
realimentagdo (17) estdo definidas em Up, e sdo tais que, nas
novas coordenadas z, o sistema em malha-fechada (13) se expressa
localmente em z(Up) pela forma candnica de Brunowsky (41).

Prova: Este resultado é uma consequéncia do lema acima, da
Obs 1 apds o Teorema da Func3o Inversa, e da prova do
Teorema 1 anterior.

Na sequéncia, vamos relacionar linearizacdo exata com
desacoplamento e com estabilizacdo de um ponto de equilibrio.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Para cadai=1,...,m, a origem z' = 0 do sistema (40) pode ser
estabilizada por uma realimentac3do de estado

Vi = —K,'Zi (42)
projetada como se segue. Seja A; = {\[, A5, ..., )‘,io,-} o conjunto

de polos desejados em malha-fechada (SPE). Assim,
mi(s) = (s = A)(s = Ag) -+ (s = A,,)
é o polinémio caracteristico desejado em malha-fechada. Escreva
pi—1

mi(s) =" + 3 Kis/
j=0

Prova-se que a realimentagdo (matriz linha)
Ki=[ko ki ... ky_1] € R”

fornecel®

o(Ai — BiKj)) = N = {\[, )\, .., A;i}

¥Aqui, o(A) denota o conjunto de autovalores da matriz quadrada A.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Agrupando todas as realimentagdes estabilizantes (42), para

i=1,..., m, obtemos
v=—Kz (43)
onde
Ki 0 0
0 K 0
K = . b
0 0 .
mxn

z=(z21,22,...,2n) = ((zl)/, (22)/, (MY eR”

Agora, suponha que

z = (21,22, boa >Zn) = Z(X)
= (hi(x), Leha(x), oo, L2 h0(X), oy Bin(X), LeBm(X), - - o L7 (X))
;;1 o
= (000,700 I, 000, D0, .y D))

x)
(44)
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

E claro que o procedimento descrito acima equivale a escolher

pi—1 pi—1 _
= (@) = vi= —Kiz' = =3 Kzl == Ky
j=0 j=0

que por sua vez implica que

pl_l

ﬂ:)+Zk (P1)+Zkl _

é uma EDO linear homogénea com pélos estdveis \j, A5, ... ) W

O préximo resultado, o qual segue dos argumentos acima e da
demonstracdo do Teorema 1, é uma condicdo suficiente para a
solu¢ao do problema de desacoplamento com estabilidade em
malha-fechada.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Teorema 3: [?] A forma candnica de Brunowsky (41) (sistema
linear com vetor de estado z € R” e vetor de entrada v € R™) é
desacoplada e zy = 0 é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estdvel de (41) com a realimentagdo (43). Em
particular, se as hipéteses do Teorema 1 forem atendidas com
f(x0) =0, h(xo) = 0, entdo'® xo é um ponto de equilibrio
localmente assintoticamente estavel do sistema (10) com a
realimentagdo desacoplante (17) seguida da realimentagdo
estabilizante (43)—(44).

Obs 3: No resultado acima, note que a realimentacdo
desacoplante (17) seguida da realimentag&o estabilizante (43)—(44)
a ser aplicada na estabilizagao de xp nada mais é do que a
realimentagdo (26) a ser aplicada para o rastreamento da saida

¥ =0 ao assumirmos que p = p1 + -+ pm = N.

¥ Aqui, como f(x) = 0, h(x0) = 0, temos que zo = z(x) =0 € R” é um
ponto de equilibrio de (41) para v = 0. Veja a Obs 2 acima.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 5: No Exemplo 4 da Secdo 4.2.1, estudamos o sistema
definido em V = R®

X + x22 0 1
X3 — X1X4 + X4Xs5 0 0
x = xoxa +x1x5 — X2 | + | cos(xi —xs) |+ | 1 | w
X5 0 0
X3 0 1
yi = h(x)=x1—xs
o = h(x)=x4

Escolhemos xg = 0. Note que f(x0) =0, h(xo) =0, e que
posto g(x) = [g1(x) g(x)] = 2, para todo x € V = R®. Vimos
anteriormente que det A(xg) # 0, p1 =3, p2 =2, e que a
realimentagdo desacoplante (17) assegurou que

y1(3) =

}/2(2) =
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 5 (continuagdo): Temos que p = p; + p2 = 5. Isto
implica que

/—/H =
(21,22,23724,25) (z1 22)

= (11700170120, 152(x), 15 (%))
(h1 thl (x), LFh1(x), ha(x), Leho(x))

= (X1 — X5, X2, X3 — X1X4 + XaX5, X4, X5 )
——

zl=m(x) 22=m(x)

define uma mudanc¢a de coordenadas local z = ¢(x) = z(x) em

torno de xg com
(3) (3)

( )
2
= Z4 = Vo,
ou seja, nas novas coordenadas z = ¢(x) = z(x), o sistema em

malha-fechada é dado por:
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 5 (continuagdo):

(1) _

Zi=y =2n z'4:y(1):25
Zy = ()223 ) . 2(2)
=Y, =WV

. 3
A=y =

Logo, nas novas coordenadas z = ¢(x) = z(x), o sistema em
malha-fechada estd na forma de canénica de Brunowsky:

Z.]_:ZQ
Z=2z
3=
2.4225
Z5 = vy

ou, em notacdo vetorial,
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 5 (continuagdo):

zZ= A102+810 v = z+
0 A 0 B |

O O O O O
O O O O
O O O+~ O
O O O O O
o = O O O
O O+~ OO
= O O O O
<

Além do mais, a realimentacdo desacoplante u determinada no
Exemplo 4 da Secdo 4.2.1, seguida da realimentacdo estabilizante
v em (43)—(44)

]ove =% 0 ][5 <[ 5] <[ K]

estabiliza assintoticamente (localmente) a origem xo = 0 do
sistema original acima.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 5 (continuagdo): A realimentagdo de estado resultante
u = —A(x)"ta(x) + A(x)"tv
= —A(x)ta(x) — A(x) 1Kz
_ 1| Kim(x)
_ 1 . 1 171
— A(x)""a(x) — A(x) [ Ko 2(x) ]
_ _1 | ko(x1 — x5) + kixo + ka(x3 — x1X4 + Xaxs)
— 1 _ 1| Kolx1— X5 1X2 + K2(X3 5
= —A(x)""a(x) — A(x) [ ksxa -+ Kaxs

esta definida apenas em uma vizinhanca aberta U C V = R® de
xp = 0, onde as matrizes de ganho
Ki = [ko kq k2] &S R?’, Ky = [k3 k4] € R?

sao escolhidas de modo que as raizes dos polinémios caracteristicos

mi(s) = s3 + kos® + kis + ko, ma(s) = $% + kas + k3

estejam no SPE. Note que a realimentag¢do v acima nada mais é
do que a realimentacdo u determinada no Exemplo 5 da

Secdo 4.2.2 com y = 0, conforme a Obs 3 anterior.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 5 (continuagdo): Relembramos, aqui, que a
realimentacao de estado u acima de fato estabiliza a origem xg = 0
do sistema em malha-fechada, pois, por construcio:

(3) — )/{ ) = =Vi= _Klz1 — _kozl - klZ2 - k223 = —k021 — klzfl) — kngz)
Z£2) = 2(2) = V) = —K222 = —k3Z4 — k4Z5 —k3Z4 - k4 (1)

ou seja,

2{3) 4F k22{2) I klzfl) + koz1 =0

zf) + k4zz(11) + k3zz =0
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Teorema 4: [?] Considere as hipdteses do Teorema 2 e que

f(x0) =0, h(xo) = 0. Seja?® z5 = z(x9) = 0 € R”. Entdo, xo é um
ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema
(10) com a realimentagao desacoplante (17) seguida da
realimentagdo estabilizante (43)—(44), e

ERa(x0) = {x(0) € Uy | x(t) € Up para todo t > 0}

é uma estimativa da regido de atracio®! Ra(xp) C R” de xg, ou
seja, ERa(x0) C Ra(xp). Em particular, se Uy = V = R", entdo xp
é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel
do sistema em malha-fechada.

2 Aqui, como f(x0) = 0, h(xo) = 0, temos que z = z(x) = 0 € R” é um
ponto de equilibrio de (41) para v = 0. Veja a Obs 2 acima.
ZDe fato, z = z(x) = ¢(x) é uma mudanca de coordenadas local em Uy,
com zp = z(x0) = ¢(x0) = 0. Suponha que x(0) € ERa(x0). Entéo,
z(t) = z(x(t)) = ¢(x(t)) € z(Up), para t > 0, com lim¢—,oc z(t) = 0.
Portanto, lim;—eo x(t) = lim:— 00 1 (2(t)) = ¢~ 1(0) = xo.
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4 4.1. Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Exemplo 6: Considere novamente um robd com n graus de
liberdade e com atuagcdo em todas as juntas. Pelo o que vimos
anteriormente no Exemplo 6 da Secdo 4.2.2, temos que cada
componente y; = g; da saida y = h(q) = g (com W =R") admite
grau relativo em todo o espaco de estado R” x R" e que os
mesmos sao todos iguais a dois, ou seja, p1 = --- = pp = 2. Além
disso, a matriz de desacoplamento A(x) é dada por

A(x) = M~1(q), pois T'(q) = I. Em particular, concluimos pelo
Teorema 2 que o problema de linearizagdo exata para o robo é
globalmente solivel em todo o espaco de estado R” x R”, ja que
a dimens&o do estado x = (q,§) é 2n, p=>_"_; pi = 2n,
posto(A(x)) = posto(g(x)) = n em todos os pontos x € R" x R”,
e a aplicacdo (identidade)

z:R" x R" — R" x R" dada por z(x) = x = (q1,G1,---,Gn, Gn) é
bijetiva. E importante ressaltar que as coordenadas generalizadas ¢
nem sempre s3o as coordenadas y = h(q) do efetuador (veja o
Exemplo 6 da Se¢do 4.2.3).
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4.4.2. Linearizacao Exata e Flatness

O teorema abaixo estabelece que todo sistema linearizavel por uma
realimentacdo de estado estatica regular é flat. No entanto, a
reciproca é falsa: existem sistemas flat que n3o s3o linearizaveis
por realimentacg3o estdtica regular da forma (12). E possivel provar
que todo sistema flat é linearizdvel por uma realimentacio
dindmica da forma

£ = a(x,&,v) € RK,
U: 6(X7£7 V) 6 Rm?

onde v € R™ é nova entrada [?], [?]. O problema de mostrar que
todo sistema que é linearizavel por realimentacdo dindmica é flat
ainda é um problema aberto na Teoria de Controle.

Teorema: Considere o sistema (10) e assuma que, para todo
x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu
niumero m de colunas. Seja xg € V. Se o problema de linearizagao

exata é localmente soldvel em xp, entdo (10) é flat.
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4.4.2. Linearizacao Exata e Flatness

Prova: De acordo com a demonstracao do Teorema 1, temos que
a expressdo de (10) nas coordenadas locais (37)

z=¢(x) = (yl(o), . ,yl(plfl), . ,y,(no), . ,y,(,f,o’"fl)) e R" (45)
e com a realimentagdo desacoplante (17)
u=a(x)+ B(x)v (46)
as quais sdo definidas em uma vizinhanca aberta U C V de xp, esta
na forma candnica de Brunowsky (41) com (40). Em particular,

x=972) = Al) = AGE,fDD,yer)
(47)

v=01" ) (48)
Assim, x pode ser escrito como fun¢do de y e de suas derivadas
até uma ordem finita v = max{p1 — 1,..., pm — 1}. E, a partir de
(46)—(48), concluimos que

u = a(A(2)) + B(A@2))v = By, yD, ..., y)

onde § = max{p1,...,pm}
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5. Método Direto de Lyapunov

Neste capitulo, estudaremos o Método Direto de Lyapunov, que
estabelece condicdes suficientes para determinarmos o tipo de
estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema n3o-linear:
estdvel, assintoticamente estdvel e globalmente assintoticamente
estavel. Ao contrdrio do Método Indireto de Lyapunov visto no
Capitulo 3, que se baseia no sistema linearizado (e tem a restrigdo
de que todos os polos do sistema linearizado estejam fora do eixo
imaginario), o Método Direto de Lyapunov leva em conta o
sistema n3o-linear por completo através de fungdes que
desempenham um papel semelhante a uma fung3o de energia.

Comecaremos este capitulo analisando como que a variagdo da
energia total do péndulo simples ao longo das solugbes permite
caracterizar o tipo de estabilidade da origem. Este exemplo
motivara a apresentacao do Método Direto de Lyapunov na
sequéncia. Veremos também como esse método é aplicado no
projeto de controladores.
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5. Método Direto de Lyapunov

Motivacao: Considere novamente a equacdo de estado de um
péndulo simples (n3o-controlado):

)'(1 = X2

. g k
X2 = ——sen(xl) — —X2
m

14

onde x;1 = 0, xo = 0ex= (x1,x2) € R? é o vetor de estado.
Relembre que (0,0) é um ponto de equilibrio do péndulo. A
energia total E(x) do péndulo no ponto x = (x1, x2), com relacdo
ao referencial E(0) = 0, é a soma da energia potencial com a
energia cinética, ou seja:

1 1
/ = sen(T)dT + 2x2 = —[1 cos(x1)] + §x22 >0
Entdo, ao longo das solugdes x(t) do sistema, temos que:

E(x(1)) = E[1 ~ cos(ua(0)] + 528(2)

336 / 364



5. Método Direto de Lyapunov

Motivacdo (continuagdo): Primeiramente, considere que k = 0
(sem atrito). Entdo:

%E(X(t)) = %Sen(h(t))fq(t) + x2(t)x2(t)
- %sen(xl(t))xz(t) _ %sen(xl(t))XQ(t)
—0

ou seja,
E(x(t)) = E(x(0)) = ¢, paratodot>0

Isto significa que a energia total é conservada ao longo das
solugdes do sistema. Logo, para x(0) = 0, temos que x(t) =0
para t > 0 e, assim, chegamos novamente a conclusdo de que
(0,0) é um ponto de equilibrio estavel na auséncia de atrito.

Agora, considere que k > 0 (com atrito). Suponha que x2(0) # 0.

Entao:
337 /364



5. Método Direto de Lyapunov

Motivagao (continuacdo):

d g 2 :
£ E(x(1)) =  sena(8)a (1) + r(t)(?)

(
- %sen(xl(t))XQ(t) - %sen(xl(t))XQ(t) - %xg(t)

k
= _EXS(t) <0, paratodot>0

ou seja, E(x(t2)) < E(x(t1)) sempre que t; > t;. Isto significa que
a energia total é dissipada ao longo das solu¢des do sistema. Logo,
se E(x(t)) tender para zero a medida que t — oo, entdo x(t)
tenderd para a origem quando t — oo e, consequentemente,
concluiremos que a origem é assintoticamente estdvel. Portanto,
percebemos que a andlise da derivada de E(x(t)) (energia total ao
longo das solugBes do sistema) permite determinar o tipo de
estabilidade da origem. Em 1892, Lyapunov mostrou como
determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema
através de fungdes que desempenham um papel semelhante a uma

funcdo de energia. Isto é o que veremos na sequéncia.
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5. Método Direto de Lyapunov

De agora em diante, salvo menc¢3o contraria, vamos considerar
sistemas autonomos da forma

x = f(x) (49)
onde x = (x1,...,%,) € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e
f=(f,...,f): D—R"éde classe C* (continuamente

diferenciavel). Seja x¢ € D um ponto de equilibrio do sistema, i.e.
f(x¢) = 0. Sem perda de generalidade, sempre podemos considerar
que x¢ = 0 pois, fazendo a translagdo z = x — x¢ (mudanga de
coordenadas), temos que

z=x=f(x)=f(z+x°) £ g(2) (50)

com g(0) = f(x¢) = 0, ou seja, a origem z¢ = 0 é um ponto de
equilibrio de (50). Temos entdo que x° um ponto de equilibrio
(assintoticamente) estdvel de (49) se e somente se z¢ =0 é um
ponto de equilibrio (assintoticamente) estavel de (50).

Por simplicidade, de agora em diante vamos sempre supor

que a origem x° = 0 é um ponto de equilibrio de (49). 20 e



5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo: Considere o péndulo simples com atrito (mas sem
controle): _
x1 = x2 = fi(x1, x2)

Xp = ) sen(xy) — ;xz = f(x1, x2)
onde x = (x1,x2) € D =R?, k > 0, e o ponto de equilibrio
x¢ = (x{,x§) = (m,0) fora da origem. Para a translagdo
z=x—x°
temos que x = z + x€ com

x1=z1+xt =21+, Xo=2z+x3 =2

21=X1=X=2
k k
Zp = Xp = —%sen(xl) = EXQ = —%sen(zl aF ﬂ') = EZQ
Note que a origem z¢ = (0,0) é um ponto de equilibrio, em

conformidade com a discussio acima. a0 56



5. Método Direto de Lyapunov

Seja V: D, — R uma fun¢do com V(0) =0, onde D, C R" é um
conjunto contendo a origem x = 0. Considere W C D, com
x =0 € W. Temos entdo a seguinte classificacao da funcio V:
@ V é definida positiva em W se V(x) > 0 para todo x € W
com x #0
@ V ¢ semidefinida positiva em W se V/(x) > 0 para todo
xe W
@ V é definida negativa em W se V/(x) < 0 para todo x € W
com x # 0, ou seja, se —V é definida positiva em W

Q V ¢ semidefinida negativa em W se V(x) < 0 para todo
x € W, ou seja, se —V é semidefinida positiva em W

341 /364



5. Método Direto de Lyapunov

Obs: Considere que W = D, =R" e V(x) = x'Px, para
x = (X1,...,Xxp) € R", onde P € R"*" é uma matriz simétrica.
Concluimos entdo pelos resultados apresentados no Lab 10 que:
@ V é definida positiva < P > 0 < todos os autovalores de P
sao positivos
@ V é semidefinida positiva & P > 0 < todos os autovalores
de P s3ao ndo-negativos
© V é definida negativa & P < 0 < todos os autovalores de P
sao negativos
@ V é semidefinida negativa < P < 0 < todos os autovalores
de P s3o n3o-positivos
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5. Método Direto de Lyapunov

Agora, seja x¢ = 0 um ponto de equilibrio de (49). Considere que
V. D, — R é uma fun¢do continuamente diferencidvel, onde

D, C D é uma vizinhanga aberta de x¢ = 0. Definimos a derivada
V: D, — R de V (ao longo das solucdes de (49)) por

V(9 £ LV = 2200F0) = Y0 O (), xe D

Note que V/(0) = 0 pois f(0) = 0. Pela regra da cadeia, temos

que:
. d
V(x) = —V(o(t, , e D,
()= ZVee)| . x

onde ¢(t,x) denota a solugdo do sistema (49) no instante t para a
condic3o inicial x em ty = 0.
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5. Método Direto de Lyapunov

Teorema de Lyapunov (Método Direto de Lyapunov): Seja
x€ =0 um ponto de equilibrio de (49). Considere que V: D, — R
é uma fungdo continuamente diferencidvel com V/(0) = 0, onde
D, C D é uma vizinhanga aberta de x¢ = 0. Temos que:

Q Se V ¢ definida positiva em D, (i.e. V(x) > 0 para todo
x € D, com x # 0) e V é semidefinida negativa em D, (i.e.
V(x) <0 para todo x € Dy), entdo x¢ = 0 ¢ estavel
@ Se V ¢ definida positiva em D, (i.e. V/(x) > 0 para todo
x € Dy com x # 0) e V é definida negativa em D, (i.e.
V(x) < 0 para todo x € Dy com x # 0), entdo x° =0 é
(localmente) assintoticamente estavel
Dizemos que V é uma fungao de Lyapunov para o sistema (49)
quando V satisfaz as condicdes de um dos 2 casos acima.
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5. Método Direto de Lyapunov

Ideia da demonstracdo da estabilidade assintética: Seja
x(0) # 0. Ent3o, pela regra da cadeia,

%V(x(t)) = V(x(t)) <0, paratodot>0

pois x¢ = 0 é ponto de equilibrio e, assim, x(t) nunca podera
atingir x¢ = 0. Mas, V(x(t)) >0, t > 0. Logo, V(x(t)) é uma
func3o decrescente e limitada inferiormente por zero. Desse modo,
V(x(t)) < V(x(0)) e (veja a Proposi¢do do Lab 5):

tILngo V(x(t))=a>0

Pode-se entdo mostrar que, para x(0) préximo o suficiente de
x€ =0, o limite acima implica que??

lim V(x(t)) =0

lim V(x(2))

que por sua vez assegura que (pois V(0) = 0):

g, ¥(1) =0

2Cuidado! Isto em geral n3o é verdade. Por exemplo, para

f(t) = e *sen(e®), temos que lim;—o0 F(t) = 0 mas f(t) é ilimitada! P



5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 1: Voltamos ao péndulo simples sem atrito (e sem
controle) visto no inicio deste capitulo:

x1 = xo = fi(x1, x2)

)-(2 = —%sen(xl) = f2(X1,X2)

onde x = (x1, %) € D =R? e x® = 0 é um ponto de equilibrio.
Escolhemos (energia total):

1
V(x) = %[1 — cos(x1)] + §x§, x € R?

Note que V: R? — R é continuamente diferencidvel com V(0) =0
e que V é definida positiva no conjunto aberto
D, = {x €R?| — 7 < x; < 7}. Temos:

V(x) = %sen(xl)fq + xo% = %sen(xl)xz — %sen(xl)xz =0, xcR?

Logo, como V é definida positiva e V é semidefinida negativa em

D, concluimos pelo Teorema de Lyapunov que x¢ = 0 é estavel.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 1 (continuagdo): No entanto, a origem ndo é
assintoticamente estdvel. De fato, para qualquer condi¢3o inicial
x(0), temos que a solugdo x(t) satisfaz

d :
ZV(x() = V(x(1) =0, t>0

ou seja, V(x(t)) = V(x(0)) para t > 0. Assim, caso
lim; 00 x(t) = 0 para alguma condi¢3o inicial x(0) com x2(0) # 0,
entdo teriamos pela continuidade de V' que

lim V(x(t)) = V(0) =0

t—0o0

o que contradiz V(x(t)) = V/(x(0)) para todo t > 0.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 2: Agora, considere o péndulo simples com atrito (mas
sem controle):

x1=xp = fi(x1, x2)

Xp = —=sen(x1) — ;Xz = f(x1, x2)

14

onde x = (x1,x) € D =R? k> 0e x® =0 é um ponto de
equilibrio. Escolhemos (energia total):

V(x) = %[1 — cos(x1)] + %xg, x € R?

Assim:

: k
V(x) = E sen(x1)X1 + xoXxo = 2 sen(x1)x2 — i sen(xy)xy — —x2
l L l m
k
=_——x3 x€eR?
m
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 2 (continuacdo): Temos entdo que V: R? — R ¢é
continuamente diferencidvel com V(0) = 0 e V é definida positiva
no aberto D, = {x € R? | — 7 < x; < 7}. No entanto, V é
semidefinida negativa em D,: V(x) = 0 para xo = 0 e qualquer
—m < x3 < 7. Portanto, o Teorema de Lyapunov nos permite
apenas concluir que x¢ = 0 é estdvel. Entretanto, sabemos que
x€ = 0 é assintoticamente estdvel na presenca de atrito: a funcdo
da energia total escolhida n3o conseguiu mostrar esse fato. No
entanto, ao escolhermos

N 1 1 ,[ k2/2m* k/2
V(x) = %[1—cos(x1)]+§x’Px = %[1—cos(xl)]+§x’ k;22 /1 "

=P>0

obtemos que V( ) 1g k " 1k ,
x)=—==—xgsen(xy) — = —x
20m ! ! 2m’ 2
Logo, V ¢é definida positiva e V ¢é definida negativa em
D, = {x €R?| —7 < x3 < 7} e, assim, concluimos pelo Teorema
de Lyapunov que x€¢ = 0 é de fato assintoticamente estavel. 349 /364



5. Método Direto de Lyapunov

Obs: N3o hd nenhum método sistematico para se encontrar
funcoes de Lyapunov para um sistema. No caso de sistemas
elétricos e mecanicos, energia total do sistema é a primeira escolha
mais natural como funcdo de Lyapunov. Mas, no caso geral, a
escolha se da por tentativa e erro. Pelo exemplo cima, percebemos
que o Teorema de Lyapunov fornece apenas condigoes suficientes
de estabilidade. A origem x€ = 0 pode ainda ser estdvel ou
assintoticamente estdvel apesar da funcdo V/(x) escolhida n3o
satisfazer as condi¢cGes do teorema. Em tal caso, devemos procurar
por outra fungdo V/(x) mais adequada ou utilizar outras técnicas
de andlise de estabilidade.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 3: Considere o sistema:

5(1 = —X]:_)’ — X2

5(2 = X1 — XS
onde x = (x1,%) € D = R? e x® = 0 é um ponto de equilibrio. A
linearizacdo na origem é dada por:

-3x2 -1 0 -1
A = 2 =
Logo, nada podemos concluir sobre a estabilidade da origem pelo
Método Indireto de Lyapunov. Vamos mostrar que a origem é

assintoticamente estdvel pelo Teorema de Lyapunov (Método
Direto de Lyapunov).

= )\1’2 = :|:j
x=0
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 3 (continuagdo): Escolhemos:
V(x) =xF +x3, x€R?

(note que V: R? — R é continuamente diferencidvel com
V(0) = 0). Logo:

V(x) = 2ax+2x% = 2x1(—x3 —x)+2x(xa—x3) = —2(x+x3) <0, x € R?

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V é definida
negativa em R2. Portanto, concluimos pelo Teorema de Lyapunov
que a origem é assintoticamente estavel (mostraremos mais
adiante que a estabilidade assintética é na verdade global).
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5. Método Direto de Lyapunov

Proposicao (Estimativa da Regido de Atragdo): Seja x° =0
um ponto de equilibrio de (49) com D = R". Considere que

V: R"” — R é uma fung¢do continuamente diferencidvel com

V(0) =0, e que D, é uma vizinhang¢a aberta da origem x¢ = 0 tal
que:

@ V é definida positiva em D, e V é definida negativa em D,
ou seja: V(x) > 0e V(x) <0, para todo x € D, com x # 0

@ O conjunto
Q.={xeR"| V(x)<c}

¢é limitado e estad contido em D,,, onde ¢ > 0.

Ent3o, x¢ = 0 é assintoticamente estavel e
Q. C RA(O)
onde Ra(0) é a regido de atragdo do ponto de equilibrio x¢ = 0.

353 /364



5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 4: Considere o sistema:

X1 = x1(x2 + x5 — 2) — 4xyx3

X0 = 4xixo + xo (X + x5 — 2)

onde x = (x1,x) € D = R? e x® = 0 é um ponto de equilibrio.
Escolhemos:
V(x)=x¢ +x3, xcR?

(note que V: R? — R é continuamente diferencidvel com
V(0) = 0). Logo:

V(x) = 2x1%1 + 2x050 = 2052 + x3) (¢ + 3 — 2), x € R?

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V é definida
negativa em D, = {x € R? | x? + x4 < 2}. Portanto, concluimos
pelo Teorema de Lyapunov que a origem é assintoticamente
estavel.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 4 (continuagdo): Além disso, para ¢ = 2, temos que
Qo={xeR? | V(x)=x2+x3 <2} =D,

é limitado, pois ||x|| = v/V(x) < v/2 para todo x € Q. = D,.
Logo, a proposicao anterior determina que

D, = {x € R? | x? + x2 < 2} C Ra(0) é uma estimativa da regido
de atragdo da origem.
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5. Método Direto de Lyapunov

Teorema de Lyapunov (Estabilidade Assintética Global): Seja
x€ =0 um ponto de equilibrio de (49) com D = R". Considere
que V: R"™ — R é uma funcdo continuamente diferencidvel com
V(0) = 0 tal que:
o V é definida positiva em R" e V é definida negativa em R”,
ou seja: V(x) > 0e V(x) <0, para todo x € R” com x # 0

e V é radialmente ilimitada, ou seja:?3

Entdo, a origem x¢ = 0 é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel.

#Temos que lim|jx|— o V(x) = oo significa que: para todo ¢ > 0 existe

r > 0 tal que, para qualquer x € R”, ||x|| > r = V(x) > c.
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5. Método Direto de Lyapunov

Prova: Seja x(0) € R"” uma condigdo inicial arbitrdria com

x(0) # 0. Tome ¢ = V(x(0)) > 0. Portanto, existe r > 0 tal que,
para qualquer x € R”, V(x) < ¢ = ||x|| < r. Desse modo,

Q. C B,(0), ou seja, . é um conjunto limitado. Logo, utilizando
a proposicao acima com D, = R”, concluimos que

x(0) € Q. C Ra(0).

Exemplo 5: Considere o sistema:

Xl = —Xf — X2

XQ = X1 — XS

No Exemplo 3, mostramos que V/(x) = x2 + x5 = ||x||? é tal que
V ¢é definida positiva e V é definida negativa em R2. Como V é
radialmente ilimitada, ou seja, lim || V/(x) = oo, concluimos
que a origem x¢ = 0 é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estdvel do sistema.
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5. Método Direto de Lyapunov

Exemplo 6 (Projeto de Controladores Estabilizantes):
Considere o sistema:

X1 = —x] + xp(x1, x2)

X2 = (x1,x2) +u
onde x = (x1,x) € D = R2 é o vetor de estado, u € R é o
controle, e ¢, 1: R? — R s3o de classe C! com
¢(0,0) = (0,0) = 0. Note que x¢ = (0,0), u® =0 é um ponto
de equilibrio do sistema. O objetivo é projetar uma realimentagdo

de estado
u= O[(X]_,XQ)

onde a: R? — R é de classe C! com «(0,0) = 0, de modo que
x€ = 0 seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel do sistema em malha-fechada:

X1 ==X} +x0(x1, %)

x2 = P(x1,x2) + a(x1, x2)
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Exemplo 6 (continuagdo): Escolhendo

1 1
V() = 508 +53) = 5IxIP, xeR?

(
2
temos que V: R? — R é continuamente diferencidvel com
V(0) = 0, V é definida positiva em R? e V é radialmente
ilimitada. Logo, devemos tentar encontrar u = a(x1, x2) de modo
a impor que V seja definida negativa em R?, ou seja:

V(x) = x1x1 + xa%0 = xi1[—x3 + xo¢(x1, x2)] + x2[1h(x1, x2) + U]
= —xi + xpp(x1, x2) + XU (x1, X2) + xo0(x1,x2) <0, x#0
A escolha de
u=a(x,x) = —x2 — x1¢0(x1, x2) — ¥(x1,x2)
assegura que a: R? — R é de classe C! com «(0,0) = 0 e que
V(x)=—xi —x3 <0, x#0

ou seja, V é definida negativa para o sistema em malha-fechada.
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Exemplo 6 (continuagdo): Concluimos assim que a
realimentacdo de estado

u=a(xi,x2) = —xa — x16(x1, x2) — ¥(x1, %)
garante que a origem x€ = 0 do sistema em malha-fechada é
globalmente assintoticamente estavel.
Obs: Seja V/(x) = x'Px, para x € R", onde P > 0. Pode-se
mostrar que: ) . )
[X[[“Amin(P) < X Px < [[x[[* Amax(P)
onde Apmin(P) > 0 e Amax(P) > 0 sdo os autovalores minimo e
maximo de P, respectivamente. Portanto, V é definida positiva em
R" e radialmente ilimitada. Para o sistema x = f(x), temos que
V(x) = x'Px + x'Px = f(x)' Px + x' Pf(x)

Em particular, quando x = f(x) = Ax (sistema linear), x € R”,

V(x) = (Ax)'Px 4+ x'PAx = X' A'Px 4+ X' PAx = X'(A'P + PA)x

Desse modo, se @ = AP + PA < 0, entdo x¢ = 0 é globalmente

assintoticamente estavel (e logo A possui todos os polos no SPE!).@(O -
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Relembre que, no Exemplo 2 acima do péndulo simples com atrito,
ao utilizarmos a energia total

1
V(x) = %[1 — cos(x1)] + §x22, x € R?

obtivemos que
o k
V(x) = ——x3, xcR?
()= -3, x

com V definida positiva e V semidefinida negativa no conjunto
D, = {x € R?| — 7 < x; < 7}. Logo, o Teorema de Lyapunov
permite concluir apenas que a origem x = 0 é estdvel, quando na
verdade sabemos que a mesma é assintoticamente estavel. O
préximos resultado estabelece condi¢bes que asseguram
estabilidade assintética quando V é semidefinida negativa.
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Teorema de LaSalle: Seja x¢ = 0 um ponto de equilibrio de (49).
Considere que V: D, — R é uma funcdo continuamente
diferenciavel com V/(0) = 0, onde D, C D é uma vizinhanga aberta
de x¢ = 0. Suponha que V é definida positiva e V' é semidefinida
negativa em D,. Seja S = {x € D, | V(x) = 0}. Temos que:
Q Se
x(t)e Sparat>0=x(t)=0parat>0
onde x(t), t > 0, é uma dada solugdo de (49), entdo x¢ =0 é
assintoticamente estdvel. Além disso, se a condicao acima é
satisfeita e o conjunto

Qc={xeR"| V(x) < ¢}
é limitado e estd contido em S, onde ¢ > 0, entdo

Q. C RA(O)

(Ra(0) é a regido de atragdo do ponto de equilibrio x¢ = 0).
@ Se D =D, =R", V é radialmente ilimitada e
x(t)e Sparat>0=x(t)=0parat>0

entdo x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel. 362 /364
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Exemplo 7: Considere novamente o péndulo simples com atrito
(k > 0):

x1 = xp = fi(x1, x2)
k
)'(2 = —% sen(xl) — ;Xg = f2(X1,X2)
No Exemplo 2, utilizamos a energia total
-4 1, 2
V(x) = Z[l — cos(x1)] + EXZ’ xeR
e obtivemos que
V(x) = —ﬁxg, x € R?
m

com V definida positiva e VV semidefinida negativa no conjunto
D, = {x € R?| — 7 < x; <7}. Vamos agora aplicar o Teorema
de LaSalle para mostrar que a energia total V(x) permite de fato

concluir que x¢ = 0 é assintoticamente estavel.
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Exemplo 7 (continuacdo): Seja S = {x € D, | V(x) =0}, e
suponha que x(t) € S, para t > 0, onde x(t) é uma solugdo
arbitraria do sistema. Logo, x(t) € D, para t > 0e V(x(t)) =0
(i.e. V(x(t)) =0 para t > 0). Portanto:

V(x(t)) = —%x%(t) =0= x(t) =0= x(t) =0=sen(x(t)) =0

Mas, x(t) € D, = {x ER? | — 7 < x; < 7} e, assim,
—m < x1(t) < 7, para t > 0. Desse modo,
sen(xi(t)) =0= x1(t) =0
Mostramos assim que:
x(t)e Sparat>0=x(t)=0

Concluimos entdo pelo Teorema de LaSalle que x¢ = 0 é de fato
assintoticamente estdvel (e utilizamos a energia total V/(x) para

esse fim!).
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