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Neste trabalho, propomos o controle de sistemas presa-predador através de sinais cons-
tantes por partes, determinados a partir da metodologia de controle por modos deslizantes
desenvolvida por Slotine e da medigao periddica dos tamanhos das populagoes, nao ha-
vendo necessidade de medi-los a cada instante de tempo. A estratégia de controle que
apresentaremos possibilita o seguimento de trajetérias de referéncia quaisquer, nao es-
tando restrita a problemas de estabilizacao em um ponto fixo. No entanto, assumiremos
que o sistema seja completamente conhecido, invariante no tempo e que sua dinamica
seja suficientemente lenta. O método é aplicado a um modelo de sistema presa-predador
similar ao modelo Rosenzweig-MacArthur; ao invés de utilizar uma resposta funcional
tipo II, utiliza uma tipo IV. Partindo do pressuposto de que as trajetorias do sistema
oscilem num ciclo limite estavel quando o ecossistema esta em equilibrio ecolégico, mos-
traremos que a estratégia de controle proposta permite: explorar os recursos do sistema
de maneira sustentavel, ao mesmo tempo em que sao mantidas trajetorias periddicas no
sistema controlado; e restaurar a dinamica natural do sistema (o ciclo limite), quando
o efeito de uma perturbagao ameacar a sobrevivéncia dos predadores. Estes objetivos
serao alcancados forcando as populacoes de presas e de predadores a seguir trajetérias
de referéncia que sao solugoes do referido modelo, mas com um conjunto adequado de
valores paramétricos. Os sinais de controle constantes por partes resultantes definirao
politicas de gerenciamento factiveis, precisas e adequadas, que podem ser implementadas
na pratica por orgaos ambientais. Para satisfazermos a hipdtese de que o sistema seja
completamente conhecido, mostraremos que, com apenas alguns dos parametros previa-

mente determinados, é possivel estimar os demais pelo método de minimos quadrados.
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We propose the control of predator-prey systems using piecewise-constant signals,
which are determined by the sliding mode control methodology developed by Slotine and
by measuring the sizes of the populations periodically, without the need of measuring
them at every instant of time. The presented control strategy allows tracking of any
chosen reference trajectories, and is not restricted to stabilization problems at a fixed
point. Nevertheless, we shall assume that the system is completely known, time-invariant
and that its dynamics is sufficiently slow. The method is applied to a predator-prey
system model that is similar to the Rosenzweig-MacArthur model; instead of using a
type II functional response, it uses a type IV. Assuming that the trajectories of the
system oscillate at a stable limit cycle when the ecosystem is in ecological balance, we will
show that the proposed control strategy allows: to explore the resources of the system
in a sustainable manner, while still maintaining periodic trajectories on the controlled
system; and to restore the natural dynamics of the system (the limit cycle), when the
effect of disturbances threatens the survival of the predators. These objectives will be
achieved by forcing the prey and predador populations to track reference trajectories that
are solutions of the referred model, but with an appropriate set of parameter values.
The resulting piecewise-constant control signals will define feasible, precise and adequate
management policies that can be implemented by environmental agencies. In order to
satisfy the hypothesis that the system is completely known, we will show that, with only
some of the parameters previously determined, the remaining ones can be estimated by

the least-squares method.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, o crescimento de movimentos mundiais preocupados com a pre-
servacao ambiental de todo o planeta tiveram grande impacto em nossa sociedade. Eles
mudaram a nossa visao sobre o desenvolvimento da politica, da economia e da propria
organizacao social. Felizmente, existe hoje um grande niimero de pessoas que tém real-
mente consciéncia de que os recursos naturais sao escassos e que o aumento da degradacao
do meio-ambiente vem pondo em risco a sobrevivéncia de nossa prépria espécie. Muitas
espécies de animais sé podem ser vistas em paginas de livros e iniimeras outras estao a
beira da extincao. Por estes motivos, o conceito de desenvolvimento sustentavel torna-se
fundamental para a nossa civilizacao. Devemos, assim, formar uma sociedade sustentavel,
isto é, uma sociedade que satisfaca suas necessidades sem diminuir as perspectivas das

geracoes futuras.

A modelagem matematica da dindmica das populagoes que compoem um ecossistema é
muito importante para entendermos seus comportamentos, suas interdependeéncias, e para
que previsoes futuras possam ser realizadas. Somente a partir do momento que atingimos
tal nivel de conhecimento é que poderemos saber, com um certo grau de certeza, como o
ecossistema ird reagir a perturbagoes naturais e a interferéncia humana. Neste sentido, a
busca por modelos matematicos que descrevam adequadamente a dinamica de populagoes
sao fundamentais para que possamos explorar os recursos de um ecossistema de maneira
sustentavel e, no caso de existirem grandes chances de ocorrer uma catastrofe ambiental
devido a perturbagoes naturais ou a propria agao humana, de restaurarmos o equilibrio

natural do ecossistema através de politicas de gerenciamento ambiental.

Contudo, a modelagem matemética de um ecossistema nao é uma tarefa facil, pois
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se trata de um sistema vivo altamente complexo e com uma imensa capacidade de se
auto-organizar. Este assunto vem sendo tratado por inimeros autores (Aracil e Toro,
1993; Begon et al., 1996; Kot, 2000; Krebs, 1972). Um tipo de interacao, objeto de
muitos estudos, é a estabelecida entre uma populacao de presas e a populacao de seus
predadores. Estes sao os chamados sistemas presa-predador em Ecologia. Apesar de
estes sistemas nao existirem de forma isolada na natureza, mas sim como componentes de
um sistema complexo formado por vérias outras espécies, onde todas as populacoes sao
interdependentes e influenciadas por fatores ambientais, um entendimento aprofundado
de sua dinamica é vital para a compreensao de sistemas mais complexos e proximos da

realidade encontrada na natureza.

Neste trabalho, propomos o controle de sistemas presa-predador, que sao modelados
por equacoes diferenciais em tempo continuo, através de sinais constantes por partes
determinados pela medicao periddica dos tamanhos das populagoes, nao havendo neces-
sidade de medi-los a cada instante de tempo. Existem duas razoes fundamentais que
inspiraram a busca por essa estratégia de controle. A primeira é que sinais de controle
constantes por partes sao modelos idealizados de politicas de gerenciamento adotadas por
orgaos ambientais, representando, em cada intervalo onde o sinal de controle permanece
constante, taxas constantes de extracao de individuos, se a entrada for negativa, ou taxas
constantes de introducao de novos individuos, se a entrada for positiva. A outra razao
é que, em muitas interagoes do tipo presa-predador encontradas na natureza como, por
exemplo, as relagoes entre peixes (presas) e tubaroes (predadores), nao é possivel medir o
nimero de individuos a cada instante de tempo. Desse modo, o sinal de controle constante
por partes, obtido pelo esquema de controle aqui proposto, permite definir uma politica
de gerenciamento para o ecossistema que possa ser implementada na pratica por érgaos
ambientais. Estas politicas ficam completamente determinadas pela medicao periédica
das populacoes de presas e de predadores, e consistem no estabelecimento de taxas cons-
tantes de extracao ou de introducgao de novos individuos para cada espécie, que devam ser

cumpridas pela sociedade numa base de tempo mensal, semestral ou anual, por exemplo.

Muitas pesquisas realizadas vém abordando maneiras de se controlar sistemas presa-
predador. Nos trabalhos (Costa et al., 2000; Cunha, 2002; Meza, Bhaya e Kaszku-
rewicz, 2002) e (Meza, Costa, Bhaya e Kaszkurewicz, 2002) sdo apresentadas estratégias
de controle que estabilizam os modelos Lotka-Volterra e Rosenzweig-MacArthur, respecti-
vamente, os quais apresentam orbitas periddicas, em um ponto de coexisténcia das presas
e dos predadores. No entanto, em (Meza, Bhaya e Kaszkurewicz, 2002; Meza, Costa,

Bhaya e Kaszkurewicz, 2002), este ponto de coexisténcia depende dos parametros do sis-



Introducdo 3

tema e nao pode ser selecionado livremente. Leis de controle comutadas sobre superficies
de deslizamento foram utilizadas por Corso et al. (2002) no modelo Leslie-Gower, por
Cunha (2002) no modelo Lotka-Volterra, e por Costa et al. (2000) nestes dois modelos,
para a estabilizacao dos modelos em um ponto de coexisténcia das espécies; mas, durante
o deslizamento, a comutacao na lei de controle podera ocorrer com freqiiéncias muito
elevadas, podendo, assim, nao modelar a acao humana em muitos casos. Salientamos,
ainda, que em todas as referéncias supracitadas, é exigida a medicao das populacoes a
cada instante, e os sinais de controle consistem em extrair as populagoes ou em manté-las

livre da acao humana.

No presente trabalho, assumiremos que as populacoes de presas e de predadores sejam
medidas periodicamente, nao sendo possivel medi-las a cada instante de tempo. E, com
o intuito de adequar a acao humana aos sinais de controle, sugerimos uma estratégia
de controle que determine sinais de controle constantes por partes a partir de medigoes
periddicas das populacoes. No entanto, para que este esquema de controle possa ser
aplicado, assumiremos, ainda, que o sistema seja completamente conhecido, invariante no

tempo e que sua dinamica seja suficientemente lenta.

A estratégia de controle que apresentaremos possibilita o seguimento de trajetorias de
referéncia quaisquer, nao estando restrita a problemas de estabilizacao em um ponto fixo.
Em poucas palavras, a abordagem proposta consiste em determinar os sinais de controle
constantes por partes off-line, de modo a aproximar sinais continuos conhecidos a prior:

que atendam as especificacoes de desempenho desejadas.

Para a obtencao desses sinais, qualquer método de controle que resulte em sinais
continuos pode ser utilizado, desde que satisfaga as exigéncias de desempenho. Todavia,
optamos, aqui, pela metodologia de controle por modos deslizantes (CMD) desenvolvida
por Slotine, pois é uma técnica geral para o problema de seguimento de uma classe
de sistemas nao-lineares, sendo bastante adequada para o controle de sistemas presa-
predador. Para satisfazermos a hipétese de que o sistema seja completamente conhecido,
mostraremos que, com apenas alguns dos parametros previamente determinados, serd
possivel estimar os demais. Como assumiremos que o sistema seja invariante no tempo,
poderemos utilizar o método de estimagao por minimos quadrados. Relembramos que as
populagoes sao medidas periodicamente, por hipdtese, e, assim, nao sao aplicaveis técnicas

on-line de estimacgao de parametros.

Varios modelos tém sido propostos para descrever as oscilacoes periddicas das po-

pulagoes de sistemas presa-predador. Este tipo de comportamento foi observado, tanto
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em laboratério, quanto em campo. Um exemplo classico é o modelo Lotka-Volterra. No
entanto, este modelo possui duas grandes limitacoes. A primeira é que a populagao de
presas cresce indefinidamente quando nao ha predadores presentes. A outra é que, apesar
de dinamicas ciclicas realmente ocorrerem na natureza, as trajetorias do modelo nao con-
vergem para um ciclo limite estavel. As érbitas sao de fato fechadas, porém as amplitudes
de oscilacao dependem da condicao inicial. Mas, como os ecossistemas estao constante-
mente submetidos a perturbacgoes, as mesmas inibiriam a dinamica ciclica neste modelo.
Conseqiientemente, o modelo Lotka-Volterra acaba sendo inadequado para descrever a

realidade em muitas situacoes.

Por esses motivos, selecionaremos um modelo de sistema presa-predador em que o
nimero de presas permaneca limitado na auséncia dos predadores, e que apresente ciclos
limite estaveis. O modelo utilizado neste trabalho, que atende a estes requisitos, é similar
ao modelo Rosenzweig-MacArthur, utilizando uma resposta funcional tipo IV ao invés de
uma tipo IT (Kot, 2000). Dependendo dos valores dos parametros do sistema, as trajetérias
podem convergir para ciclos limite estaveis ou para pontos de equilibrio. Partiremos do
pressuposto de que as trajetérias do sistema oscilem num ciclo limite estavel quando
o ecossistema esta em equilibrio ecolégico. Mostraremos que a estratégia de controle
proposta aplicada ao referido modelo possibilita: (i) explorar os recursos do sistema de
maneira sustentavel, ao mesmo tempo em que sao mantidas trajetérias periddicas no
sistema controlado; e (ii) restaurar a dindmica natural do sistema (o ciclo limite), quando
o efeito de uma perturbacao ameacar a sobrevivéncia dos predadores. Estes objetivos
serao alcancados forcando os tamanhos das populagoes de presas e de predadores a seguir

trajetorias de referéncia adequadamente selecionadas.

O trabalho estad organizado como descrito a seguir. O Capitulo 2 trata da modelagem
da dinamica de populacoes em Ecologia. O principal objetivo deste capitulo é descrever
o modelo de sistema presa-predador que serd objeto de estudo do restante do trabalho.
Este modelo, que é uma modificacao do modelo Rosenzweig-MacArthur, sera apresen-
tado na Secao 2.6. No entanto, entendemos que é necessaria uma explanacgao prévia de
uma série de fundamentos e conceitos de Ecologia, tanto para dar sustentagao tedrica e
pratica ao modelo, quanto para que o mesmo seja assimilado com relativa facilidade. Em
razao disto, abordaremos nas secoes precedentes: a importancia dos modelos matematicos
em Ecologia; a curva de crescimento logistico, que é usada no modelo, juntamente com
uma discussao sobre sua validade em experimentos de laboratério e em observagoes de
campo; as limitacoes do modelo Lotka-Volterra na descricao de sistemas presa-predador

com oscilacoes periddicas; uma breve discussao sobre a existéncia de oscilagoes ciclicas
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em interacoes do tipo presa-predador, em laboratério e em campo, pois o modelo esco-
lhido apresenta ciclos limite estaveis; e, finalmente, o conceito de resposta funcional e seus

principais modelos matematicos utilizados em Ecologia.

No Capitulo 3, realizaremos uma compilagao da metodologia de controle por modos
deslizantes (CMD) desenvolvida por Slotine para o problema de seguimento de uma classe
de sistemas nao-lineares incertos e em ambientes com perturbagoes. Desde ja, ressaltamos
que este método nao é diretamente aplicavel aos sistemas presa-predador considerados
neste trabalho, pois sua implementacao requer a medicao das populacoes a cada instante
de tempo e os sinais de controle nao sao constantes por partes. Contudo, a estratégia
de controle proposta, descrita no Capitulo 5, consiste em determinar sinais de controle
constantes por partes que aproximem os sinais de controle obtidos off-line pela abordagem
CMD, assumindo que o sistema seja completamente conhecido, invariante no tempo e que

sua dinamica seja suficientemente lenta.

Existem inimeros problemas de engenharia onde a metodologia CMD pode ser di-
retamente empregada, de modo que seguimento robusto de trajetorias de referéncia é
alcangado, tanto na presenca de perturbacoes, quanto de variagoes paramétricas. Por

este motivo, uma descri¢ao detalhada e auto-contida serd apresentada nesse capitulo.

O método utiliza o conceito de superficies de deslizamento variantes no tempo. Através
da definicao de leis de controle descontinuas ou comutadas, as trajetorias do sistema atin-
gem a superficie de deslizamento em tempo finito e nela permanecem (modo deslizante).
Em decorréncia disto, o erro de seguimento convergira exponencialmente para zero. Con-
tudo, para que as trajetérias do sistema permanecam na superficie, as leis de controle

descontinuas devem ser, idealmente, comutadas com freqiiéncias infinitas.

Para a aplicacao deste método no presente trabalho, essa situacao tem que ser evitada
devido aos aspectos matematicos exigidos na estratégia de controle proposta. No entanto,
Slotine mostrou que é possivel substituir as leis de controle descontinuas (comutadas) por
leis de controle continuas e, neste caso, o erro de seguimento nao converge para zero,
porém fica proximo de zero. Esta alternativa possibilita a utilizacao da abordagem CMD

para a obtencao de sinais de controle constantes por partes.

Em seguida, no Capitulo 4, sera discutido o controle de sistemas presa-predador. Ini-
cialmente, serao levantados alguns pontos que devam ser considerados nas estratégias de
controle para esses sistemas, com énfase nos objetivos de exploracao sustentavel e recu-

peracao ambiental. Entendemos que as dinamicas do sistema controlado e do sistema
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1solado, isto é, do sistema livre de interferéncia humana, devam apresentar caracteristicas
similares. Por exemplo, assumindo que as trajetorias do sistema isolado oscilem num
ciclo limite estavel, sugerimos que as trajetorias do sistema controlado devam convergir
para trajetorias de referéncia periddicas selecionadas adequadamente. Toda a nossa ar-
gumentacao tomara como caso ilustrativo o modelo presa-predador descrito na Secao 2.6,
que é o modelo utilizado em todo o trabalho. Na seqiiéncia, aplicaremos a metodologia
CMD tratada no Capitulo 3 para forcar as trajetorias do sistema presa-predador a seguir
determinadas trajetérias de referéncia, considerando que as do sistema isolado estejam os-
cilando num ciclo limite estavel. Como exigiremos, aqui, similaridade entre as dinamicas
dos sistemas controlado e isolado, as trajetérias de referéncia serao selecionadas como
trajetorias do modelo Rosenzweig-MacArthur modificado, mas com um conjunto apropri-
ado de valores paramétricos, de modo que as mesmas também oscilem num ciclo limite
estavel. Mostraremos que, a exemplo de outros métodos de controle, os sinais de controle
da abordagem CMD nao possibilitam a definicao de politicas de gerenciamento ambiental
em muitas interacoes do tipo presa-predador encontrados na natureza, pois é preciso me-
dir as populagoes a cada instante de tempo e os sinais de controle poderao nao modelar a
acao humana. Para contornarmos estas limitacoes, uma estratégia de controle alternativa,
que resulta em sinais de controle constantes por partes a partir de medicao peridédica das
populacgoes, sera formulada no capitulo seguinte. No entanto, para que a mesma possa
ser aplicada, assumiremos que: (i) o sistema seja completamente conhecido e invariante
no tempo; (ii) as populagdes sejam medidas periodicamente; e (iii) que a dinamica do

sistema seja suficientemente lenta.

No Capitulo 5 descreveremos a estratégia de controle proposta para sistemas presa-
predador. Esta metodologia determina sinais de controle constantes por partes a partir
da medicao periddica dos tamanhos das populagoes de presas e de predadores, permitindo
que as trajetorias do sistema controlado sigam trajetérias de referéncia escolhidas arbitra-
riamente. A idéia fundamental é a aproximacao de sinais continuos conhecidos a priori,
que atendam as especificagoes de desempenho desejadas, por sinais constantes por partes.

Neste trabalho, os sinais continuos serao obtidos off-line com base no método CMD.

A validade do esquema de controle proposto serd entao constatada por simulacao em
dois casos. No primeiro, assumiremos que, uma vez mais, as trajetorias do sistema isolado,
o qual é descrito pelo modelo Rosenzweig-MacArthur modificado, estejam oscilando num
ciclo limite estavel. Apesar de as trajetorias de referéncias poderem ser escolhidas de ma-
neira arbitraria, elas serao especificadas também como trajetérias que oscilem num ciclo

limite, para que as dinamicas dos sistemas controlado e isolado sejam similares. Especi-
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ficaremos as trajetorias de referéncia como trajetérias do modelo Rosenzweig-MacArthur
modificado, mas com valores paramétricos apropriados. A aplicacao da estratégia de con-
trole permitird uma exploracao sustentavel dos recursos do sistema. No segundo caso,
consideraremos que uma perturbacao faca com que as trajetorias do sistema deixem o
dominio de estabilidade do ciclo limite estavel. Se nao houver interferéncia humana, os
predadores serao extintos. As trajetoérias de referéncia serao escolhidas como trajetorias
do modelo Rosenzweig-MacArthur modificado que atinjam a bacia de atragao do ciclo
limite. Forcaremos entao as trajetérias do sistema controlado a seguir estas trajetérias
de referéncia. Alcangado o dominio de estabilidade do ciclo limite, a acao humana serd
suspensa e a dinamica original do sistema restaurada. Em ambos os casos, sinais de
controle constantes por partes serao obtidos pela medicao das condigoes iniciais das po-
pulagoes, sem a necessidade de medi-las a cada instante de tempo do intervalo em que
o sistema sera controlado. Acrescentamos, ainda, que estes sinais definirao politicas de
gerenciamento ambiental factiveis, precisas e adequadas, que podem ser implementadas

por 6rgaos ambientais.

O método de estimagao paramétrica por minimos quadrados sera tratado no
Capitulo 6. Mostraremos que, com o conhecimento prévio de apenas alguns dos
parametros do modelo do sistema presa-predador, poderemos estimar os demais a partir
de poucas medigoes periddicas das populacoes de presas e de predadores. Conseqiiente-
mente, a hipdtese de que o sistema seja completamente conhecido é factivel, e a estratégia

de controle proposta podera ser aplicada.

No Capitulo 7, serao apresentadas as consideracoes finais sobre o trabalho e sugestoes

para futuras pesquisas.

Finalmente, os Apéndices A e B contém, respectivamente, os principais fundamentos
de Matemadtica que serao utilizados no decorrer do trabalho e as demonstragoes de alguns

resultados que serao aplicados na descri¢ao da metodologia CMD no Capitulo 3.

De maneira geral, as principais contribui¢oes deste trabalho sao: (i) a formulagao de
uma estratégia de controle para sistemas presa-predador que determina sinais de controle
constantes por partes a partir da medigao peridédica das populagoes, possibilitando o
seguimento de trajetdrias de referéncia arbitrarias; e (ii) a especificagao das trajetérias de
referéncia como trajetérias de um modelo de sistema presa-predador isolado, para que as

dinamicas dos sistemas controlado e isolado sejam similares.



Capitulo 2

Modelagem da Dinamica de

Populacoes em Ecologia

Neste capitulo, descreveremos o modelo de sistema presa-predador que serd objeto de
estudo da presente pesquisa. Como veremos, este modelo utiliza uma resposta funcional
tipo IV, e, dependendo dos valores dos parametros do sistema, as trajetorias podem
convergir para ciclos limite estaveis ou para pontos de equilibrio. Todavia, uma explanacao
prévia de uma série de fundamentos e conceitos de Ecologia é necessaria, tanto para dar
sustentacao tedrica e pratica a esse modelo, quanto para que o mesmo seja assimilado com
relativa facilidade. Em razao disto, serao abordados nas cinco primeiras se¢oes os seguintes
assuntos: a importancia dos modelos matematicos em Ecologia; a curva de crescimento
logistico, que ¢ usada no modelo, juntamente com uma discussao sobre sua validade em
experimentos de laboratério e em observagoes de campo; as limitacoes do modelo Lotka-
Volterra na descricao de sistemas presa-predador com oscilagoes periddicas; uma breve
discussao sobre a existéncia de oscilagoes ciclicas em interagoes do tipo presa-predador,
em laboratorio e em campo, pois o modelo escolhido apresenta ciclos limite estaveis;
e, finalmente, o conceito de resposta funcional e seus principais modelos matematicos

utilizados em Ecologia. Na Secao 2.6, o referido modelo sera introduzido.
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2.1 A Importancia dos Modelos Matematicos em

Ecologia

A Matematica desempenha um papel de extrema importancia na Ecologia. Sao os
modelos mateméaticos que muitas vezes servem de base para a formulacao de regras gerais
para o entendimento de sistemas ecologicos. Pode parecer um tanto estranho a dedicagao
de varios ecologistas em reconstruir o mundo vivo da natureza na forma artificial da lingua-
gem matematica. No entanto, existem algumas razoes que justificam essa busca (Begon
et al., 1996).

A primeira é que modelos matematicos podem sintetizar, em termos de poucos
parametros, algumas das principais propriedades compartilhadas por uma grande va-
riedade de sistemas ecolégicos. Desse modo, um modelo permite que cada um destes
sistemas seja descrito e analisado através de uma “linguagem comum”. Além disso, as
propriedades de cada sistema em relagao aos demais e, possivelmente, em relacao a algum
padrao ideal, podem se tornar mais evidentes. Estas idéias sao bem conhecidas em outros
contextos. Por exemplo, Newton nunca teve contato com um corpo sem atrito e Boyle
nunca viu um gas ideal, a nao ser de forma abstrata em suas mentes, e, no entanto, as

leis fisicas por eles descobertas tiveram impactos revolucionarios.

Acrescentamos, ainda, que um modelo matematico pode apresentar propriedades que
nao eram antes conhecidas no sistema real. Em outras palavras, determinadas hipoteses
feitas no modelo poderao indicar as provaveis conseqiiéncias no sistema real. Considere,
por exemplo, um modelo no qual o comportamento da dinamica de determinada po-
pulacao animal depende das propriedades dos individuos integrantes. Se assumirmos que
somente ocorra migracao (saida e retorno periddicos) dos individuos jovens, o modelo
podera entao nos mostrar quais serao as implicagoes sobre o comportamento de toda a
populacao. Ademais, o modelo podera evidenciar quais sao os experimentos e observacoes
mais relevantes a serem feitos em campo. Assim, se de acordo com o modelo a taxa de
migracao dos individuos jovens é de grande importancia na dinamica da populagao, a

mesma devera ser monitorada na pratica.

Mas, um modelo s6 tem validade quando descreve de maneira adequada dados e si-
tuacoes reais de campo ou laboratorio. E claro que somente o préprio mundo real pode
descrever perfeitamente o mundo real. Contudo, consideramos que um modelo apresenta
uma descricao adequada da realidade quando o mesmo atende aos nossos propositos.

Porém, em muitos casos, os experimentos e observagoes exigidos para se verificar a vali-
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dade dos modelos nao podem ser realizados, impedindo-nos, assim, de fornecer explicagoes
baseadas nos modelos de determinada observacao feita em campo, por exemplo. Cita-
mos aqui uma importante colocagao feita por Begon et al. (1996): “A confirmacao das
previsoes de um modelo constitui consolidacao; refutacao seguida de explicacao constitui

progresso.”

No que se segue, apresentaremos alguns modelos de dinamica de populagoes utilizados
em Ecologia. Ressaltamos, todavia, que estes sao modelos mecanicistas simples que ofere-
cem hipoteses e explicacoes interessantes, e nao modelos complexos que nos dao previsoes
detalhadas (Kot, 2000).

2.2 A Equacao Logistica

Mostraremos, agora, um modelo matematico relativamente simples, que descreve a

dinamica de uma populacgao situada em um ambiente favoravel.

Seja N o nimero de individuos de determinada populagao. Considere que sua taxa de
crescimento per capita, em relagao ao tempo 7', decresce linearmente com o tamanho da

populacdo, ou seja, de acordo com a funcao (Kot, 2000)

%Z—g = F(N) ér(l—%), (2.1)
onde r é a taxa intrinseca de crescimento, sendo igual a diferenca entre a taxa de
nascimento per capita e a taxa de mortalidade per capita, e K é a capacidade de su-
porte. Assim sendo, cada individuo acrescentado a populacdo diminui a taxa de cresci-
mento uniformemente, e, portanto, a taxa de crescimento depende do tamanho da po-
pulagao (Krebs, 1972). Os parametros r e K sao assumidos positivos. O gréfico de F' em
(2.1) é mostrado na Figura 2.1. Note que a taxa de crescimento per capita se anula quando
N = K, correspondendo ao nimero maximo de individuos que pode ser sustentado em
determinado espago geografico finito com uma base de recursos finita (Odum, 1988; Mon-
teiro, 2002). Observamos que a taxa de crescimento per capita decrescente em (2.1) é
um modelo simplificado para a descricao da competicao intra-especifica! de determinada

espécie (Begon et al., 1996).

!Competicao entre individuos de mesma espécie.
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F(N)

N

Figura 2.1: Taxa de crescimento per capita decrescente.

A partir de (2.1), obtemos a taxa de crescimento populacional

AN

= G(N)= N-F(N)=rN (1 — 5) : (2.2)

K

que é uma funcao quadratica em relagao ao tamanho da populagao N, como pode ser visto
pelo grafico mostrado na Figura 2.2. Esta equacao foi sugerida originalmente por Verhulst
em 1838 para descrever o crescimento de populagoes humanas (Krebs, 1972; Monteiro,
2002). Ele a denominou de equacdo logistica, nome pelo qual é popularmente conhecida
nos dias de hoje (Kot, 2000; Krebs, 1972; Monteiro, 2002). No entanto, a proposta de
Verhulst ficou obscurecida durante algumas décadas, sendo redescoberta por Pearl e Reed
no inicio do século XX para descrever o crescimento populacional nos Estados Unidos,
quando foi entdao amplamente divulgada (Kot, 2000; Krebs, 1972; Monteiro, 2002).

A equagao logistica apresenta dois equilibrios, N* = 0 e N* = K (Kot, 2000; Monteiro,
2002). O primeiro é instavel e o segundo é assintoticamente estavel. Numa vizinhanga

suficientemente pequena de N* = 0, temos

dN

— &= 1N, 2.3

dT (2:3)
de modo que, para pequenas perturbacoes em torno de N* = 0, a populagao cresce

exponencialmente. Para N* = K, podemos mostrar analiticamente que, para pequenas

perturbacgoes em torno do equilibrio, N converge exponencialmente para a capacidade de
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G(N)

N

Figura 2.2: Taxa de crescimento da equacao logistica.

suporte K. Mais precisamente, a solugao analitica de (2.2) é dada por (Kot, 2000)

= K .
1+ (% - 1) e T

Algumas solugoes da equacao logistica sao mostradas na Figura 2.3. Note que o compor-

(2.4)

tamento previsto em torno dos dois pontos de equilibrio sao de fato verificados. Além do
mais, para qualquer N(0) # 0, (2.4) nos d&

Tlg}go N(T) =K. (2.5)
Por este motivo, K é também denominado assintota superior (Odum, 1988). Acres-
centamos, ainda, que, pela equagao logistica, dN/dT ¢é negativo quando N(0) > K,
indicando que a populacao decresce enquanto converge para a capacidade de suporte
K. Se N(0) < K, entdao dN/dT é positivo e a populacao cresce convergindo para
K (Monteiro, 2002). Salientamos que o modelo logistico é uma representagao simples de
curvas de crescimento em forma sigmoidal, isto é, em forma de “S” (Odum, 1988). Nestas
curvas, a populagdo aumenta lentamente num primeiro momento (fase de estabelecimento
ou aceleragao positiva), passa por periodo em que a taxa de crescimento é mais elevada e,
finalmente, diminui (fase de aceleragao negativa) até atingir um ponto de equilibrio. Res-

saltamos que outros modelos matematicos, além da equagao logistica, também apresentam
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N(T)

T

Figura 2.3: Crescimento logistico.

um comportamento sigmoidal (Begon et al., 1996; Kot, 2000; Odum, 1988).

Tendo como base a equacao logistica, o belga Verhulst estimou que a capacidade de
suporte de seu pais de origem seria K = 9.400.000 pessoas. A populagao da Bélgica em
1998 era de 10.200.000 habitantes. Projecoes feitas para o ano de 2010 estimam que a
populacdo reduzir-se-a4 para 10.150.000 habitantes (Monteiro, 2002). Relembramos que
Verhulst propos o modelo (2.2) em 1838.

Pesquisadores observaram em laboratério que, em ambientes de espaco fisico constante
e com fornecimento de alimentos constante, colonias de diversos organismos apresentam
crescimento sigmoidal como, por exemplo, paramécios, leveduras, bactérias e outros or-
ganismos com ciclos de vida simples. Com a interpolacao dos dados experimentais na
equagao logistica, eles obtiveram resultados positivos em alguns casos. O bidlogo Pearl
chegou inclusive a afirmar que a equacao logistica seria a lei universal de crescimento
populacional, quando constatou que o modelo logistico fornecia resultados satisfatérios
em seus experimentos com a mosca Drosophila melanogaster, a qual é conhecida popular-
mente como mosca da fruta (Krebs, 1972). Mas, Sang criticou o seu trabalho e levantou
algumas questoes sobre a Drosophila que Pearl nao havia considerado em seus experimen-
tos (Krebs, 1972).

Vérias observagoes foram feitas em laboratorio de besouros que vivem na farinha

(Tribolium) e no trigo (Calandra). Chapman, por exemplo, que foi um dos pionei-
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ros na utilizacao do Tribolium em estudos de ecologia em laboratério, constatou que
as colonias cresciam logisticamente (Krebs, 1972). Mas, muitos pesquisadores cessavam
suas observacoes assim que a populagao parecia ter atingido a assintota superior. Tho-
mas Park, ao contrario, fez um longo acompanhamento do crescimento do Tribolium por
varios anos e concluiu que o tamanho da populacao nao se estabilizava em torno de uma
assintota (Krebs, 1972). No inicio, a populagao crescia de forma sigmoidal, mas depois ia
diminuindo de tamanho. Birch fez pequisas semelhantes com a Calandra oryzae e notou
que, apesar de inicialmente haver crescimento logistico, a populacao apresentava grandes

flutuagdes, sem indicios de que permaneceria préxima de uma assintota (Krebs, 1972).

Odum (1988) afirma que o modelo logistico provavelmente estd restrito a descrigao de
pequenos organismos, apesar de se ter observado crescimento sigmoidal em organismos
maiores introduzidos em ilhas ndo ocupadas. O ecologista Krebs (1972) ressalta que o
modelo logistico representa adequadamente o crescimento populacional em laboratério de
organismos com ciclos de vida simples. No caso de organismos com ciclos de vida comple-
xos, geralmente a curve logistica nao se ajusta muito bem ao crescimento populacional, e

o regime permanente na assintota superior pode nao ser alcancado.

Com relacao a dados de campo, foi observado que algumas populacoes podem ser
descritas pelo modelo logistico devido ao seu crescimento ser de forma sigmoidal, mas,
em inumeros outros casos, isto nao ocorre. A assintota superior da equacao logistica
raramente é atingida por populagoes encontradas na natureza, havendo flutuacoes no
nimero de individuos. Em alguns casos, tais flutuacoes sao de amplitudes relativamente

pequenas e ocorrem em torno de um valor aproximadamente constante.

Dessa forma, o modelo logistico (2.2) possui varias limitagoes e desvantagens, nao
sendo possivel caracterizd-lo como um modelo geral de crescimento populacional. E,
salientamos, ainda, que para o crescimento de uma populagao ser descrita pelo referido

modelo, um certo nimero de hipéteses devem ser satisfeitas?.

Existem outras linhas alternativas de modelagem da dinamica de populagoes que vém
sendo muito estudadas (Krebs, 1972; Kot, 2000). Uma delas é a incorporagao de retardos
de tempo no modelo logistico, para que se obtenha uma descrigao mais adequada da rea-
lidade de organismos complexos. Observe que, por (2.2), a taxa de crescimento responde
instantaneamente a variagoes no tamanho da populagao. Em alguns modelos que conside-

ram retardos de tempo, a populacao pode apresentar: convergéncia nao-oscilatoria para

2Para maiores detalhes, veja (Krebs, 1972).
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um ponto de equilibrio; convergéncia oscilatoria amortecida para um ponto de equilibrio;
e oscilagbes periddicas estaveis em torno de um ponto de equilibrio (Krebs, 1972). Para
uma discussao sobre modelos discretos que, além dos comportamentos citados, apresen-
tam também comportamento cadtico, veja (Begon et al., 1996; Kot, 2000). Outra linha é
a de modelos estocasticos. Conforme comentado em (Kot, 2000), efeitos estocdsticos sao

muito importantes quando se trata de pequenas populacoes®.

Assim, apds termos analisado nesta secao um modelo de dinamica populacional que
leva em consideracao a competicao intra-especifica de determinada espécie, trataremos a
seguir de modelos matematicos de interacoes populacionais do tipo presa-predador entre
duas espécies. Muitos estudos, tantos tedricos, quanto praticos, estao sendo realizados
para entender o efeito da predagao em populacoes, haja vista os impactos econémicos em

nossa sociedade.

2.3 O Modelo Presa-Predator de Lotka-Volterra

Lotka e Volterra propuseram, de forma independente, um modelo matemético para
descrever as interacoes entre populagoes de presas e de predadores, sendo conhecido por
modelo Lotka-Volterra (Krebs, 1972). A motivacdo de Lotka foi a de obter oscilagoes
periédicas das concentragoes quimicas de uma rea¢ao quimica hipotética (Monteiro, 2002).
Ja Volterra, estava preocupado em explicar o motivo pelo qual os niveis de pesca de peixes

no Mar Adridtico oscilavam durante o primeiro quarto do século passado (Murray, 1993)*.

O modelo Lotka-Volterra é dado por (Kot, 2000; Krebs, 1972)

dN
ﬁ :TN—CNP,

(2.6)
dP

onde N é o numero de presas, P o nimero de predadores e T' o tempo. O parametro r
é a taxa intrinseca de crescimento das presas e m a taxa de mortalidade per capita dos
predadores (Kot, 2000). A habilidade das presas em escapar dos predadores é medida por
¢, e a destreza dos predadores em apanhar as presas por b (Krebs, 1972). E assumido que

b, ¢, m e r sao positivos (Murray, 1993).

3Para uma abordagem sobre estes modelos, veja (Kot, 2000; Krebs, 1972).
4Para mais informacoes sobre a histéria de Volterra, veja (Kot, 2000).
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Pelo lado direito da primeira equacao, vemos que, quando nao ha predadores pre-
sentes, a populagao de presas cresce exponencialmente e indefinidamente. O segundo
termo desta mesma equacgao corresponde ao efeito da predacao em diminuir a taxa de
crescimento das presas. Observe que esse decréscimo é proporcional ao nimero de pre-
sas e de predadores. Na segunda equacao, notamos que a populacao da espécie pre-
dadora decai exponencialmente na auséncia das presas e que, pelo primeiro termo do
lado direito, a taxa de crescimento dos predadores é proporcional ao tamanho das duas
populagoes (Kot, 2000; Murray, 1993).

De acordo com a andlise feita em (Kot, 2000), o sistema (2.6) apresenta dois pontos
de equilibrio: um na origem [0 0], que é um ponto de sela; e o outro em [m/b r/c|,
que, no modelo linearizado, é um equilibrio do tipo centro. Porém, conforme mostrado
em (Haberman, 1998; Kot, 2000; Murray, 1993), as solucoes do sistema (2.6) sdo trajetérias
periddicas fechadas para condigbes iniciais no primeiro quadrante do plano cartesiano.
Temos, ainda, que, apesar de a condicao inicial determinar a amplitude de oscilacao,
os valores médios das populagoes de presas e de predadores sao iguais, respectivamente,
aos valores da primeira e da segunda componentes do ponto de equilibrio [m/b r/c|’. O
plano de fase e as trajetérias sao mostrados nas Figuras 2.4 e 2.5, respectivamente, para
m = 0,5, b=20,02, r = 1,0 e c = 0,1, onde o simbolo “x” representa o ponto de
sela na origem e o simbolo “+” o ponto de equilibrio em [m/b r/c| = [25 10]. Veja
que as trajetorias dos predadores seguem as das presas, havendo um acoplamento entre
os comportamentos oscilatérios das duas espécies (Begon et al., 1996; Kot, 2000). Estes

valores paramétricos foram baseados em (Krebs, 1972).

Como para cada condigao inicial no primeiro quadrante, temos uma trajetoria
periddica fechada, perturbagoes externas do tipo degrau que incidirem sobre o ntimero de
individuos das populagoes, colocarao o sistema numa nova trajetoria de amplitude dife-
rente. Mas, em ecossistemas reais, o ambiente estd em constante mudanca. Conseqilien-
temente, perturbagoes estariam constantemente transferindo a dinamica das populacoes
para novas trajetérias. Portanto, para um sistema presa-predador supostamente descrito
por (2.6), perturbagoes externas nao permitiriam que as populagoes apresentassem um
comportamento periddico, pois assim que elas iniciassem uma trajetéria periddica, seriam
deslocadas para uma outra de diferente amplitude (Begon et al., 1996; Kot, 2000). Desse
modo, para que um modelo de sistema presa-predador descreva adequadamente oscilagoes
peridédicas em populagoes encontradas na natureza, as mesmas devem ser estaveis. Em

outras palavras, um modelo deve apresentar ciclos limite estaveis (Begon et al., 1996).
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Outra grande limitacao do modelo Lotka-Volterra é que, conforme mencionamos an-
teriormente, as presas crescem de forma exponencial na auséncia de predadores, ou seja,

crescem indefinidamente (Murray, 1993).

Apesar de esses problemas, o modelo Lotka-Volterra (2.6) possui grande valor, no
sentido de que levantou questoes de extrema importancia, servindo assim de referéncia
na busca de modelos mais adequados para descrever a realidade observada na natu-
reza (Murray, 1993). Um comportamento bastante relevante sugerido pelo modelo Lotka-
Volterra é que as oscilagoes peridédicas da populacao de predadores seguem as oscilagoes
periddicas da populacao de presas. Contudo, ressaltamos que populagoes de presas e pre-
dadores nao existem de forma isolada na natureza, mas sim como componentes de um
sistema formado por varias outras espécies, onde todas as populagoes sao interdependentes
e afetadas por mudancas ambientais. Inobstante desta complexidade inerente, justifica-
mos a importancia do estudo de sistemas presa-predador pelo fato de que, a exemplo
de outros sistemas complexos investigados pela ciéncia, para podermos explicar algumas
das propriedades e caracteristicas do todo, precisamos entender também algumas das
propriedades e caracteristicas do que conceitualmente identificamos como partes (Begon
et al., 1996).

Na Secao 2.6 sera apresentado um modelo de sistema presa-predador que contorna as
limitacoes supracitadas do modelo Lotka-Volterra. No referido modelo, as presas apre-
sentam crescimento logistico na auséncia de predadores, de forma que a populagao nao
aumentara indefinidamente como no modelo Lotka-Volterra. Além do mais, para determi-
nados valores paramétricos, existem ciclos limite estaveis. Porém, antes de descrevermos
esse modelo, constataremos a existéncia de oscilagoes “ciclicas” em populagoes encontra-
das na natureza, com o intuito de dar sustentagao ao modelo, e introduziremos o conceito

de resposta funcional, que é necessario para o entendimento do mesmo.
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Figura 2.4: Plano de fase do modelo Lotka-Volterra.

Figura 2.5: Trajetérias do modelo Lotka-Volterra.



Modelagem da Dindmica de Populagdes em Ecologia 19

2.4 Oscilacoes “Ciclicas” de Populacoes na Natureza

Em muitas populacoes, o valor médio de suas taxas de crescimento é aproximada-
mente zero durante um periodo de tempo relativamente longo e o nimero de individuos
flutua em torno de um valor praticamente constante. Mudancas sazonais ou anuais na
disponibilidade de recursos sao freqiientes causas de tais flutuagoes. No entanto, algu-
mas flutuacoes sao vistas como sendo tao regulares, que podem ser consideradas como

oscilagoes “ciclicas” ou “periddicas” (Odum, 1988).

Esse comportamento dinamico foi gerado em experimentos de laboratorio, onde foi
possivel obter oscilagoes “ciclicas” para sistemas presa-predador que habitam ambientes
complexos (Begon et al., 1996). Em particular, foram constatadas oscilagoes “periddicas”
acopladas entre a populacao de carunchos do feijao azuki e a de vespas branconideas
parasitéides, com um periodo que envolvia vérias de suas geragoes (Begon et al., 1996;
Krebs, 1972). Mas, para a maioria dos sistemas mais simples, as espécies acabavam se
extinguindo (Krebs, 1972).

Com relagao a dados de campo, diversos tipos de comportamento foram constatados
para interacoes do tipo presa-predador. Existem muitos exemplos em que, apesar de
consideraveis flutuagoes no tamanho da populacao de presas, o nimero de individuos pre-
dadores apresenta variacoes relativamente pequenas. Além disso, foram detectados varios
casos em que as variagoes no tamanho da populacao de predadores segue as variagoes
no tamanho da populacao de sua presa, nao obstante esta variar devido a algum outro
fator. Acrescentamos, ainda, que existem pesquisas sobre levantamentos realizados em
campo que indicam possiveis oscilacoes “ciclicas” acopladas entre presas e predadores.
Finalmente, existem diversas outras situacoes em que o numero de individuos de presas
e de predadores sofrem flutuagoes, mas tal comportamento ocorre de maneira indepen-
dente (Begon et al., 1996).

Oscilagoes ciclicas em interacoes do tipo presa-predador foram observadas diversas
vezes em campo (Begon et al., 1996). Desde os anos de 1920 que ecologistas discutem tais
oscilagoes na populacao de lebres. Cagadores, no entanto, ja haviam feito tal constatacao
pelo menos um século antes. Um exemplo cldssico de oscilagao ciclica é entre a lebre
americana (presa) e o lince (predador) (Begon et al., 1996; Krebs, 1972; Odum, 1988).
A empresa canadense Hudson Bay Company mantém registros das peles comercializadas
de animais capturados desde o ano de 1800, aproximadamente. Com base nestes dados,

a analise feita por Charles Elton mostrou que a populacao de lebres americanas e a
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populacao de linces apresentavam oscilagoes ciclicas acopladas, com uma constancia de
mais de 200 anos (Krebs, 1972). O periodo de oscilagao foi estimado entre 9 e 10 anos,
e a lebre apresentou variagoes no nimero de individuos de 10 a 30 vezes. Pesquisadores
acreditam que este comportamento ciclico ocorra em razao das interagoes entre a lebre,
o lince e as plantas que servem de alimento para a lebre (Begon et al., 1996). Ademais,
estudos matematicos mostraram que a série temporal dos dados é realmente ciclica, e nao

uma série com flutuacoes aleatorias.

Um outro exemplo de oscilacao peridédica acontece entre certas espécies de roedores
que habitam regioes frias, como lemingues e camundongos, e seus predadores, que sao

principalmente as corujas-das-neves e as raposas. A estimativa para o periodo de oscilagao
¢ de 3 a 4 anos (Odum, 1988).

Podemos mencionar, ainda, interacoes entre plantas e animais. Freqiientemente, a
produgao de sementes em coniferas ocorre de maneira ciclica, de modo que animais que

se alimentam das mesmas podem vir a apresentar oscilacoes correspondentes.

Apesar de que os exemplos que acabamos de apresentar realmente comprovarem a
existéncia de oscilagoes periédicas na natureza, ressaltamos que geralmente é muito dificil
identificar as causas de tais comportamentos (Begon et al., 1996). Na natureza, existem
inimeros fatores ambientais pelos quais as populagoes estao relacionadas, de modo que as
mesmas nao sao influenciadas somente pelo seu predador ou sua presa. Conseqiientemente,
isto dificulta a determinacao de uma correspondéncia direta com modelos relativamente

simples de dinamica populacional.

2.5 Resposta Funcional

A relacao entre a taxa de consumo de presas per capita dos predadores e o tamanho
da populagao de presas é conhecida como a resposta funcional® dos predadores (Begon
et al., 1996; Kot, 2000). Trés diferentes modelos de respostas funcionais foram propostos
por Holling (Kot, 2000).

A resposta funcional tipo I é dada por

#(N) = cN, (2.7)

50 termo em inglés é functional response.
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onde N é o tamanho da populacao de presas, ¢ uma constante de proporcionalidade e ¢
denota a taxa de consumo de presas per capita dos predadores, a qual é proporcional ao
numero de presas. O grafico de ¢ pode ser ilimitado ou apresentar um limite superior,
conforme mostrado na Figura 2.6.a. Observe que, no modelo Lotka-Volterra (2.6), ¢é

utilizado este tipo de resposta funcional, pois podemos reescreve-lo como

dN
- = rN —cNP =rN — ¢(N)P,
(2.8)
d—P—bNP— P—l—)gb(N)P— P
T = mP = - mP.
Temos também a resposta funcional tipo I, que é definida por
cN
N) = ) 2.9
BN) = 29
Como
lim ¢(N) = ¢, (2.10)

N—o0
o parametro ¢ é denominado de taxza mdzima de consumo per capita dos predadores. Este
tipo de resposta funcional é uma funcao hiperbdlica que satura devido a consideracao do
tempo despendido pelo individuo predador na captura de cada presa. A deducao do mo-
delo (2.9) pode ser vista em (Kot, 2000). Como ¢(a) = ¢/2, o parametro a é denominado

de constante de meia-saturagdo. O gréafico de (2.9) é mostrado na Figura 2.6.b.

Finalmente, a resposta funcional tipo III é da forma

cN?

o) = (2.11)

Mostramos na Figura 2.6.c o grafico de ¢. Note que esta é uma curva sigmoidal e, portanto,

os predadores sao menos eficientes na captura quando o ntimero de presas é pequeno®.

Contudo, alguns autores consideram também a resposta funcional tipo IV, que é dada

por (Kot, 2000)
N
G(N) = (2.12)

— +N+a
i

De acordo com este tipo de resposta funcional, quando o tamanho da populagao de pre-

6Para uma discussdo mais aprofundada sobre esses trés tipos de respostas funcionais, juntamente com
exemplos de espécies que sdo caracterizadas pelos mesmos, veja (Begon et al., 1996; Kot, 2000).
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sas ¢ suficientemente alta, a taxa de captura per capita dos predadores decresce devido
a defesa em grupo das presas ou a toxicidade delas. Citamos, como exemplo, o fato de
uma determinada espécie de gado se defender melhor do ataque de lobos quando estao em
rebanho do que quando estao sozinhos. A Figura 2.6.d mostra as mudangas no compor-
tamento de (2.12) em decorréncia de variagoes do parametro ¢, o qual é visto como uma
medida da imunidade dos predadores em relacao as presas ou da tolerancia dos predado-
res em relacao as presas. Observe que, a medida que ¢ aumenta, a eficiéncia da captura
dos predadores também aumenta e, em particular, (2.12) reduz-se ao modelo (2.9) da res-
posta funcional tipo II quando i — oco. Assim, a e ¢ podem ser vistos como a constante de
meia-saturacao e taxa maxima de consumo per capita dos predadores, respectivamente,

quando nao existem efeitos inibitérios (Kot, 2000).
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(a) Resposta funcional tipo I. (b) Resposta funcional tipo II.
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(c) Resposta funcional tipo III. (d) Resposta funcional tipo IV.
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Figura 2.6: Respostas funcionais.
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2.6 Modelo Presa-Predador com Resposta Funcional
Tipo IV

Considere o modelo presa-predador isolado, isto é, livre de interferéncia humana (Kot,
2000),

7= ()
S N=rN(1==) —é(N)P,
f K (2.13)
=P = b6(N)P —mP,
onde N
G(N) = I (2.14)
NTQ +N+a

N e P representam o nimero de presas e de predadores, respectivamente, e T é o tempo.
Note que as presas apresentam crescimento logistico na auséncia dos predadores, com
taxa intrinseca de crescimento r e capacidade de suporte K. A mortalidade per capita
dos predadores é denotada por m e (2.14) é uma resposta funcional tipo IV como em
(2.12), representando sua taxa de consumo de presas per capita. A eficiéncia de conversao
das presas consumidas em novos predadores é dada por b. E assumido que N e P sao

nao-negativos e que os parametros a, b, c, i, K, m e r sao positivos’.

Com o intuito de reduzir o nimero de parametros do sistema (2.13)—(2.14) e, com isso,
simplificar sua anélise qualitativa, definimos as varidveis adimensionais (Kot, 2000)
2 N a C

l’l = -, xz =
a ra

P, t=T. (2.15)

E imediato verificarmos que (2.13)(2.15), juntamente com a Regra da Cadeia, nos dé

d
—11 = fi(x) £z <1 - ﬂ) - 2551—@7

dt
7 %+ZE1+1
2.16
d s Borimy ( )
P fo(x) = 5——— — 0y,
t 1
—+ar+1
a
onde x = [17 23] e
' b K
atl pga2 o 5o (2.17)
a m a r

"Para maiores detalhes, veja (Kot, 2000).
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Note que x1, x5 e t sao normalizagoes de N, P e T, respectivamente. Reduzimos assim
o numero de parametros de sete para quatro, observando que « é proporcional a ¢ (imu-
nidade dos predadores em relagao as presas ou tolerancia dos predadores em relacao as

presas) e v a K (capacidade de suporte das presas) (Kot, 2000).

A Figura 2.7% mostra o conjunto de bifurcacoes do sistema (2.16) no espago de
parametros (a,7y), para § = 2. As curvas indicadas foram obtidas pela andlise da es-
tabilidade local dos pontos de equilibrio, ou seja, pela analise dos autovalores da matriz
Jacobiana, ou matriz comunidade (usando-se a terminologia usual de Ecologia), calculada,
em cada ponto de equilibrio. O parametro d nao é considerado no conjunto de bifurcacoes
apresentado devido ao fato de nao exercer influéncia, tanto na localizagao dos equilibrios
no plano de fase, quanto no seu tipo de estabilidade local. Comentamos, ainda, que
para qualquer escolha de § > 1, o conjunto de bifurcagoes apresenta o mesmo compor-
tamento qualitativo do mostrado na Figura 2.7 para 8 = 2 (Kot, 2000). Além disso, a
bifurcacao de Hopf é somente esperada, e nao temos certeza de que ira ocorrer, pois sua
curva correspondente no conjunto de bifurcacoes foi obtida pela determinacao dos valores
paramétricos para os quais a estabilidade local de um ponto de equilibrio mudou de um

foco assintoticamente estavel para um instavel.

No entanto, o conjunto de bifurcacoes apresentado obviamente nao indica se o mo-
delo presa-predador (2.16) apresenta ou nao bifurcagoes globais. Numa tentativa de se
detectar algumas delas, simulamos o sistema (2.16) com os valores paramétricos corres-
pondentes aos pontos a—g indicados na Figura 2.7, para § = 2,0 e 6 = 2,5, de modo a
investigarmos as cinco regides distintas I-V (Kot, 2000). Os planos de fase correspon-
dentes sao mostrados nas Figuras 2.8.a-2.8.g", respectivamente. Em cada um deles, o
simbolo “o” representa um né ou foco instavel; “o” representa um né ou foco estavel, e
“X” representa um ponto de sela. Os planos de fase das Figuras 2.8.a e 2.8.b falam por si
préprios, nao sendo necessarias quaisquer descricoes adicionais. Na Figura 2.8.c, existem
dois equilibrios estaveis e as variedades estaveis do ponto de sela nao-trivial dividem o
plano de fase em duas regioes de atracao, ou seja, sao separatrizes. Portanto, percebe-
mos que, dependendo da condicao inicial, os predadores nao irao sobreviver. Agora, na
Figura 2.8.d, observamos que uma bifurcacao de Hopf supercritica de fato ocorre quando
vamos dos pontos b ou ¢ para o ponto d na Figura 2.7, e todas as trajetérias com condigao
inicial no primeiro quadrante convergem para o ciclo limite estavel. Mas, ao atravessar-

mos uma das curvas de bifurcacoes transcriticas, quando nos deslocamos do ponto d para

8Baseada em (Kot, 2000).
9Baseadas em (Kot, 2000).
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e na Figura 2.7, o que corresponde a um aumento no valor do parametro v, vemos pelo
plano de fase da Figura 2.8.e que novamente ha duas bacias de atracao separadas pelas
variedades estaveis do ponto de sela nao-trivial. Uma delas corresponde ao ciclo limite
estavel e a outra ao ponto de equilibrio estavel no eixo z;. Portanto, a condigao inicial
determina se ambas as espécies coexistirao oscilando periodicamente ou se a extingao dos
predadores sera inevitavel nesse sistema isolado. A medida que continuamos a aumentar
v, indo de e para f, a Figura 2.8.f nos mostra que o ciclo limite colide com o ponto de sela
nao-trivial e surge uma érbita homoclinica!® (Kot, 2000). Porém, ao aumentarmos um
pouco mais o valor de «, quando nos deslocamos de f para g, a 6rbita homoclinica deixa
de existir, e todas as trajetorias no primeiro quadrante convergem para o equilibrio estavel
no eixo x1, como pode ser visto pela Figura 2.8.g. Em outras palavras, os predadores nao
sobreviverao (Kot, 2000).

Desse modo, acabamos de encontrar uma bifurcagao global, mais especificamente, uma
bifurcacao homoclinical!, que, naturalmente, nao foi prevista pelo conjunto de bifurcacoes.
Contudo, ao relembrarmos que o parametro y é proporcional a K, para a fixo, concluimos
que o aumento da capacidade de suporte das presas pode ser extremamente perigoso
para esse sistema. Este é um resultado muito importante e, de certa forma, contradiz
nossa nog¢ao intuitiva, pois para aumentarmos a capacidade de suporte das presas, temos
que aumentar a area habitada pelas presas ou aumentar a disponibilidade dos recursos

utilizadas por elas!?.

Ressaltamos que o modelo presa-predador (2.13) nao apresenta as duas grandes li-
mitagoes do modelo Lotka-Volterra explanadas na Secao 2.3. De fato, o crescimento da
populagao de presas na auséncia dos predadores é descrito pela equagao logistica (2.2) e,
portanto, o tamanho da populagao nao crescera indefinidamente como no modelo Lotka-
Volterra. Além disso, como acabamos de ver, dependendo dos valores paramétricos do
modelo (2.13), as populagoes de presas e de predadores podem oscilar periodicamente
num ciclo limite estavel, mostrando-se, assim, um modelo mais adequado do que o mo-
delo Lotka-Volterra.

A tnica diferenga entre o modelo (2.13) e o modelo Rosenzweig-MacArthur é que

o primeiro utiliza uma resposta funcional tipo IV, enquanto que o ultimo utiliza uma

OUma érbita homoclinica é uma trajetéria que é, simultaneamente, a variedade estével e a variedade
instavel de um ponto de sela (Kot, 2000; Monteiro, 2002).

WUma bifurcagdo homoclinica ocorre quando um ciclo limite colide com um ponto de sela, forma uma
6rbita homoclinica, e desaparece (Kot, 2000).

12 A definicio de capacidade de suporte foi apresentada na Secdo 2.2.
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tipo II. Assim, o modelo (2.13) pode ser visto como sendo uma modificagdo do modelo
Rosenzweig-MacArthur. Mas, conforme afirmado na se¢ao anterior, uma resposta funci-
onal tipo IV é reduzida a uma tipo II quando i — oo em (2.14). Conseqiientemente, o
modelo (2.13) pode ser visto como uma generalizagdo do modelo Rosenzweig-MacArthur.
Este modelo apresenta, dependendo dos valores de seus parametros, apenas dois tipos
de comportamentos qualitativos no plano de fase: ou um ponto de equilibrio estavel de
coexisténcia das espécies ou um ciclo limite estavel. Em ambos os casos, o dominio de

atragao é todo o primeiro quadrante (Kot, 2000).

Portanto, concluimos que o modelo (2.13) é mais adequado do que o modelo Lotka-
Volterra na descricao de orbitas periddicas, e que o mesmo apresenta uma maior gama
de comportamentos possiveis do que o modelo Rosenzweig-MacArthur. Conforme vimos,
orbitas periddicas sao realmente observadas na natureza em interacoes do tipo presa-

predador. Estes argumentos justificam a escolha deste modelo no presente trabalho.

No préximo capitulo, descreveremos a metodologia de controle por modos deslizantes
(CMD) desenvolvida por Slotine para o problema de seguimento de uma classe de sistemas
nao-lineares. Relembramos que a estratégia de controle proposta nesta pesquisa consiste
em determinar sinais de controle constantes por partes que aproximem os sinais de controle

obtidos off-line com base na abordagem CMD.

6 T T T

I Bifurcagéo sela—n6

Bifurcacéo
transcritica 1

1 -
| i
1 as o 7 .

| Bifurcacéo
transcritica
0 , . ; :
3 4 5 6 ! °

Figura 2.7: Conjunto de bifurcac¢oes no espago de parametros («,y) para 5 = 2
(* — esperada).
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(a) a=5,2,6=2,0,y=1,1e6=2,5. (b)a=5,26=20,v=2,5ed=2,5.
T T T T 5 T T T T

5

(c)a=4,2,=2,0,y=2,8ed=25. (d)a=526=20v=35ed=25.
T T T T 5 T T T T

Figura 2.8: Planos de fase (o — né ou foco instavel; @ — né ou foco estavel; x — sela).
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() =52 8=20v=41ed=25 (la=528=20v=4,24e6=2,5.
T T T T 5 T T T T
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y

Figura 2.8: Planos de fase (o — né ou foco instavel; @ — né ou foco estavel; x — sela).



Capitulo 3

Teoria de Controle por Modos

Deslizantes

Neste capitulo, realizaremos uma compilagao da metodologia de controle por modos
deslizantes (CMD) desenvolvida por Slotine para o problema de seguimento de uma classe
de sistemas nao-lineares incertos e em ambientes com perturbagoes, de acordo com (Slotine
e Sastry, 1983; Slotine, 1983; Slotine, 1984; Slotine, 1985; Slotine e Coetsee, 1986; Slo-
tine, 1991)'. Desde j4, ressaltamos que este método nio ¢ diretamente aplicavel aos
sistemas presa-predador considerados neste trabalho, pois sua implementacao requer a
medicao das populacoes a cada instante de tempo e os sinais de controle nao sao constan-
tes por partes. Estas limitacoes ficarao evidentes quando aplicarmos a abordagem CMD
ao modelo de sistema presa-predador (2.16) no préximo capitulo. Contudo, a estratégia
de controle proposta, que sera formulada no Capitulo 5, consiste em determinar sinais de
controle constantes por partes que aproximem os sinais de controle obtidos off-line pela
metodologia CMD, assumindo que o sistema seja completamente conhecido, invariante no

tempo e que sua dinamica seja suficientemente lenta.

Existem intimeros problemas de engenharia onde a abordagem CMD pode ser dire-
tamente empregada, de modo que seguimento robusto de trajetorias de referéncia é al-
cancado, tanto na presenca de perturbacgoes, quanto de variagoes paramétricas. Por este
motivo, um tratamento auto-contido utilizando leis de controle descontinuas e continuas

é apresentado, e em grande detalhe onde julgamos adequado.

LA referéncia (Slotine, 1983) pode ser vista no endereco eletronico http://theses.mit.edu.
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Ao longo de todo o trabalho, || || denotard a norma do maximo em R", e || || a norma
euclidiana, salvo mencao contrdria?. Além disto, adotaremos a seguinte terminologia
utilizada por Lang (1968) para diferenciar aplicacao de fungao: seja f: A — B uma
aplicacao; se B = R, entao f é denominada de fung¢ao. Utilizaremos, ainda, as seguintes

notagoes (Dieudonné, 1969)

R* 2 {z € R |z # 0},
R, 2 {z R |z >0}, (3.1)
R 2{zeR|z>0}

Considere a classe de sistemas nao-lineares, variantes no tempo e com multiplas en-
tradas, descritos por (Slotine e Sastry, 1983; Slotine, 1984)

2 = fi(x 1) + by(x, )y (x,1) + di (1), j=1,...,p, (3.2)
onde “;1:§-nj )" denota a derivada de ordem n; da variavel de estado x;, x é o vetor de estado
dado por

x = |21 i1 2V ay a2 ERIVARY x L xR, (3.3)
u = [y ... uy) € R? é o vetor de controle e d; sdo perturbagdes. Permitimos que

fii RIxRy — R, b: RT xR,y — Red;: Ry — R nao sejam completamente conhecidas.
Se este for o caso, ¢ entao assumido que b; nao sofre mudangas de sinal e que essas fungoes
satisfacam algumas propriedades gerais (Ferndandez e Hedrick, 1987; Slotine, 1984; Slotine,
1991)

i = fl < F, (3.4)
b
d;| < D (3.6)

onde “ "7 denota valores nominais e ]/‘; R?xRy — R, F;: RIxR; — R, Bj: R?xR, — R,

B;: RTx Ry — Re D;: Ry — R sao fungdes continuas® (Slotine, 1984; Slotine e Coetsee,

2Seja x = [x1 ... z,) € R™. Temos que ||x| = max{|z1],...,|zal} e x|z = V2 + ... +22.
3Veja a Definicdio A.2 no Apéndice A.
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1986). Note que (3.5) implica que ; > 1, no qual 1: R? x R, — R ¢é definida por
1(X> t) =1, vxE]R’IVte]R_,_- (37)

No caso de b; ser limitada por
by < by < b7, (3.8)

77

onde b;: RI xRy — Re b;r: R? x Ry — R sao fungoes continuas com o mesmo sinal que
b;, definimos Zj e B; em (3.5) da seguinte maneira (Slotine e Coetsee, 1986; Slotine, 1991)

(b;57)2,

2 G o

D=

O problema de controle é obter uma lei de controle u; tal que o erro de seguimento
entre x; e uma dada trajetéria de referéncia r; de classe C™ se anule independentemente
de variacoes em f;, b; e d; que satisfacam (3.4), (3.5) e (3.6), respectivamente, para
cada j = 1,...,p (Ferndndez e Hedrick, 1987; Slotine, 1984; Slotine, 1991). Uma solugao
para este problema foi encontrada de maneira elegante por Slotine, sendo apresentada na
seqiiéncia. Comentamos que a metodologia é aplicada de forma independente para cada
j=1,...,p, ou seja, apesar de o sistema (3.2) ter p entradas, o problema de controle é

tratado como p problemas de uma tnica entrada (Slotine, 1984; Slotine e Sastry, 1983).

Definimos o erro de sequimento (Slotine, 1984; Slotine, 1991)

€ =T; — Ty, (310)
o vetor trajetoria de referéncia
ry=1[r 7 ), (3.11)
e o vetor erro de sequimento
=x -1 =[e; € (ng =)y 3.12
ej=x;—T;=[e; € ... ¢ : (3.12)
onde
x; = [e; @5 ... 27V e RY. (3.13)

Considere as superficies de deslizamento variantes no tempo em R™ dadas por (Slotine,
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1983; Slotine, 1984; Slotine, 1991; Slotine e Sastry, 1983)
Sj(t) = {x; € R" | 5;(x;,t) = 0}, View,, (3.14)
onde s;: R x Ry — R ¢ definida como
5j(x;,t) = (D + X)) Hay —r5(8)) = C;(x; —15(t)), Aj € RE, (3.15)

com D denota o operador diferencial e

Cj = [le,...,Cjnj],
n; — 1 /\nj—i (nj — 1)' /\nj—i . 1 (316)
C'i — . ey - - . 5 — PR ,7’L 5.
! i—1 J (e — 1) (n; — o)l !
Definimos também o conjunto §; = U S;(t). Assuma, por agora, que a lei de

teR4
controle u; foi de alguma maneira determinada, de modo que a condi¢ao global de desli-

zamento (Slotine, 1984; Slotine e Sastry, 1983)
1d * 3.17
5%5‘]'(?(]‘,15) < —nilsi(x5,t)], Vier, Vx,ermi—s; ), M € RY, (3.17)
seja satisfeita para f;, b; e d; dentre os limites (3.4), (3.5) e (3.6), respectivamente. A
desigualdade (3.17) implica que (Khalil, 1996; Slotine, 1984):

(i) S; é um conjunto invariante de (3.2)%, isto é, se x;(ty) € S;(tp) C S; para um
dado tg € Ry, entao Vi, x;(t) € S;(t) C S; (modo deslizante);

ii) Se x;(to S;i(ty) para um dado ty, € Ry, entao a trajetéria x; atingird a
j j + J

superficie de deslizamento S;(t,,) em um tempo finito ¢,; que satisfaz a desigualdade

~ S:(x;(tg), t

tey <ty 2 I35 (%(to), to)] + to. (3.18)
nj

Denominaremos, aqui, t,; de tempo de alcance e tA,,j de tempo de alcance estimado. A

prova de (i) é evidente, pois para que a trajetéria x; saia do conjunto S;, é exigido que

05 (0),6) = 10, (0),1) 5, Gy (0), ) > 0 (3.19)

4Veja a Definicio A.5.
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para algum t > ty, contradizendo (3.17) (Khalil, 1996). O item (ii) é uma conseqiiéncia

direta da seguinte desigualdade

|85 (x;(t), 1) < [s5(x5(t0), to)| — ni(t —t0), Vit (3.20)

a qual é obtida pela aplicacdo do Lema da Comparaciao® (Khalil, 1996). Com efeito, para

t= %\,qj obtemos

15 (%j(Eg), )] < |55(x;(t0), to)| — 1 (Ery — to) = 0, (3.21)

o~

de (3.18) e (3.20). Assim, s;(x; (t:j), ty;) = 0, o que implica que t,; < aj pela desigualdade
(3.20).

Portanto, a partir de (i) e (3.15), se x;(to) € S;(to) para um dado ty € Ry, ou seja,
s;(x;(to), to) = 0, temos que (Slotine e Sastry, 1983)

si(xj(t),t) = (D + X)) te;(t) = Cje;(t) =0, Vi, (3.22)

Segue da unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordindrias que se e;(ty) = 0 ou, de
forma equivalente, se x;(ty) = r;(ty), entao a solucdo tnica de (3.22) é e;(t) = 0 para todo
t > to (Slotine e Sastry, 1983). Caso contrario, se ;(ty) # 0, entao (Slotine, 1984; Slotine
e Sastry, 1983)

lim e;(t) = 0, (3.23)

t—o0

devido ao fato do polinomio caracteristico em z

n;—1

(z+ )= 4 Z cjiz' ! (3.24)
i=1

da equacao diferencial (3.22) ser Hurwitz, isto é, possuir todas as raizes com parte real
negativa. Com efeito, A\; > 0 por hipotese. E imediato de (3.24) que o transitério do

vetor erro de seguimento e; ¢ determinado por A;.

Em particular, se e;(0) = 0, segue que €;(t) = 0 para todo ¢t > 0. E, caso e;(0) # 0,
entdo x;(t,;) € S;j(t,;) C S;. Conseqiientemente, x;(t) € S;(t) C S; para todo t > t,;,

isto é, existe modo deslizante para todo t > t,;, com e; convergindo exponencialmente

5Veja as Secoes B.1 e B.2 do Apéndice B.
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para a origem de R™ de acordo com a dinamica dada por (3.22)

(D + )\j)nj_lej(t) - Cjej(t) = 0, thtrj' (325)

Dessa maneira, durante um modo deslizante, a trajetéria x; nao podera ser pertur-
bada por possiveis variagoes paramétricas em f; e b;, e pela perturbacao externa d;, pois
estas fungoes nao aparecem em (3.25). Portanto, seguimento robusto com rejeigao de
perturbagoes é de fato alcancado (Slotine e Sastry, 1983). Ressaltamos, ainda, que a
condicao global de deslizamento (3.17) assegura que o vetor x;(ty) aponte em diregao a
S;(to) quando x;(ty) ¢ S;(tp) em um dado instante ¢y, ou seja, as trajetérias x; estao
voltadas para as superficies de deslizamento variantes no tempo S; quando estao fora
delas (Slotine, 1985; Slotine, 1991).

Portanto, concluimos que a condi¢ao global de deslizamento (3.17) é uma condigao
suficiente para que o problema de seguimento seja completamente solucionado. Conforme
ressaltado em (Slotine, 1991), tudo se passa como se convertéssemos um problema de

seguimento de ordem n; em x; num problema de estabilizagao de primeira ordem em s;.

Agora, resta-nos determinar a lei de controle u;. E demonstrado na Secao B.3 que

uma lei de controle u; que satisfaz a condi¢ao global de deslizamento (3.17) é (Fernandez
e Hedrick, 1987; Slotine, 1984; Slotine, 1991)

uj(x,t) = m[ﬂj(x, t) — Kj(x,t)sgn(s;(x;,1))], (3.26)
onde

n;—1
Ux,t) = —fi(x )+ () - Z ( K Z_ ! > el (1) (3.27)

i=1

KJ(X> t) = Bj<x7 t) [FJ(X> t) + Dj(x7 t) + 77]'] + (ﬁ] - 1)(X’ t)’aj(xﬂt)’7 (3'28>

e sgn: R* — {—1,1} é a fungao sinal definida por

sgnly) = 1 paray >0, (3.29)
—1 paray < 0.

Destacamos que esta lei de controle atende (3.17) para imprecisoes em f;, b; e d; limitadas
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por (3.4), (3.5) e (3.6), respectivamente®. Em (3.26), o termo

%) (3.30)
bj (X, t)
considera a parte conhecida da dinamica de s;, enquanto que o termo
K;(x,t
—#sgn(sj(xj,t)) (3.31)

bj(x,t)
leva em conta as incertezas paramétricas em f; e b;, e a perturbagao d; (Slotine, 1985).

Note que, em (3.18), o tempo de alcance estimado aj ¢ determinado pela escolha
arbitraria de n; € R% em (3.28) da lei de controle u;. Observe, ainda, que, por (3.26), a
lei de controle u; é descontinua ao longo do conjunto S; devido a fungao sinal sgn (Slotine,
1984; Slotine, 1991). De acordo com (3.2) e (3.26)—(3.28), a dinamica de z; é dada por

_ fi(x,t) +b;(x, )ul (x,t) + d;(t) se sj(x;,t) >0,
fi(x,t) +bj(x, )uy (x,t) + d;(t) se s;(x;,t) <0,

onde
+ = ;a.x — K.(x
o) = o)~ K]
. L (3.33)
uj (x,t) = m[uj(xi)vLKj(Xat)],

que é um sistema de estrutura variavel (Slotine e Sastry, 1983; Utkin, 1978). Assim, a lei de
+
J
hipdteses feitas anteriormente. Como (3.32)—(3.33) ¢ uma equagao diferencial com lado

controle descontinua u; é comutada ao longo de §;. Todavia, uj e u; sao continuas pelas
direito descontinuo, a teoria convencional de existéncia e unicidade de solucoes de equagoes
diferenciais ordinarias nao pode ser aplicada. A defini¢ao usual de solugao nao é aplicavel
e, assim, a definigdo proposta pelo matemadtico russo Filippov deve ser utilizada (Slotine e
Sastry, 1983). Segundo a teoria desenvolvida por Filippov para equagoes diferenciais com

lado direito descontinuo, a dinamica de z; durante um modo deslizante é descrita por

xg-nj) = fi(x,t) + b;(x, t)ujq(x, t) +d;(t), (3.34)

6No caso de sabermos a priori que \rj(»"j)| < vj, onde v;: Ry — R ¢ continua, podemos substituir
r§n'j)(t) por v;(t) em (3.27) (Slotine, 1984; Slotine, 1985).
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onde

ul(x,1) = ax, uf (x,1) + (1 — alx,t)u;, 0<axt) <1, (3.35)

é denominado de controle equivalente (Slotine, 1991; Slotine e Sastry, 1983; Utkin, 1978).

Contudo, a dinamica (3.34)—(3.35) é apenas uma abstragdo matemética, pois assume
que a comutagao da lei de controle descontinua u; ocorra de maneira infinitamente rapida
ao longo do conjunto S; (Slotine, 1991; Utkin, 1978). E possivel mostrar que o controle

equivalente ujq assegura que (Slotine e Sastry, 1983)

d
25i(x;(8),1) = 0 (3.36)

durante um modo deslizante, como era de se esperar’.

Destacamos um importante aspecto matematico da lei de controle u; obtida. Como o
sinal de controle u; é descontinuo um durante modo deslizante, é possivel que a integral
de Riemann nao exista em um dado intervalo de tempo de interesse. Mas, devido aos
aspectos matematicos exigidos na estratégia de controle proposta no Capitulo 5, essa
situacao tem que ser evitada. No entanto, Slotine mostrou que é possivel substituir as
leis de controle descontinuas (comutadas) u; por leis de controle continuas e, neste caso,
o vetor erro de seguimento e; nao converge para zero, porém permanece numa pequena
vizinhanca da origem. Com esta alternativa, o sinal u; podera ser integrado em um dado
intervalo de tempo pelo fato de ser continuo. Isto permitird que a metodologia CMD
seja aplicada para a obtencao de sinais de controle constantes por partes, que é o que

desejamos neste trabalho.

Considere as camadas de fronteira variantes no tempo de largura €; dadas por (Slotine,
1983; Slotine, 1984)

Bj(t) = {x; € R | |s;(x;,1)] < X% e}, ¢ € RY, (3.37)

onde ¢; é a largura das camadas de fronteira. Definimos o conjunto B; = U B;(t).

t€R+
Redefinindo a lei de controle u; por

~———[(x, t) = K;(x, t)sat(s;(x;, 1)/ (A e)))], (3.38)

) =

<

"Para uma boa exposicio sobre equacdes diferenciais com lado direito descontinuo, veja (Slotine e
Sastry, 1983).
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juntamente com (3.27)—(3.28), onde sat: R — R é definida por

sat(y) = y  paraly[ <1, (3.39)
sgn(y) para [y| > 1,

fica assegurado que a condicao global de quasi-deslizamento

1d
5@5?(79‘775) < =milsi(x5,8)|s Vier,Vsjermi—pi), n5 € R, (3.40)
seja satisfeita para f;, b; e d; limitadas por (3.4), (3.5) e (3.6), respectivamente (Fernandez
e Hedrick, 1987; Slotine, 1984). A desigualdade acima implica que (Fernandez e Hedrick,

1987; Khalil, 1996; Slotine, 1984):

(i) B; é um conjunto invariante de (3.2)%;

(ii) Se x(to) ¢ B;(to) para um dado ¢y € R, entdo a trajetéria x; atingird a camada

de fronteira Bj(t,;) em um tempo finito ¢,; que satisfaz a desigualdade

|s5(x;(t0), to)]

b <1, 2
rJ ) 77j

+ to. (3.41)

Estes resultados seguem do mesmo raciocinio feito anteriormente (Khalil, 1996; Slo-
tine, 1984). Observe que a lei de controle u; definida por (3.38)-(3.39) é de fato continua,
e que a unica diferenga em relagao a lei de controle descontinua (3.26)—(3.29) é a substi-
tuigao de sgn(s;(x;,t)) por sat(s;(x;,t)/(A"1e;)) (Slotine e Sastry, 1983; Slotine, 1984).
Conseqiientemente, pela definigao de sat em (3.39), temos que (3.26) coincide com (3.38)
quando x,(t) ¢ B; para um dado t € R, ou seja, as leis de controle descontinua e
continua coincidem fora das camadas de fronteira variantes no tempo B;. Colocado de
outra maneira, se tivermos x,(t) ¢ B;, entao a lei de controle continua u; fica determinada
por (Slotine e Sastry, 1983)

uf(x,t), parax € {x€R|s;(x;,t) > /\?rlej},

uj(x,t) = (3.42)

u; (x,t), parax € {x € R?|s;(x;,t) < —)\?jflej},

onde u; e u; sdo dadas por (3.33). A fungdo sat faz entdo uma interpolagio continua

+

entre u; e u; dentro das camadas de fronteira variantes no tempo B; (Slotine e Sastry,

8Veja a Definicao A.5.



Teoria de Controle por Modos Deslizantes 39

1983; Slotine, 1984). Assim, a lei de controle continua pode ser vista como sendo uma

aproximagcao suave da lei de controle descontinua (Slotine, 1991).

Slotine (1983) mostrou que, dado ty € Ry, se e;(ty) € Bj(ty) é tal que

e (to)] = 0, i=0,...,n—2,
(n11) . (3.43)
le; 7 (o)l < AT e
entao
(6] < (20)'ejs Vists i=0,...,m5— 1. (3.44)
Mas, caso e;(ty) € B;(ty) nao satisfaga (3.43), segue que
e (0] < @0)'e; + Pu(®)lle;(to) e, Viny, i=0,..m; =1 (345)
onde Pj; sao polinomios em ¢. Conseqiientemente,
lim [l ()] < (2)))'e;. (3.46)

t—oo

Observe que, a partir de (3.38), (3.44) e (3.46), o valor (2);)%; pelo qual eg-i) é limitado
é determinado pela escolha de €; em (3.38) da lei de controle continua u; e, em particular,

o vetor erro de seguimento e; tende para zero quando ¢; tende para zero.

Relembramos que nosso interesse em obter um sinal de controle continuo u; foi somente
em razao de consideragoes matematicas. Na realidade, o desenvolvimento de Slotine foi
motivado por limitacoes praticas na implementacao das leis de controle descontinuas. A
abordagem deste assunto é muito mais extensa do que a apresentada neste capitulo. Ela
inclui, por exemplo, critérios de escolha para a largura das camadas de fronteira e; e para
Aj, de modo a se levar em consideragao a freqiiéncia de amostragem do estado, no caso de
implementacao digital das leis de controle, e dinamicas nao-modeladas de alta freqiiéncia.
Veja (Slotine, 1983; Slotine, 1984; Slotine, 1991) para o tratamento completo em detalhe.

Para aplicarmos a metodologia CMD descrita acima no controle do sistema presa-
predador (2.16), temos antes que incorporar o vetor de controle, representando a agao
humana. Isto serd feito no capitulo seguinte, com uma discussao prévia de algumas
questoes importantes que devam ser consideradas no controle desses sistemas ecolégicos.
Como veremos, nem sempre sera possivel aplicarmos diretamente as leis de controle da

abordagem CMD devido a limitagoes praticas.



Capitulo 4

Controle de Sistemas

Presa-Predador

No presente capitulo, discutiremos o controle de sistemas presa-predador. Inicial-
mente, serao levantados alguns pontos que devam ser considerados nas estratégias de
controle para esses sistemas, com énfase nos objetivos de exploracao sustentavel e recu-
peracao ambiental. Toda a nossa argumentagao tomara como caso ilustrativo o modelo
presa-predador (2.16) descrito na Se¢ao 2.6. Na seqiiéncia, aplicaremos a metodologia
CMD tratada no capitulo anterior para forcar as trajetorias do sistema presa-predador
(2.16), com a agao humana incorporada, a seguir trajetérias de referéncia adequadas,
considerando que as do sistema isolado estejam oscilando num ciclo limite estavel. Mos-
traremos, também, que, a exemplo de outros métodos de controle, os sinais de controle da
abordagem CMD nao possibilitam a definicao de politicas de gerenciamento ambiental em
muitas interagoes do tipo presa-predador encontradas na natureza, pois é preciso medir as
populacoes a cada instante de tempo e os sinais de controle poderao nao modelar a agao
humana. Estas limitacoes servirao de motivacao para a busca da estratégia de controle

alternativa proposta no préximo capitulo.
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4.1 Consideracoes Sobre Estratégias de Controle

para Sistemas Presa-Predador

A habilidade de se controlar um sistema presa-predador é altamente desejada na
pratica. Podemos citar duas situacoes que justificam a importancia de buscarmos es-
tratégias de controle para tais sistemas ecolégicos. A primeira se configura quando inten-
tamos explorar de maneira sustentavel os seus recursos e a segunda se caracteriza quando
desejamos restaurar a dinamica natural do sistema, isto é, a que o sistema apresenta
quando em equilibrio ecoldgico, no caso de perturbagoes externas desviarem a dinamica
do sistema para uma dinamica diferente da natural. Em outras palavras, na segunda
situacao a estratégia de controle deve possibilitar a recuperacao ambiental de um ecos-
sistema perturbado. A seguir discutiremos de maneira um pouco mais detalhada as duas
situacoes acima, levantando também algumas consideracoes importantes. Para facilitar
nossa explanagao, adotaremos como objeto de andlise o sistema presa-predador isolado

(2.16). Analogias com outros sistemas ficardo entao evidentes.

Suponha que o sistema (2.16) possua os valores paramétricos indicados na Figura 2.8.e,
e que sua dinamica natural corresponda ao ciclo limite estavel mostrado na mesma. Con-
sidere que um esquema de controle foi determinado com o objetivo de explorar os recursos
do sistema. Contudo, entendemos que a dinamica do sistema controlado deva ser “com-
pativel” com a dinamica natural do sistema isolado. Apesar de muita subjetividade estar
envolvida, explicaremos o que queremos dizer por “compativel” no que se segue. Como as
trajetorias do sistema isolado sao periddicas, por hipdtese, nao nos parece natural, neste
caso, estabilizarmos o sistema controlado num ponto de equilibrio de coexisténcia de am-
bas as espécies ou, ainda, que suas trajetérias sejam oscilatérias, porém aperiodicas. Além
do mais, se as trajetorias do sistema controlado convergirem para um ciclo limite, temos
que ter muito cuidado com as trajetérias resultantes de cada populacao no dominio do
tempo. O ciclo limite nao pode corresponder a trajetorias que sao dentes-de-serra ou on-
das quadradas, por exemplo, pois estes sao comportamentos inaceitaveis para a dinamica
de populagoes encontradas na natureza. Acrescentamos ainda, que os periodos dos ciclos
limite do sistema controlado e do sistema isolado nao podem ter ordens de grandeza total-
mente diferentes. Por exemplo, se o ciclo limite do sistema isolado tem um periodo de um
ano, mas o do sistema controlado tem um periodo de poucos dias, fica claro que alguma
coisa estd errada. Essas escolhas inadequadas para a dinamica do sistema controlado
poderiam, por exemplo, excitar dinamicas nao modeladas e até mesmo invalidar o modelo

matematico do sistema, de modo que previsoes futuras para o comportamento do sistema
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real seriam impossiveis de serem feitas e catastrofes ambientais estariam mais sujeitas a
acontecer. Ressaltamos que o sistema a ser controlado é um sistema vivo complexo, e nao
uma maquina inanimada. Portanto, concluimos que a dinamica do sistema controlado
deva ser similar & dindmica natural do sistema isolado. E isto que queremos dizer por
“compatibilidade”. Desse modo, para explorarmos de maneira sustentavel um sistema

presa-predador, tal compatibilidade devera ser atendida.

Agora, discutiremos o caso de recuperacao ambiental de um ecossistema perturbado,
considerando novamente que a dinamica natural do sistema presa-predador isolado (2.16)
corresponda ao ciclo limite apresentado na Figura 2.8.e. Analisando esse plano de fase,
é evidente que se uma perturbacao externa deslocar o vetor de estado do sistema isolado
para fora das separatrizes, a trajetéria resultante ird inevitavelmente convergir para o
ponto de equilibrio estdavel no eixo x1, e os predadores serao extintos. Considere que tal
perturbacao ocorreu de fato, desviando a dinamica do sistema de sua dinamica natural.
Nesta situagao, desejamos que, por meio de um sinal de controle externo, ou seja, através
da interferéncia humana, possamos recuperar o ecossistema, isto é, fazer com que as
trajetorias do sistema presa-predador voltem a oscilar no ciclo limite original, evitando,
assim, a extincao dos predadores e restaurando a dinamica natural do sistema. Mas, nos
casos em que nao é possivel restaurarmos a dinamica natural, uma dinamica compativel

com a dinamica natural deverd ser imposta no sistema através da acao humana.

Uma alternativa para atenuar a vulnerabilidade do sistema a perturbacoes seria apli-
cando um sinal de controle que forgasse as trajetorias do sistema a oscilar num ciclo limite
que esteja dentro do ciclo limite do sistema isolado. Porém, devemos tomar muito cuidado
na escolha desse ciclo limite, de modo a obtermos compatibilidade entre a dinamica do

sistema controlado e a dinamica natural do sistema isolado.

Pelos argumentos supramencionados, a importancia de controlarmos um sistema presa-
predador fica clara. No entanto, para que nossos interesses praticos sejam realmente
alcancados, devera ser possivel implementarmos os sinais de controle no sistema real.

Discutiremos sobre isto na secao seguinte.
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4.2 Limitacoes Praticas da Metodologia CMD em

Sistemas Presa-Predador

Neste momento, mostraremos que ha limitagoes praticas que dificultam a obtencao de
politicas de gerenciamento ambiental para determinados ecossistemas a partir da aplicagao
do controle por modos deslizantes (CMD), pois nem sempre a medicao dos estados pode ser
feita a cada instante e nem sempre a acao humana no sistema real consegue corresponder
aos sinais de controle resultantes. E importante ressaltarmos que a abordagem CMD tem
carater ilustrativo, visto que outros métodos de controle poderao apresentar estas mesmas

limitagoes.

Para que a a¢ao humana seja levada em consideragao, modificamos o modelo (2.16)

para obtermos o correspondente modelo presa-predador nao-isolado

d x 1T
—r1 = fi(x) tu =21 (1 — =) - %‘Fﬂb
dt v T
—+tax+1
p 4 @ (4.1)
T
—Ty = fo(x) +up = 2# — 0xg + Uy,
dt x]
—+tax+1
Q
ou, de forma equivalente, usando notacao vetorial
4 —f(x) + (4.2)
—x =f(x)+u )
dt ’

onde x = [x1 x3)" é o vetor de estado, u = [u; uy]’ é o vetor de controle representando
a agdo humana e f = [f; fa]. Note que, para u = 0, o sistema (4.1) é equivalente ao
sistema isolado (2.16). Considere que os parametros possuem os valores mostrados na

Figura 2.8.e, onde

a = 5,2,
g = 20,
Vo= 41 (4.3)
0 = 2,5

Suponha, ainda, que as trajetérias do sistema isolado (2.16) estejam oscilando no ciclo
limite estavel da Figura 2.8.e, correspondendo a dinamica natural, e que o estado foi

medido como

xo £ x(0) = [3,1500 1,6100]" (4.4)
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em t = 0. O problema de controle é forcar o vetor de estado x a seguir um determinado

vetor de referéncia r = [ry o).

Nos trabalhos (Costa et al., 2000; Cunha, 2002; Meza, Bhaya e Kaszkurewicz, 2002)
e (Meza, Costa, Bhaya e Kaszkurewicz, 2002) sao apresentadas estratégias de controle
que estabilizam os modelos Lotka-Volterra e Rosenzweig-MacArthur, respectivamente,
0s quais apresentam Orbitas periddicas, em um ponto de coexisténcia das presas e dos
predadores, o que equivale a especificar o vetor de referéncia r como sendo constante. No
entanto, em (Meza, Bhaya e Kaszkurewicz, 2002; Meza, Costa, Bhaya e Kaszkurewicz,
2002), este ponto de coexisténcia depende dos parametros do sistema e nao pode ser
selecionado livremente. Em todos esses trabalhos citados, os sinais de controle consistem

em extrair as populagoes ou em manté-las livre da agao humana.

Na presente pesquisa, o vetor de referéncia pode ser escolhido de maneira arbitraria,
podendo ser uma constante qualquer ou variante no tempo. Porém, considerando a dis-
cussao anterior, queremos obter compatibilidade entre a dinamica do sistema controlado
(4.1) e a dinamica do sistema isolado (2.16). Assim, uma escolha razoédvel para o vetor
de referéncia r seria uma trajetéria do modelo (2.16), mas com um conjunto apropriado

de valores paramétricos. Ou seja, definiremos o sistema de referéncia por

d r T
%legl<r)érl (1——1) - 5 L2 y

. r
T L
" 4.5
d a  BrOprire (45)
—T2=gao(r) = 5———— — 612,
dt Ty
— +7r+ 1
aT
ou, em notagao vetorial, como
d
—r = g(r), 4.6
ot =8(r) (4.6)
onde r = [ry 1) é o estado de referéncia e g = [g1 go). Note que, como g; e gy sdo

continuas em R, x R,, as trajetdrias r; e 75 serdo de classe C' nesse subconjunto do

plano cartesiano. Os parametros de referéncia sao especificados como os da Figura 2.8.d,

onde
. = b,2,
r = 2a07
g (4.7)
Yr = 37 57
5. — 2.5

Como pode ser visto pelo plano de fase, todas as trajetorias no primeiro quadrante conver-
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gem para um ciclo limite estavel, independentemente da condicao inicial. Escolheremos a

condigao inicial do sistema de referéncia como sendo
ro = r(0) = [2,4443 1,2001], (4.8)

de modo que as trajetoria de referéncia estejam oscilando no ciclo limite. Com o intuito
de simplificar referéncias futuras, usaremos as seguintes abreviagoes: SI para o sistema
isolado (2.16); SC para o sistema controlado (4.1); e SR para o sistema de referéncia
(4.5). A Figura 4.1 mostra os planos de fase do sistema de referéncia (SR) e do sistema
isolado (SI), enquanto que a Figura 4.2 apresenta suas trajetérias no dominio do tempo
normalizado ¢t. Observe que o ciclo limite de referéncia tem uma amplitude menor e uma
freqiiéncia de oscilagao maior do que o ciclo limite do sistema isolado. Seus respectivos

periodos sao W, = 13,11 e W, = 26, 46, aproximadamente.
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Figura 4.1: Planos de fase de SR e de SI.
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Figura 4.2: Trajetérias de SR e de SI.
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Como as trajetorias de referéncia rq e ry, a serem seguidas por ;1 e xo, respectivamente,
foram especificadas, estamos prontos para aplicar a metodologia CMD para forcar o vetor
de estado x de (4.1) a seguir o estado de referéncia r de (4.5), assumindo que (4.1) nado
possui incertezas paramétricas, isto é, fi e fo sdo conhecidas com exatidao. Veja que (4.1)
pertence a classe de sistemas nao-lineares descrita por (3.2), com n; =1,b; =1ed; =0,

para 7 = 1,2. Observe, também, que f; e f; sao continuas em R, x R, .

A seguir, mostraremos os projetos e os resultados para as leis de controle descontinuas

e continuas. Os erros de seguimento sao dados por (3.10) como

€1 =Ty — Ty,

(4.9)
€g = Tg — Ta.
Definimos o wvetor erro por
e=x—r=e e (4.10)
Como n; = ny =1, (3.15) nos da
Sl(ZL'l,t) =T — Tl(t),
(4.11)
SQ(Z’Q,t) = T9 — Tg(t).
E, como o sistema é completamente conhecido, por hipdtese, temos que
bj - bj = 17 Bj - 17 (412)
Dj — 0,

em (3.4), (3.5) e (3.6), respectivamente, para j = 1,2. Para que a condic@o global de

deslizamento (3.17) seja satisfeita, as leis de controle descontinuas sao definidas por

u = —f1(x) + 71 — msgn(x, — ),

. (4.13)
uy = — fo(X) + 7o — mesgn(xy — 12),



Controle de Sistemas Presa-Predador 48

devido a (3.26)—(3.28) e (4.11)—(4.12)'. A partir de (3.18) e (4.11), obtemos

~ 0
2 _lao]
m
(4.14)
= leal0)
r2 —
72

Conseqiientemente, de (3.18), chegamos as igualdades

€2(t> = O, vtzfﬂ.
Definindo
2\7“ = max {E«lfﬁ}» (4-16)
segue que
e(t) =0, V. (4.17)

As leis de controle continuas sao obtidas pela substituigao de sgn(z; — r;(t)) por
sat((z; —r;j(t))/e;) em (4.13), de acordo com (3.38) e (4.11), ou seja,

up = —f1(x) + 71 — msat((x1 —71)/€1),

' (4.18)
uy = — fa(X) + 7o — msat((xe —12)/€2).

Como estas leis de controle atendem a condigao global de quasi-deslizamento (3.40), ob-

temos
|€1(t)| S €1, thaq’ (419>
lea(t)| < €2, Visiy
por (3.41), (3.44) e (4.11). Portanto,
le(®)]| < max{e1, €2}, Vo7, (4.20)

relembrando que || || denota a norma do méximo em R

!Na realidade, ¢ simples mostrarmos que u; em (4.13) verifica a identidade

1d
5@85(’9‘7’5) = —njlsj(xj, )], Vier, Y, ermi—s; (1)

de modo que as desigualdades em (3.18) e (3.20) se transformam em igualdades, para j = 1,2. Estes
resultados sao vélidos para o caso em que o sistema (3.2) é completamente conhecido.
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Escolhemos 71 = 12 = 1 e as larguras das camadas de fronteira como €¢; = e; = 0,001.
Temos que e1(0) = x1(0) — r1(0) = 0,7057 e e3(0) = 25(0) — r2(0) = 0,4099 de (4.4),
(4.8) e (4.9). Assim, (4.14) nos da t,, = 0,4099 e 7, = t,; = 0,7057. Agora, se as leis de

controle descontinuas (4.13) forem aplicadas ao sistema (4.1), é imediato de (4.17) que
e(t) =0, para todot > 0,7057. (4.21)
E, no caso de usarmos as leis de controle continuas (4.18), (4.20) nos fornece

lle(t)]] < 0,001, para todot > 0,7057. (4.22)

Nas Figuras 4.3-4.5 sdo apresentados os planos de fase do sistema de referéncia (SR) e
do sistema controlado (SC), as trajetérias de SR e de SC, e o vetor erro e, respectivamente,
com a utilizagao das leis de controle continuas (4.18). Um detalhe do vetor erro é mostrado
na Figura 4.6. Note que (4.22) ¢é de fato atendida. Os sinais de controle continuos u;
e up sao exibidos na Figura 4.7. Contudo, o plano de fase e as trajetérias resultantes
das leis de controle descontinuas (4.13) nao sao mostrados, ji que, visualmente, estas
curvas parecem idénticas as obtidas pelas leis de controle continuas nas Figuras 4.3 e 4.4,
respectivamente. Além disso, apesar de omitirmos uma apresentacao detalhada para o
vetor erro e, (4.21) também é verificada. Os sinais de controle descontinuos u; e us sdo
exibidos na Figura 4.8. Todas as curvas mostradas foram obtidas no MATLAB usando o

método de integragao Dormand-Prince com passo fixo de 0,001.
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Figura 4.3: Planos de fase de SR e de SC usando CMD com leis de controle continuas.
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Figura 4.4: Trajetérias de SR e de SC usando CMD com leis de controle continuas.
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Figura 4.5: Vetor erro usando CMD com leis de controle continuas.

Figura 4.6: Detalhe do vetor erro usando CMD com leis de controle
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Figura 4.7: CMD - Sinais de controle continuos.
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Figura 4.8: CMD - Sinais de controle descontinuos.
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Apesar de o estado x seguir r com a exatidao prevista, a implementacao desses sinais
de controle no sistema presa-predador real se depara com dois grandes problemas. O
primeiro é que leis de controle com realimentacao de estado, como as que acabamos de
obter, exigem que as duas populagdes do sistema (4.1) sejam medidas a cada instante de
tempo. Porém, nem sempre é possivel realizarmos tais medigoes em intimeras interacoes do
tipo presa-predador encontradas na natureza. Citamos, como exemplo, o relacionamento
entre peixes (presas) e tubardes (predadores). E muito diffcil monitorarmos as variacoes
nos tamanhos destas populacoes no decorrer do tempo. O segundo problema é que os
sinais de controle devem modelar a acdo humana no ecossistema. Observe que, em (4.1),
os sinais de controle u; e uy representam as taxas instantaneas de variagao (em relacao a
t) de x1 e xq, respectivamente, que devam ser aplicadas no ecossistema pela a¢ao humana.
Por exemplo, se em t; a entrada u;(f;) é negativa, a agdo humana tem que extrair as
presas de seu habitat no instante ¢; com taxa |u;(1)|, e introduzir novos individuos com
taxa wuy(t1) se for de valor positivo. Vemos pela Figura 4.8 que os sinais de controle
uy e up resultantes da leis de controle descontinuas (4.13) possuem uma componente
de alta freqiiéncia. E evidente que a a¢ao humana nao poderd implementar tais sinais
em diversos ecossistemas, como no caso da atividade pesqueira. Os sinais de controle
correspondentes as leis de controle continuas (4.18), conforme apresentados na Figura 4.7,
evitam a componente de alta freqiiéncia, mas eles também possuem elevadas taxas de
variacao de sinal. Além disso, o sinal de controle continuo u; assume um valor diferente
a cada instante de tempo. Novamente, podemos argumentar que a acao humana nao tem

como responder dessa maneira em varios ecossistemas observados na natureza.

Os sistemas de controle propostos por Corso et al. (2002) para o modelo Leslie-Gower,
por Cunha (2002) para o modelo Lotka-Volterra, e por Costa et al. (2000) para ambos,
utilizam leis de controle comutadas sobre superficies de deslizamento para a estabilizacao
dos modelos em um ponto de coexisténcia das espécies; mas, durante um modo deslizante,
a comutacao na lei de controle podera ocorrer com freqiiéncias muito elevadas podendo,
assim, nao modelar a acao humana em muitos casos. Salientamos, ainda, que em todas
as referéncias citadas neste secao, é exigida a medicao das populacoes a cada instante
de tempo, o que nem sempre é possivel, e os sinais de controle consistem em extrair as

populagoes ou em manté-las livre da agao humana.

Portanto, para que os sinais de controle resultantes de determinada metodologia defi-
nam politicas de gerenciamento capazes de serem implementadas por érgaos ambientais,
os mesmos deverao modelar a acao humana sobre o sistema presa-predador e serem de-

terminados a partir de medigoes realizaveis das populagoes. Como acabamos de ver, o
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método CMD nao atendeu a estes requisitos.

Com o intuito de adequar a agao humana aos sinais de controle, sugerimos, neste
trabalho, uma estratégia de controle que determine sinais de controle constante por partes
a partir de medicoes periddicas das populagoes, sem a necessidade de medi-las a cada

instante de tempo.

Para justificarmos a importancia de obtermos tais tipos de sinais de controle, apresen-
taremos um caso ilustrativo. Considere o sinal de controle constante por partes hipotético
uy: [0,6] — R mostrado na Figura 4.9 para o sistema (4.1), determinado pela medicao
periddica das populacoes de presas e de predadores. Este sinal é uma funcao escada em
relagao & partigao P = (0,2,4,6) do intervalo [0, 6]%. Observe que, para implementar este
sinal de controle no sistema real, a agdo humana deve: (i) extrair as presas com taxa 2
no intervalo [0, 2), isto é, 2 unidades normalizadas de presas tém que ser extraidas por
unidade de tempo normalizado t; (ii) introduzir novos individuos presas com taxa 1,5 no
intervalo [2,4); e (iii) manter as presas livres de interferéncia humana no intervalo [4, 6].
Usando uma terminologia usual de Ecologia, podemos reescrever (i) dizendo que a cota

de extragdo constante® para as presas ¢ igual a 2 no intervalo [0, 2).

Figura 4.9: Exemplo de um sinal de controle constante por partes.

2Veja as Definicdes A.3 e A 4.
30 temo em inglés é constant harvest quota.
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Consoante afirmado em (Azar et al., 1995; May e Beddington, 1980), uma cota de
extragao constante ¢ um modelo idealizado de politicas de gerenciamento adotadas por
orgaos ambientais. Desse modo, o sinal de controle constante por partes da Figura 4.9
representa uma politica de gerenciamento ambiental factivel, precisa e adequada (ideal-

mente, é claro).

Pelos argumentos expostos nesta se¢ao, concluimos que os métodos escolhidos para
controlar o sistema presa-predador nao-isolado (4.1) deverdao determinar sinais de con-
trole que modelem a acao humana como, por exemplo, sinais constantes por partes, para
que a implementacao dos mesmos seja possivel no sistema real. Além disso, como h&
inimeras situagoes em que nao € possivel medir as populacoes do sistema a cada instante
de tempo, muitas metodologias de controle nem sempre serao aplicaveis. Estas limitacoes
ficaram evidentes na aplicagao direta da abordagem CMD), onde os sinais de controle nao

permitiram definir politicas de gerenciamento ambiental.

No capitulo subseqiiente, formularemos um esquema de controle para o problema
de seguimento do sistema presa-predador nao-isolado (4.1) ou, de forma equivalente, do
sistema (4.2). Esta estratégia determinard sinais de controle constantes por partes a partir
da medicao periddica das populacoes de presas e de predadores, sem a necessidade de medi-
las a cada instante de tempo. Isto permitira definir politicas de gerenciamento capazes
de serem implementadas por 6rgaos ambientais. Para adequar estratégia de controle
proposta as restrigoes acima apontadas, algumas hipéteses sobre o sistema (4.2) terdo que

ser feitas.



Capitulo 5

Uma Estratégia de Controle para

Sistemas Presa-Predador

Neste capitulo, descreveremos a estratégia de controle proposta para o problema de
seguimento do sistema presa-predador nao-isolado (4.2), que consiste em determinar sinais
de controle constantes por partes a partir de medicoes periddicas das populagoes de presas
e de predadores. Estes sinais definirao politicas de gerenciamento ambiental factiveis,
precisas e adequadas, que possam ser implementadas por érgaos ambientais. Apesar de
as trajetorias de referéncia poderem ser escolhidas de maneira arbitraria, as mesmas serao
especificadas como trajetérias do sistema de referéncia (4.6) com um conjunto apropriado
de valores paramétricos, de modo que a dinamica do sistema controlado e a dinamica
natural do sistema isolado sejam compativeis. A idéia fundamental da metodologia é
a aproximacao de sinais continuos conhecidos a priori, que atendam as especificagoes
de desempenho desejadas, por sinais constantes por partes. Neste trabalho, estes sinais
continuos serao obtidos off-line com base na abordagem CMD. No entanto, para podermos
aplicar a estratégia de controle proposta, o sistema (4.2) deverd atender as seguintes

hipéteses:

(A1) O modelo do sistema presa-predador isolado (2.13) é completamente conhecido,
isto é, os parametros a, b, ¢, i, K, m e r foram determinados e nao variam com o

tempo (conseqiientemente, o mesmo é valido para «, 3, v e § em (4.1));

(Az) O vetor de estado x do sistema (4.2) é medido com periodo A. Em outras
palavras, no primeiro periodo de medic¢ao [0,A), o estado x é medido somente no

instante ¢ = 0, ndo sendo, desse modo, medido no intervalo (0, A). Portanto, para
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controlarmos o sistema no intervalo [0, A], o sinal de controle deverd ser determinado

pela medicao apenas do estado x £ x(0).

Sob estas hipéteses, o problema de controle é forgar o estado x de (4.2) a seguir
um determinado vetor de referéncia r no intervalo [0, A] com uma precisao que satisfaga
as especificagoes de desempenho desejadas, sem que tenhamos que fazer nenhuma outra
medicao adicional do vetor de estado além de xg, e tendo como entradas sinais constantes
por partes, ao invés de sinais continuos, como os apresentados na Figura 4.7, ou de sinais

descontinuos, como os mostrados na Figura 4.8.

O desenvolvimento do esquema de controle proposto sera feito na se¢ao seguinte, recor-
dando que a idéia fundamental do método é a aproximacao de sinais de controle continuos
por sinais constantes por partes. Veremos que o problema de seguimento anunciado acima
pode ser facilmente estendido para o intervalo [0,nA], onde n € ZT. Na Segao 5.2, cons-

tataremos por simulacao a validade do método.

5.1 Aproximacao de Sinais de Controle Continuos

por Sinais Constantes por Partes

O sistema a ser controlado é o modelo presa-predador nao-isolado (4.2)
—x=f(x)+u (5.1)

e o problema de controle é forcar o vetor de estado x a seguir um determinado vetor
de referéncia r no intervalo I = [0, A] com uma precisdo que satisfaga as especificagoes
de desempenho desejadas, mas sem nenhuma medicao adicional do estado além de xq,
e tendo como entrada um sinal de controle constante por partes u: I — R?. Devido as
discussoes anteriores, consideraremos, neste trabalho, r como sendo o vetor de estado do

sistema de referéncia (4.6)

d

S = g(n) (5.2)

.~ e . A . .
com uma dada condigao inicial ry = r(0) e um determinado conjunto de valores pa-

ramétricos a,., G, vV, € 0,.

Considere a particao
P =(0,\2\,...,p\) (5.3)
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do intervalo I = [0, A], onde
A
A= ;, pE 7. (54)

O vetor de controle u é definido como uma aplicacao escada em relacao a particao P, de

acordo com (A.5), ou seja,

u, = [ugq ugel, parat € I, = [kA, (k+1)\), k=0,....,p—2,
U1 = [up—l,l Up_l,g]/7 para te Ip—l = [(p - 1))\, A],
(5.5)
onde os vetores constantes uy deverao ainda ser especificados, para k = 0,...,p—1. Note

que (5.5) é claramente um sinal constante por partes.

Vamos mostrar, agora, como encontrar uma estratégia de controle que atenda a

hipdtese (Az). Considere o sistema
X =fX%) + 1, (5.6)

com X(0) = x(0). O vetor u: I — R? ¢ qualquer sinal continuo no intervalo I, conhecido
em t = 0, que garanta que o vetor de estado X siga o estado de referéncia r no intervalo
I dentro das especificagdes de desempenho (4.14), (4.16) e (4.19)—(4.20),

I%(t) — v()]| < max{e, e}, parat € [t Al (5.7)

onde R A

i, = max {trla tr2}a

- [B(0) = n(0)

rl m ) (58)

~ _ [22(0) — r5(0)]

t’!’2 - 9

T2

para 7y e 1y fixos. Neste trabalho, estabeleceremos que u = [u; us]’ seja definido por

(4.18) e (5.2), a saber

Uy = — fi1(X) + 71 — msat((Z1 — 1) /e1),

~ ~ ) - (5.9)
Uy = — fo(X) + 7o — masat((To — 12)/€2),

para certa escolha de €; e €5, onde o a priori sinal continuo u: I — R? é obtido nume-
ricamente do sistema de equagoes diferenciais (5.2), (5.6) e (5.9) com condigoes iniciais

ro e X(0) = x(0). Recordamos que (5.9) foi determinada com base nas leis de controle
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continuas da abordagem CMD. A Figura 5.1 mostra o diagrama de blocos para a obtencao

do sinal continuo u, onde o bloco CMD representa (5.9).

Figura 5.1: Diagrama de blocos para a obtengao do sinal continuo u pela metodologia
CMD.

Como x(0) = x(0), observamos que, se pudéssemos aplicar o sinal u = u em (5.1),
entdo, sob a hipdtese de que o sistema (5.1) néo é perturbado, é evidente que x(t) = x(t)
para todo t € I, e o problema de controle estaria completamente resolvido com uma tnica
medicao do estado x em t = 0, tendo em vista que (5.1) é completamente conhecido pela
hipétese (A;) e que u atende (5.7)—(5.8). Porém, u ndo é um sinal constante por partes
e, assim, nos deparamos com as dificuldades na implementacao pratica de u como uma

politica de gerenciamento ambiental mencionadas na Secao 4.2.

De acordo com a estratégia de controle proposta para o problema de seguimento de
(5.1), a determinacao dos vetores constantes uy, para k = 0,...,p — 1, consiste em
aproximar o sinal continuo u: I — R? por uma aplicacao escada u: I — R? em relacao a
partigdo P do intervalo /. Veja que, em (5.5), u(t) = uy, para t € I. Portanto, somente o
valor u(kA) em t = kA é exigido para que u fique completamente determinado no intervalo
Iy, para k = 0,...,p — 1. Como iremos mostrar, para obtermos u(k\) precisamos: (i) do
sinal continuo u|[kA, (k + 1)A]: [k, (k+1)\] — R? do sistema (5.6), onde u|[kA, (k+ 1)A]
denota a restricio! de u: I — R? ao intervalo [k, (k + 1)A]; e (ii) de uma estimativa
X(kA) do estado x(kA). Mas, antes de prosseguirmos na determinacao dos vetores uy,

uma ultima hipétese é feita sobre o sistema (5.1):

(A3) A dinamica do sistema (5.1) é suficientemente lenta, de modo que poderemos

desprezar o tempo computacional 7 exigido para o signal continuo u: I — R? ser

Veja a Definicdo A.1.
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obtido off-line do sistema de equagoes diferenciais (5.2), (5.6) e (5.9) com condigoes
iniciais ryp e x(0) = x(0), através de determinado método numérico. Em outras

palavras, assumimos que ||x(7) —x(0)| = 0.

Os vetores uy = [ug1 ug2| serdo escolhidos de modo que, a grosso modo, ullj seja
uma “boa” aproximagao de u|lg, para k =0,...,p — 1. Formalmente, isto significa obter

uy ; € R que minimize a fungao custo Ji ;: R — R dada por

(k+1)A—e (k+1)A
Jos(ups) 2 lim (s — T0;(£))? dt = / (we; — T, ()2 dt, (5.10)
k

=0T S A

para k =0,...,p—1, 5 =1,2. E simples verificar que Ji; é de classe C2. De acordo

com (Luenberger, 1973), se as seguintes condigoes forem satisfeitas para um dado up; € R

d

i) —Jg(ug ;) =0;

() g o)
d2

(ii) WJk,j(uk,j) > 0, para todo uy ; € R;
k7j

entao uy ; € o ponto de minimo global estrito de Ji ; sobre R, pois R ¢ um conjunto aberto

convexo. A partir da condicao (i) e da Regra de Leibniz?, temos que

d k+DA g ,
J.u*,:/ s — Tt dt =0 5.11
duk,j kvj( k’]) kX duk,j( 7 j( )) Uk, j =Wy, ; ( )
implica em
1 fUFDA
uiy =3 / (1) dt. (5.12)
kA
Além disto, é imediato mostrar que
d2
—— i (ug;) =21 > 0. 5.13
) (513

Portanto, concluimos que (5.12) nao é somente uma “boa” aproximacao de u;|l;, mas a
“melhor” possivel por uma constante, em relagao a fungao custo (5.10). Note que (5.12)

nada mais é do que o valor médio de u;|Ij, concordando com nossa nogao intuitiva. Desse

2A Regra de Leibniz pode ser vista em (Lima, 1981), por exemplo.
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modo, definiremos as componentes uy ; em (5.5) como

1 (E+1)A

Uk, 5 = ul:j = —/ ﬂ](t) dt, (514)
’ A Sk

para k=0,...,p—1, 7 =1,2. As Figuras 5.2 e 5.3 mostram o diagrama de blocos para

a implementacao do sinal de controle constante por partes u que acabamos de definir. O

bloco SCP* (Sinal Constante por Partes com uy j = uj ;) representa (5.5) e (5.14), e ZOH

(Zero-Order Hold) é um sustentador de ordem zero.

LSz'ste??m Real

Figura 5.2: Diagrama de blocos para a implementacao do sinal de controle constante por
partes u, com uy; = Uy, ;.

20 on 4 G Hi\?« Ii PRRIGRY

Figura 5.3: Bloco SCP*.

Vamos introduzir, agora, um estimador de estado em malha-aberta para o sistema
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(5.1), dado por
4
dt

com X(0) = x(0) = x(0). Assim, desde que o sistema (5.1) nao seja submetido a per-

% =f(%) + u, (5.15)

turbagoes, teremos que X(t) = x(t) para todo t € I. Se este for o caso, qualquer in-
vestigacao feita sobre o estado x pode ser feita, alternativamente, sobre o estado X.
Compararemos, neste momento, a trajetéria do estado X, que tem como entrada o si-
nal constante por partes u definido por (5.5) e (5.14), com a trajetéria do estado x, que

tem como entrada o sinal continuo u.

O desvio de estado é definido por
O=Xx-X. (5.16)
Em termos de suas componentes, © = [0; 65| com

0 =71 — 71,

5.17
82 = 3]\2 — fg. ( )
De acordo com as equagoes integrais de (5.6) e (5.15), sabemos que
(k+1)A (k+1)A
X((k+1)A) =x(kX) + / f(xX(t))dt + / u(t)dt (5.18)
kA kA
‘ (k+1)A (k+1)A
X((k+ 1A =x(kX) + / f(x(t))dt + / u(t) dt, (5.19)
kA kA

respectivamente, em t = (k+ 1)\, para k = 0,...,p—1. Portanto, em ¢t = (k+ 1)\, temos
que (5.16) e (5.18)—(5.19) nos dao

(k-+1)A
Ok +1)A) = O(kA) + / (B(R()) — £(%())) dt
A (5.20)
+ / Ty di / e
kX kX

Mas, a seguinte relagao

(k+1)X (k+1)A
/ u(t) dt — / U(t)dt = 0 (5.21)
k k

A
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¢ imediata de (5.5) e (5.14). Assim, (5.20) é reduzida a equagao

(k+1)X
O((k+ 1)) = O(kN) + /kA (f(x(t)) — £(x(t))) dt, (5.22)
ou, posto de outra maneira,
O((k+1)A) =0(0) + Y _wy, (5.23)
onde i
wr, = /LA (f(x(t)) + £(x(t))) dt. (5.24)
Como O(0) = x(0) — x(0) = 0, temos que
k
O((k+ 1)A) =D wy. (5.25)

Constatamos, desse modo, um efeito acumulativo dos wy, em O((k + 1)A). Com o intuito

de inibir tal propagacao, propomos redefinir w ; em (5.14) por

>

uk?]

.1 1 kDA 1, .
iy — 30,k = 1 /k O BOd—@GEN-THE)  (520)

para k =0,...,p—1, j =1,2. Note que ug; = ug ;, pois 6,(0) =0, para j =1,2.

Com esta nova estratégia de controle, (5.20) é simplificada em

(k+1)A
O+ DN = [ (&) ~ EE(0) dt = w, 5.27)
kX
e, agora, o desvio de estado O((k + 1)A) em ¢ = (k + 1)\ ndo depende mais dos valores
anteriores de wy, para L =0,...,k — 1. Além do mais, temos a estimativa
lO((k+ )M < A sup  [f(X()) — £x@)], (5.28)

te[k, (k+1)A]

sendo uma consequéncia direta do Teorema A.1. Todavia, salientamos que o lado direito
de (5.28) nao é diretamente proporcional a A, pois a trajetéria X do sistema (5.15) no
intervalo [kA, (k + 1)\] é determinada pelo sinal u|[kA, (K + 1)A], o qual depende de A
através de (5.5) e (5.26).
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Para o sistema presa-predador nao-isolado (5.1), verificamos por simulagao que, para

uma escolha suficientemente grande de p em (5.4),
© £ sup |O(t)]| = sup [|x(t) — X(t)| (5.29)
tel tel

é menor que um valor aceitavel de acordo com os interesses praticos. Em outras pala-
vras, detectamos que p pode ser especificado de modo que o vetor de estado estimado
X de (5.15), quando comparado com o vetor de estado X de (5.6), nos d4 um resultado

satisfatorio. Além disso, constatamos também que, para p suficientemente grande,

W 2 sup [u(t) — §(0)| (5.30)
tel
¢ menor que um valor aceitavel, ou seja, podemos aproximar u por u no intervalo I de

maneira satisfatoria. Isto serd visto em detalhe na Secao 5.2.

Em resumo, a estratégia de controle consiste em determinar um sinal de controle
constante por partes u: I — R? através de (5.5) e (5.26), baseado no sinal continuo
u: I — R? em (5.9), conhecido em ¢ = 0, que faz com que o estado X de (5.6) siga o estado
de referéncia r de (5.2) no intervalo I dentro das especifica¢oes de desempenho (5.7)—(5.8).
Relembramos que, nesta pesquisa, o sinal continuo u é obtido numericamente do sistema
de equagoes diferenciais (5.2), (5.6) e (5.9) com condigoes iniciais ry e X(0) = x(0), e que

a metodologia CMD foi aplicada para definir (5.9).

A estratégia de controle proposta é ilustrada nos diagramas de blocos das Figu-
ras 5.4 e 5.5. O bloco SCP (Sinal Constante por Partes proposto) representa (5.5) e
(5.26). Enfatizamos que o vetor de estado x de (5.1) é de fato medido somente em ¢ = 0.
Ademais, julgamos necessario fazermos algumas consideracoes sobre essa metodologia.
Primeiramente, a propriedade de robustez do CMD apresentada no Capitulo 3 nao pode
ser alcancada, pois o sinal continuo u: I — R? é calculado numericamente do sistema de
equacdes diferencias (5.2), (5.6) e (5.9). E por esta razio que temos que assumir pela
hipdtese (A1) que o modelo do sistema (5.1) seja completamente conhecido. Além disso,
o sistema controlado (5.1), (5.5) e (5.26) estd4 em malha aberta no intervalo (0, A] e, por-
tanto, o sinal de controle u é obviamente incapaz de rejeitar perturbagoes que afetem o
vetor de estado x neste intervalo como, por exemplo: incéndios florestais; tempestades;
enchentes; pragas; e o impacto no meio ambiente decorrente de atividades clandestinas,
como desmatamentos e traficos de animais. Ademais, a hipdtese (As) é de fato verificada

em muitas interacoes do tipo presa-predador encontradas na natureza. Como exemplo,
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suponha que as trajetérias do sistema (4.2) com parametros (4.7) estejam oscilando no
ciclo limite estavel da Figura 2.8.e. Se o periodo de oscilagao for da ordem de anos ou
meses, é evidente que o tempo computacional 7 exigido para obter o sinal continuo u no
intervalo [0, A] poderd ser desprezado se for da ordem de dias ou horas. Justificamos,
ainda, a preferéncia pela metodologia CMD na obtencao do sinal continuo u, pelos se-
guintes argumentos: (i) o CMD garante que o vetor de estado X de (5.6) siga o estado de
referéncia r de (5.2) independentemente da condigao inicial X(0), ou seja, o sistema é glo-
balmente assintoticamente estével; (ii) a definicdo de u por (5.9) assegura que o sistema
(5.6) atenda a especificacdo de desempenho (5.7)—(5.8) para qualquer escolha do vetor
de referéncia r; e (ili) como o CMD ¢ um esquema de controle geral para sistemas nao-
lineares, a abordagem aqui apresentada pode ser aplicada a outros modelos de sistemas
presa-predador diferentes de (4.1). Por fim, explicaremos o motivo de termos definido u;
em (5.9) pelas leis de controle continuas (4.18) da metodologia CMD e néao pelas leis de
controle descontinuas (4.13). De acordo com a defini¢ao (5.26), é preciso integrar o sinal
w;|[kX, (k + 1)A] no intervalo [kX, (k + 1)A]. Se as leis de controle descontinuas fossem
adotadas, ndo terfamos garantia de que o sinal descontinuo resultante w;|[kA, (kK + 1)A]
fosse Riemann-integravel no intervalo [k, (k + 1)A]. No entanto, a existéncia da integral

de Riemann é sempre assegurada para os sinais continuos.
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f
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U(t+N)
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X(t) I x(t) 3 x SCP:X@ [ x(t) u(t)
£ f

Figura 5.4: Diagrama de blocos da estratégia de controle proposta.

Figura 5.5: Bloco SCP.
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E simples estendermos a metodologia acima para o problema de seguimento no inter-

valo I = [0,nA], com n € Z*, seguindo o mesmo procedimento anterior. Isto sera descrito

abaixo, lembrando que o vetor de estado x é medido somente nos instantes t = ¢A, para

qg=0,....n—1.

Sendo A definido como em (5.4), considere a particao
P=(0,)\...,A A+ X\ ....2A ..., nA)

do intervalo 1. Definimos os seguintes subintervalos de I:

I1=[gA, (¢ +1)A), para ¢ =0,...,n — 2,
Il =[gA + kA gA + (b + 1)N), para ¢ =0,...,n — 2,
k=0,...,p—1,

I" ' =1[(n—-1)A,n4],
I '=[n—-1D)A+kN(n—DA+(Kk+1N), k=0,....,p—2,
I =[(n— 1A+ (p—1)\nAl

p—

Para ¢ =0,...,n — 1, definimos o sistema

d ~ -
—x?=f(x7) +u’,

dt

(5.31)

(5.32)

(5.33)

com condi¢do inicial x9(gA) = x(gA), de acordo com (5.6). Estabeleceremos que o vetor

u?: [¢A, (g+1)A] — R? seja qualquer sinal continuo no intervalo [¢A, (¢+1)A], conhecido

em t = g/, que garanta que o vetor de estado x? siga o estado de referéncia r no intervalo

[¢A, (¢ + 1)A] dentro das especifica¢oes de desempenho correspondentes a (5.7)—(5.8)

|x%(t) — r(t)]| < max{ej, e}, parat e ft\‘r], (g + 1)A],

onde
g |
g = max {trlﬁtr2}’

Z1(qA) — r1(qA)]

%\31: +qA7
m
T (qA) — A
o VEad) —raad) |
T2

(5.34)

(5.35)

para 7y e 1, fixos. Novamente, consideraremos, aqui, que u? = [uf u?]" seja definido
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através de (5.9)

W= —f1(X) + 7 — msat((T — ) /e),

Uy = — fo(X7) + 7y — mesat((T5 — r2)/€2),

(5.36)

para certa escolha de €; e €z, onde o a priori sinal continuo u%: [¢A, (¢ + 1)A] — R?
¢ obtido numericamente do sistema de equagoes diferenciais (5.2), (5.33) e (5.36) com

condigdes iniciais r,a £ r(gA) e X9(qA) = x9(qA).

Agora, para ¢ =0,...,n—1, um estimador de estado em malha-aberta é determinado

para o sistema (5.1) no intervalo 17, tomando por base (5.15), como

%ﬁq _BRY) 4 (5.37)

com condi¢do inicial X9(gA) = x(qA) = x%(gA). O vetor de controle u?: 19 — R? ¢ dado
por (5.5)
u’(t) = ujf = [uf, up,l’, paratell, k=0,...,p—1, (5.38)

onde os escalares uj ; sdo definidos por (5.26)

1 [aA+H(RFDA N 1 N
Uiy = / aj(t) dt — S (@H(gA + kA) = T3 (gA + kX)), (5.39)
qA+kX
para k = 0,...,p — 1, 7 = 1,2. Finalmente, um sinal de controle constante por partes

u: I — R? é obtido para o sistema (5.1), a saber
u(t) =ui(t) paratel?, ¢=0,....,n—1, (5.40)

que nada mais é do que uma aplicacao escada em relacao a particao P do intervalo I.

Ressaltamos, uma vez mais, que o sistema controlado (5.1) e (5.38)—(5.40) estd em
malha-aberta entre dois instantes quaisquer de medicao do estado, ou seja, nos intervalos
(gA, (¢g+1)A). Desse modo, o sinal de controle u|(gA, (¢+1)A) é incapaz de rejeitar per-
turbagoes que possam eventualmente afetar o vetor de estado x no intervalo (gA, (¢+1)A).
O seguimento do estado de referéncia r s6 poderd ser restabelecido no intervalo seguinte
[(¢+1)A, (¢+2)A), apds a proxima medicao de estado x((g+1)A) em t = (¢+1)A, devido
ao fato de que o sinal continuo u?™: [(¢ + 1)A, (¢ + 2)A] — R? levard em consideracao
o efeito dessas perturbagoes através da condigao inicial X((¢ + 1)A) = x((¢ + 1)A) do
sistema (5.33).
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5.2 Resultados de Simulacao

Aplicaremos, neste item, a estratégia de controle proposta para forcar o estado x do
sistema presa-predador nao-isolado (5.1) a seguir determinados estados de referéncia r
do sistema (5.2) em dois casos. No primeiro, retornaremos ao problema de seguimento
discutido na Secao 4.2, que consiste em fazer com que as trajetérias do sistema controlado
oscilem num ciclo limite do sistema de referéncia. Em seguida, apresentaremos uma si-
tuacao de recuperacao ambiental para previnir a extincao dos predadores. Como veremos,
os parametros de referéncia serao escolhidos de maneira que o seguimento do estado de
referéncia pelo vetor de estado do sistema controlado durante determinado intervalo de

tempo possibilite restaurar a dinamica natural do sistema isolado.

Em ambos os casos, além de procurarmos manter compatibilidade entre a dinamica
do sistema controlado e a dinamica natural do sistema isolado, os sinais de controle
resultantes poderao ser implementados no sistema real por érgaos ambientais através
de politicas de gerenciamento. Comentamos ainda, que todos os resultados de simulagao
apresentados foram obtidos no MATLAB usando o método de integracao Dormand-Prince

com passo fixo de 0,001.

5.2.1 Caso 1 — Exploracao Sustentavel

Considere, novamente, o sistema presa-predador nao-isolado (4.2)—(4.3)

d
com parametros
a = 5,2,
= 2,0
g T (5.42)
v = 4L
0 = 2,5,
e o sistema de referéncia (4.6)—(4.7)
d
—r =g(r) (5.43)
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com parametros

o, = b2,

= 2,0,
& (5.44)

Yo = 3,5,

5, = 2.5.

Suas respectivas condigoes iniciais sdo (4.4) e (4.8)
xo = [3,1500 1,6100] (5.45)
rp = [2,4443 1,2001], (5.46)

relembrando que os planos de fase e as trajetérias correspondentes sao as mostradas nas
Figuras 4.1 e 4.2, respectivamente. Assumiremos, uma vez mais, que a dinamica do sis-
tema isolado é a natural. Os periodos dos ciclos limite (em rela¢ao ao tempo normalizado
t) do sistema isolado e do sistema de referéncia sao W; = 26,46 e W, = 13, 11, respectiva-
mente. Apesar de ¢ ser uma normalizagdo do tempo 1" por (2.15), consideraremos, aqui,
por simplicidade, que 13,11 corresponda a um periodo de dois anos no sistema real e que
o vetor de estado x possa ser medido a cada seis anos. Supomos, ainda, que
W, 13,11

=" ~1 4
G 15 , 09 (5.47)

seja equivalente a dois meses no sistema real. Definimos
A = 36-1,09 = 39, 24, (5.48)

de modo que o periodo de medicao corresponda a seis anos. Especificando p = 36 em

(5.4), obtemos
A

A= 6= 1,09. (5.49)

O problema de controle é fazer com que o estado x siga o estado de referéncia r no
intervalo I = [0, A], sem nenhuma medicao de x além de xg, e aplicando sinais de controle
constante por partes. Portanto, seguiremos a estratégia de controle descrita na secao
anterior para determinarmos um sinal de controle u = [u; us]" que seja uma aplicagao
escada em relagdo a particao P = (0, A,...,A) do intervalo I. Como A corresponde a
dois meses, isto significa que os sinais de controle permanecerao constantes durante dois

meses no sistema real.

Escolheremos 7y = 172 = 1 e €, = € = 0,001. Desse modo, a partir de (5.7)-(5.8) e
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(5.45)—(5.46), obtemos a especifica¢do de desempenho

|%(t) —r(t)|| < 0,001, parat € [0,7057;39,24]. (5.50)

Nas Figuras 5.6 e 5.7 sao apresentados, respectivamente, os planos de fase e as tra-
jetorias de SR e de SC, obtidos por simulacao. O vetor erro e é mostrado nas Figu-
ras 5.8 e 5.9. Ressaltamos que as escalas sao diferentes. Note que, apesar de ry # X,
a trajetoria do sistema controlado alcanga o ciclo limite de referéncia e nele permanece,
com uma exatidao de seguimento que é aceitavel segundo interesses praticos. Mais preci-

samente, o vetor erro fica limitado de acordo com
lle(t)]] <0,01, parat € [2,014;39,24], A =1,09. (5.51)

Assim, pela hipdtese feita sobre A = 1,09, o vetor erro permanece limitado por 0,01 em

menos de quatro meses.

O sinal continuo u e o sinal de controle constante por partes u sao mostrados nas
Figuras 5.10 e 5.11. Note que as escalas sao diferentes. Percebemos por esses graficos que
os sinais 11 e uy definem uma politica de gerenciamento ambiental que podera ser imple-
mentada no sistema presa-predador real por 6rgaos ambientais. A politica consiste em
estabelecer taxas constantes de extracao (se os sinais de controle forem negativos) ou taxas
constantes de introducao de novos individuos (se os sinais de controle forem positivos),
tanto para as presas, quanto para os predadores, que devam ser cumpridas pela sociedade
num periodo base de dois meses. Além disso, esta politica fica determinada para todo o in-
tervalo I = [0; 39, 24], isto é, para seis anos, de acordo com a hipétese feita anteriormente.
Acrescentamos, ainda, que u; e us foram obtidos somente com o conhecimento do estado
xg em t = 0, sem a necessidade de medir x no intervalo (0; 39, 24]. Portanto, as limitagoes
praticas na implementacao do CMD discutidas na Secao 4.2 foram contornadas. Contudo,
enfatizamos, uma vez mais, que o sinal de controle u aplicado é uma aproximagao do sinal
continuo u, o qual foi definido com base na metodologia CMD. A implementacao dessa
politica possibilita uma exploracao sustentavel dos recursos do sistema presa-predador ao
mesmo tempo em que ¢ mantida compatibilidade entre a dinamica do sistema controlado
e dinamica natural do sistema isolado. Note, ainda, que, pelas Figuras 5.10 e 5.11, as
presas deverao ser extraidas durante todo o intervalo I, mas, para os predadores, exigi-
mos extracao assim como introducao de novos individuos. No entanto, mais individuos
predadores serao extraidos do que novos introduzidos. Voltaremos a discutir este assunto

adiante.
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Temos também que
® = 0,2559,

(5.52)
¥ = 0,6141, para A=1,09,

relembrando que ® e ¥ sao definidos por (5.29) e (5.30), respectivamente.

Agora, ao dobrarmos o valor de p = 36, para p = 72, ou seja, ao diminuirmos A = 1,09

pela metade, A = 0,545, o que corresponde a um mes, constatamos que
lle(t)|| <0,01, parat e [1,031;39,24], X =0,545, (5.53)

como pode ser visto pelo vetor erro mostrado nas Figuras 5.12 e 5.13. Comparando
(5.51) com (5.53), vemos que o tempo necessario para vetor erro permanecer limitado
por 0,01 é menor para A = 0,545. Os sinais u e u correspondentes sao exibidos nas
Figuras 5.14 e 5.15. Obtivemos, ainda,

d = 0,1050,

(5.54)
U = 0,7527, para A =0,545.

Uma comparacao do desvio de estado © entre A\ = 1,09 e A = 0,545 ¢ mostrado nas
Figuras 5.16 e 5.17, relembrando que © ¢ definido por (5.16). Note que, na maior parte
do tempo, as amplitudes das componentes 6; e 0y sao menores para A = 0,545 do que
para A = 1, 09.

A medida que diminuimos A de 1,09 para 0, 545, percebemos que, de (5.52) e (5.54),
® também diminuiu. Além disso, de maneira geral, a precisao de seguimento ficou me-
lhor, como pode ser observado pela comparacao do vetor erro da Figura 5.9 com o da
Figura 5.13. Porém, ao compararmos ¥ em (5.52) e (5.54), concluimos que ¥ nao acom-
panhou esse comportamento. A razao para isto é que, inobstante a aproximacao de u por
u no intervalo [2, 18; 39, 24] ser melhor para A = 0,545 do que para A = 1,09, de acordo
com as Figuras 5.15 e 5.11, respectivamente, o valor de sup,¢( 1 gg) [[u(t) — u(t)|| piorou,
como constatamos pela comparacao da Figura 5.14 com a Figura 5.10, devido a elevada
taxa de variacao dos sinais continuos u; e us. Contudo, apesar de nao exibirmos aqui,
simulagoes realizadas mostraram que, para o caso extremo de p = 3924, ou seja, A = 0,01,
obtivemos

lle(t)|| <0,01, parat € [0,6960;39,24], X =0,01, (5.55)
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e
& = 0,0021,
(5.56)
¥ = 00,5556, para A =0,01.
As simulacoes também mostraram que, para este caso,
IX(t) — r(t)]| < 0,01, parat € [t,;39,24], 1, = 0,6960, (5.57)

ou seja, os tempos necessarios para os vetores € e X — r permanecerem limitados por
0,01 sdo praticamente os mesmos. De (5.52) e (5.56), vemos que ® ¢ ¥ diminuiram ao
aumentarmos o valor de p = 36 (A = 1,09) para p = 3924 (A = 0,01). Em outras palavras,
com este acréscimo em p, o desvio entre X e X ficou menor, e a aproximacao de u por u

tornou-se melhor. A Tabela 5.1 resume os resultados obtidos acima com a variagao de p.

o | X[ e | v |
36 | 1,090 | 0,2559 | 0, 6141
72 [ 0,545 | 0,1050 | 0,7527

3924 | 0,010 | 0,002 | 0, 5556

Tabela 5.1: Variacao de A\, ® e ¥ em funcao de p, com A = 39, 24.

Portanto, os resultados de simulacao aqui apresentados indicaram que, para uma es-
colha suficientemente grande de p, os valores de ® e ¥ poderao ser limitados por valores
razoaveis de acordo com os nossos interesses praticos, no sentido de que a trajetdria X per-
tenca a uma pequena vizinhanca da trajetdria X e o sinal de controle constante por partes
u pertenca a uma pequena vizinhanca do sinal continuo u. No entanto, a medida que p
aumenta, podemos nos deparar com restrigoes praticas na implementacao da politica de
gerenciamento. Por exemplo, para p = 3924, temos que A = 0,01 corresponde a aproxi-
madamente 0,55 dia no sistema real, isto é, representa aproximadamente 13 horas, sob a
hipotese de que A = 39, 24 corresponda a seis anos. Desse modo, a implementacao de tal
politica poderda nao ser possivel em muitas situacoes, pois a taxa de extracao de presas
exigida mudaria quase duas vezes ao dia. E evidente que o valor maximo permitido para
p é 0 que torna possivel a implementacao dos sinais de controle no ecossistema por meio

de uma politica de gerenciamento.

Recorde que especificamos ry # xo. Mas, como a regiao de atragao do ciclo limite de
referéncia é todo o primeiro quadrante, conforme vemos pela Figura 2.8.d, poderiamos

ter escolhido, alternativamente, ro = xy. Dessa maneira, a transicao do ciclo limite do
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sistema isolado para o ciclo limite de referéncia seria “mais suave”. No caso analisado,
optamos pela escolha de ry # x para mostrar que o esquema de controle proposto oferece
resultados satisfatorios apesar de o sistema de referéncia ter condigao inicial diferente da

do sistema controlado.

Salientamos que nem sempre poderemos introduzir novos individuos de determinada
espécie num ecossistema. Se este for o caso, os sinais de controle u; e uy terao que assumir
apenas valores nao-positivos durante todo o tempo, para que seja possivel implementa-los
através de uma politica de gerenciamento. Pelas Figuras 5.10 e 5.11, para A = 1,09,
percebemos que somente o sinal de controle uy referente aos predadores assume valores
positivos. Como estes sao de magnitudes relativamente pequenas, esperamos que, res-
tringindo uy; em (5.26) a assumir somente valores nao-positivos, obteremos resultados
satisfatorios para o vetor erro. Colocado de outra forma, wuy ; é definido por (5.26), mas

redefinido de acordo com a seguinte condicao
Uk,j > 0= Uk, = O, (558)

para k =0,...,p—1, 7 = 1,2. As Figuras 5.18 e 5.19 mostram o vetor erro e os sinais
U e u, respectivamente, para A = 1,09, considerando a restri¢ao (5.58). Observamos que,
como u; e uy sdo negativos no intervalo [0;2,18], o vetor erro e o sinal de controle u
neste intervalo sao idénticos aos apresentados nas respectivas Figuras 5.8 e 5.10. Por este

motivo, nao os repetimos aqui. Pela Figura 5.18, temos que
lle(t)|| < 0,02, parat e [1,878;39,24]. (5.59)

Apesar de o vetor erro ser limitado por um valor maior do que o em (5.51), onde nao consi-
deramos (5.58), a precisao de seguimento também ¢é relativamente satisfatéria. Obtivemos
ainda,

¢ = 0,2559,

(5.60)
U = 0,6141,

o0s quais sao idénticos aos de (5.52). Assim, no caso analisado, é de fato possivel extrair
as presas e os predadores do sistema de uma maneira sustentavel no intervalo I, nao
havendo necessidade de introduzir novos individuos, ao mesmo tempo em que é mantida
compatibilidade entre a dinamica do sistema controlado e a dinamica natural do sistema

isolado.



Uma Estratégia de Controle para Sistemas Presa-Predador

3.5 . . . . . R
SR
— sC
3t i
2.5} .
2t _
><N
~
i X
1.5} 0
r0
1t _
0.5} _
0 . . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

I’l, Xl
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Figura 5.11: Sinais u e u em |2, 18; 39, 24] para A = 1, 09.



Uma Estratégia de Controle para Sistemas Presa-Predador 78

0.75 T T

€, 025} .
()

-0.25 ! L
0 0.545 1.09 1.635

0.5 T T

0.4 i

)

0.2 1

0.1f 1

1
0 0.545 1.09 1.635

Figura 5.12: Vetor erro em [0; 1,635 para A = 0, 545.
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Figura 5.13: Vetor erro em [1,031;39, 24] para A = 0, 545.
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Figura 5.19: Sinais u e u em [2,18;39, 24| para A = 1,09, com a restri¢ao de u; e us nao
assumirem valores positivos.
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Sabemos que perturbacoes externas podem causar graves impactos em um ecossis-
tema, havendo, inclusive, a possibilidade delas alterarem os parametros do modelo do
sistema presa-predador e fazerem com que sua dinamica nao seja mais a natural. Desse
modo, estas perturbagoes paramétricas poderao alterar as trajetorias do sistema isolado,
de modo que as mesmas passem a oscilar num ciclo limite com forma, freqiiéncia e ampli-
tude totalmente diferentes da dinamica natural que o sistema apresentava anteriormente.
Nesta situacao, poderemos especificar os parametros de referéncia como sendo iguais aos
parametros originais nao-perturbados, isto é, os parametros correspondentes a dinamica
natural do sistema isolado. Aplicando em seguida a estratégia de controle proposta,
forgaremos o estado do sistema controlado a seguir o estado de referéncia, recuperando,
assim, a dinamica natural do sistema isolado. Mas, caso nao seja possivel de selecionar-
mos a dinamica do sistema de referéncia como sendo a dinamica natural, deveremos entao

buscar uma dinamica que seja compativel com a natural.

Recordamos que assumimos que a dinamica do sistema isolado é a natural e que os
parametros do sistema de referéncia foram especificados com o objetivo de manter compa-
tibilidade entre as dinamicas dos sistemas controlado e isolado. Apesar de os parametros
de referéncia (5.44) serem um dos possiveis valores para o modelo do sistema presa-
predador isolado (2.16), o periodo de oscilagao do ciclo limite de referéncia é aproxima-
damente W, = 13,11, enquanto que o ciclo limite do sistema isolado é aproximadamente
W; = 26,46, ou seja, praticamente o dobro. Além disso, as amplitudes das trajetorias de

referéncias sao menores do que as do sistema isolado, como podemos ver pela Figura 4.2.

Para contornar o problema da diferenca entre as freqiiéncias de oscilagao do sistema
de referéncia e do sistema isolado, propomos duas alternativas bastante simples. A pri-
meira consiste em manter as trajetérias do sistema controlado oscilando no ciclo limite de
referéncia durante determinado intervalo de tempo. Em seguida, inibimos a acao humana
sobre o sistema durante um intervalo grande o suficiente para que as trajetorias voltem a
oscilar no ciclo limite original. Pela Figura 4.1, percebemos que o ciclo limite de referéncia
esta situado dentro do ciclo limite do sistema isolado. Desse modo, a partir do momento
que o sistema controlado é mantido livre da acao humana, as trajetérias comecarao a
convergir para o ciclo limite estavel do sistema isolado, como pode ser visto pelo plano de
fase da Figura 2.8.e. Conseqiientemente, a dinamica natural serd restaurada. Podemos
seguir este procedimento sistematicamente, ou seja, controlando o sistema durante um
intervalo, isolando-o durante outro, controlando-o novamente, e assim por diante. Dessa
maneira, os possiveis efeitos negativos de forcarmos as trajetorias do sistema a oscilar com

uma freqiiéncia mais elevada através da intervencao humana poderao ser, possivelmente,
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atenuados.

A segunda alternativa consiste em mudarmos a escala de tempo do estado de referéncia.
Seu periodo de oscilacao é W, = 13,11. Para que r oscile com o mesmo periodo W; =

26,46 do estado do sistema isolado, tudo o que temos a fazer é multiplicar g em (5.43)

pela razao
W,
Y= (5.61)
Com efeito, definindo
r?(t) = r(et) (5.62)

faz com que r¥ percorra a mesma trajetoria periédica de r, mas com periodo W;. Apli-

cando a Regra da Cadeia e usando (5.43), obtemos

ré(t) = @i(t) = pg(r(t)), (5.63)

o que confirma nosso argumento. Seguindo este método, o periodo de oscilacao do es-
tado de referéncia sera igual ao periodo de oscilacao das trajetérias do sistema isolado.
Acrescentamos, ainda, que podemos tentar especificar a condigao inicial rj para que as
trajetérias de referéncia e as trajetérias do sistema isolado estejam aproximadamente “em

fase”. Mostraremos em seguida os resultados usando esta alternativa.
Substituindo W, = 13,11 e W; = 26,46 em (5.61), obtemos

W, 13,11
W, 26,46

o= = 0,4992. (5.64)

Redefinimos, entao, o sistema de referéncia (5.43) por

Cr = o), (5.65)

com os parametros de (5.44). A condigao inicial é especificada como
ro = [2,0000 2,2214]'. (5.66)

As Figuras 5.20 e 5.21 mostram, respectivamente, os planos de fase e as trajetorias de SR
(redefinido) e de SI. Note que as trajetdrias de ambos os sistemas oscilam de fato com a

mesma freqiiéncia e que estao praticamente “em fase”.
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Figura 5.21: Trajetorias de SR e de SI.
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Comon; =1y =1ee =€ = 0,001, temos que (5.7)—(5.8), (5.45) e (5.66) determinam

a especificacao de desempenho

|Ix(t) — r(t)]] < 0,001, parat € [1,15;39,24]. (5.67)

Escolhemos, novamente, A\ = 1,09 (p = 36). As Figuras 5.22 e 5.23 apresentam,
respectivamente, os planos de fase e as trajetérias de SR e de SC. As trajetorias do
sistema controlado oscilam com a mesma freqiiéncia das trajetorias do sistema isolado e

em “fase” com as mesmas. O vetor erro é mostrado nas Figuras 5.24 e 5.25. Observe que
lle(t)|| < 0,025, parat € [2,916;39,24], (5.68)
sendo uma precisao de seguimento relativamente satisfatoria. Temos também que

® = 0,8967, (5.69)
U o= 0,3147. (5.70)

Note que estes valores de ® e ¥ sdo mais elevados do que os de (5.52), a qual corresponde
ao sistema de referéncia (5.43)—(5.44) com condigao inicial (5.46). Os sinais u e u sao
apresentados nas Figuras 5.26 e 5.27. Veja que os sinais de controle u; e uy assumem
valores positivos e negativos. Portanto, para que o estado x siga r, sao exigidas, tanto a
introducao de novas presas e predadores, quanto a extracao de ambas as espécies. Apesar
de mais presas serem extraidas do que novas introduzidas, o mesmo nao acontece com
os predadores, havendo a necessidade de introduzir mais individuos do que extrair. Caso
considerdssemos a restri¢ao (5.58) para os sinais de controle, simulagoes mostraram que a
precisao de seguimento nao foi nada satisfatoria. Portanto, inobstante termos contornado
o problema da diferenca entre as freqiiéncias de oscilagao das trajetérias dos sistemas
controlado e isolado pela redefini¢ao do sistema de referéncia por (5.65), nao foi possivel
manter compatibilidade entre as dinamicas dos sistemas controlado e isolado no intervalo

I = [0, A] sem introduzir novos individuos.



Uma Estratégia de Controle para Sistemas Presa-Predador

2.5r

I'Z, X2

15F

0.5f 1

O 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

r

1’ Xl

Figura 5.22: Planos de fase de SR e de SC para A = 1,09.

o) 13.08 26.16 39.24

13.08 26.16 39.24

Figura 5.23: Trajetorias de SR e de SC para A = 1, 09.



Uma Estratégia de Controle para Sistemas Presa-Predador 87

1.25 T T

0.75 b
=~ 0.5

0.251 b

-0.25 ! ;
0 1.09 2.18 3.27

0.25 T T

= -0.25
(4]

-0.5

-0.75 ! ;
0 1.09 2.18 3.27

Figura 5.24: Vetor erro em [0; 3,27] para A = 1, 09.

0.01
0.005

U

= —0.005

e

-0.01
-0.015

-0.02 L L
2.916 13.08 26.16 39.24

0.025 T T

0.0125

e,
o

-0.0125

-0.025 L L
2.916 13.08 26.16 39.24

Figura 5.25: Vetor erro em [2,916; 39, 24] para A = 1,09.
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Figura 5.27: Sinais u e u em [3,27; 39, 24] para A = 1, 09.
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Vamos, agora, mostrar que, se substituirmos (5.26) por (5.14) na defini¢ao do vetor de
controle u em (5.5), haverd degradagao nas componentes e; e es do vetor erro e. Considere
o vetor de controle u™ definido por (5.5) e (5.14)

@ u = [upy ulyl, parat € I = [k, (k+1)N\), k=0,...,p—2,
u™(t) = T
u,t, = [u;n—l,l u;)n—l,Q]/? para t € I, = [(p — 1)\, A],
(5.71)
onde
1 DA
up; = —/ u;(t) dt, (5.72)
’ A Jia

para k = 0,...,p— 1, j = 1,2. Em termos de suas componentes u™ = [u]" u}']’

m

Relembre que (5.72) é o valor médio de w;|l;. Por esta razao, u™ serd denominado de

controle médio. Recordamos, ainda, que, apesar de u;’; ser a “melhor” aproximagao de
u;|I por uma constante em relacdo a fungao custo (5.10), a aplicacdo de u™ em (5.41)
causa um efeito acumulativo no desvio de estado ©((k + 1)A) em ¢ = (k + 1)\, de acordo
com (5.25).

Definimos o wvetor erro de aproximacao
v=u-—u" (5.73)
Segue entao das defini¢oes de u em (5.5) e (5.14), e de u™ em (5.71)—(5.72) que

Vi = [vk1 kol parat € I = [k, (k+1)A\), k=0,...,p—2,

Vo1 = [Up_11Up_12), parate L, 1 =[(p— 1)\ A],

(5.74)
onde . .

Vk,j = Xé’j(/ﬁ)\) = X(@(/{:/\) —z;(kN)), (5.75)
para k = 0,...,p—1, 7 = 1,2. Em termos de suas componentes v = [v; vs]". Temos
que ©(0) = 0, pois X(0) = x(0). Conseqiientemente, v(t) = 0 para todo t € I = [0, \),
ou seja, u(t) = u™(t) para todo t € Iy = [0,A). Voltando ao problema de seguimento

(5.41)—(5.46), aplicaremos o vetor de controle u™ no sistema (5.41) ao invés de u, com
o objetivo de compararmos os desempenhos resultantes entre u” e u. Especificaremos,
uma vez mais, A = 1,09 (p = 36). A Figura 5.28 apresenta as trajetérias de SR e de
SC. O vetor erro é mostrado na Figura 5.29. Comparando entao a Figura 5.28 com a
Figura 5.7, e a Figura 5.29 com a Figura 5.9, vemos que a precisao de seguimento obtida

com o sinal de controle u™ é visivelmente pior do que a obtida com o sinal de controle u
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proposto neste trabalho. Isto é uma possivel indicacao de que foi o efeito acumulativo em
O((k+1)\) que deteriorou a precisao de seguimento. Desse modo, justificamos a definigao

proposta para o vetor de controle u através de (5.5) e (5.26).

O vetor erro de aproximagao v é apresentado nas Figuras 5.30 e 5.31. Note que os
valores absolutos maximos assumidos por vy e vy ocorreram no intervalo I; = [1,09; 2, 18).
Explicaremos esta constatacao no que se segue. De acordo com as Figuras 5.10 e 5.11,
vemos que os valores absolutos maximos do erros entre u; e u;, e entre us € Us, OCOI-
reram no intervalo Iy = [0;1,09). E é justamente em ¢t = A = 1,09 que 6; e 0y as-
sumiram seus valores absolutos méaximos em relagao aos instantes ¢ = kA do intervalo
A, A] = [1,09;39,24], para k = 1,...,36, como pode ser visto pelas Figuras 5.16 e 5.17.
Conseqiientemente, serdo 6;(\) e 03(\) que determinardo v; e vy, respectivamente, no
intervalo I; = [1,09;2,18), através de vy 1 € vy em (5.74)—(5.75).
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Figura 5.29: Vetor erro para A = 1,09, aplicando u™.



Uma Estratégia de Controle para Sistemas Presa-Predador 92

0.1 T

0.075F 1

0.051 4

v,(0)

0.025 b

-0.025 L
0 1.09 2.18

0.01 T

v,

-0.01 b

-0.02 L
0 1.09 2.18

Figura 5.30: Vetor erro de aproximagao em [0;2, 18] para A = 1, 09.
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Figura 5.31: Vetor erro de aproximagao em [2,18; 39, 24| para A = 1, 09.
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5.2.2 Caso 2 — Recuperacao Ambiental

Neste momento, uma situacao de recuperacao ambiental sera discutida para o sistema

presa-predador isolado (2.16)

d 1 T T1T9
dt 1 1 v £C2 )

El + 1 + 1
5.76
d ﬁ(SZL’L’EQ ( )
—T9 = N E—— (5%2,
dt x]
— 4tz +1
o
com parametros (5.42)
a = 5,2,
= 2,0,
b (5.77)
v o= 4,1
0 = 2,5,

onde x = [x1 23]" é o vetor de estado. Conforme j& apresentado, o plano de fase corres-

pondente é o da Figura 2.8.e. Suponha que
xg = [2,2304 0,1664]". (5.78)

Para esta condicao inicial, o estado xq esta localizado fora das separatrizes indicadas no
plano de fase. Conseqiientemente, as trajetérias irao convergir para o ponto de equilibrio
estdvel x, = [4,1 0]’ no eixo x; e os predadores serdo extintos, apesar de o tamanho da
populacdo normalizada de presas z1(0) em ¢ = 0 ser “muito maior” do que o tamanho
normalizado da populagdo de predadores x2(0). Uma explicagdo para isto é dada a se-
guir. Relembramos que o modelo (2.13)—(2.14) utiliza uma resposta funcional tipo IV,
na qual a taxa de captura per capita dos predadores decresce quando o ntumero de pre-
sas ¢ suficientemente alta devido a defesa em grupo das presas ou a toxicidade delas.
Portanto, para a condigao inicial (5.78), os predadores nao conseguirdo mais diminuir o
tamanho da populacao de presas e, assim, nao serao mais capazes de obter alimentos
suficientes para a sua sobrevivéncia. Em decorréncia disto, eles entrardao em processo de
extingao (Kot, 2000).

Assumiremos que, anteriormente a t = 0, o sistema estava em equilibrio ecolégico e que
as trajetorias do sistema presa-predador oscilavam no ciclo limite estavel da Figura 2.8.e,

mas alguma perturbagao fez com que o vetor de estado saisse do dominio de atragao
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do ciclo limite. Portanto, a intervengao humana é necessaria para restaurar a dinamica
natural do sistema isolado, e, com isso, evitar uma catastrofe ambiental. Este objetivo
serd alcancado se formos capazes de colocar o vetor de estado do sistema controlado de
volta na referida bacia de atracao, através de uma politica de gerenciamento ambiental

propicia. Na seqiiéncia, mostraremos como isto podera ser feito.

Considere o sistema nao-isolado correspondente a (5.76)

pra f(x) 4+ u, (5.79)

com parametros (5.77) e condicao inicial (5.78). Uma alternativa para posicionarmos o
vetor de estado x no dominio de atragao do ciclo limite original do sistema isolado é fazer
com que x siga um determinado estado de referéncia r que entre nesta regiao. Com este

proposito, os parametros do sistema de referéncia (5.43)

Pt g(r) (5.80)
sao especificados como
Qp = 57 27
r = 27 07
g (5.81)
Y = 2,9,
o = 2,5,

pois o plano de fase é o mostrado na Figura 2.8.b. Note que todas as trajetérias no
primeiro quadrante convergem para o ponto de equilibrio estavel r, = [1,3510 1,2418]’, o
qual esta localizado dentro do ciclo limite original do sistema isolado e, portanto, dentro
do dominio de atragao deste (veja a Figura 2.8.e). A condigao inicial do sistema de

referéncia ¢ entao escolhida como
rg = Xp. (582)

Os planos de fase e as trajetorias de SR e de SI sao mostrados nas Figuras 5.32 e 5.33, res-
pectivamente. Observe que o estado de referéncia, ao convergir para o ponto de equilibrio

r., atinge o dominio de atragao do ciclo limite original do sistema isolado.

No instante t,; = 10,9, o estado de referéncia é igual a
ry = r(ty) = [1,9709 0,9736)". (5.83)

Como podemos ver pela Figura 5.32, r, esta dentro do ciclo limite original do sistema
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isolado. Tendo em vista o exposto acima, propomos a seguinte estratégia de controle
para o sistema: (i) forgar o estado x a seguir r durante o intervalo I = [0, ty] = [0; 10, 9]
através da agdo humana; e (ii) manter o sistema (5.79) livre da acdo humana para todo
t >ty = 10,9, pois, a partir do momento que o isolarmos, suas trajetoérias voltarao
a oscilar no ciclo limite original. Aplicando o esquema de controle proposto, um sinal
de controle u constante por partes sera obtido para o intervalo I = [0;10,9]. E, para

mantermos o sistema (5.79) livre da agdo humana apés ¢ = t,;, definimos
u(t) =0, para todot >ty = 10,9, (5.84)

ou seja, para todo t >t o sistema (5.79) nada mais ¢ do que o sistema isolado (5.76).

Consideramos, novamente, que o estado é medido com periodo A = 39, 24 e, uma vez
mais, escolhemos p = 36 em (5.4), ou seja, A = 1,09. Nas Figuras 5.34 e 5.35 sdo mostra-
dos, respectivamente, os planos de fase e as trajetorias de SR e de SC. Sao apresentados
também o plano de fase e as trajetorias resultantes da suspensao da agao humana sobre o
sistema (5.79) apéds tg; = 10,9, ou seja, a dinamica correspondente do sistema isolado (ST)
para todo t > tg. Percebemos que, a partir do momento que isolamos o sistema (5.79),
as trajetorias do sistema isolado realmente voltaram a oscilar no ciclo limite original.
Como vemos pela Figura 5.36, uma precisao de seguimento satisfatéria é obtida durante
o intervalo de controle I = [0;10,9] = [0; 10A] para a escolha de A = 1,09. Apesar de as
amplitudes das componentes e; e ey serem crescentes em I, simulagoes mostraram que,

caso exigissemos que x seguisse r durante todo o intervalo [0, A] = [0; 39, 24], terfamos
lle]] < 0,0115, parat € [0;39,24], (5.85)

de modo que o vetor erro permanece limitado por um valor razoavel em todo o intervalo
[0; 39, 24]. Os sinais u e u no intervalo de controle I sdo mostrados na Figura 5.37. Observe
que os sinais de controle u; e uy poderao ser implementados no sistema real através de
uma politica de gerenciamento ambiental, possibilitando, assim, a restauracao da dinamica
natural do sistema isolado e a recuperagao ambiental do sistema presa-predador. Consta-
tamos, ainda, que somente o sinal de controle uy referente aos predadores assume valores
positivos em determinados intervalos, isto é, a introducao de novos individuos é exigida
apenas para a espécie predadora. Porém, vemos pela Figura 5.37 que estes valores sao de

magnitudes relativamente pequenas. Desse modo, consideraremos a restrigao (5.58)

Uk,j > 0= Uk, = O, (586)
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parak =0,...,9, 7 = 1,2, caso nao seja possivel a introduzir novos predadores no ecossis-
tema. As Figuras 5.38 e 5.39 mostram o vetor erro e os sinais u e u em I, respectivamente,
adotando a restrigao (5.86). Observamos que, pela Figura 5.38, a precisao de seguimento
ainda ¢é satisfatoria, sendo praticamente igual a obtida na Figura 5.36, onde a condigao
(5.86) nao foi considerada. Os planos de fase e as trajetérias de SC, de SR e de SI nao
sao apresentados, pois sao praticamente idénticas as das Figuras 5.34 e 5.35, respectiva-
mente. Portanto, concluimos que é de fato possivel restaurarmos a dinamica natural do
sistema isolado (5.76)—(5.78) através da extracao das presas e dos predadores no intervalo
I = [0;10,9], ndo havendo necessidade de introduzir novos individuos, o que contraria
nossa nocao intuitiva. Este resultado inesperado ressalta a importancia de buscarmos a
interdisciplinariedade entre as diversas dreas de conhecimento (se é que tem sentido em
falarmos de fragmentacao do conhecimento), pois, afinal, este é universal. Ficou claro
que o resgate da interdependéncia entre a Ecologia, a Engenharia e a Matematica, apenas
para citar algumas, é fundamental para o entendimento da realidade e da maneira como

nossa propria espécie se relaciona com a natureza.
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Figura 5.32: Planos de fase de SR e de SI, indicando o estado ry no qual o vetor de

referéncia esta dentro do ciclo limite original do sistema isolado.
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Figura 5.36: Vetor erro no intervalo de controle I = [0; 10, 9].
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Figura 5.37: Sinais u e u no intervalo de controle I = [0; 10, 9].
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Figura 5.38: Vetor erro no intervalo de controle I = [0;10, 9], com a restricao de uy e us
nao assumirem valores positivos.
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Figura 5.39: Sinais u e u no intervalo de controle I = [0;10, 9], com a restri¢cao de u; e
Uy NA0 assumirem valores positivos.



Capitulo 6

Identificacao do Sistema

Presa-Predador Isolado

Vimos no capitulo anterior que a estratégia de controle desenvolvida assume que o mo-
delo do sistema presa-predador isolado (2.13) seja completamente conhecido e invariante
no tempo. Mostraremos no presente capitulo que, com o conhecimento prévio de apenas
alguns dos parametros do modelo (2.13), poderemos estimar os demais a partir de poucas
medicoes periddicas dos tamanhos das populagoes de presas e de predadores. Conseqiien-
temente, comprovaremos que a hipdtese de que o sistema seja completamente conhecido
¢ factivel, e a estratégia de controle proposta podera ser aplicada. Como é assumido
que o sistema seja invariante no tempo, poderemos utilizar o método de estimagao por
minimos quadrados. A validade desta abordagem para a identificacao do sistema presa-
predador isolado (2.13) sera verificada por simulacao. Relembramos que as populagoes
sao medidas periodicamente, por hipdtese, e, assim, nao sao aplicaveis técnicas on-line
de estimacao de parametros. Antes de formalizarmos o método de identificacao, faremos
uma breve explanagao sobre as dificuldades encontradas por ecologistas em levantamentos

de campo.

E fato que os ecologistas geralmente lidam com dados obtidos em campo que sao
altamente deficientes em detalhes. As trés principais razoes que procuram explicar esta

constatacdo sao as seguintes (Begon et al., 1996):

1. E extremamente dificil de se realizar um monitoramento completo ao longo de todo
o ciclo de vida dos individuos de uma determinada populacao, apesar de o acom-

panhamento poder ser considerado uma tarefa simples em algumas etapas do de-
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senvolvimento da espécie como, por exemplo, a contagem de passaros durante o
periodo de desenvolvimento no ninho. Ademais, muitas vezes determinado estagio
do ciclo de vida nao pode ser observado como, por exemplo, o periodo em que filho-
tes de coelhos permanecem escondidos em tocas. Existem técnicas especificas para
o monitoramento de algumas espécies. E possivel marcar pdssaros com anéis nu-
merados colocados em suas pernas, peixes jovens com placas de metal e carnivoros
que rondam determinada area com radio-transmissores. No entanto, para podermos
realizar um censo por estes métodos, dependemos muito da espécie e do nimero de
individuos em questao, de modo que nem sempre tornar-se-a aplicavel. Além disso,

quando existe dispersao populacional, o problema se torna ainda maior.

2. Para que o censo nao conduza a conclusoes erroneas, é preciso que a amostragem
seja feita de maneira adequada em relagao ao espaco e ao tempo. Mas, tal exigéncia
é quase sempre sinonimo de grande despéndido de tempo e de custos elevados.
Citamos, ainda, que o tempo de vida dos pesquisadores, a pressa e a ansiedade em
se produzir trabalhos que possam vir a ser publicados, e a curta duracao da maioria
dos projetos de pesquisa, desencorajam muitas pessoas a comecarem a fazer um
levantamento de censo sobre periodos de tempo relativamente longos. Felizmente,
existem alguns poucos notaveis exemplos de censos que abrangem longos periodos,

sobre os quais grande parte da teoria de populagoes estda baseada.

3. A experiéncia adquirida ao longo dos anos constatou que, a medida que o conheci-
mento sobre as populacoes aumenta, os procedimentos utilizados nos censos devem
ser aprimorados para acompanharem tal evolucao. Os ecologistas afirmam que, de
grosso modo, todo o procedimento integrante de um censo tem grandes chances de
estar ultrapassado assim que ele comeca ser aplicado. Até os anos de 1980, por exem-
plo, acreditava-se que a imigracao e emigragao populacional poderia ser desprezada
dependendo dos objetivos buscados pelo censo, pois uma acabaria compensando a
outra. Este paradigma foi derrubado quando se percebeu que o saldo entre os que
estao imigrando e os que ficam para tras pode, de fato, determinar o nimero de

individuos de populacoes encontradas na natureza.

Portanto, levando em conta os problemas supracitados em se obter dados de campo,
juntamente com a escassez dos mesmos, propomos uma maneira relativamente simples e

direta de estimarmos os parametros b, 7, K e m, assumindo que a, ¢ e r sao conhecidos,



Identificacao do Sistema Presa-Predador Isolado 103

do modelo do sistema presa-predador isolado (2.13)-(2.14),

d N cNP
= (1= 1) -
— +N+a
(4

6.1
dP_ beN P ( )
L R

T—FN—FCL

—mP.

Definimos o vetor de parametros v = [b i K m|' € R*, correspondendo aos parametros que
sao desconhecidos. Como a, ¢ e r em (6.1) sdo assumidos conhecidos, a medi¢ao de N(T')
e de P(T) no instante de tempo T determina as varidveis de estado z1(rT) = N(T')/a e

xo(rT) = ¢P(T)/ra no instante tempo normalizado ¢ = rT', respectivamente, do modelo

(2.16)
d (1 :1:1) T1To
_xl — xl - - - -
dt 1 ’
K ﬁ + 2z + 1
Q
6.2
d ﬂél‘l.ﬁﬂg ( )
L= 20T gy,
dt x]
— +x + 1
Q
pois, de acordo com (2.15),
N
22, 52 Sp 2T (6.3)
a ra
Temos também que
b= fﬁé, 1=aa, K=ay, m=rd, (6.4)
c

das relagbes em (2.17). Assim, uma estimativa dos parametros «, (3, v e ¢ de (6.2)
determina univocamente uma estimativa dos parametros b, i, K e m de (6.1) através de
(6.4).

Nossa idéia ¢é estimar os parametros a, 3, v e 6 de (6.2) a partir de poucas medigoes fei-
tas somente sobre o vetor de estado x; mais precisamente, por meio de medigoes periddicas
do estado. Em outras palavras, os quatro referidos parametros serao estimados sem a ne-
cessidade de se medir x a cada instante de tempo e nem de se buscar um levantamento de
qualquer outra grandeza ou atributo do sistema. Tal objetivo pode ser alcancado através
do método de estimagao por minimos quadrados (Ljung e Glad, 1994; Slotine, 1991), que
¢ o que propomos neste trabalho devido a hipétese (Aj) feita sobre o sistema no inicio do
Capitulo 5.
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Suponha que os parametros «, 3, v e 6 do modelo do sistema presa-predador isolado
(6.2) sao desconhecidos, porém invariantes no tempo. Definimos o vetor de pardmetros

normalizado p = [ 3 v §]' € R Considere o seguinte sistema

d_ . 7:1(t, p) 7,(t, p)T2(t, P)
%x1<t7p) - xl(tap) <1 - 5 ) - l‘%( )

=
T’p) +71(t,p) +1
d B3 (t, D)% (t, (6.5)
%Mt’_) = —jt ]j)( PILALP) — 0T,
Xz , - .
LR 7 (8, 5) + 1
(0]

onde X = [F1 o' ¢ o vefor de estado predito, p = [@ 5 7 9]’ e a condigdo inicial ¢

X(0,p) = x(0). Com a notagao X(t,p) enfatizamos o fato de que a trajetéria X depende
de t e de p.

O erro de predi¢ao no instante ¢ é dado por (Ljung e Glad, 1994; Slotine, 1991)

é(ta ﬁ) = i(tﬁ) - X(t)‘ (66>

Se pudéssemos medir o vetor de estado x a cada instante de tempo, uma estimativa p do
vetor de parametros normalizado p poderia ser obtida on-ltne. Um dos métodos propostos
em (Slotine, 1991) consiste em determinar p que minimize o erro de predi¢ao total dado

por
F(p) 2 / e, D)3 du = / 1%, B) — x(u)|2 du (6.7)

no instante ¢, onde F: R* — R, e || ||» denota a norma euclidiana em R?. Desta forma, o
valor de P que minimiza (6.7), denotado por p*, é uma estimativa do vetor de parametros
p. No entanto, como assumimos que o vetor de estado x seja medido com periodo A
(hipdtese (As)), uma estimativa off-line tem que ser realizada. Mostraremos como isto

poderd ser feito no que se segue.

Considere que N € Z" medigoes consecutivas foram feitas durante o intervalo de
medi¢ao M = [0,(N — 1)A], sendo que a primeira ocorreu em t = 0. Temos entdo

conhecimento dos N vetores de estado do sistema real
x(qA), ¢=0,...,N —1. (6.8)

Portanto, ao invés de minimizarmos (6.7), procuramos encontrar um vetor p que minimize
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a fungao F: R* — R, definida por (Ljung e Glad, 1994)

N-1

(p) £ Z (@A P[5 = > (@1 (42, B) — 21(gA))” + (T2(qA, B) — 72(¢A))>,  (6.9)

q=0

onde as variaveis de estado T (¢A,P) e T2(¢A, P) sdo obtidas numericamente da equagao
diferencial (6.5) com parametro p e condicao inicial X(0, p)=x(0), para ¢ =0,..., N — 1.
O valor de p que minimiza (6.9), determinado através de um algoritmo de minimizacao,
¢ denotado por p*. E evidente que para p = p, temos F(p) = 0. Assim, concluimos
que se p* = p, entdo p* é um ponto de minimo global de F' sobre R*, ou seja, existe um
ponto de minimo global. No entanto, constatamos por simulagao que F' apresenta pontos
de minimo relativos. Desse modo, um determinado algoritmo utilizado para minimizar
F podera convergir para um ponto de minimo relativo p*, dado um vetor inicial p,.
Aparentemente, isto é um sério problema para o nosso objetivo de estimagao paramétrica,
mas, como indicaremos, é facilmente contornavel. Para verificarmos se p* é um ponto de
minimo global, basta obtermos o valor de F'(p*). Se F(p*) = 0, entdo p* é um ponto
de minimo global de F' sobre R*. Caso contrério, se F(p*) > 0, entdo p* é um ponto de
minimo relativo. Neste caso, devemos continuar executando o algoritmo (com diferentes
vetores iniciais p,) até que F(p*) = 0 (critério de parada), ou seja, até que um ponto de

minimo global seja encontrado.

Salientamos que os comentérios feitos acima a respeito de F(p*) sado validos para
o modelo de sistema presa-predador isolado (6.2), onde nao foram considerados erros
de modelagem ou de medi¢ao (caso ideal). Mas, na prética, é inevitdvel a presenga
destes tipos de incertezas. Assim, nestes casos, é evidente que determinado algoritmo de

minimizagao sempre encontrard F(p*) # 0, independente da escolha do vetor inicial p,,.

Em resumo, a partir de N medig¢oes do estado x, uma estimativa p* = [a* B* * 5*]’

do vetor de parametros normalizado p = [a 3 7 ]’ é obtida de maneira que p* seja um
ponto de minimo global de F em (6.9). Das relacoes em (6.4), as estimativas b , 7, K e

m* de b, i, K e m, respectivamente, sao determinadas por

T —%—=x% - T

= —ﬁ 5, i =aa", K =ay", m* =16 . (6.10)

— TR Tk T _ A . —
Denotamos por v = [b i K T*| o vetor de parametros estimado. O vetor V* representa

uma estimativa do vetor v.

No presente estudo, para minimizarmos (6.9), utilizaremos a fungdo fminsearch
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do pacote de otimizacao do MATLAB 5.3, a qual implementa o método simplex de
Nelder-Mead. Este ¢ um método direto que nao utiliza nem gradientes analiticos e nem
gradientes numéricos, mas apenas os valores de F'. Por fim, ressaltamos que fminsearch

admite funcoes custo, tanto continuas, quanto descontinuas®.

6.1 Resultados de Simulacao

Mostraremos como podemos estimar os parametros b, i, K e m do modelo do sistema
presa-predador isolado (6.1) através da minimizac¢do de F' em (6.9), considerando que a,
¢ e r sao conhecidos. Os dados necessarios para a identificacao do sistema presa-predador
isolado (6.1) foram obtidos por simula¢ao do modelo (6.2), assumindo que os parametros
b, i, K erde (6.1) sdo conhecidos. Isto caracterizard o caso ideal (sem erros de modelagem
ou de medigao). Assim, poderemos concluir sobre a efetividade do método de identificagao

A~ . Tk Tk % ——x . . .
Se OS parametrOS estlmados b N K € m  convergirem para b, 1, K em, respectlvamente.

Considere que os parametros a, ¢ e 7 do modelo (6.1) sdo dados por

a = 500,0000,
¢ = 2,5000, (6.11)
ro= 0,5300,

e que as componentes do vetor de parametros v = [b ¢ K m] possuem os valores mos-
trados na Tabela 6.1. Conseqlientemente, a partir das relagdes em (2.17), de (6.11) e da
Tabela 6.1, determinamos o vetor de parametros normalizado p = [a 3 7 0]' do modelo

(6.2), sendo apresentado na Tabela 6.2.

O plano de fase correspondente do sistema (6.2) com parametros p é o mostrado na
Figura 2.8.e. Supomos, uma vez mais, que as trajetorias oscilam no ciclo limite indicado,
relembrando que o periodo de oscilagao é W; = 26,46 (em relagao ao tempo normalizado
t). Por simplicidade, assumiremos que W; = 26,46 corresponda a quatro anos no sistema

real.

Agora, seguiremos a metodologia descrita na se¢ao anterior para estimarmos os vetores

p e v. Suponha que o intervalo de medigao é M = [0, W;] = [0;26,46] e que as N = 13

/

medicoes do estado x = [z x2]' mostradas na Tabela 6.3 e na Figura 6.1 foram feitas.

!Para mais detalhes sobre o método simplex de Nelder-Mead, veja (Mat, 2002; Press et al., 1992).
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b 7 K m
0,9138 | 2.500,0000 | 2.050,0000 | 1,3250

Tabela 6.1: Vetor de parametros v.

a I} v )
5,2000 | 2,0000 | 4,1000 | 2,5000

Tabela 6.2: Vetor de parametros normalizado p.

Conforme ja afirmado, estas medigdes foram obtidas pela simulagao do modelo (6.2) com

parametros p. Assim, o estado x é medido com periodo

W, 26,46

A — _
N -1 12

= 2,2050, (6.12)

ou seja, o estado é medido a cada seis meses, sob a hipdétese de que 26,46 corresponda a
quatro anos. O vetor inicial do algoritmo utilizado para minimizar a fungao I’ em (6.9)

é especificado como
Po = [8,0000 3,0000 12,0000 9,0000]". (6.13)

Na Tabela 6.4 sao apresentados os resultados obtidos, onde p* denota o vetor encontrado
pelo algoritmo e ¥* é o vetor de parametros estimado. Observe que F/(p*) = 90,1275 > 0.
Portanto,

P =1[5,9404 5,2560 2,1597 9,4845] (6.14)

é um ponto de minimo relativo de F' sobre R*, nao sendo, assim, uma estimativa adequada
de p. Constatamos isto de fato analisando as componentes dos erros p* — p e Vv — v, as
quais assumem valores relativamente altos de acordo com os nossos interesses. Devemos,
entao, selecionar um novo vetor inicial p, com o objetivo de encontrarmos um ponto de

minimo global de F', pois sabemos que p é um deles. Através da escolha
Po = [4,0000 3,0000 6,0000 1,5000], (6.15)
encontramos

p* = [5,19990 2,0000 4,0999 2,4999], (6.16)
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conforme vemos pela Tabela 6.5. Note que como F(p*) = 0, segue que p* é um ponto de

minimo global de F'. Desse modo, determinamos as estimativas

p* = [5,19990 2,0000 4,0999 2,4999]',

6.17
v* =[1,0599 2.599,9932 2.049,9958 1,3249], ( )

de p e Vv, respectivamente. Pela Tabela 6.5, percebemos que as componentes dos erros
P*—p e V' —v sao muito pequenas em relacao as de p e v, respectivamente. Desta forma,

verificamos a validade do método de identificagao utilizado.

Para obtermos as estimativas (6.17), foram necessérias N = 13 medigoes no intervalo
M, correspondendo a um periodo de medicao de seis meses. Contudo, este podera ser
um periodo inviavel para algumas populacoes de presas e de predadores. Desse modo,

especificando N = 3, temos que

W; 26,46
N—1 2

A= = 13,23, (6.18)
o que corresponde ao estado x ser medido a cada dois anos sistema real. Os estados
medidos sao mostrados na Tabela 6.6. Pela Tabela 6.7, percebemos que podemos ob-

ter estimativas tao boas com apenas 3 medicoes quanto as obtidas com 13 medigoes na
Tabela 6.5.

Portanto, concluimos que, tendo conhecimento dos parametros a, ¢ e r em (6.1),
poderemos estimar o restante dos parametros b, i, K e m através de medigoes periddicas
dos estados, nao sendo necessaria a medicao a cada instante de tempo. Conseqiientemente,

a hip6tese (A;) feita no inicio do Capitulo 5 é possivel ser atendida.

Os resultados de simulacao apresentados mostraram que, para o caso ideal (sem erros
de modelagem ou de medigao), a obten¢do do minimo global de F' acarretou na con-
vergéncia de p* para p. Em outras palavras, uma estimativa de p foi encontrada. Se
este comportamento nao tivesse sido constatado, ou seja, caso p* nao convergisse para p
para o caso ideal, entao certamente nao seria possivel identificar o sistema presa-predador

isolado (6.1) considerando erros de modelagem ou de medigao.
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x (a0

x,(a)

x(qA)

71(qA)

72(qA)

3, 1500

1,6100

2,8129

2,0834

2,0512

2,9288

0,6671

2,4001

0, 8815

0, 5603

2,3336

0,5784

3,3492

0,7535

3,5753

0, 8466

3,5780

0,9253

3,5289

1,0206

= <
ol o | wl v —|o

3,4516

1, 1487

—_
—_

3, 3364

1,3317

—_
N}

3,1512

1,6123

Tabela 6.3: Valores medidos no intervalo M para N = 13.

T T T T T T T T T
Qe @ Qg

1 2 3 4 5 7 8 10 11 12

T T T T T T T T T

1 2 3 4 5 7 8 10 11 12

Figura 6.1: Medigoes feitas no intervalo M para N = 13.
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N =13
Py P’ P P —p v M vi-v
8,0000 | 5,9404 | 5,2000 | 0,7404 | 10,5683 1,0600 9,5083
3,0000 | 5,2560 | 2,0000 | 3,2560 | 2.970,1844 | 2.600,0000 | 370, 1844
12,0000 | 2,1597 | 4,1000 | —1,9403 | 1.079,8254 | 2.050,0000 | —970, 1746
9,0000 | 9,4845 | 2,5000 | 6,9845 5,0268 1,3250 3,7018

|

F(p) = 90, 1275

Tabela 6.4: Resultados para N = 13 e p, = [8,0000

3,0000 12,0000 9,0000]'.

N =13 |
Py P’ P |P—p v v ViV
4,0000 | 5,1999 | 5,2000 | —1E—5 1,0599 1,0600 | —9E—7
3,0000 | 2,0000 | 2,0000 SE—7 | 2.599,9932 | 2.600,0000 | —7TE—3
6,0000 | 4,0999 | 4,1000 | —8E—6 | 2.049,9958 | 2.050,0000 | —4E—3
1,5000 | 2,4999 | 2,5000 | —3E—6 1,3249 1,3250 | —2E—6

| F(p*) = 3E-9 |

Tabela 6.5: Resultados para N = 13 e p, = [4,0000 3,0000 6,0000 1,5000]".
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x(gA)
z1(qA) | 22(qA)
3,1500 | 1,6100
3,3492 | 0,7535
3,1512 | 1,6123

N = O

Tabela 6.6: Valores medidos no intervalo M para N = 3.

| N=3 |
Po P’ P |P-p v v vi-v
4,0000 | 5,2000 | 5,2000 | 2E—6 1,0600 1,0600 | —2E—5

3,0000 | 2,0000 | 2,0000 7TE—-T7 | 2.600,0015 | 2.600,0000 2E—-3
6,0000 | 4,0999 | 4,1000 | —9E—7 | 2.049,9996 | 2.050,0000 | —4E—4
1,5000 | 2,4999 | 2,5000 | —4E—-5 1, 3250 1,3250 | —2E-5

| F(p*) =2E-10 |

Tabela 6.7: Resultados para N =3 e p, = [4,0000 3,0000 6,0000 1,5000]".



Capitulo 7
Consideracoes Finais

A estratégia de controle formulada neste trabalho determinou sinais de controle cons-
tantes por partes para forcar os tamanhos das populacoes de presas e de predadores a
seguir trajetorias de referéncia arbitrarias. Estes sinais foram obtidos off-line com base na
metodologia CMD e pela medicao periddica das populacoes, nao sendo necessario medi-las
a cada instante de tempo. A partir dos sinais de controle constantes por partes, politicas
de gerenciamento capazes de serem implementadas por orgaos ambientais poderao ser
definidas. Elas consistem no estabelecimento de taxas constantes de extracao, se o sinal
de controle for negativo, ou de introdugao de novos individuos, se o sinal de controle for
positivo, tanto para as presas, quanto para os predadores, que devam ser cumpridas pela
sociedade. Estas taxas ficam estipuladas numa base de tempo pré-determinada como,
por exemplo, a bimestral. Contudo, assumimos que o sistema seja completamente co-
nhecido, invariante no tempo e que sua dinamica seja suficientemente lenta. Apesar de
as trajetorias de referéncia poderem ser arbitrarias, elas foram escolhidas, aqui, como
trajetorias do modelo de sistema presa-predador isolado analisado, mas com um conjunto
apropriado de valores paramétricos. Mostramos que, para o modelo analisado, foi possivel
explorar de maneira sustentavel os recursos do sistema, ao mesmo tempo em que foi man-
tida compatibilidade entre a dinamica do sistema controlado e a dinamica natural do
sistema isolado. Apresentamos, ainda, uma maneira de restaurar a dinamica natural do

sistema isolado quando perturbagoes afetaram o equilibrio ecoldgico do ecossistema.

Utilizando o método de minimos quadrados, constatamos que, se os parametros a,
c er de (6.1) forem previamente determinados, podemos estimar os demais a partir de

poucas medicoes feitas sobre as populacoes, e, desta forma, atender a hipdtese de que o
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sistema seja completamente conhecido.

Faremos, agora, alguns comentarios sobre a estratégia de controle proposta. Em pri-
meiro lugar, a hipdtese de que o sistema seja completamente conhecido também é uma pre-
missa em outros métodos de controle como, por exemplo, linearizacao por realimentacao,

nao sendo, assim, uma limitacao exclusiva de nossa abordagem.

Salientamos, ainda, que o objetivo principal deste trabalho foi de formular uma es-
tratégia de controle que forcasse as populacoes de presas e de predadores a seguir tra-
jetorias de referéncia quaisquer, de modo que, especificando as mesmas como trajetérias
de um modelo de sistema presa-predador isolado com um conjunto adequado de valores
paramétricos, pudéssemos obter compatibilidade entre a dinamica do sistema controlado
e a dinamica natural do sistema isolado. De acordo com a metodologia aqui desenvol-
vida, os sinais de controle poderao exigir, tanto a extragao, quanto a introducao de novos

individuos.

Nao fez parte do escopo do presente trabalho garantir que os sinais de controle assu-
mam apenas valores nao-positivos, como em outras abordagens de controle para sistemas
presa-predador (Corso et al., 2002; Costa et al., 2000; Cunha, 2002; Meza, Bhaya e Kasz-
kurewicz, 2002; Meza, Costa, Bhaya e Kaszkurewicz, 2002). Se este for o caso, serd
assegurado que a implementagao dos sinais de controle exigird apenas a extracao das
espécies ou a suspensao da acao humana, nao havendo necessidade de introduzir novos
individuos. No entanto, os sinais de controle resultantes do esquema proposto poderao
vir a ser positivos, exigindo a introducao de novos individuos. Em alguns casos, isto
é realmente praticado como, por exemplo, o cultivo de certas espécies de peixes com o

objetivo de aumentar a populagao de seu habitat natural.

Porém, nas situacoes em que tal introducao nao pode ser feita, alternativas terao que
ser buscadas. Como os sinais de controle dependem das trajetorias de referéncia, a grande
questao para garantirmos que os mesmos assumirao somente valores nao-positivos esta na
especificacao das mesmas. Nos dois casos analisados nas Secoes 5.2.1 e 5.2.2, os resultados
de simulagao mostraram que, mesmo considerando a restri¢ao de que os sinais de controle
assumam apenas valores nao-positivos, conseguimos obter uma precisao de seguimento
razoavel. Em ambos os casos, os parametros do sistema de referéncia foram especificados
como sendo iguais aos do sistema isolado, com exce¢ao de 7, ser menor que 7y (para o
Caso 1, veja (5.42) e (5.44); para o Caso 2, veja (5.77) e (5.81)). Recordamos que, por
(2.17), v é proporcional a capacidade de suporte das presas K, para a fixo, relembrando

que K representa o numero méaximo de individuos suportado em determinado espaco
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geografico finito com uma base de recursos finita!. Desse modo, tudo se passou como se
forcassemos o sistema presa-predador a se comportar como tendo uma menor capacidade
de suporte das presas. Portanto, em relacao a dinamica do sistema controlado, é como
se tivéssemos aumentado a area habitada pelas presas ou aumentado a disponibilidade
dos recursos utilizados por elas. Apesar de nao termos apresentado outros exemplos neste
trabalho, constatamos por simulacao que, quando a unica diferenca entre os parametros
de referéncia e os do sistema isolado era 7, < 7, foi possivel obter uma precisao satisfatéria
no seguimento das trajetorias de referéncia considerando a restricao de que os sinais de
controle assumam apenas valores nao-positivos, ou seja, sem que novos individuos sejam

introduzidos.

Ademais, podemos observar que o desenvolvimento da metodologia no Capitulo 5
nao depende dos modelos escolhidos, tanto para o sistema a ser controlado, quanto para
o sistema de referéncia. Desse modo, a estratégia proposta, apesar de ter sido focada
no problema de seguimento de sistemas presa-predador, nao se restringe a estes casos,

podendo ser prontamente aplicada a classe de sistemas descritos por
x = f(x) + Bu, (7.1)

onde f: R® — R™ é continua, completamente conhecida e invariante no tempo, e B é uma
matriz diagonal real constante, desde que dinamica de (7.1) seja suficientemente lenta.
Assim, o esquema de controle proposto podera ser aplicado para definir de politicas de
gerenciamento ambiental para sistemas ecoldgicos descritos por (7.1) que envolvam a

interagao populacional de n espécies. Nestes casos, exigimos que f seja continua apenas

n vezes
em R, x ... xR, que é o subconjunto de R™ de nosso interesse, pois nao ha sentido em

considerarmos populacoes negativas.

Em resumo, as principais contribuicoes deste trabalho foram:

e A formulacao de uma estratégia de controle para sistemas presa-predador que deter-
mina sinais de controle constantes por partes a partir da medic¢ao periddica das po-
pulacoes, possibilitando o seguimento de trajetérias de referéncia arbitrarias. Estes
sinais de controle constantes por partes permitem definir politicas de gerenciamento

ambiental;

e A especificacao das trajetorias de referéncia como trajetérias de um modelo de

1O significado da capacidade de suporte foi apresentado na Secao 2.2.
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sistema presa-predador isolado, para que a dinamica do sistema controlado seja

compativel com a dinamica natural do sistema isolado.

Como assuntos para futuras pesquisas, sugerimos:

e A busca por uma demonstracao formal da hipétese de que é possivel escolher p
suficientemente grande em (5.4) de modo que ® em (5.29), e ¥ em (5.30) sejam

menores que valores aceitaveis de acordo com os interesses praticos;

e A busca por uma demonstracao formal da hipdtese de que se a capacidade de suporte
do sistema de referéncia for especificada como sendo menor que a do sistema isolado,
¢é possivel obter uma boa precisao de seguimento considerando a restricao de que os

sinais de controle assumam apenas valores nao-positivos;
e Aplicagao do método em outros modelos de sistemas presa-predador, e em modelos

envolvendo a interagao populacional de n espécies.

Finalmente, esperamos ter contribuido para uma maior integracao entre a Ecologia, a

Engenharia e a Matemaética, e para o desenvolvimento de uma sociedade sustentavel.



Apeéndice A

Fundamentos de Matematica

Definicao A.1. (Lang, 1968; Lima, 1970) Sejam A, A’ e B conjuntos, com A’ C A. Seja
f: A — B uma aplicag¢io. A restrigdo de f ao subconjunto A’ € a aplicagio f|A': A" — B
definida por

FIA@) = f(@), Veen (A1)

Definicao A.2. Sejam A e B conjuntos e seja F o conjunto de todas as aplicagoes de A

para B. Definimos a relagao < em F por

f <9 Vaea f(z) < g(2), (A.2)

para todo f, g € F.

E evidente que < é uma relagao transitiva em F.

Definigao A.3. (Lang, 1968; Lima, 1982) Sejam a, b € R, com a < b. Dizemos que
P = (ag,aq,...,a,) € uma partigdo do intervalo |a,b] se e somente se
a=ay<a; <...<a,=0b, ne€Z". (A.3)

Definigcao A.4. (Lang, 1968; Lima, 1982) Seja f: [a,b] — R™ uma aplicacao e seja

P = (agp,a,...,a,) uma particio do intervalo [a,b]. Dizemos que £ é uma aplicagdo
escada em relacao a particao P se e somente se existirem elementos wy, ..., w, € R" tais
que

f(t) =w;, paraa;1<t<a;, i=1,...,n. (A.4)
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Assim, percebemos que uma aplicacao escada f assume um valor constante em cada
um dos intervalos abertos (a;_1, a;) determinados pela particao P. Além do mais, nao ha
restrigoes nos valores que f assume nos extremos de cada um desses intervalos. Segue da
defini¢ao acima que f: [a,b] — R"™ é uma aplicacao escada em relagao a particao P do
intervalo [a, b] se e somente se cada fungdo coordenada de f = [f; ... f,]' é uma fungao
escada em relagao a P (Lang, 1968). Para os propositos desta pesquisa, consideraremos
um caso particular da Definicao A.4, no qual f é definida por

£(t) = (A.5)

w;, paraa;1 <t<a;, 1=1,...,n—1,
Wy, Ppara a,_1 <t < ay,

ao invés de (A.4). Note que, neste caso, a aplicacao escada f tem restri¢coes em seus
valores nos pontos a;, para i = 0,...,n. No presente trabalho, sempre que afirmarmos
que f é uma aplicacao escada em relacao a uma dada particao P, estaremos nos referindo
a definicao (A.5).

Teorema A.1. (Lang, 1968) Seja f: [a,b] — R™ uma aplica¢ao continua por partes e seja

¢ € [a,b]. Entao, para uma dado x € [a,b], temos que
I [ £ an < ol (A6)

onde ||f|| = sup [[£(t)].

t€la,b]

Definigao A.5. (Vidyasagar, 1978) Considere a equagao diferencial
x = f(x,1), (A.7)

onde f: R" x Ry, — R". Assumimos que exista uma aplicacio ¢: Ry x R" x Ry — R"
tal que, dados xg € R™ ety € Ry, ¢(-,x0,%0): Ry — R™ € a solugao unica de (A.7)
com condi¢do inicial ¢(to,Xo,t0) = Xo. Um conjunto M C R™ é denominado de conjunto

invariante de (A.7) se e somente se

vonR”vto€R+ qb(to,Xo,to) - M — thtO gb(t,Xo,to) & M <A8>



Apeéendice B

Lema da Comparacao e

Demonstracoes

B.1 Lema da Comparacao

Teorema B.1 (Lema da Comparacao). (Khalil, 1996) Considere a equagao diferencial

escalar
U= f(uv t)v u(t0> = Uo, (Bl)

onde f(u,t) € continua em t e localmente lipschitziana em w, para todo t > 0 e todo
u e J CR. Seja [ty,T) (T pode ser +00) o intervalo mdzimo de existéncia da solugdo

u(t), e assuma que u(t) € J para todo t € [to,T). Seja v(t) uma fungao continua tal que

Do) 2 tim sup “(th)t_”(t) < f(o(t), 1), (B.2)

v(te) < wo, (B.3)

com v(t) € J para todo t € [ty,T). Entdo, v(t) < u(t) para todo t € [ty,T).

B.2 Demonstracao da Desigualdade (3.20)

A demonstragao aqui apresentada segue (Khalil, 1996). A partir da condigao glo-

bal de deslizamento (3.17), é possivel mostrar que DT |s;(x;(t),t)] < —n;. No entanto,



Lema da Comparacdo e Demonstragcoes 119

|s;(x;(t0), to)| — n;(t — to) do lado direito da desigualdade (3.20) ¢é a solucao da equacao
diferencial escalar §; = —n; com condicao inicial y;(to) = |s;(x;(t0),?0)|. Portanto, pelo

Lema da Comparagao, obtemos (3.20).

B.3 Demonstracao da Lei de Controle Descontinua
(3.26)—(3.29)

Apresentaremos, primeiramente, dois lemas que simplificarao nossa demonstracgao.

Lema B.1. Sejam a e b nimeros reais. Se |a| < b, entdo
s:(a—bsgn(s)) <0, Vszoer, (B.4)

onde sgn: R* — {—=1,1} € a funcdo sinal definida por (3.29).

Demonstragao. Sabemos que |a| < b« —b < a <b. Portanto, a —b < 0e —(a+b) <0.
Se s > 0, temos que sgn(s) = 1 e assim verificamos (B.4). De maneira similar para s < 0,

pois, neste caso, sgn(s) = —1 e s = —|s|. O

Lema B.2. Seja b > 1 um nimero real. Suponha que, para um dado a € R’ , temos que

0<bl<a<h. (B.5)

Entao, |a—1| <b—1,

Demonstrag¢ao. Suponha que a > 1. De (B.5), segue que 0 < a —1 < b — 1. Assim,
la—1| =a—1<b—1. Agora, suponha que 0 < a < 1. A partir de (B.5), concluimos que

bl—-1<a-1<0<|b! =1 (B.6)
Como b > 1, temos que b1 <1lebt—1<0. Assim, b=* — 1= —|b~! — 1]. Conseqiien-
temente, obtemos

bt =1 <a-1< bt =1 (B.7)

ou seja,
la—1] < b7t —1]. (B.8)
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Devemos entao garantir que
bt —1<b—1. (B.9)

Mas, b~! —1 < 0 < b— 1. Desse modo, resta-nos apenas mostrar que —(b—1) < b~ — 1.
Prosseguiremos por reducao ao absurdo. Assumindo que —(b—1) > b~! — 1, implica que
b* —2b+1 < 0. Contudo, v> —2b+ 1= (b—1)*> > 0, o que encerra a demonstragao. [

Agora, baseando-nos em (Slotine, 1991), mostraremos que a lei de controle u; dada
por (3.26)(3.29) satisfaz a condicao global de deslizamento (3.17). E evidente que isto

equivale a satisfazer
5i(%5, 1) [85(%5, 1) + i (sgn(s; (x5, 1)))] <0, Vier, Vx;ermi—s;(0)- (B.10)
De (3.2), (3.15)—(3.16) e (3.26)—(3.27), obtemos
s5+misgn(s;) = f;— by fi+ (1= bb ) (T =15 +d; — (0,05 K —my)sgn(s;), (B.11)

onde

n;—1
: I
rs&y" ( e )A;e§J ! (B.12)
7

i=1
e, por abuso de notacao, 6;1 denota 1 /EJ e nao a funcao inversa de gj. Pelo Lema B.1,
(B.10) sera atendida se em (B.11)

[f = b f+ (1= b )T = ™)) + dy] < (005 K — ), (B.13)

]

ou, de forma equivalente, se

~

60, 15— T + (07755 — 1)(0 = ) 4+ b7 By, | + b7 by, < K. (B.1)

j J
Como f; = f; +(f; — fA]), o lado esquerdo de (B.14) verifica que
16718, 5 = Jy 4 (b7 "y = 1T = 1) 407 by, | + by oy =
50505 = J) + 050y = ) =+ )+ 0 s |+ b By < (BAS)
165 10;(f5 = F)l + 10510 = 1)(T = )+ f)] + (b5 'bsd;| + b bymy.
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Através de (3.4)-(3.6), (3.27) e (B.12), temos que

0 555 — T+ 1058, — DT — v )]+ [y By | + b5 by, =

7 Bl f5 = il 4 16585 = LT = ) fil 107 Byl + 07 By < (B.16)

Bj(Fj + Dj + 1) + |by by — L[ty
Finalmente, a desigualdade (3.5) e o Lema B.2 nos dao
B;(F; + Dj +n;) + by 'b; — 1 [u;] < 5;(Fj 4+ Dj +n;) + (3; — 1)|u. (B.17)

Portanto, escolhemos
Kj = B;(Fj+ Dj +n;) + (8 = 1)[uyl, (B.18)

de modo a satisfazer (B.14). Assim, obtemos (3.28), e uma lei de controle u; que atende
(B.10) foi determinada.
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