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Apresentacao do Curso

@ Motivacio

© Contextualizagdo do Curso
© Aplicacdes

@ Plano de Ensino

© Mooc

@ Formacio Complementar
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Motivacao

Motor de Corrente Continua

@ Caracteristicas estaticas e dinamicas

@ Modelo matematico
@ Andlise do modelo
°

Malha-aberta X Malha-fechada (realimenta¢do): vejam (em
casa) http://www.youtube.com/watch?v=0-0qggFE9SD4

(]

Projeto do controlador = simulagGes

©

Implementacdo do controlador = testes
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http://www.youtube.com/watch?v=O-OqgFE9SD4

Sistemas em Malha-Fechada: videos

o Péndulo invertido voador:
http://www.youtube.com/watch?v=ML4woERjv1lk

@ Sistema de engrenagens:
http://www.youtube.com/watch?v=QBtrFDoqWTM
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http://www.youtube.com/watch?v=ML4woERjvlk
http://www.youtube.com/watch?v=QBtrFDoqWTM

Contextualizacdo do Curso
Curriculo de ECA

@ Sinais e Sistemas Lineares |

@ Sinais e Sistemas Lineares |l
@ Sistemas Realimentados
@ Controle Multivariavel

© Sistemas Nao-Lineares e Introduc3o a Robdtica Industrial

@ Instrumentacdo em Controle

4

Areas de Conhecimento

@ Teoria de Sistemas

@ Teoria da Complexidade

@ Sistemas Dinamicos

@ Realimentagdo (feedback)
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Aplicacoes

Maquinas domésticas e industriais
Radiodifus3o: radios e TV's
Telecomunicacoes: fixa, mével, internet
Processamento de sinais de dudio e video

Transportes: veiculos, trens, embarcacdes, aeronaves

Biomédica: equipamentos hospitalares, préteses
Sistemas elétricos, mecanicos, quimicos
Sistemas econdmicos/financeiros

°
°

°

°

°

@ Agricultura: equipamentos e sistemas
°

°

°

@ Sistemas bioldgicos/ecoldgicos

°

Sistemas quanticos = computador quantico

Caracteristica interdisciplinar!
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Plano de Ensino

© Objetivos do curso

@ Ementa

AvaliacGes

Bibliografia

Livro Texto: B. P. Lathi, Sinais e Sistemas Lineares,
2a Edicdo. Bookman, 2007 = Capitulos B, 1 a 4.
Notas de Aula

06 0660

Livro do Chen de Sinais e Sistemas: ha uma versdo mais
concisa disponivel gratuitamente para download em:
http://www.ece.sunysb.edu/ ctchen

@ Pacote computacional de simulagdo: Matlab

@ Plataforma de interacdo: Moodle
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http://www.ece.sunysb.edu/~ctchen

MOOC (Massive Open Online Course)

@ MOOC = Curso Aberto Online para Grandes Massas

@ Diversas dreas do conhecimento: engenharias, matematica,
fisica, quimica, computac3o, artes, humanas, sociais

Algumas plataformas MOOC

Q edX: https://www.edx.org

Q@ Coursera: https://www.coursera.org

© Udacity: https://www.udacity.com
@ MIT OpenCourseWare: http://ocw.mit.edu/index.htm
@ Stanford Online: http://online.stanford.edu
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https://www.edx.org
https://www.coursera.org
https://www.udacity.com
http://ocw.mit.edu/index.htm
http://online.stanford.edu

Formacao Complementar

@ Ldgica = definicdes, argumentos légicos, demonstracdes:
Calculo (definicso e~0), Algebra Linear, Disciplinas
Profissionalizantes

@ Livro: D. Smith, M. Eggen, R. St. Andre, A Transition to
Advanced Mathematics — 7a Edigdo. Cengage Learning, 2010
= Capitulos 1 e 2 = Capitulos 3 e 4.
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Capitulo 1 — Sinais e Sistemas

Sinal: conjunto de dados ou informagio

Ex: sinal de radio, celular, tensdo da Celesc, imagem 3D do corpo
(exame médico)

e Radio, celular, tensdo da Celesc: varidvel dependente é o tempo
e Imagem 3D do corpo: varidvel dependente é o espaco

Sistema: é uma entidade em que o sinal de saida y(t) é alterado
pelo sinal de entrada x(t)

Ex: motor elétrico, motor mecanico, equalizador de dudio,
computador, smartphone, ecossistemas

e Problema de Andlise x Problema de Controle
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1.1 Tamanho do Sinal

Tamanho do sinal x(t): medida do “tamanho” ou “forca” de x(t)

Motivagdo: v(t) = Ri(t) (Lei de Ohm)

v(t): tensdo aplicada

i(t): corrente

R: resisténcia

P(t) = v(t)i(t) = Ri(t)?> = v(t)?/R (poténcia dissipada
instantanea)

R =1 (normalizagdo)
e Poténcia dissipada instantanea: P(t) = i(t)? = v(t)? (quadrado

de i(t) e v(t))

e Energia dissipada no intervalo [t1, to]:
to to

Eoey = [ P(Ode= [ R(e)e
t1 t1

e Poténcia dissipada média em [t1, to]:
1
[2p(t)dt = 2 i2(t) dt

t: t:
! th —tp 1 11 /284

P == E.
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Energia e Poténcia de um Sinal

e Energia dissipada no intervalo (—oo, 00):

E:/OO p(t)dt:/oo i?(t) dt

—00 —00

e Poténcia dissipada média em (—o0, 0):
1 T/2

P = lim %E[_m,m]: lim i?(t) dt

T—oo T—oo T =T/

Energia de um sinal real x(t):

EXZ/_Z /_iox2(t)dt+/ooox2(t)dt

0

.
= lim x° im x2 00
.y / (t)dt + | /O (t) dt <

T—oo J_T T—o0

X
N
—~

~
N—
Q.

~
[|>

e Assumimos que x(t) é um sinal qualquer que é continuo por

partes
(e.9]
Energia de um sinal complexo x(t): E, = / Ix(t)[? dt < oo
—00
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Energia e Poténcia de um Sinal

Poténcia de um sinal real x(t):
1 T/2
= lim = x?(t) dt < oo
T—oo T - )
Poténcia de um sinal complexo x(t):
. 1 T/2 )
P, = lim — |x(2)|° dt < o0
T—o0 —T/2

Px

e P,: valor médio quadratico de x(t)

® Py rms = \/Px: valor rms (Raiz Média Quadrética — Root Mean
Square)

e Se x(t) tem unidade U (por exemplo, U é volts), entdo E, tem
unidade U?s e Py tem unidade U?
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Energia e Poténcia de um Sinal

Obs 1: Se x(t) é periddico, ou seja, existe To > 0 tal que
x(t + To) = x(t), te (—o0,00),

entao
1 To/2
B = — xX*(t)dt < oo (real)
To J-15,2
1 To/2
Py Ix(t)|? dt < oo (complexo)

- ToJomy2
Obs 2: Existem 4 situacdes:

1. E, < oco: energia finita (neste caso,

T T/2
E, = lim / x3(t)dt = lim / x?(t) dt < o0)
T—o0 -T T—o0 —T/2

2. Ex = oo: energia infinita
3. Py < oo: poténcia finita

4. P, = oco: poténcia infinita 14/284



Energia e Poténcia de um Sinal

Obs 2 (continuacdo): E facil ver que
e £, <oc0o=P,= lim E,/T =0
T—o0

e 0< P, <oo=Ei=

Portanto, ndo existem sinais x(t) com E, < co e 0 < Py < 0.
No entanto, existem sinais com E, = P = 00. Por exemplo,
x(t) =t

Obs 3: Se x(t) tem duracao finita, ou seja,

x(t)=0, t<tjout>t,

(%]
entdo E, = / x%(t) dt < 0o e P, = 0.

t1
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Energia e Poténcia de um Sinal

Obs 4: Se x(t) = C cos(wot + ), entdo Ty = 27w /wg e

/x(t)dt:/ C cos(wot +60)dt =0
To To

(integral sobre um intervalo qualquer de comprimento Ty)

Exemplos: (no quadro)
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1.2 Algumas Operagoes Uteis com Sinais

1. Deslocamento temporal: ¢(t) =x(t£T), T >0

e +: adiantamento no tempo em T unidades = deslocamento do
gréfico de x(t) para a esquerda em T unidades

e —: atraso no tempo em T unidades = deslocamento do gréfico
de x(t) para a direita em T unidades

Exemplo 1: x(t) = Ccos(wpt) e ¢(t) = C cos(wpt £ 6), wy # 0,
6 > 0. Logo, T = 6/w é o deslocamento, pois

@(t) = Ccos(wot = 0) = C cos(wot £ wob /wp)
= C cos(wp[t £ 0/wo]) = x(t £ 6/wo)
~

Exemplo 2: (no quadro)

17 /284



1.2 Algumas Operacdes Uteis com Sinais

1. Deslocamento temporal:

]

(a)
Hity =x(t —T)

Figura : Deslocamento temporal de um sinal x(t).
18 /284



1.2 Algumas Operagoes Uteis com Sinais

2. Escalonamento temporal: ¢(t) = x(at), ¢(t) = x(t/a), a>1
e ¢(t) = x(at): compressao no tempo pelo fator a
e ¢(t) = x(t/a): expansao no tempo pelo fator a

i)

(h]

1
v

(8]

Figura : Escalonamento temporal de um sinal x(t).
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1.2 Algumas Operagoes Uteis com Sinais

3. Reversdo (inversao) temporal: ¢(t) = x(—t)
e O gréfico de x(t) é rebatido sobre o eixo vertical.

Cuidado: O gréfico de x(t) é rebatido sobre o eixo horizontal
quando ¢(t) = —x(t)!

L*]

/

Figura : Reversdo temporal de um sinal x(t). .



1.2 Algumas Operagoes Uteis com Sinais

e Note que ¢(t) = x(at), a > 0, corresponde a um escalonamento:
0 < a<1= ¢(t)=x(at) é uma expansao pelo fator 1/a
a>1= ¢(t) = x(at) é uma compressao pelo fator a

e Note que, se a < 0, entdo

¢(t) = x(at) = x(—(=at)) = x((—a)(~1))

corresponde a um escalonamento de x(t) por —a = |a|] > 0,
seguido de uma reversao temporal; ou, de maneira equivalente, a
uma reversdo de x(t), seguida de um escalonamento por |a.
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1.2 Algumas Operagoes Uteis com Sinais

4. Operacoes Combinadas: ¢(t) = x(at + b), a # 0, pode ser
interpretado de duas maneiras equivalentes:

1. Primeiramente deslocamos x(t) por b, obtendo
P(t) = x(t + b). Em seguida, escalonamos 1/(t) por a, obtendo
¢(t) = ¢(at) = x(at + b)

2. Primeiramente escalonamos x(t) por a, obtendo v(t) = x(at).
Em seguida, deslocamos v(t) por b/a, obtendo

¢(t) = ¢(t + (b/a)) = x(a(t + (b/a))) = x(at + b)

Obs 1: As operacdes vistas acima s3o ferramentas importantes
para a andlise e construcao de sinais.

Obs 2: Veja (e faga) o Exercicio 1.1-7 (p. 135) do Lathi para as
propriedades entre tais operacles e a energia E, de um sinal x(t).

Exemplo: (no quadro)
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1.3 Classificacdo de Sinais

1. Sinais em Tempo Continuo e Sinais em Tempo Discreto

e Tempo Continuo: o tempo (eixo horizontal) assume valores
continuos
Ex: x(t) = sen(t), t € [0, 1]

e Tempo Discreto: o tempo (eixo horizontal) assume valores
discretos, ou seja, o tempo da saltos

Ex: (a) PIB trimestral e (b) um bit de meméria de um PC s6 é
atualizado a cada ciclo do clock

2. Sinais Analdgicos e Digitais

e Analdgicos: a amplitude (eixo vertical) do sinal pode assumir
uma infinidades de valores
Ex: A tens3o sobre um resistor

e Digitais: a amplitude (eixo vertical) do sinal sé pode assumir
um numero finito de valores

Ex: Um bit sé pode assumir 2 valores; e um byte, 256 valores
23 /284



1.3 Classificacdo de Sinais

Figura : (a) Analégico em tempo Continuo; (b) Digital em tempo

Continuo; (c) Analégico em tempo Discreto; (d) Digital em tempo

Discreto.

e Sinais digitais em tempo discreto surgem naturalmente a partir

da amostragem (conversor D/A) de um sinal analégico em tempo
continuo por um microcontrolador o



1.3 Classificacdo de Sinais

3. Sinais Periédicos e Nao-Periddicos

Relembre que x(t) tem duragao finita se
x(t)=0, t<tyout>t,

onde tp > t; e T = tp — t; é a duragdo de x(t) (o sinal “comega”
em t; e “termina” em t;). Quando isto ndo ocorre, ou seja, x(t)
assume algum valor nao-nulo em qualquer intervalo de tempo,
dizemos que x(t) tem duragao infinita. Assim, x(t) “comeca” em
t = —oo e “continua indefinidamente”.

e Sinais Periédicos: quando para algum Ty > 0 (periodo),
x(t+ To) = x(t), para qualquer t € (—o0, )

Isto significa que o sinal atrasado de Ty segundos coincide com o
préprio sinal. Um sinal periédico “comeca” em t = —oo e “termina”
em t = 0o, ou seja, x(t) é de duragdo infinita e se repete a cada
intervalo de Ty segundos. Logo, basta conhecermos x(t) num

certo intervalo de comprimento Tg para conhecermos todo o sinal.
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1.3 Classificacdo de Sinais

Note que 2Ty,3Tg,4 Ty, ..., também sdo periodos de x(t) (por
exemplo, x(t +2Tp) = x((t + To) + To) = x(t + To) = x(t)). Por
isto, denominamos o menor Ty > 0 que satisfaz

x(t+ To) = x(t), para qualquer t € (—o0, ),

de periodo fundamental. Se x(t) é constante, o periodo
fundamental nao esta definido.

Ex: x(t) = Ccos(wot + ), x(t) = &0t = Ty =21 /wp é o
periodo fundamental

e Sinais Nao-Periédicos: quando x(t) n3o for periddico
Ex: x(t) = t2, x(t) = e
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1.3 Classificacdo de Sinais

Extensdo periddica: Seja ¢(t) um sinal de duragdo T. Dado
qualquer Top > T, temos que ¢(t) gera um sinal periédico x(t) de
periodo Ty através de infinitos deslocamentos de ¢(t) para a
direita e para a esquerda

Figura : Extens3o periddica.

Descricao matematica:

(o]
x(t)= > ¢(t—kTo), te(—o0,0)
k=—00
Obs: Sinais de duracdo infinita, como os periddicos, ndo existem
na pratica. No entanto, como veremos mais adiante, eles sao

bastante dteis no estudo de sistemas.
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Sinais Periddicos

Propriedades:

1. Suponha que xi(t) e x2(t) tém o mesmo periodo Ty. Entdo os
seguintes sinais também possuem periodo Ty:

e x(t) = Cx(t), C real ou complexo

o x(t) = x1(t) £ xo(t)

o x(t) = x1(t)x2(t)

o x(t) = x1(t)/x2(t), com xo(t) # O para todo t

Prova da soma: Seja x(t) = x1(t) + x2(t). Ent3o,

x(t+ To) = x1(t + To) + xa2(t + To) = x1(t) + x2(t) = x(¢)

Ex: x(t) = /0 = cos(wot) + j sen(wot), To = 27 /wo
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Sinais Periddicos

Obs: Considere que xi(t) tem periodo T; e que x»(t) tem periodo
T, (ndo necessariamente iguais!). Entdo, a soma
x(t) = x1(t) + x2(t) é periédica < T1/ T, é um nimero racional

Propriedades (continuacgdo):

2. Suponha que x(t) tem periodo Ty. Dado a real,

/aa+TO x(t) dt = /OTO x(t) dt

Assim, a drea abaixo de x(t) (a integral) é sempre a mesma,
independente do intervalo de comprimento Ty escolhido. Tal
integral é representada por

Logo,
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1.3 Classificacdo de Sinais

Sinal Causal: quando x(t) ndao comega antes de t = 0, ou seja,
x(t) = 0 para todo t < 0

Sinal Nao-Causal: quando x(t) ndo é causal. Isto significa que
x(t) comega antes de t = 0, ou seja, existe pelo menos
algum t < 0 tal que x(t) #0

Sinal Anti-Causal: quando x(t) = 0 para todo t > 0

4. Sinais de Energia e Poténcia

Sinais de Energia: E, < co (energia finita)

Sinais de Poténcia: 0 < P, < oo (poténcia finita ndo-nula)

Relembre que Ex < 0o = P, =0 (e 0 < Py < 00 = E, = o0).
Logo, ndo existem sinais que sao simultaneamente de energia e
de poténcia. No entanto, existem sinais que ndo sdo nem de
energia nem de poténcia (por exemplo, x(t) = e~ ?* com a > 0,
E; = 00, Py = ).
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1.3 Classificacdo de Sinais

5. Sinais Deterministicos e Aleatdrios

Deterministicos: podem ser preditos de maneira precisa na forma
de uma expressdo matematica ou graficamente

Aleatdrios: n3o podem ser preditos de maneira precisa, mas
apenas probabilisticamente

Obs: Na prética, geralmente ha ruidos externos (que sdo de
natureza aleatdria) que interferem nos sinais deterministicos a
serem gerados e/ou analisados. Quando a interferéncia do ruido é
relativamente pequena, os mesmos sdo desprezados, e tudo se
passa como se os sinais fossem de fato deterministicos.
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1.4 Alguns Modelos Uteis de Sinais

1. Funcao Degrau Unitario: é o sinal definido por

u(t) = 1,set>0
1 0,set<0

1 Wi

Figura : Degrau unitario.

O degrau unitario, que por si s6 é fundamental na analise de
sistemas, permite que sinais mais complexos sejam descritos por
uma Gnica expressdo matemadtica.

Exemplos: (no quadro)
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1.4 Alguns Modelos Uteis de Sinais

2. Funcao Impulso Unitario
Motivacdo: (no quadro)

O impulso unitério 6(t) é o objeto matematico (ndo é uma
funcdo no sentido usuall) que possui as seguintes propriedades:

a) 0(t) =0, para t # 0 (n3o esta definido em t = 0!)
b) [°° 6(t)dt =1 (a drea sob 4(t) é unitarial)

Graficamente,

i)

Figura : Impulso unitario.
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Impulso Unitario

Interpretacdo: 4(t) tem duracdo infinitamente pequena, mas com

area unitaria
| 1
| €
H =il

€le
3T

Considere

[t

Figura : Pulso 6.(t) de largura e > 0 com [~ 4.(t) dt =1 (4rea
unitdria).

O impulso unitdrio §(t) pode ser “construido” da seguinte maneira:
a) §(t) = lime_0 0¢(t). Logo, 6(t) =0, para t # 0

b) [ 8(t) dt = [ limesob.(t) dt = anO/ 5.(t) dt = 1
I
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Impulso Unitario

Os argumentos acima apresentam dois problemas:

1) lim._0d.(t) ndo converge para uma fun¢3o (no sentido usual),
pois lime_,0 d.(0) = co. Portanto, 6(t) = limc_0 () ndo é uma
funcdo no sentido usual

2) Como 6(t) = lime_,0 d.(t) ndo é uma funcdo (no sentido usual)
e n3o ha convergéncia uniforme, ndo podemos passar lim._,o para
fora da integral em b)

Para contornar tais problemas, poderiamos definir §(t)
rigorosamente como uma fungao generalizada (ou distribuicao).
No entanto, em termos operacionais, o efeito é exatamente o
mesmo do que foi feito acima. Assim, em nosso curso, para ndo
termos que entrar na complexa teoria de fun¢des generalizadas,
vamos aceitar os argumentos acima de forma intuitiva e
nao-rigorosa.
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Impulso Unitario

Propriedades: Seja x(t) um sinal continuo em t = 0. Entdo,

o x(t)d(t) = x(0)d(t)
o [0 x(t)(t) dt = x(0) (propriedade de amostragem)

“Prova”™ Como x(t) é continuo em t = 0, temos que
x(t) 2 x(0), t € [—€/2,¢/2] com € > 0 pequeno
Logo, para € > 0 pequeno, temos
x(£)o(t) = x(t) lim d(t) = lim x(t)d¢(t)
e—0 €0 e —
2x(0)de(t)
= lim x(0)d(t) = x(0) Iin‘(lj de(t) =|x(0)o(t)
—)

e—0

Assim,

/_ 7 x(t)o(t) dt = /_ ~ x(0)3(t) dt = x(0) _OO 5(t) dt = [x(0)
————



Impulso Unitario

Novamente, as propriedades acima podem ser colocadas de forma
rigorosa através de funcdes generalizadas. Vamos agora
generaliza-las para §(t — T) (impulso unitario deslocado de T
segundos).

Propriedades: Seja x(t) um sinal continuo em t = T. Ent3o,
o x(t)o(t—T)=x(T)i(t—T)
o [ x(t)é(t — T)dt = x(T) (propriedade de amostragem)

Como §(t — T) estd “concentrado” em t = T, temos

T+
/(51‘— ) dt = /5t— ) dt = / (t—T)dt
t1

para t; < T < tp. No entanto,

/tzé(t—T)dtzo

t1

L

sethi<th<TouT<t<ht.
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Impulso Unitario

Por razoes de consisténcia, nao definimos

T t
(t—T)dt nem / o(t—T)dt.
t1 T
Assim, para t; < T < tp, devemos fazer
T+ tH
6(t T)dt = 6t—T)dt+ (t—T)dt+ [ 6(t—T)dt=1
T- T+

t1

=0 —l =0
Exemplos: (no quadro)

Relembre do Célculo 1 que se um sinal x(t) é descontinuo em

t = to, entdo x(t) ndo é derivdvel (no sentido usual) em ty. No
entanto, com o auxilio do impulso unitdrio §(t), podemos
generalizar o conceito usual de derivada para sinais x(t) que
apresentam saltos de descontinuidade.

Em todo o restante do curso, assumiremos que os sinais x(t) sdo

diferenciaveis por partes.
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Impulso Unitario

Definimos a derivada generalizada (ou derivada distribucional)
de x(t) em t = ty por:
x'(tp), quando a derivada usual de x(t) existe em tg
dX(to)
pra (x(tg") — x(ty ))d(t — to), quando x(t) apresenta um
salto em tg

onde x/(t) é a derivada usual de x(t) e (x(t;") — x(t,)) é o
tamanho do salto de descontinuidade.
Portanto, se x(—o0) = 0, entdo

x(t):/_t dXT(:)dT

oo

para todo t em que a derivada usual x'(t) existe.

Obs: As propriedades usuais de derivacdo da soma, diferenca e
produto, permanecem validas para a derivada generalizada.

Exemplos: (no quadro)
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Funcao Exponencial Complexa

3. Funcao Exponencial Complexa

Seja s = 0 + jw. Relembre que
o= (s+s")/2 (parte real), w = (s—s%)/2j (parte imaginaria)
Como &% = cosw + jsenw, (e/*)* = e, obtemos que

v  eiw v — emiw

COSwWw = ———, Sehw = :
2j

2

Do mesmo modo, para s = g + jw, relembre que
et = e%t[cos(wt) + jsen(wt)], (e%)* =€t

Logo,

est + es*t

2
Denominamos s de frequéncia complexa (generaliza a frequéncia
wem &% = cosw + jsenw), |w| de frequéncia angular e o de
frequéncia neperiana.

e’ cos(wt) =
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Funcao Exponencial Complexa

Assim, vérios sinais reais podem ser escritos em funcio de eSt:
@) x(t)=e"=s=0,w=0

(b) x(t) = coswt = x(t) = 3(e/*t + e*t) (s = Ljw, o = 0)
c

(d)

—_
~
x

(t) = e“tcoswt, 0 < 0 = x(t) = 2(e + €% t) (s = 0 + jw)

1
2
1
2

x

(t) = e“tcoswt, 0 >0 = x(t) = S(e +e°t) (s = 0 + jw)

Figura : Sendides de frequéncia complexa s = o + jw. 41 /284



Funcao Exponencial Complexa

Plano s (plano de frequéncia complexa): (no quadro)

Exemplos: (no quadro)
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1.5 Funcoes Pares e Impares

Um sinal x.(t) é par quando, para todo t,
Xe(t) = xe(—t), (simetria em relagdo ao eixo vertical),
Um sinal x,(t) é impar quando, para todo t,

Xo(t) = —xo(—1t), (rebatimento diagonal do grafico),

(a)
.um) —\\\\-\\\\~\~
a |

Figura : Fungdo par (a), e fun¢do impar (b).
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Funcoes Pares e Impares

Se x(t) é impar, entdo x(0) = —x(—0), ou seja, x(0) = 0.
Portanto:

o x(t) é impar = x(0) =0

e x(0) # 0 = x(t) ndo é impar

Exemplos:

x(t) = C cos(wt) é par, pois C cos(wt) = C cos(—wt)
x(t) = Csen(wt) é impar, pois Csen(wt) = —Csen(—wt)
x(t) = t", com n > 0 par, é um sinal par

x(t) = t", com n > 0 impar, é um sinal impar

O |mpu|so 0(t) é par. Logo, 6(t) =d6(—t) e

1
2
3
4,
5.
o(T —t)=0(t=T)
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Funcoes Pares e Impares

Propriedades:

1. par + par = par

2. impar + impar = impar

3. par X impar = impar

4. par X par = impar X impar = par
5

. 1/par = par 1/impar = impar

6. Se x(t) é par, entdo / Xe(t) dt = 2/ xe(t) dt
0

—a
a
7. Se x,(t) é impar, entdo / Xo(t)dt =0

—a

Exemplos: (no quadro)

Demonstracdo de 3: (no quadro)
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Funcoes Pares e Impares

Componentes Pares e impares de um Sinal: Seja x(t) um
sinal. Entdo, podemos decompor x(t) como

X(8) = 2x(8) + x(= )]+ o x() — x(~2)]

xe(t) € par xo(t) € impar

Note que:
o x(t) = xe(t) (xo(t) = 0) & x(t) é par
o x(t) = xo(t) (xe(t) = 0) < x(t) é impar

Exemplos: (no quadro)
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Sistema: é uma entidade em que os sinais de saida s3o alterados
pelos sinais de entrada.

Ex: motor elétrico, motor mecanico, equalizador de dudio,
computador, automével, ecossistemas

Ty () —— —— i)

25ty —m— —— v(r)
.

P . .
Xl —— —— ylr)

Figura : Representacdo de um sistema.

Modelagem matematica: obter relagcdes matematicas entre as
entradas e as saidas

e Sistema Real x Modelagem x Anilise (x(t) — y(t) =7)
x Controle (x(t) =7 — y(t))

e Modelagem de sistemas elétricos: Leis de Kirchhoff

e Modelagem de sistemas mecanicos: Leis de Newton -



1.7 Classificacdo de Sistemas

Em nosso curso, estudaremos apenas sistemas SISO (Single Input,
Single Output — Unica Entrada, Unica Saida). Além disso,
consideraremos somente sistemas em que cada entrada x(t) gera
uma unica saida y(t). Neste contexto, um sistema nada mais é
do que um mapeamento do conjunto de entradas no conjunto de
saidas.

1. Sistemas Sem Memodria e Com Memédria

Sem Memodria (ou Instantaneo): quando a saida no instante t
depende apenas da entrada no instante t, ou seja, a saida em t
independe dos valores da entrada antes de t (passado) e apds t
(futuro).

Com Meméria (ou Dindmico): quando o sistema ndo é sem
memodria. Isto significa que a saida no instante t depende de
algum valor passado ou futuro da entrada.
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1.7 Classificacdo de Sistemas

2. Sistemas Causais e Nao-Causais

Causal (ou Fisico ou N&o-Antecipativo): quando a saida no
instante t independe dos valores da entrada apés t (futuro).

Nao-Causal (ou Antecipativo): quando o sistema n3o é causal.
Isto significa que a saida no instante t depende de algum valor
futuro da entrada.

Exemplos:

(a) v(t) = Ri(t) (resistor), x(t) = i(t) é a entrada, y(t) = v(t) é
a saida: sem memoria e causal

(b) y(t) = f(x(t)): sem memdria e causal
(c) y(t) = cos(x(t — 1)): com memdria e causal

(d) y(t) = cos(x(t — 1)) + sen(x(t + 1)): com memodria e
nao-causal
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1.7 Classificacdo de Sistemas

t
(e) y(t) :/ x(7) dT (sistema integrador): com memdria e

—00
causal

t+1
(f) y(t) = / x(7) d7: com memdria e ndo-causal
—0o0
Obs: Todo sistema real deve ser causal. No entanto, sistemas
nao-causais possuem importancia pratica. Por exemplo, um filtro
passa-baixas ideal é n3o-causal e, portanto, ndo pode ser
construido (realizado) na prética. Assim, o objetivo da engenharia
é construir filtros passa-baixas reais que possuem um desempenho
préximo ao do ideal (no quadro).

50 /284



1.7 Classificacdo de Sistemas

3. Sistemas Lineares e Nao-Lineares
3.1 Sistemas Sem Meméria

e Linear: quando o sistema (sem memdria) satisfaz (k é real ou

imaginario):

@x1—yiexx—y=>x3=x1+x2 — y3=y1+

(aditividade)

(b) x — y = X = kx — y = ky (homogeneidade)

Note que as duas condi¢Ges acima s3o equivalentes a:
X1——y1exp —> Y2 = x3 = kixi + kaxo —> y3 = kiya + koyo
(principio da superposicdo)

Ao tomarmos k = 0 na condicao de homogeneidade, concluimos

que todo sistema linear satisfaz: ‘x =0 — y =0/ No entanto, a

reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que nao podemos garantir
que um sistema é linear apenas porque x =0 — y = 0.
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Sistemas Sem Memodria Lineares e Nao-Lineares

Importante 1! Aditividade A Homogeneidade

e Nao-Linear: quando o sistema (sem memdria) ndo é linear, ou
seja, ndo satisfaz a aditividade ou n3o satisfaz a homogeneidade

Importante 2! Na pratica, todo sistema fisico possui limitacdes na
amplitude da entrada x(t) (ex: resistor). Assim, sistemas reais ndo
podem ser lineares pois a condicdo de homogeneidade nao é
satisfeita. No entanto, para variagdes nao muito grandes na
entrada, diversos sistemas reais se comportam como se fossem
lineares.

Exemplos: (no quadro)
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1.7 Classificacdo de Sistemas

3.2 Sistemas com Memdria

Condicao Inicial (ou Estado Inicial) v(#y) de um sistema com
memoria no instante ty: é a informagdo em ty que, juntamente
com o conhecimento da entrada x(t), t > tp (futuro), determina
uma unica saida y(t) para todo t > ty. Isto significa que, para se
determinar o comportamento futuro da saida, ndo importa a
maneira como o sistema atingiu a condi¢do inicial v(tp), ou seja,
v(tp) contém toda a informacdo passada do sistema até o instante
to. Assim,

V(t0)>

>
X(t), t > to} — )/(t)a t >t

Resposta Entrada Nula y,(t): é a resposta do sistema quando
x(t) =0,t > to: ‘ v(to), x(t) =0,t > to} — yo(t),t > to‘

Resposta Estado Nulo y.s,(t): é a resposta do sistema quando
v(to) = 0: | v(to) = 0, x(t),t > to} — yesn(t), t > 1o
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Sistemas com Memoéria Lineares e N3o-Lineares

e Linear: quando o sistema (com memdria) satisfaz (k é real ou

imaginario):
(a) (Aditividade) Se
vi(to), v2(to),
> >
xa(t), t2 to} A2 ), ez gy T P20
entao,

V3(t0) = Vl(to) -+ Vz(to),

x3(t) = x1(t) + xo(t), t > fo} — y3(t) = y1(t) + y2(t), t > 1o

(b) (Homogeneidade) Se

V(t0)¢

>
X(t), t> tO} —>}/(t)7 t >t

entao

54 /284



Sistemas com Memoéria Lineares e N3o-Lineares

Note que as duas condi¢Ges acima s3o equivalentes a:

(Principio da Superposicdo) Se

vi(to), va(to),
N > N >
x(t), t> to} nt) t2th L s g va(t), t= o
entao,

v3(to) = kiva(to) + kava(to),
t) =k t)+k t), t > t
X3(t) = klxl(t) +k2X2(t), t >ty —>}/3( ) 1}/1( )+ 2}/2( )’ =y

Ao tomarmos k = 0 na condicao de homogeneidade, concluimos
que todo sistema linear (com memdria) satisfaz:

v(to) =0, x(t) =0,t > to} — y(t) =0,t > to|.

No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Isto significa que n3o
podemos garantir que um sistema é linear apenas porque
v(tp) =0, x(t) =0,t > to} — y(t) =0,t > to.
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Sistemas com Memoéria Lineares e N3o-Lineares

Importante 1! Aditividade A Homogeneidade

e Nao-Linear: quando o sistema (com memédria) n3o € linear, ou
seja, ndo satisfaz a aditividade ou n3o satisfaz a homogeneidade

Importante 2! Na pratica, todo sistema fisico possui limitacdes na
amplitude da entrada x(t) (ex: motor elétrico). Assim, sistemas
reais ndo podem ser lineares pois a condicdo de homogeneidade
nao é satisfeita. No entanto, para variagdes ndao muito grandes na
entrada, diversos sistemas reais se comportam como se fossem
lineares. Isto sera visto mais adiante em nosso curso no tdpico
“Linearizacdo de Sistemas N3o-Lineares”.

Concluimos entdo que resposta total y(t),t > tog, de um sistema
linear com meméria é dada por y(t) = yo(t) + Yesn(t), ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em v(t) linear em x(t)

Propriedade de Decomposicao N



1.7 Classificacdo de Sistemas

Obs: Sistemas sem memdria n3o possuem estado inicial. Para
sistemas com memdria, sempre assumimos que v(—oo) = 0.

Exemplos: (no quadro)

4. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

Nocao intuitiva: quando as caracteristicas de um sistema n3o
mudam com o tempo, dizemos que o sistema é invariante no
tempo. Caso contrdrio, dizemos que o sistema é variante no tempo.

A massa de um transatlantico sofre grandes varia¢ées ao longo do
tempo devido ao consumo do combustivel. Logo, é um sistema
variante no tempo. Em geral, sistemas reais sdo variantes no
tempo devido a deterioracao e ao envelhecimento dos componentes
fisicos ao longo do tempo. No entanto, num certo intervalo de
tempo finito razoavel, diversos sistemas reais se comportam como
se fossem invariantes no tempo. Por exemplo, um automdével zero
pode ser considerado invariante no tempo no primeiro ano de uso.

Vamos agora definir de maneira precisa este conceito. 09



4. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

4.1 Sistemas sem Memdria

e Invariante no tempo: quando

x(t) = y() = x(t) =x(t = T) —y(t) =y(t - T)

i A1h : e =17
: Dalay e
- i i =
il
(i n ' it — T ¥ T
|| I’imo:h — = M

Figura : Diagrama: o Sistema S comuta com o Atraso. 55/5E0



4. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

4.1 Sistemas sem Memodria

e Variante no tempo: quando n3o é invariante no tempo.
Exemplos: (no quadro)

4.2 Sistemas com Memoéria

e Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é

satisfeita:
Se ()
v(ty) = v,
>
X(t), t > tO} — }/(t)v t >t
entao
V(to + T) = \p,

Y(t):X(t_T), t>ty+ T}_>)7(t):}’(t—7_), tZto—l—T

llustragcdo: (no quadro)
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Sistemas com Memoria Invariantes e Variantes no Tempo

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, nao importa o
tempo inicial tp em que comegamos a estudar o sistema ou
aplicamos a entrada. Assim, para simplificar, podemos sempre
escolher ty = 0.

e Variante no tempo: quando n3o é invariante no tempo.

Pode-se mostrar que todo sistema descrito por uma equacao
diferencial da forma
dNy =Ty dMx dx
+a +--4any = b +---+b
dt’V 1 N1 NY = N=M" i N-1r
é um sistema causal, com memodria e linear, onde N > M e os
coeficientes (parametros) a;, b; sdo constantes ou dependentes do

tempo t.

+byx (%)

d?y d d
Exemplo: 3? + t2 dy + cos(5t)y = td_); +x (N=2,M=1)

Quando todos os pardmetros a;, bj em (x) sdo constantes, o
sistema ¢é invariante no tempo. Caso contrdrio, é variante. e



1.7 Classificacdo de Sistemas

Propriedade (sera mostrada na Secdo 2.4): Considere um
sistema linear com memdéria causal invariante no tempo.
Suponha que x(t),t € R, é uma entrada causal e seja T > 0.
Ent3o, yesn(t),t € R, é causal e:
se v(0) =0, x(t),t >0} — yesn(t),t >0

entdo v(0) =0, X(t) = x(t—T),t > 0} — Veen(t) = Yesn(t—T),t >0
Isto significa que x(t),t > 0 — yesn(t), t > 0, se comporta
como um sistema linear sem memdria invariante no tempo!
5. Sistemas em Tempo Continuo e em Tempo Discreto: um
sistema em tempo continuo é um sistema em que as entradas e
as saidas s3o sinais em tempo continuo. Um sistema em tempo
discreto é um sistema em que as entradas e as saidas sao sinais
em tempo discreto.
6. Sistemas Analdgicos e Digitais: um sistema analégico é um
sistema em que as entradas e as saidas s3o sinais analdgicos. Um
sistema digital é um sistema em que as entradas e as saidas sdo
sinais digitais. 61 /284



1.7 Classificacdo de Sistemas

Ex: motor elétrico (sistema analdgico em tempo continuo),
computador (sistema digital em tempo discreto).

Figura : Processamento de um sinal continuo por um computador.
7. Sistemas Invertiveis e Nao-Invertiveis

Relembre que um sistema S associa uma Unica saida y(t) para
cada entrada x(t), ou seja, corresponde a um mapeamento do
conjunto de entradas no conjunto de saidas. Quando diferentes
entradas geram diferentes saida, isto é,

X1 # X2 = Y1 F Y2 (ou, equivalentemente, y; = y» = x1 = x2)

dizemos que o sistema é invertivel. Caso contrario, dizemos que o
sistema é nao-invertivel. 62284



Sistemas Invertiveis e Nao-Invertiveis

Note que dizer que um S sistema é invertivel é o mesmo que dizer
que o mapeamento correspondente € injetivo. Neste caso,
podemos, a principio, determinar o sistema inverso S; do sistema
original S, o qual determina x(t) a partir de y(t). Desse modo, S
em série com S; resulta no sistema identidade (y = x).

Ex: gravagcao em vinil, .ZIP, criptografia

Wiy Wi xii}
—— 5 L e = ji s

Figura : Sistema S em série com seu sistema inverso S;.

Exemplos: (no quadro)
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1.7 Classificacdo de Sistemas

8. Sistemas BIBO (Bounded Input/Bounded Output)
Estaveis e Instaveis

Relembre que um sinal f(t) é limitado quando existe Mf < oo tal
que
|f(t)] < Mf < oo, para todo t € (—o0,0)

ou, de maneira equivalente,
—My¢ < f(t) < M¢, para todo t € (—o0,00)
Propriedades:
a) Se lim f(t) = oo, entdo f(t) é ilimitado.
t—o0
b) Se f(t)=0parat<tye tlim f(t) = c, entdo f(t) é limitado.
—00
Dizemos que um sistema é BIBO estavel quando toda entrada
limitada resultar numa saida limitada. Caso contrario, dizemos que

o sistema é BIBO instavel.
Ex de sistemas BIBO instaveis: reatores quimicos, avidoes

Exemplos: (no quadro) 64 /284



1.8-1 Modelagem de Circuitos Elétricos: Descricao

Entrada-Saida (Externa)

e Resistor (R): vr(t) = Rir(t)

e Capacitor (C): ic(t) = Cdvggt)
e Indutor (L): v/ (t) = Ldlit)

Utilizamos ent3o a Lei de Kirchhoff da Tensdes (LKT) e a Lei de
Kirchhoff das Correntes (LKC) para obter a relagdo entrada-saida.

Para simplificar, definimos os operadores diferenciais: D = d/dt,
D? = d2/dt2, e assim por diante.

Exemplos: (no quadro)

Vejam as Secoes 1.8-2 e 1.8-3 do Lathi para modelagem de
sistemas mecanicos e eletromecanicos (motor CC).
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1.10 Descricao Interna: Descricao em Espaco de Estado

Descricao interna: é a descricdo matematica que é capaz de
determinar todos os possiveis sinais de um sistema

Variaveis de estado: é um certo conjunto de sinais que permite
determinar todos os demais sinais de um sistema.

Descricao em espaco de estado: é a descricdo matematica que
determina as relacGes entre as varidveis de estado e a entrada do
sistema por diversas equagdes diferenciais de primeira ordem (uma
para cada varidvel de estado). Por exemplo, se gi(t), ..., gn(t) sdo
as variaveis de estado e x(t) é a entrada, entdo o descrigdo em
espaco de estado é:

ql - fl(CIla~~7CInaX)

qn = fn(qlv"'aqu)
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Descricao em Espaco de Estado

Para um dado sistema, escolhemos as variaveis de estado como
os sinais que correspondem aos elementos armazenadores de
energia no sistema. Por exemplo, em circuitos elétricos, as
variaveis de estado s3o: as tensdes nos capacitores (energia
armazenada no campo elétrico) e as correntes dos indutores
(energia armazenada no campo magnético).

Exemplos: (no quadro)
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Capitulo 2: Andlise no Dominio do Tempo de Sistemas em

Tempo Continuo

Considere um sistema linear em tempo continuo invariante no
tempo (LCIT) em que a relagcdo entrada-saida é descrita por
uma equacao diferencial da forma
dNy dN 1 M dx
+a 4+ +any=b +---+b + byx
diN 1dt’V1 NY = NMdM N-1"¢ N
onde N > M e os parametros a;, b; s3o constantes e reais.
Denominamos N de ordem do sistema. Utilizando o operador
diferencial D = d/dt, podemos rescrever tal equagdo como

Q(D)y(t) = P(D)x(t)

onde

Q(D)=DN + a3 DN ... 4 ay_ 1D+ ay
P(D) = by_mDM + - 4+ by_1D + by
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Sistemas LCIT

O estado inicial do sistema em tg = 0~ é o vetor
w=["107) ... yD(07) y(07) RV

Isto significa que

x(t), t>0

Como o sistema é linear, sabemos que a resposta total
y(t), t >0, é dada por

“o, } — y(t), t>0

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo
y(t) yo(t) (x=0) Yesn(t) (vo=0)

Propriedade de Decomposicao

Obs: Para efeitos de calculo de y.s,(t), t > 0, considera-se que

x(t) =0, t <0 (entrada causal!).

Relembre que um sinal f(t) é suave quando as derivadas de todas
ordens existem. Em nosso curso, assumiremos que a entrada x(t)

é suave por partes. 69 /284



Sistemas LCIT

Seja Sy = {t1,t2,t3,...} C [0,00) o conjunto de instantes de
tempo em que x(t), x()(t),...,x(M)(t) apresentam saltos de
descontinuidade. A saida correspondente do sistema é o (tinico)
sinal suave por partes y(t), t > 0, tal que:

1. y(t),yM(t),...,yM(t) sio continuas por partes, e os

possiveis saltos de descontinuidade estdo em S,

2. Para todo t >0 com t ¢ S,, temos que y(t), y((¢), ...,
N)(t) satisfazem

(N—1) Mx dx
- b
dtM+ HON-1

3. A resposta estado nulo satisfaz yes,(t) =0,t < 0. A
resposta entrada nula y(t), t € (—o0,0), é suave e satisfaz

Q(D)yo(t) = (DN 4 a1 DVt 4 ...+ ay_1D + an)yo(t) = 0

com [y5" () - ¥57(0) yo(0)] = wo
4. A saida y(t) satisfaz [y(N=1(¢) ... yO(t) y(t)]|;—0- = w0

y(N)—i—aly +---4any = bn—m +---+bnx
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2.2 Resposta Entrada Nula

Obs: yo(t) e Yesn(t) sdo determinados de maneira independente
Exemplo: (no quadro)

Considere o sistema

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
com condi¢do inicial vo = [y(V="D(07) ... yM(07) y(07)] € RV.
Desse modo, a resposta entrada zero yy(t) é a solugdo suave da
equacdo diferencial homogénea

Q(D)yo(t) = (DN + 21DVt + -+ an_1D + an)yo(t) = 0

com [y D0) ... y{P(0) yo(0)] = w.

e Q(\) = AN + 2 AN=1 4 an 1\ + ap: polindmio carateristico
do sistema (grau N !lI)

e Q(A\) =(A—A1)...(A— An) = 0: equagdo caracteristica

® \i,..., Ay € C: raizes carateristicas (ou valores

caracteristicos, autovalores, frequéncias naturais)
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Resposta Entrada Nula

e Raizes caracteristicas \1,..., \y distintas e reais: temos que
yo(t) = c1e™t 4+ - + cye*t,  t € (—o0,00)

ou seja, yo(t) é uma combinagdo linear dos N modos
caracteristicos (ou modos naturais) et ... et

Os N coeficientes reais cy, ... cy sao determinados a partir da
condicdo [yéN_l)(O) yél)(O) y0(0)] = vo.

e Raizes caracteristicas \1,..., Ay repetidas e reais: quando
quando a raiz caracteristica A\; tem multiplicidade r > 1, temos que

At At

-1 t t t
yo(t) = e +ote™ 4.+ t" eM —I—C,Hek’+1 ot enet,
ou seja, yp(t) é uma combinagdo linear dos N modos
caracteristicos eMt, teMt . trleMit At et No
caso de existirem vdrias raizes caracteristicas com multiplicidade
maior que 1, a expressdo para yp(t) é analoga.
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Resposta Entrada Nula

e Raizes caracteristicas \1,..., Ay complexas
As raizes complexas do polinémio caracteristico
N N—1
Q\) = A"+ a A" +any_1 A + an

sempre ocorrem em pares complexos conjugados, pois os
coeficientes a; sdo reais. Logo, se Q(A) =0 com A complexo,
entdo Q(A\*) = 0.

Suponha que A\; = a3 + jB1 é uma raiz caracteristica complexa do
sistema de multiplicidade r = 1. Neste caso,

e cos(B1t + 01)

¢ o modo caracteristico do sistema associado a A\; complexo.
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Resposta Entrada Nula

Por exemplo, se A1, A2 = A], A3, ..., Ay sdo raizes
caracteristicas com A3, ..., Ay reais e distintas, entdo

yo(t) = cre™tcos(Brt+61)+cse™ i+ -+ cyet,  t € (—o0,00)
onde os N coeficientes reais cy, 31, ¢3, ... cy sao determinados a
partir da condig¢do [y, (N=1) (0) (1 (0) y0(0)] = wo.

De maneira semelhante, se \; = a1 + j31 é complexo e tem
multiplicidade r > 1, entdo

et cos(Bit+61), te®tcos(Bit+61), ..., t're™  cos(Brt +61),
s3o os r modos caracteristicos do sistema associados a ;.
Método Alternativo (equivalente e mais facil!): podemos sempre

escolher 2r modos caracteristicos associados a uma raiz
caracteristica complexa \; = a3 + jB1 de multiplicidade r > 1:

et cos 1t, e*tsen Bit, te*fcos Bit, te® 't sen Bit,

L, tT et cos B t, e sen Byt
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Resposta Entrada Nula

Em resumo: y,(t) é sempre uma combinacg3o linear (com
coeficientes reais) dos modos caracteristicos do sistema. Os
coeficientes da tal combinagao linear sempre existem, sdo tnicos, e
sao obtidos a partir da condicao

b P0) ... ¥$P(0) y0(0)] = vo.
Portanto, quando x(t) = 0,t > 0 (entrada nula), entdo

y(t) = yo(t), t > 0, fica completamente determinada pela
condicao inicial vy e pelos modos caracteristicos do sistema!
Obs 1: Quando utilizamos o método alternativo, yo(t) serd uma
combinac3o linear de N modos caracteristicos. Os N coeficientes
reais de tal combinac3o linear sempre existem, s3o unicos, e sdo
obtidos a partir de um sistema de equacoes lineares

. . N—1 1
determinado pela condigdo [yé )(0) yé )(0) y0(0)] = v.
Obs 2: Quando vy = 0, entdo yp(t) =0, t € (—o0,0), ou seja a
resposta entrada nula é zero! Logo, se vy = 0, entdo
y(t) = Yesn(t), t > 0 (como teria que ser!).
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2.3 Resposta ao Impulso Unitario de um Sistema LCIT

Considere um sistema descrito por
Q(D)y(t) = P(D)x(t)

onde (N = M)

Q(D)=DN +a,DN1 ... 4 ay_ 1D+ ay

P(D) = boD" +--- 4 by_1D + by
Suponha que x(t) = d(t), ou seja, aplicamos um impulso unitdrio
em t = 0 no sistema. Nosso objetivo é determinar
h(t) = Yesn(t), t € (—00,20), ou seja, encontrar a resposta
estado nulo do sistema quando x(t) = §(t). Isto pode ser feito da
seguinte maneira:

h(t) = bod(t) + [P(D)ya(t)]u(t), t € (—o0,0)
onde yp(t),t € (—o0,0), é a solugdo de
Q(D)ya(t) =0
com as seguintes condigdes iniciais

¥n(0) = 7a(0) = --- = yV=D(0) =0, yNV(0)=1 .



Resposta ao Impulso

Em outras palavras, y,(t) é uma combinaco linear dos modos
caracteristicos do sistema, cujos coeficientes sdo obtidos a partir
das condicdes iniciais

¥n(0) = ya(0) = --- = y"=2(0) =0, y(N"D(0) =1

Denominamos h(t) de resposta ao impulso ou resposta
impulsiva do sistema.

Obs 1: Quando N > M, temos que by = 0. Logo,
h(t) = [P(D)yn(t)]u(t), t € (—o0,0)
e a resposta impulsiva ndo apresenta nenhum impulso em t = 0.

Obs 2: Note que a resposta impulsiva h(t) é causal para N = M
ou N > M. Além disso, h(t) é determinada pelos modos
caracteristicos do sistema!

Exemplos: (no quadro)
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2.4 Resposta do Sistema a Entrada Externa: Resposta
Estado Nulo

Considere um sistema LCIT com memdria. Relembre que a
resposta total y(t), t > ty, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y(t) yo(t) Yesn(t)

Propriedade de Decomposicao

Assuma que typ = —oo. Relembre que v(—o0) = 0 por hipétese.
Assim, y(t) = Yesn(t), t € (—00,00) para uma dada entrada x(t),
t € (—o00,00). Como o impulso unitdrio §(t) é uma fungdo par,
obtemos pela propriedade de amostragem que

x(t) = /_ T () — t) dr = /_ T ()it — 1) dr
= A“Trzonz x(nAT)d(t — nAT)
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Logo,

entrada — saida

i(t) — h(t) (resposta impulsiva)
o(t — nAT) — h(t — nAT) (invariancia)
x(nAT)o(t — nAT) — x(nAT)h(t — nAT) (homogeneidade)
Portanto, usando a propriedade de aditividade (e assumindo

continuidade na relagdo entrada-saida do sistema), concluimos que

oo

x(t) — y(t) = yesn(t) = Jim > x(nAT)h(t — nAT)

= /Oo x(r)h(t — ) dr

— o0

2 x(t) * h(t) (integral de convolugio)
pois

x(t) = lim x(nAT)o(t — nAT)
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Ao repetirmos o mesmo raciocinio acima considerando que typ =0
e v(0) = 0, obtemos que
o

X(t), £3 0 —> yeon(t) = / «()h(t — 7Y d7, t >0

Portanto, para efeitos de calculo, podemos assumir (e é o que
sempre faremos!) que x(t) =0, t < 0 (entrada causal!), e
assim

x(£), >0 —> yeon(t) = /
=x(t)* h(t), t >0

[e.e] (o)

x(T)h(t—T)dT:/ x(F)h(t — 1) dr

—00
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2.4-1 A Integral de Convolugao

Sejam xi(t), x2(t), t € (—00,00), sinais reais. A integral de
convolugao de x;(t) e x2(t) é o sinal real c(t) definido por

o0

c(t) = x1 () % 0(t) :/ sa()so(t — 1) dr

—0o0

:/O xl(r)x2(t—7)d7+/OOOX1(T)X2(t—T)dT

— 00

0 T
= lim / x1(7)x(t — 7)d7 + _lim /Xl(T)X2(t—7') dr, teR
T—oo J_T T—oo Jo
(desde que a integral imprépria seja finita para qualquer t € R).
Obs 1: A varidvel de integracdo é 7, e ndo t!

Obs 2: Para calcularmos ¢(t) no instante t, primeiro fazemos uma
reversdo temporal de x»(7) seguida de um deslocamento por t,
depois multiplicamos por x1(7), e entdo integramos de —oco a co.

Obs 3: O valor de ¢(t) no instante t depende do comportamento

dos sinais x1(t) e x2(t) em todo o eixo temporal R = (—o0,00)!



Convolucao

Propriedades: Sejam x(t), x2(t), x3(t), t € (—o0,00), sinais reais
e k um numero real. Ent3o:
1. x1(t) * x2(t) = xo(t) x x1(t)  (comutatividade)
2. x1(t) * [x2(t) * x3(t)] = [x1(t) * x2(t)] * x3(t)  (associatividade)
3. xi(t) * [xa(t) £ x3(t)] = [x1(t) * x2(t)] £ [x1(t) * x3(t)]
(distributividade)
4. Se xi(t) x xp(t) = c(t), entdo
xi(t)xx(t—T)=xi(t — T)xx2(t) =c(t —T)
xit—T)*xx(t—To)=c(t—T1i—Ta)=c(t—(T1 + T2))
(propriedade de deslocamento)
5. x1(t) *xd(t) = x1(t)  (6(t) é o elemento neutro da convolugdo)
6. [kx1(t)] * x2(t) = xa(t) * [kxa(t)] = k[x1(t) * x2(t)]
7. Se xq(t) é diferencidvel, entdo [Dxy(t)] * x2(t) = D[x1(t) * x2(t)]
8. Se xq(t) tem duragdo finita Ti, e x»(t) tem duragdo finita 7>,
entdo c(t) = xq(t) * x2(t) tem duragio finita T; + T»
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Considere um sistema descrito por
Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condic3o inicial vg = [y(N_l)(O_) y(l)(o_) y(07)] € RN
em tg =07, onde (N = M)

Q(D)=D" +a; D" - +ay_1D +ap
P(D) = boD" +--- 4 by_1D + by

Relembre que este é um sistema LCIT com meméria e causal, e
que a resposta total y(t),t > 0, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula 4+ Resposta Estado Nulo

(1) yo(t) (x=0) Yesn(t) (v0=0)

Propriedade de Decomposicao

Além disso, relembre que a resposta impulsiva h(t) é causal e

determinada a partir dos modos caracteristicos do sistema.
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Relembre, ainda, que para encontrarmos yess(t), t € (—o0, 00),
assumimos que x(t) = 0, para t < 0 (entrada causal). Ao
seguirmos o mesmo raciocinio utilizado no inicio da Secdo 2.4,
encontramos que

Yeon(t) = /oo (F)h(t — 7) d7 = x(£) * h(t)

—00

:/OX_(T)h(t—T) d7'—|—/(:<+(7')h(t—7') d7'+/0?(7')h(t—7') dr

—00 -

No entanto, como x(t) e h(t) sdo causais, temos que x(7) = 0,
para T <0, e h(t —7) =0, para t < 7. Portanto,

t<0=x(r)h(t —7) =0 para 7 € R = yesn(t) =0
t

t>0=x(r)h(t —7) =0 para 7>t = yesp(t) = x(7)h(t —7)dT
i
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Logo, a resposta estado nulo y.,(t), t € (—o0,00), é causal e
dada por

t

Yesn(t) = /i X(T)h(t B T) dr = /_ h(T)X(t - 7_) dr, t>0
0 t<0

ou seja,

Veen(t) = [/tx(T)h(t — ) dr} u(t) = [/th(T)x(t — ) dr} u(t),t € R

Obs 1: O limite inferior de integracdo é escolhido como 0~ para
cobrirmos o caso em que a entrada x(t) e/ou a resposta impulsiva
h(t) possuem um impulso §(t) em t = 0. Em tal situa¢do, ndo
temos como calcular yes,(0), mas somente yes,(07). Quando nem
x(t) nem h(t) possuem impulsos em t = 0, podemos trocar 0~ por

0 no limite inferior de integracao.
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Obs 2: Relembre que a resposta impulsiva h(t) é calculada a partir
dos modos caracteristicos do sistema. Desta maneira, concluimos
que a resposta estado nulo y.,(t) fica completamente
determinada pela entrada x(t) e pelos modos caracteristicos!

Obs 3: A resposta estado nulo possui o0 comportamento esperado:
e Se x(t) = 0(t), entdo yesn(t) = x(t) * h(t) = d(t) * h(t) = h(t),
pois d(t) é o elemento neutro da convolugdo.

e Se x(t) =0, t € R, entdo yesn(t) = x(t) x h(t) =0, t € R, ou
seja, y(t) = yo(t), t 2 0.

Obs 4: Ha duas maneira de interpretar h(t):

e (Intuitiva) Se 6(t) = ell_% 0¢c(t) e he(t) é a resposta estado nulo
para a entrada 0.(t), entdo h(t) = 6"_% he(t).

e (Técnica) 4(t) é o sinal tal que x(t) x 0(t) = x(t), e

h(t) = bod(t) + [P(D)yn(t)]u(t) é o sinal tal que

Yesn(t) = x(t) # h(t) = box(t) + x(t) * {[P(D)yn(t)]u(t)} € a

resposta estado nulo para a entrada x(t).
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT

Tabela de Convolucao: veja a Tabela 2.1, p. 166, do Lathi. Por

exemplo:
_ Mt
Mu(t) + u(t) = - < u(t) (Linha 1)
u(t) * u(t) = tu(t) (Linha 2)
eMtu(t) x e®tu(t) = Lﬁ\)\ﬂu(t) A1 # A2 (Linha 4)
eMu(t) x eMu(t) = te’u(t) (Linha 5)

cos(f — ¢)eM — e~ cos(ft + 6 — ¢)
(a+ X2+ 52 (= z])
onde z = (a+ \) — jB = |z|e/? (Linha 12)

et cos(Bt+0)u(t)xe u(t) = u(t),

Relembre que x1(t) * x2(t) = x2(t) * x1(t) (comutatividade).

Exemplos: (no quadro)
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Convolucao e Sistemas LCIT Causais

Pelo o que mostramos nos slides anteriores, podemos concluir que:
e Se x1(t) = fi(t)u(t) é um sinal causal, entdo

o(t) = xa(E)wa(t) = / el pale=r) e = / “A(rpa(t-r)dr. e R
e Se xi(t) = fl(t)u(t)_e xo(t) = f(t)u(t) sdo causais, entdo

c(t) = x1(£) % x0(t) = [/tﬁ(T)fz(t ) dT] u(t), t € R

Além disso, temos que:

‘Um sistema LCIT é causal < a resposta impulsiva h(t) é causal‘

Considere um sistema LCIT causal com x(t),t € R, causal (logo,
Yesn(t), t € R, é causal). Obtemos pela propriedade de
deslocamento da convolucao que, para T > 0:
se v(0) =0, x(t), t >0} — yesn(t), t >0
entdo v(0) =0, X(t) =x(t—T), t > 0} — Veen(t) = Yesn(t—T), t >0
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT a Entradas

Complexas

Considere um sistema LCIT. Em um sistema fisico real, as entradas
e saidas s6 podem ser sinais que assumem valores reais, e nao
valores complexos. Na Secdo 1.4, vimos que diversos sinais reais de
interesse pratico podem ser expressos como uma combinagao linear
de exponenciais complexas et. Desse modo, pela linearidade, se
soubermos encontrar a resposta do modelo do sistema para a
exponencial complexa e, ent3o saberemos a resposta do sistema
real para tais sinais reais.

Considere um sinal complexo x(t) = x,(t) +j xi(t), onde x,(t) e
xi(t) sdo sinais reais. Considere que

Xr(t) — Yesnr(t)

Xi(t) — Yesn;(t)
Definimos entdo

X(t) = X,(t) +in(t) — yesn(t) = yesnr(t) +jye$’7i(t)
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT a Entradas
Complexas

Agora, seja h(t) a resposta impulsiva (real) do sistema. Definimos

Yesn(t) = x(t) * h(t) = (x-(t) +j xi(t)) * h(t) £ x.(t) * h(t) +j x;(t) * h(t)
= yesn,(t) +jyesn;(t)

Assim,
X(t) = Xr(t) +in(t) — }/esn(t) = }/esnr(t) +j)/esn;(t)
se e somente se

Xr(t) — Yesn,(t)
Xi(t) — Yesn;(t)
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT a Miiltiplas
Entradas

Suponha que

x(t) = Zxk(t) (m entradas)

Concluimos ent3o pela linearidade do sistema que

m
yesn(t) - Zyesnk(t)7
k=1

onde
Xk(t) — Yesn, (t)
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2.4-2 Entendimento Grafico da Operacdo de Convolucdo

Desejamos calcular a integral de convolugo dos sinais x(t) e g(t):

cft) = x(t)re(t) = |

— o0

(o)

x(7)g(t—7)dr = / g(m)x(t—7) d1 = g(t)*x(t)

— 00

(e.e]

Note que a varidvel de integracdo é 7, e que g(t — 7) e x(t — 7)
correspondem a uma reversao seguida de um deslocamento por
t. Como regra geral para facilitar o célculo de c(t), escolhemos o
sinal a ser revertido como o mais simples entre x e g. Suponha
que vamos reverter g. Seguimos entdo o método abaixo.

Procedimento Grafico para Calcular c(t) = x(t) * g(t):
1. Mantenha o sinal x(7) fixo.
2. Faga a reversdo de g(7), obtendo g(—7).

3. Faga um deslocamento de g(—7) por t, obtendo g(t — 7).
Logo, t > 0 é um atraso de g(—7) (deslocamento de g(—7) pra
direita), e t < 0 é um avancgo (deslocamento pra esquerda).

4. A 3rea abaixo do produto x(7)g(t — 7) é o valor da convolugdo

c(t) no instante t. Temos que variar t em (—o0, 00).
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Entendimento Grafico da Operacao de Convolucio

Animacao: John Hopkins University — Signals Systems Control
http://www.jhu.edu/"signals/convolve/index.html

Exemplos: (no quadro)
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Sistemas LCIT - Calculo da Resposta Total e Simulacao

Exemplo: Motor CC (no quadro)

(x = v : tensdo de armadura (entrada)

y = w : velocidade angular do eixo do motor (saida)
L : indutancia do enrolamento

R : resisténcia do enrolamento

Ky : constante de tensao

J : momento de inércia equivalente do motor

b : coeficiente de atrito viscoso

| K: : constante de torque do motor

L=0.01H, R=12Q, J=02, b=01 Kp=K;: =1
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Sistemas LCIT - Calculo da Resposta Total e Simulacao

Considere um sistema LCIT descrito por
(DN+3 pN-14... — N=1, ..
1 +--4an—1D+an)y(t)=(b1 D"+ - -+by_1D+bn)x(t)

com condicdo inicial vo = [y(07) y®M(07) ... y(N-D(07)] € RV
emty=0" e M=N—1(by =0). Para simularmos este sistema
num pacote computacional como o Matlab, seguimos os seguintes
passos:

1. Montamos as matrizes

—ai 10 .. 0 b1
—an 01 ... 0 by
A= ; - B=1 :
—an-1 0O 0 ... 1 bN_1
| —an 0 0 ... 0—N><N _b/\/ 1 nx1
C=[10 ... Olixn D=0
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Sistemas LCIT - Calculo da Resposta Total e Simulacao

2. Definimos a matriz quadrada (é sempre invertivel!)

C
CA

K=| CA (comando K=ctrb(A’,C’)’ no Matlab)

-N—l
L CA 4 NxN

3. Simulamos (espago de estados)
q(t) = Aq(t) + Bx(t)
y(t) = Caq(t) + Dx(t)
com condic3o inicial
q(0) = V07
onde q(t) = [q1(t) qo2(t) ... qN(t)]’ € RN s3o as varidveis de
estado.

Exemplo: Motor CC (no quadro)
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2.4-3 Sistemas Interconectados

......

Figura : Sistemas interconectados.
Suponha que o sistema S; tem resposta impulsiva h;(t) e que o
sistema S tem resposta impulsiva hy(t). Ent3o:
e Conexdo em paralelo: o sistema S, tem resposta impulsiva
ho(t) = ha(t) + ha(t)
e Conexdo em cascata (ou série): o sistema S. tem resposta
impulsiva hc(t) = hy(t) = ha(t) = ho(t) * h1(t). Assim, em termos
da resposta impulsiva ho(t), tanto faz ligarmos S, apds S; ou S;
apds S». No entanto, fisicamente a ordem importa. Por exemplo,
o sistema motor-gerador é diferente do sistema gerador-motor. ., ..,



Sistemas Interconectados

e Integracao:
t

X(t) —> yeon(t) = x(£)4h(t) = R(t) = /x(r) dr — 7o (i) = /_30/25,,(7') dr

—0o0
Exemplos:

a) Seja g(t) a resposta estado nulo para x(t) = u(t) (degrau
unitario). Como u(t) = [’ &()dr, temos g(t) = [*__ h(7)dT.

b) Seja f(t) a resposta estado nulo para x(t) = tu(t) (rampa

unitaria). Como tu(t) = [°__ u(7)dr, temos f(t) = [*__g(r
e Derivacao (veja a Propriedade 7 da Convolucao).
dx(t) dYesn(t)

(der. gen!)

x(t) — Yesn(t) = x(t)xh(t) = Xx(t) =

Exemplos:
a) h(t) = dg(t)/dt, pois 6(t) = du(t)/dt

b) Yesn(t) = x(t) * h(t) = x(t) = dg(t)/dt = dx(t)/dt * g(t), pela
Propriedade 7 da Convolugdo

— yesn(t) = dt
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2.4-5 Resposta Natural e Resposta Forcada

Considere um sistema LCIT descrito por
Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condicdo inicial vo = [y(N"1(07) ... y®(07) y(07)] € RV
em tp =07 e N > M. Temos que

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y(t) yo(t) (x=0) Yesn(t) (v0=0)

Relembre que yp(t) depende da condigao inicial vy e dos modos
caracteristicos do sistema, e que yesp(t) = x(t) x h(t) depende da
entrada x(t) e dos modos caracteristicos através de h(t).
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Resposta Natural e Resposta Forcada

Para o sistema
(D? + 3D + 2)y(t) = Dx(t)
com vg = [0 — 5] e x(t) = 10e~3tu(t), determinamos
anteriormente que os modos caracteristicos sio {e~f, e~2t}, e que
y(t) = (—5e7t +5e ") + (—5e " +20e72" — 15¢73), t > 0

Yo(t) Yesn(t)
Agora, ao juntarmos os termos envolvendo os modos
caracteristicos em y(t), obtemos uma componente y,(t)
denominada de resposta natural (ou solugdao homogénea). E,
ao juntarmos os termos que nao envolvem os modos
caracteristicos em y(t), encontramos uma componente yy(t)
denominada de resposta forcada (ou solugdo particular). Logo,

y(t) = (—10e7t 4 25¢72t) + (—15e73), t > 0
yn(t) Yo (t)
Obs: Em geral, yo(t) # yn(t)  Yesn(t) # yo(t)!
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2.5 Solucdo Cléssica de Equacdes Diferenciais

Tarefa: Ler a Secdo 2.5 do Lathi

Desvantagens da solucdo cldssica em relacdo as técnicas
estudadas até aqui:

1. Fornece resposta total = resposta natural 4+ resposta
forcada, e n3o resposta total = resposta entrada nula +
resposta estado nulo

2. Restringe as entradas x(t) possiveis de serem aplicadas

3. Exige que as condicdes iniciais sejam conhecidas em to = 07 (e
ndo em ty = 07 !). E isto pode ser bastante complicado de se
determinar na pratica (veja a p. 152 e o Exemplo 2.2 do Lathi).
Dica: no Exemplo 2.2 do Lathi, a tens3ao no capacitor e a corrente
no indutor sdo as variaveis de estados (armazenadores de
energia). E as varidveis de estado sdo sempre fungdes continuas
do tempo! E por isso que podemos garantir que vc(07) = vc(0T)
e if(07) =i (0h)!

4. N3o apresenta uma relagdo direta com a Transformada de
Laplace (Capitulo 4 do Lathi) 101 /284



2.6 Estabilidade de Sistemas

Considere um sistema LCIT com memdria (ndo necessariamente
descrito por uma equagio diferencial). Assuma que v(—o0) =0
(condigdo inicial nula em ty = —o00). Na Se¢3o 2.4, encontramos
que

¥(t) = Yesn(t) = x(t) * h(t)

Dizemos que o sistema é BIBO estavel quando toda entrada x(t)
limitada resultar em y(t) limitada. Caso contrério, o sistema é
BIBO instavel.

Propriedade:

o0

O sistema é BIBO estavel < M), = / |h(T)| dT < 0

—00

Neste caso, se |x(t)| < My < oo, t € R (entrada limitada), entdo
[Vesn(t)] < MyMp = M,,.., t € R (saida limitada). Isto significa
que para termos M, __ arbitrariamente pequeno, basta que M,

seja suficientemente pequeno.
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2.6 Estabilidade de Sistemas

Agora, considere um sistema LCIT descrito por uma equagao
diferencial da forma

Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condic3o inicial vog em to = 0. Suponha que vy = 0. Assim,
yo(t) = 0. Dizemos que o sistema é BIBO estavel quando toda
entrada x(t) limitada resultar em y(t) = yesn(t) limitada. Caso
contrario, o sistema é BIBO instavel.

Propriedade: Se grau(Q)=N < grau(P)=M, entdo o sistema é
BIBO instavel.

Obs: BIBO estabilidade refere-se a estabilidade externa (vo =0 e
x # 0) do sistema.
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2.6-1 Estabilidade Interna (Assintética)

Considere um sistema LCIT descrito por uma equacgdo diferencial
da forma

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
com condicdo inicial vg em tg =0".
Relembre que

vw=0ex=0=y=y=Yesn =0

No entanto, o que acontece com y = yp quando x = 0 mas
vo # 07 Este é o conceito de estabilidade interna (ou
assintética) do sistema.
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Estabilidade Interna (Assintdtica)

Temos entdo a seguinte classificacdo em relacdo a estabilidade
interna (v # 0 e x(t) = 0) do sistema:

1. Assintoticamente estavel: quando quando para qualquer

condigdo inicial vp # 0, tem-se que lim y(t) = lim yp(t) = 0.
. . t—00 t—o0

Ex: péndulo simples com atrito.

Critério («): todas as raizes caracteristicas estdo no SPE

(Semi-Plano Esquerdo) do plano complexo, ou seja, possuem parte
real negativa.

2. Assintoticamente instavel: quando para qualquer condicdo
inicial vp # 0, tem-se que y(t) = yo(t) é ilimitada.

Critério (<): quando houver ao menos uma raiz caracteristica no
SPD (Semi-Plano Direito) (i.e. com parte real positiva) e/ou raizes
com multiplicidade em cima do eixo imaginario.
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2.6-2 Relacao entre Estabilidade BIBO e Assintética

3. Marginalmente estavel: quando para termos

y(t) = yo(t), t € R, limitada e arbitrariamente préxima de zero,
basta que vy # 0 seja suficientemente préxima de zero.

Ex: péndulo simples sem atrito.

Critério (<): quando ndo hd raizes caracteristicas no SPD
(Semi-Plano Direito), mas existem raizes sem multiplicidade em
cima do eixo imaginario.

Temos as seguintes relagdes entre a estabilidade externa (BIBO) e
a estabilidade interna (assintética) de um sistema descrito por
uma equacao diferencial:

Propriedades:
1. Assintoticamente estivel = BIBO estivel

2. Assintoticamente instdvel ou marginalmente estdvel = BIBO
instavel

Exemplos: (no quadro) 106 / 284



3. Andlise no Dominio do Tempo de Sistemas em Tempo

Discreto

Um sinal em tempo discreto é aquele em que o tempo da saltos.
Matematicamente, o sinal é dado por uma fungao

x[n], neZ,
onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros. Desse modo, x[n] é
uma sequéncia de ndmeros:

-y x[=2], x[-1], x[0], x[1], x[2], ...

Exemplos:
e Os valores x[n] do PIB no trimestre n
e Amostragem de um sinal continuo x(t) com periodo T > O0:

x[n] = x(nT)

é a n-ésima amostra de x(t), e as amostras estdo espagadas no
tempo em T segundos. Denominamos T > 0 de periodo de
amostragem. Note que x[n] = [*_ x(t)d(t — nT) dt.
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Anélise no Dominio do Tempo de Sistemas em Tempo

Discreto

Um sistema em tempo discreto é um sistema em que os sinais
de entrada x[n] e de saida y|[n] s3o sinais em tempo discreto.
Exemplo: computador (digital)

Motivacdo: Processamento Digital de um Sinal Analdgico x(t)

por um Microcontrolador (no quadro)

Na sequéncia, apresentaremos para sinais e sistemas em tempo
discreto, definicoes, propriedades, operagdes e modelos, de
maneira semelhante ao que estudamos anteriormente para sinais e
sistemas em tempo continuo.
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Anélise no Dominio do Tempo de Sistemas em Tempo

Discreto

Seja x[n], n € Z, um sinal. Considere as somas parciais
s[n] = x[0] + x[1] + - - - + x[n] = Z x[m], n>0
m=0
-1
rln] = x[—=n] + x[-n+ 1] + - - + x[-2] + x[-1] = Z x[m], n>1

m=—n
Se os limites
n -1
lim s[n] = lim E x[m],  lim r[n] = lim E x[m]
n—oo n—oo n—o0 n—oo
m=0 m=—n
existem, entao escrevemos
[e%) n -1 -1

Zx[n] = n||_>rrgo Z x[m], Z x[n] = n||_)r20 Z x[m]

n=0 m=0 n=—o00 m=—n
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3.1-1 Tamanho do Sinal

Quando ambos os limites acima existem, definimos a série
associada a x[n] por

00 00 -1
Z x[n] = Zx[n] o Z x[n]
n=—oo n=0 n—=-—o0
Energia de um sinal real x[n]: E, = i x[n]? < o0

n=—0o0
[e.e]

Energia de um sinal complexo x[n|: E, = Z Ix[n]|? < oo
n=—o00

Poténcia de um sinal real x[n]:

1
P =i 2 <
g Ni”oozN+1n_z_:NX[”] =

Poténcia de um sinal complexo x|[n]:

1

P, = li E: 2 <

= 2N+ 1 N|X[”]| =
n=—
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Sinais Periddicos

e Py: valor médio quadratico de x|[n]

® Py rms = \/Px: valor rms (Raiz Média Quadrética — Root Mean
Square)

Dizemos que x[n] é periédico quando existe N > 1 tal que
x[n+ N]=x[n], neZ.

O menor Ny > 1 que satisfaz x[n+ No] = x[n], n € Z, é
denominado de periodo fundamental de x[n]. Neste caso,

1 Mol
P, = — x[n]? < 0o (real
o 2o Al <0 (rel

] Mol
Py = N Z x[n]|? < 0o (complexo)
0 =0
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Sinais Periddicos

Propriedades:

1. Suponha que xi[n] e x2[n] tém o mesmo periodo Ny. Entdo os
seguintes sinais também possuem periodo Ny:

e x[n] = Cx1[n], C real ou complexo

o x[n] = x1[n] = x2[n]

e x[n] = x1[n]x2[n]

e x[n] = x1[n]/x2[n], com xx[n] # 0 para todo n

Prova da soma: Seja x[n] = x1[n] + x2[n]. Entdo,

x[n + No] = X1[I'I—|— No] —|—X2[t—|— No] = xl[n] +x2[n] = x[n]
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Energia e Poténcia de um Sinal

Obs 1: Existem 4 situacdes:

1. E, < oo: energia finita (neste caso,
N

E.= lim Y x[n]? < x)

N— oo n=—N

2. Ex = oo: energia infinita

3. Py < oo: poténcia finita

4. P, = oo: poténcia infinita

E ficil ver que

o £, <oco= Py= lim E;/2N+1)=0

N— oo
e 0< P, <= E, =.

Quando E, < oo, dizemos que x[n] é um sinal de energia. E,
quando 0 < P, < oo, dizemos x[n] é um sinal de poténcia. Logo,
ndo existem sinais x[n] que sdo simultaneamente de energia e de
poténcia. No entanto, existem sinais que n3o s3o nem de energia
nem de poténcia (por exemplo, x[n] = n, Ex = 00, Py = ).
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Energia e Poténcia de um Sinal

Obs 2: Se x[n] tem duracao finita, ou seja,

x[n]=0, n<Njyoun> Ny,

N>
entdo E, = Z x[n]* < 0o e P, = 0.
n=N

Obs 3: Seja a um ndmero real. Considere o sinal definido por

0, n<Q0
xl=93 0 o

Entao:

olal<1l=E = sinal de energia)

1
T ap
e |a| =1 = P, = 0.5 (sinal de poténcia).
e |a] > 1 = nem de energia nem de poténcia

Exemplos: (no quadro)
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3.2 Operacgoes Uteis com Sinais

1. Deslocamento temporal: x;[n] = x[n £ M], M > 1 (inteiro)

e +: adiantamento no tempo em M unidades = deslocamento
do grafico de x[n| para a esquerda em M unidades

e —: atraso no tempo em M unidades = deslocamento do grafico
de x[n] para a direita em M unidades

2. Reversdo (inversao) temporal: x.[n] = x[—n]
e O grafico de x[n] é rebatido sobre o eixo vertical.

Cuidado: O gréfico de x[n] é rebatido sobre o eixo horizontal
quando x.[n] = —x[n]!

Exemplos: (no quadro)
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Operacoes Uteis com Sinais

Operagoes Combinadas: z[n] = x[k — n] com k inteiro pode ser
interpretado de duas maneiras equivalentes:

1. Primeiramente fazemos a reversdo de x[n], obtendo
y[n] = x[—n]. Em seguida, deslocamos y[n] por k, obtendo
z[n] = y[n— k] = x[—(n — k)] = x[k — n].

2. Primeiramente deslocamos x[n] por k, obtendo y[n] = x[n + K].
Em seguida, fazemos a reversdo de y[n], obtendo
z[n] = y[—n] = x[k — n].

Propriedades: Suponha que um sinal x[n] tem energia E, e
poténcia P, (cuidado: P, = P, em 2 e 3 sdo validas apenas
quando x[n] for periddico!).

1. Se y[n] = —x[n], entdo E, = E, e P, = Px.

2. Se y[n] = x[—n], entdo E, = E, e P, = Px.

3. Se y[n] = x[n — M] com M inteiro, entdo E, = E, e P, = P,.
4. Se y[n] = Cx[n] com C real, entdo E, = C?°E, e P, = C?P,.
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Operacoes Uteis com Sinais

3. Decimacao pelo fator M > 1 (inteiro): x4[n] = x[Mn]
e Ha perda de valores de x[n]!

4. Expansao pelo fator L > 1 (inteiro) :

xe[n] = x[n/L], quando n/L é inteiro
el o, caso contrario

xe[0] = x[0], O,...,0 ,x[L] = x[1], O,...,0 ,xc[2L] = x[2],...
L—1 zeros L—1 zeros

e Nao ha perda de valores de x[n]!
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Decimacao e Expansao

'ﬂ.HHWJIM
B

l HH| mn

Figura : Decimacg3o e expansdo de x[n] pelo fator M = L = 2.
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3.3 Alguns Modelos Uteis em Tempo Discreto

1. Funcao Impulso Unitério ou delta de Kronecker §[n]: é o

sinal definido por
1, sen=0
(5[n]—{ 0,sen#0

e Note que d[n] é um sinal usual, ao contrario de 4(t)!
Propriedades

a. x[n]d[n] = x[0]o[n], x[n]d[n — m] = x[m]d[n — m]
b. io: dn—m]=1

c. Y, x[n]d[n — m] = x[m]
2. Fungdo Degrau Unitario u[n]: é o sinal definido por
[n] = 1, sen>0
un = 0,sen<0

Exemplos: (no quadro) CECyBn



Alguns Modelos Uteis em Tempo Discreto

3. Exponencial "
e v # 0 real: é o sinal definido por

xn] =" =M = (e")" (v >0) ou x[n]=(7)" = (~€")" (v <0)
onde |y| = e* ou A = In|y|. Logo,

a. |y| <1 (dentro do Circulo Unitdrio) < A < 0 < lim,_,o0 x[n] = 0

b. |y| > 1 (fora do Circulo Unitdrio) < A > 0 < x[n] € ilimitado

c. |7| =1 (no Circulo Unitario) < A =0« |x[n]| =1

e v =¢e" com \ = a+ jb: é o sinal definido por

x[n] — ,Yn — (e)\)n — (ea+jb)n — (eaeib)n — (ea)neibn
Note que |\| = |e?||e/’| = e?. Logo,
a. |y| <1 (dentro do Circulo Unitario) < a < 0 < lim,_, x[n] =0

b. |y| > 1 (fora do Circulo Unitdrio) < a > 0 < x[n] é ilimitado
c. |y| =1 (no Circulo Unitério) & a =0 < x[n] = &> & |x[n]| = 1
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Exponencial

Exponencialmente
decrescente

£g
EE
£
£y
s}

Figura : Plano A e plano v.
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Exponencial

J““Hu “IH*I““—.

Figura : (a) v = 0.8 = dentro do Cir. Unit. (b) v = —0.8 = dentro do
Cir. Unit. (c) v = 0.5 = dentro do Cir. Unit. (d) v = 1.1 = fora do Cir.
Unit.
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Alguns Modelos Uteis em Tempo Discreto

4. Exponencial complexa /2" com Q real: é o sinal definido por
x[n] = & = cos Qn + jsen Qn

Cuidado! (veja as Segdes 5.5-1 e 9.1 do Lathi)

x[n] = /" ¢ periédico < ¢ racional
iy

1 n
Relembre que v~" = <—> para -~y real.
g

Exemplos: (no quadro)
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Alguns Modelos Uteis em Tempo Discreto

5. Senéide: é o sinal definido por
x[n] = Ccos(Q2n+ 0) = C cos(2nFn + )
e C >0 é a amplitude
e () > 0 é a frequéncia angular
e ) é a fase (radianos)
e F =Q/(2r) é a frequéncia
o Np =1/F =27/Q é o periodo
Cuidado! (veja as Segdes 5.5-1 e 9.1 do Lathi)

Q
x[n] = C cos(Q2n) é periddico < F = o é racional

Exemplos:
a. x[n] = sen(0.17n) é periddica pois 0.17/(27) = 1/20 é racional
b. x[n] = sen(3n) n&o é periddica pois 3/(27) n&o é racional
c. x(t) =sen(3t), T =1.8 = x[n] = x(nT) = sen(5.4n) n3o é
periddica (e tem frequéncia aparente menor!)
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Classificacdo de Sinais

Sinal Causal: quando x[n] ndo comega antes de n = 0, ou seja,
x[n] = 0 para todo n < 0

Sinal Nao-Causal: quando x[n] ndo é causal. Isto significa que
x[n] comega antes de n = 0, ou seja, existe pelo menos
algum 7 < 0 tal que x[n] # 0

Sinal Anti-Causal: quando x[n] = 0 para todo n >0
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Classificacdo de Sinais

Um sinal xc[n] é par quando, para todo n,
Xe[n] = xe[—n], (simetria em relag¢do ao eixo vertical),
Um sinal x,[n] é impar quando, para todo n,
Xo[n] = —xo[—n], (rebatimento diagonal do grafico),
Se x[n] é impar, entdo x[0] = —x[—0], ou seja, x[0] = 0. Portanto:
e x[n] é impar = x[0] =0
e x[0] # 0 = x[n] ndo é impar
Exemplos:
1. x[n] = C cos[Q2n] é par, pois C cos(2n) = C cos(—2n)
2. x[n] = Csen[Qn] é impar, pois C sen(2n) = —C sen(—Qn)
3. x[n] = nP, com p > 0 par, é um sinal par
4. x[n] = nP, com p > 0 impar, é um sinal impar
5. O impulso d[n] é par. Logo, d[n] = 6[—n] e d[k — n] = d[n — k]
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Sinais Pares e Impares

Propriedades:

par £ par = par

impar = impar = impar
par X impar = impar

par X par = impar X impar = par

SRl

1/par = par 1/impar = impar

Componentes Pares e impares de um Sinal: Seja x[n] um sinal.
Ent3o, podemos decompor x[n] como

xln] = 5 (xla] 4+ x[=nl) + 5 (xln] — x{-r)

xe[n] é par xo[n] € impar

Note que:
e x[n] = xe[n] (xo[n] = 0) < x[n] é par

o x[n] = xo[n] (xe[n] = 0) < x[n] é impar



3.4 Exemplos de Sistemas em Tempo Discreto

Exemplo 1: Conta Bancaria (no quadro)

Exemplo 2: Integrador Digital (no quadro)

128 /284



3.4-1 Classificacao de Sistemas em Tempo Discreto

1. Sistemas Sem Memodria e Com Memdria

Sem Memodria (ou Instantaneo): quando a saida no instante n
depende apenas da entrada no instante n, ou seja, a saida em n
independe dos valores da entrada antes de n e apéds n.

Com Meméria (ou Dindmico): quando o sistema ndo é sem
memodria. Isto significa que a saida no instante n depende de
algum valor passado ou futuro da entrada.

2. Sistemas Causais e Nao-Causais

Causal (ou Fisico ou N&o-Antecipativo): quando a saida no
instante n independe dos valores da entrada apés n (futuro).

Nao-Causal (ou Antecipativo): quando o sistema n3o é causal.
Isto significa que a saida no instante n depende de algum valor
futuro da entrada.

Obs: Todo sistema real deve ser causal. Sistemas ndo-causais

ndo podem ser construidos (realizados) na pratica. No entanto,

alguns sistemas nao-causais sao vistos como sistemas ideais a

serem aproximados por sistemas causais reais. 129 /284



Classificacao de Sistemas em Tempo Discreto

3. Sistemas Lineares e Nao-Lineares
3.1 Sistemas Sem Memodria
e Linear: quando o sistema satisfaz (k é real ou imaginario):
@ xi —yiexx—y=>x3=Xx1+X2 — y3=y1+
(aditividade)
(b) x — y = X = kx — y = ky (homogeneidade)
Note que as duas condi¢Ges acima s3o equivalentes a:
X1 —>y1exy — y2 = x3 = kpxa + koxo — y3 = kiy1 + koye
(principio da superposicdo)
Ao tomarmos k = 0 na condicao de homogeneidade, concluimos
que todo sistema linear satisfaz: ‘x =0 — y =0/ No entanto, a
reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que n3o podemos garantir
que um sistema é linear apenas porque x =0 — y = 0.
Importante! Aditividade A Homogeneidade

e Nao-Linear: quando o sistema ndo é linear, ou seja, ndo satisfaz
a aditividade ou n3o satisfaz a homogeneidade 130 /284



Sistemas Lineares e Nao-Lineares

3.2 Sistemas com Memdria

Condicao Inicial (ou Estado Inicial) v[ng] de um sistema com
memoria no instante ng: é a informacdo em ng que, juntamente
com o conhecimento da entrada x[n], n > ng (futuro), determina
uma unica saida y[n| para todo n > ng. Isto significa que, para se
determinar o comportamento futuro da saida, ndo importa a
maneira como o sistema atingiu a condi¢do inicial v[ng], ou seja,
v[no] contém toda a informag3o passada do sistema até o instante
ng. Assim,

V[n0]>

>
x[n], n> nO} —>)/[n]7 n = no

Resposta Entrada Nula yp[n]: é a resposta do sistema quando
x[n] =0,n> no: ‘v[no], x[n]=0,n>no} — yo[n],n > no‘

Resposta Estado Nulo ys,[n]: € a resposta do sistema quando
v[no] = 0: | v[no] = 0, x[n], n > no} — yesn[n], n > no|
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Sistemas com Memoéria Lineares e N3o-Lineares

e Linear: quando o sistema (com memdria) satisfaz (k é real ou
imaginario):

(a) (Aditividade) Se

v2[nol,
X2[n]> n Z no

vi[no],

>
xl[n], n> no } —>Y2[n]7 n = ng

} — y1[n], n > ng

entao,

va[no] = vi[no] + va[no],

x3[n] = x1[n] + xo[n], n > no} — y3[n] = y1[n] + y2[n], n > no

(b) (Homogeneidade) Se

;{Zi],n > no} —> ylnl, n 2 ny
entao
;{ZT]:ki‘[/IEio]; . no} — yln] = ky[n], n> no
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Sistemas com Memoéria Lineares e N3o-Lineares

Note que as duas condi¢Ges acima s3o equivalentes a:

(Principio da Superposicdo) Se

V2[n0]7
xo[n], n > ng

Vi [no],

>
x1[n], n > ng } — yelnl, n > no

}—>y1[n], 03 0
entao,

V3[n0] = kl Vl[no] —+ k2 v2[n0], . >
x3[n] = kuxa[n] + kaxz[n], n > no —yslnl = hanlnltheyelnl n 2 no

Ao tomarmos k = 0 na condicao de homogeneidade, concluimos
que todo sistema linear (com memdria) satisfaz:

v[no] =0, x[n] =0,n > no} — y[n] =0,n>no|

No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Isto significa que n3o
podemos garantir que um sistema é linear apenas porque
v[no] =0, x[n] =0,n > ng} — y[n] =0,n > no.
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Sistemas com Memoéria Lineares e N3o-Lineares

Importante! Aditividade A Homogeneidade
e Nao-Linear: quando o sistema (com memdria) ndo ¢ linear, ou

seja, nao satisfaz a aditividade ou n3o satisfaz a homogeneidade

Obs: Sistemas sem memoria ndo possuem estado inicial. Para
sistemas com memdria, sempre assumimos que v[—oo] = 0.

Concluimos entdo que resposta total y[n], n > ng, de um sistema
linear com meméria é dada por y[n] = yo[n] + Yesn[n], ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em v[ng] linear em x[n]

Propriedade de Decomposicao
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Classificacao de Sistemas em Tempo Discreto

4. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo
4.1 Sistemas sem Memdria
e Invariante no tempo: quando

x[n] — y[n] = X[n] = x[n = M] — y[n] = y[n — M]
e Variante no tempo: quando n3o é invariante no tempo.
4.2 Sistemas com Memodria

e Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é

satisfeita:
Se (0]
v[no] = wvo,
>
x[n], n Z nO} —>}/[n]> n = ng
entao

— y[n]=y[n—M], n> ng+M
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Sistemas com Memoria Invariantes e Variantes no Tempo

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, nao importa o
tempo inicial ng em que come¢amos a estudar o sistema ou
aplicamos a entrada. Assim, para simplificar, podemos sempre
escolher ng = 0.

e Variante no tempo: quando n3o é invariante no tempo.

Propriedade (sera mostrada na Secao 3.8): Considere um
sistema linear com memdria causal invariante no tempo.
Suponha que x[n|,n € Z, é uma entrada causal e seja M > 0.
Ent30 yesn[n], n € Z, é causal e:

se v[0] =0, x[n],n >0} — yesn[n], n >0

entdo v[0] =0, X[n] = x[n—M],n > 0} — Vp[n] = Yesn[n—M],n >0

Isto significa que x[n],n > 0 — yesn[n], n > 0, se comporta
como um sistema linear sem memdria invariante no tempo!
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Classificacao de Sistemas em Tempo Discreto

5. Sistemas Invertiveis e Nao-Invertiveis

Relembre que um sistema S associa uma Unica saida y[n] para
cada entrada x[n], ou seja, corresponde a um mapeamento do

conjunto de entradas no conjunto de saidas. Quando diferentes
entradas geram diferentes saida, ou seja,

X1 7# X2 = Y1 £ Y2 (ou, equivalentemente, y1 = y» = x1 = x2)

dizemos que o sistema é invertivel. Caso contrario, dizemos que o
sistema é nao-invertivel.

Note que dizer que um S sistema é invertivel é o mesmo que dizer
que o mapeamento correspondente é injetivo. Neste caso,
podemos, a principio, determinar o sistema inverso S; do sistema
original S, o qual determina x[n| a partir de y[n]. Desse modo, S
em série com S; resulta no sistema identidade (y = x).
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Classificacao de Sistemas em Tempo Discreto

6. Sistemas BIBO Estdveis e Instaveis
Um sinal f[n] é limitado quando existe M¢ < oo tal que
|f[n]| < Mf < 0o, para todo n € Z
ou, de maneira equivalente,
—My < f[n] < Mg, para todo n € Z
Propriedades:
a) Se lim f[n] = oo, entdo f[n] é ilimitado.
n—o0
b) Se f[n] =0 para n < ng e lim f[n] = c, entdo f[n] é limitado.
n—o0

Dizemos que um sistema é BIBO estavel quando toda entrada
limitada resultar numa saida limitada. Caso contrario, dizemos que
o sistema é BIBO instavel.

Exemplos: (no quadro)
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3.5 Equacgoes de Sistemas em Tempo Discreto

Considere um sistema em tempo discreto descrito por uma
equacdo a diferencas na forma operador avanco

y[n+ N]+ ary[n+ N — 1] + - - - + an—1y[n + 1] + any|[n]
= by_mx[n+ M] +--- + by_1x[n + 1] + byx[n] (%)

onde N >1, M >0, e os coeficientes (pardmetros) a;, b; sio
constantes ou dependentes do tempo t. Pode-se mostrar que tal
sistema € linear e com memodria. De agora em diante, vamos
considerar que x[ng — N] = x[ng — N+ 1] =--- = x[ng — 1] = 0.
O estado inicial no instante ng é o vetor

v[no] = (ylno — N ... y[no — 2] y[no —1]) € RY.
Se N > M, ent3o o sistema é causal. E, se M > N, entdo o
sistema é nao-causal. Quando todos os parametros aj, b; em (x)
sao constantes, o sistema é invariante no tempo. Caso contrario,
é variante. Denominamos max(N, M) de ordem do sistema.
Exemplo: y[n+ 2] — 2y[n+ 1] + 3y[n] = 5x[n + 1] + x[n]
(N =2,M =1) é um sistema LDIT causal de 2a ordem
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Equacdes de Sistemas em Tempo Discreto

Agora, atrasando ambos os lados de (x) por N, obtemos a forma
operador atraso

y[n] + a1y[n — 1] +--- + an—1y[n — N+ 1] + any[n — N]

= by_mx[n+ M —N]+---+ by_1x[n— N+ 1] + byx[n — N]  (5*)

Suponha que especificamos um estado inicial do sistema em ng
v[no] = (v[no — N] ... y[no — 2] y[no —1]) € RY,
e que escolhemos uma entrada
x[n], n> ng.

Temos que um sinal discreto y[n], n > ng — N, com

(y[n—N] ... y[n—2] y[n—1])|n=n, = v[no] satisfaz (x) para
todo n > ny — N se e somente se satisfaz (xx) para todo n > ng.
Isto significa que (%) e (%*) possuem as mesmas soluges, ou

seja, descrevem o mesmo sistema!
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Equacdes de Sistemas em Tempo Discreto

Suponha que N = M (sistema causal). Rescrevemos (xx) como
ylnl=—aiy[n—1] — -+ —an-1y[n = N+ 1] — any[n — N]

+ box[n] + bix[n — 1] + -+ - + by_1x[n — N + 1] + byx[n — N]
Portanto, a solugdo y[n], n > ng — N, desta equagdo a diferencgas

pode ser obtida recursivamente (iterativamente) a partir de v[ng]
e da entrada x[n], n > no.

Exemplo: Considere o sistema LDIT descrito por
y[n+2] — y[n+ 1] + 0.24y[n] = x[n + 2] — 2x[n + 1]
com ng =0, v[0] = (y[-2] y[-1]) = (1 2) e x[n] = nu[n],n € Z
(entrada causal). Logo,
y[n] = y[n — 1] — 0.24y[n — 2] + x[n] — 2x[n — 1]
y[0] = y[—1] — 0.24y[-2] + x[0] — 2x[-1] = 1.76 (n=0)
y[1] = y[0] — 0.24y[—1] + x[1] — 2x[0] = 2.28 (n=1)
y[2] = y[1] — 0.24y[0] + x[2] — 2x[1] = 1.8576  (n=2)
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Sistemas LDIT

Considere um sistema linear em tempo discreto invariante no
tempo (LDIT) em que a relagdo entrada-saida é descrita por
uma equacdo a diferencas na forma operador avanco
y[n+ N]+ ary[n+ N —1] +--- + any—1[n + 1]y + any|[n]
= box[n+ N] + bix[n+ N — 1] + - -- + by_1x[n + 1] + byx[n]
onde N = M (causal) e os pardmetros aj, b; sdo constantes e
reais. Assim, N é a ordem do sistema. Utilizando o operador
avanco unitério E (Ef[n] = f[n+ 1], E>f[n] = f[n+2],...),
podemos rescrever tal equacdo como
Q(E)y[n] = P(E)x[n]
onde
Q(E) = EN + oy EN-1 ... 4 ay 1E+ ay
P(E) = boEN + by EN™1 + - + by_1E + by
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Sistemas LDIT

O estado inicial do sistema em ng = 0 é o vetor
w= [N ... y[-2] y[-1]) eRY

Isto significa que

Vo,
>
x[n], I'IZO} —>y[n]7 n=>0

Como o sistema é linear, sabemos que a resposta total
y[n], n >0, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula 4+ Resposta Estado Nulo

yln] yo[n] (x=0) Yesn[n] (vo=0)

Propriedade de Decomposicao

Obs: Para efeitos de calculo de y.s,[n], n > 0, considera-se que

x[n] =0, n < 0 (entrada causal!).
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Sistemas LDIT

A saida correspondente do sistema é o (dinico) sinal discreto
y[n], n > —N, tal que:

1. (y[n—N] ... y[n—2] y[n—1])|n=0 = vo &, para todo n > —N,
y[n+ N]+ ary[n+ N —1] +--- + any_1[n + 1]y + any|[n]
= box[n+ N] + bix[n+ N — 1] + - -- + by_1x[n + 1] + byx[n]

2. A resposta estado nulo satisfaz yes,[n] = 0,n < 0. A
resposta entrada nula yy[n], n € Z, é a solugdo da equagdo a
diferencas homogénea

Q(E)yo[n] = (EN + a1EN ™1 + -+ + an_1E + an)yo[n] = 0

com (yo[—=N] ... y[-2] yo[-1]) = vo.
Obs: yo[n] e yesn[n] sdo determinados de maneira independente
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3.6 Resposta Entrada Nula

Considere o sistema LDIT causal (N = M)
Q(E)y[n] = P(E)x[n]

com condicdo inicial vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1]) € RN.

Desse modo, a resposta entrada zero y,[n],n € Z, é a solugdo da
equacdo a diferencas homogénea

Q(E)yoln] = (EN + a1 EN" + -+ + ay_1E + an)yo[n] = 0

com (yo[—1] yo[=2] ... yo[-N]) = vo.

e Q(v) =N + a7V + ay_17 + an: polindmio carateristico
do sistema (grau N !!1)

e Q(7)=(y—m)-..(y —yv) = 0: equagdo caracteristica

e v1,...,7n € C: raizes carateristicas (ou valores
caracteristicos, autovalores, frequéncias naturais)
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Resposta Entrada Nula

e Raizes caracteristicas 71, ...,y distintas e reais: temos que
yoln]=ay+-+envy, neEZ

ou seja, yp[n] é uma combinagdo linear dos N modos
caracteristicos (ou modos naturais) 77, ..., V5.

Os N coeficientes reais cy, ... cy sao determinados a partir da
condigdo (yo[—1] yo[—2] ... wo[—N]) = w.

e Raizes caracteristicas 71, ...,y repetidas e reais: quando
quando a raiz caracteristica y; tem multiplicidade r > 1, temos que

yo[n] = aavf + o + -+ + crn'_lq/{7 + 17t ENTYR

ou seja, yp[n] é uma combinaggo linear dos N modos
caracteristicos 77, ny{, ..., n" ', A4, ..., vh. No caso de
existirem varias raizes caracteristicas com multiplicidade maior que
1, a expressdo para yp[n] é andloga.
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Resposta Entrada Nula

e Raizes caracteristicas 71, ...,y complexas

As raizes complexas do polinémio caracteristico
N N—1
Q(Y)=7"+av" " +an-17+an

sempre ocorrem em pares complexos conjugados, pois os
coeficientes a; sdo reais. Logo, se Q(y) = 0 com y complexo,
entdo Q(y*) =0.

Suponha que y; = |y1]|e/t (forma polar com $; em rad) é uma
raiz caracteristica complexa do sistema de multiplicidade r = 1.
Neste caso,

[71]" cos[Brn],  |y1|" sen[B1n]

sdo os dois modos caracteristicos do sistema associado a y;
complexo.
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Resposta Entrada Nula

Por exemplo, se v1, 72 =17, 73, ..., 7N sdo raizes caracteristicas
com 73, ...,y reais e distintas, entdo

yo[n] = c1|v1|" cos[B1n]+ca|1|" sen[Brn]+c3v5+- - -+enYN, NEZ

onde os N coeficientes reais ¢, ¢, ¢3, ... cy sdo determinados a
partir da condi¢do (yo[—1] yo[-2] ... yo[—N]) = w.

De maneira semelhante, se y; = |y1|e/”* é complexo e tem
multiplicidade r > 1, entdo

71" cos[Ban], |71|" sen[B1n],
n|ml|"cos[Bin],  n|v|"sen[Bin],
n" | cos[Bin], n"H i |" sen[Byn]
sao os 2r modos caracteristicos do sistema associados a ;.
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Resposta Entrada Nula

Em resumo: yp[n| é sempre uma combinagdo linear (com N
coeficientes reais) dos N modos caracteristicos do sistema. Os N
coeficientes da tal combinacdo linear sempre existem, sdo tnicos, e
sao obtidos a partir de um sistema de equacoes lineares
determinado pela condigdo (yo[—1] yo[—2] ... yo[—N]) = w.

Portanto, quando x[n] = 0,n > 0 (entrada nula), entdo
y[n] = yo[n], n > 0, fica completamente determinada pela
condicao inicial vy e pelos modos caracteristicos do sistema!

Obs 1: Quando vy = 0, entdo yp[n] =0, n € Z, ou seja a resposta
entrada nula é zero! Logo, se vy = 0, entdo y[n] = Yesn[n], n >0
(como teria que ser!)

Obs 2: Suponha que v > 0 (real). Entdo v = (™). Portanto,
A" = """, Do mesmo modo, considere que ¥ = —y com 7 > 0.
Entdo, v = "™, Logo, (7)" = (—7)" = (-1)"y" = (=1)"e"""(M),

Exemplos: (no quadro)
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3.7 Resposta h[n] ao Impulso Unitario

Considere um sistema descrito por
Q(E)y(n] = P(E)x[n]
onde (N = M)
Q(E) = EN I alEN_l + -4+ ay_1E+ an
P(E) = boE" + -+ + by_1E + by

Suponha que x[n] = d[n], ou seja, aplicamos um impulso unitério
em n = 0 no sistema. Nosso objetivo é determinar

h[n] = yesn[n], n € Z, ou seja, encontrar a resposta estado nulo
do sistema quando x[n] = d[n].

Denominamos h[n] de resposta ao impulso ou resposta
impulsiva do sistema.
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Resposta h[n] ao Impulso Unitério

e Quando ay # 0, determinamos h[n] da seguinte maneira:
by
blo] = 2V5te] + yeleluln], n <
N

onde yc[n], n € Z, é uma combinagdo linear dos N modos

caracteristicos do sistema com coeficientes reais ¢, ..., cy. Para
encontramos ¢y, ..., cy, devemos resolver recursivamente
h[n] = —aih[n—1] —--- — any_1h[n — N + 1] — ayh[n — N]

+ bod[n] + b1d[n — 1] + -+ + by—10[n — N + 1] + byo[n — N]

paran=0,1,...,N—1com h[-N]=--- = h[-2] = h[-1] = 0.
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Resposta h[n] ao Impulso Unitério

e Quando ay = -+ = ay_k—1 = 0 mas ay_x # 0 (lembre que
ap = 1!), determinamos h[n] da seguinte maneira:

h[n] = Aod[n] + A1d[n — 1]+ - - - + Akd[n — K] + yc[n]uln], neZ

onde yc[n], n € Z, é uma combinacdo linear dos N modos

caracteristicos do sistema com coeficientes ¢y, ..., cy. Para
encontrarmos os N + K + 1 coeficientes reais
Ao, A1, ..., Ak, C1,...,Cn, devemos resolver recursivamente
h[n] = — aih[n—1] — --- —ay_1h[n — N + 1] — ayh[n — N]

+ bod[n] + b1d[n — 1] + -+ + by—10[n — N + 1] + byo[n — N]
paran=20,...,N+ K com h[-N]|=-.- = h[-2] = h[-1] = 0.

Obs: Note que a resposta impulsiva h[n] é causal para N > M.
Além disso, h[n] é determinada pelos modos caracteristicos do
sistema!

Exemplos: (no quadro)
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3.8 Resposta do Sistema a Entrada Externa: Resposta
Estado Nulo

Considere um sistema LDIT com meméria. Relembre que a
resposta total y[n], n > ng, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y[n] yo[n] Yesn[n]

Propriedade de Decomposicao

Assuma que ny = —oo. Relembre que v[—oo] = 0 por hipétese.
Assim, y[n] = yesn[n], n € Z para uma dada entrada x[n|, n € Z.
Como o impulso unitario d[n] é uma fungdo par, obtemos que

(o) (o)

x[n] = Z x[m]é[m — n] = Z x[m]d[n — m]

m=—0o0 m=—0o0
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Logo,
entrada — saida
d[n] — h[n] (resposta impulsiva)
d[n—m] — h[n—m] (invariancia)

x[m]d[n —m] — x[m]h[n — m] (homogeneidade)
Portanto, usando a propriedade de aditividade (e assumindo
continuidade na relagdo entrada-saida do sistema), concluimos que

oo

x[n] fn;():[mlé[n — m] — y[n] = Yesn[n] Zm:z_:;[m]h[n —m] = x[n] *Ih[le
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Ao repetirmos o mesmo raciocinio acima considerando que ng = 0
e v[0] = 0, obtemos que

x[n], n >0 — Yesn[n] = Z x[m)h[n —m], n >0

m=0

Portanto, para efeitos de calculo, podemos assumir (e é o que
sempre faremos!) que x[n] =0, n < 0 (entrada causal!), e

x[n], >0 — yesn[n] = > x[m]h[n — m]
m=0

= Z x[m]h[n — m] = x[n] * h[n], n >0

m=—0o0
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O Somatdrio de Convolucao

Sejam xi[n], x2[n], n € Z, sinais reais. O somatoério de
convolugao de x;[n] e x2[n] é o sinal real c[n] definido por

(e}

cln] =x[n] xxlnl = ) xmlx[n— m]

m=—00
(desde que a série seja finita para qualquer n € Z).
Obs 1: A varidvel do somatdrio é m, e n3o n!

Obs 2: Para calcularmos c[n] no instante 7, primeiro fazemos uma
reversdo temporal de x;[m] seguida de um deslocamento por 7,
depois multiplicamos por xi[m], e entdo somamos de —oco a 0.

Obs 3: O valor de c[n] no instante 7 depende do comportamento
dos sinais x1[n] e x2[n] em todo o eixo temporal Z!
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Convolucao

Propriedades: Sejam xi[n], x2[n], x3[n], t € (—o0, c0), sinais reais
e k um numero real. Entdo:

1. x1[n] * x2[n] = xo[n] * x1[n] ~ (comutatividade)

2. x1[n] % (x2[n] * x3[n]) = (x1[n] * x2[n]) * x3[n] ~ (associatividade)
3. x1[n] * (x2[n] £ x3[n]) = (xa[n] * x2[n]) £ (x1[n] * x3[n])
(distributividade)

4. Se x1[n] x xo[n] = c[n], entdo

x1[n] * xo[n — M] = x1[n — M| % x2[n] = c[n — M]
xi1[n — Mi] * xo[n — Ma] = ¢[n — My — My] = c[n — (M1 + Mb)]
(propriedade de deslocamento)
5. x1[n] % §[n] = x1[n]  (d[n] é o elemento neutro da convolugdo)
6. (kx1[n]) * xa[n] = x1[n] * (kx2[n]) = k(x1[n] * x2[n])
7. Se xi[n] tem duragdo finita Wi, e x2[n] tem duragdo finita W5,
entdo c[n] = x1[n] * x2[n] tem duragdo finita Wy + W,
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Considere um sistema descrito por
Q(E)y[n] = P(E)x[n]

com condicdo inicial vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1]) € RN em
no = 0, onde (N = M)

QE)=EN+aEN" - +ay 1 E+ap
P(E) = boEN + .- + by_1E + by

Relembre que este é um sistema LDIT com meméria e causal, e
que a resposta total y[n],n > 0, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula 4+ Resposta Estado Nulo

yln] yo[n] (x=0) Yesn[n] (vo=0)

Propriedade de Decomposicao

Além disso, relembre que a resposta impulsiva h[n] é causal e

determinada a partir dos modos caracteristicos do sistema.
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Relembre, ainda, que para encontrarmos yess[n], n € Z, assumimos
que x[n] =0, para n < 0 (entrada causal). Ao seguirmos o
mesmo raciocinio utilizado nos slides anteriores, encontramos que

o0

Yesn[n] = > x[m]h[n — m] = x[n]  h[n]
= i: x[m]h[n — m] + Z x[m]h[n — m]
m=—00 m=0

No entanto, como x[n] e h[n] sdo causais, temos que x[m] = 0,
para m < 0, e h[n — m] = 0, para n < m. Portanto,

n < 0= x[m]h[n — m] =0 para m € Z = yesp[n] =0
n> 0= x[m|h[n — m] = 0 para m > n = Yesn[n] = Y _ x[m]h[n — m]

m=0
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Logo, a resposta estado nulo ys,[n], n € Z, é causal e dada por

> ximlhln—m] =Y hlmlx[n—m], n>0
)/esn[n] = m=0 m=0
0, n<0

ou seja,

esl] = (Z x{mlhln - m]) uli] = (Z blimlxln m1> ulil,n € 7.
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Obs 1: Relembre que a resposta impulsiva h[n] é calculada a partir
dos modos caracteristicos do sistema. Desta maneira, concluimos
que a resposta estado nulo y.,[n] fica completamente
determinada pela entrada x[n| e pelos modos caracteristicos!

Obs 2: A resposta estado nulo possui o0 comportamento esperado:

e Se x[n] = d[n], entdo yesn[n] = x[n] * h[n] = 6[n] * h[n] = h[n],
pois d[n] é o elemento neutro da convolugo.

e Se x[n] =0, n € Z, entd0 yesn[n] = x[n] x h[n] =0, n € Z, ou
seja, y[n] = yo[n], n > 0.

Obs 3: h[n] é o sinal tal que yesn[n] = x[n] * h[n] é a resposta
estado nulo para a entrada x[n].
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT

Tabela de Convolucao: veja a Tabela 3.1, p. 263, do Lathi. Por

exemplo:
y"uln] * u[n] = (%/Y:Ll) uln] (Linha 2)
u[n] x u[n] = (n+ 1)u[n] (Linha 3)
Yuln] 3 uln] = <M> uln], 1 #72 (Linha 4)
Y172
¥ uln] * 4" u[n] = (n+ 1)y u[n] (Linha 8)

Relembre que x1[n] % x2[n] = x2[n] * x1[n] (comutatividade).

Exemplos: (no quadro)
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Convolucao e Sistemas LDIT Causais

Pelo o que mostramos nos slides anteriores, podemos concluir que:
e Se xi[n] = fi[n]u[n] é um sinal causal, entdo
o o0
cln] =xlnlxeln] = > xalmlbeln—m] =Y Almlxln—m], ncZ
m=—o00 m=0

e Se xi[n] = fi[n]u[n] e x2[n] = f2[n]u[n] sdo causais, entdo

c[n] = x1[n] x xo[n] = (Z fi[m]fHln — m]) uln], ne Z

m=0

Além disso, temos que:

‘Um sistema LDIT é causal < a resposta impulsiva h[n] é causal‘

Considere um sistema LDIT causal com x[n], n € Z, causal (logo,
Yesn[n], n € Z, é causal). Obtemos pela propriedade de
deslocamento da convolucao que, para M > 0:

se v(0) =0, x[n], n >0} — Yesn[n], n >0
entdo v(0) =0, X[n] = x[n—M], n > 0} — Veen[n] = Yesn[n—M], n > 0,



Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT a Entradas
Complexas

Considere um sinal complexo x[n] = x.[n] + j xi[n], onde x,[n] e
xi[n] sdo sinais reais. Considere que

Xe[n] — Yesn, [n]
Xi[n] — Yesn; [n]

Definimos entao

x[n] = x/[n] + j xi[n] — Yesn[N] = Yesn, [N] + J Yesn;[N]
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT a Entradas
Complexas

Agora, seja h[n] a resposta impulsiva (real) do sistema. Definimos

Yesn[n] = x[n] * h[n] = (x,[n] + j xi[n]) * A[n] = x.[n] * h[n] + j xi[n] * h[n]
= yesn,[n] +j}’esn,-[”]

Assim,
X[n] = Xr[n] —i—jX;[ﬂ] — }/esn[n] = Yesn, [n] +j)/esn; [n]
se e somente se

Xr [n] — Yesn, [n]
Xi[n] — Yesn; [n]
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Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT a Mudltiplas
Entradas

Suponha que
x[n] = Zxk[n] (m entradas)
k=1

Concluimos ent3o pela linearidade do sistema que

m
yesn[n] = Z Yesny [n]7
k=1

onde
xk[n] — Yesn,[n]
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3.8-1 Procedimento Grafico para o Somatério de

Convolucao

Desejamos calcular a integral de convolugdo dos sinais x[n] e g[n]:
o o
cln] = x[njxgln = Y x[mlgln—m]= " glmlx[n—m] = gln]+x[r]
m=—o0 m=—00
Note que a varidvel do somatério é m, e que g[n — m] e x[n — m]
correspondem a uma reversao seguida de um deslocamento por
m. Como regra geral para facilitar o célculo de c[n], escolhemos o
sinal a ser revertido como o mais simples entre x e g. Suponha
que vamos reverter g. Seguimos entdo o método abaixo.
Procedimento Grafico para Calcular c[n] = x[n] x g[n]:
1. Mantenha o sinal x[m] fixo.
2. Faga a reversdo de g[m], obtendo g[—m].
3. Faga um deslocamento de g[—m] por n, obtendo g[n — m].
Logo, n > 0 é um atraso de g[—m] (deslocamento de g[—m] pra
direita), e n < 0 é um avancgo (deslocamento pra esquerda).

4. O somatdério do produto x[m]g[n — m] é o valor c[n] em n € Z.
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3.8-2 Sistemas Interconectados

Exemplo: (no quadro)

Figura : Sistemas interconectados.

Suponha que o sistema S; tem resposta impulsiva hi[n] e que o
sistema S tem resposta impulsiva hy[n]. Ent3o:

e Conexdo em paralelo: o sistema S, tem resposta impulsiva

oln] = huln] + o[

e Conexdo em cascata (ou série): o sistema S. tem resposta
impulsiva hc[n] = hi[n] * ha[n] = ha[n] * hi[n]. Assim, em termos

da resposta impulsiva h¢[n], tanto faz ligarmos S, apds S; ou S;

apds Sp. No entanto, fisicamente a ordem importa! 168 / 284



Sistemas Interconectados

e Somatodrio

n

x[n] — Yesnln] = x[nlxh[n] = X[n] =Y x[m] — Fesn[n] = Y Yesnlm]

m=—oo m=—0o0
Exemplos:

a) Seja g[n] a resposta estado nulo para x[n] = u[n] (degrau
unitario). Como u[n] =7 _ __ d[m], n € Z, obtemos

gln] = >5—_ hlm].

b) Como g[n] = h[n] + 327" __ h[m] = h[n] + g[n — 1], temos
hin] = gln] — g[n —1].
c) Seja f[n] a resposta estado nulo para x[n] = nu[n] (rampa

unitaria). Como nu[n] =", ____ u[m], concluimos que
fln] = 3 o= oo 81m].
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3.8-4 Resposta Natural e Resposta Forcada

Considere um sistema LDIT descrito por
Q(E)y[n] = P(E)x[n]

com condigdo inicial vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1]) € RN em
ng=0e N> M (causal). Temos que

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

yln] yo[n] (x=0) Yesn[n] (vo=0)

Relembre que yp[n] depende da condigdo inicial vy e dos modos
caracteristicos do sistema, e que yesp[n] = x[n] x h[n] depende da
entrada x[n] e dos modos caracteristicos através de h[n].
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Resposta Natural e Resposta Forcada

Para o sistema
(E? — 0.6E —0.16)y[n] = 5E%x[n]

com vo = (25/4 0) e x[n] = 4~ "u[n], determinamos anteriormente
que os modos caracteristicos sdo {(—0.2)",0.8"}, e que, n > 0,

y[n] = 0.2(—0.2)" + 0.8(0.8)" —1.26(4) " + 0.444(—0.2)" + 5.81(0.8)"

)/O[n] )’esn[n]

Agora, ao juntarmos os termos envolvendo os modos
caracteristicos em y[n], obtemos uma componente y.[n]
denominada de resposta natural (ou solugao homogénea). E,
ao juntarmos os termos que nao envolvem os modos
caracteristicos em y[n], encontramos uma componente y,[n]
denominada de resposta forcada (ou solugdo particular). Logo,

y[n] = 0.644(—0.2)" + 6.61(0.8)" —1.26(4) ", n >0

yeln] yln]
Obs: Em geral, yo[n] # yc[n] € Yesn[n] # Y¢[n]!
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3.9 Solucao Classica de Equacdes a Diferencas Lineares

Tarefa: Ler a Secdo 3.9 do Lathi

Desvantagens da solucdo cldssica em relacdo as técnicas
estudadas até aqui:

1. Fornece resposta total = resposta natural + resposta
forcada, e n3o resposta total = resposta entrada nula +
resposta estado nulo

2. Restringe as entradas x[n] possiveis de serem aplicadas

3. Exige que as condi¢Ges iniciais sejam conhecidas em
(v[0] y[1] ... y[N —1]) € RN, Isto pode ser obtido
recursivamente a partir de vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1]) € RV.

4. N3o apresenta uma relagdo direta com a Transformada Z
(Capitulo 5 do Lathi = Sinais e Sistemas Lineares Il !)
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3.10 Estabilidade de Sistemas

Considere um sistema LDIT com memdria (ndo necessariamente
descrito por uma equagdo a diferengas). Assuma que v[—oo] =0
(condigdo inicial nula em ng = —o0). Na Segdo 3.8, encontramos
que

y[n] = Yesn[n] = x[n] * h[n]
Dizemos que o sistema é BIBO estavel quando toda entrada x|[n]

limitada resultar em y[n] limitada. Caso contrério, o sistema é
BIBO instavel.

Propriedade:

[e.e]

O sistema é BIBO estavel < M, = Z |h[m]| < o0

m=—0o0

Neste caso, se |x[n]| < My < 0o, n € Z (entrada limitada), entdo
|Vesn[n]] < MyMp, = M., n € Z (saida limitada). Isto significa
que para termos M, __ arbitrariamente pequeno, basta que M,

seja suficientemente pequeno.
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Estabilidade de Sistemas

Agora, considere um sistema LDIT descrito por uma equacao a
diferencas da forma

Q(E)y[n] = P(E)x[n]

com condic3o inicial vog em ng = 0. Suponha que vy = 0. Assim,
yo[n] = 0. Dizemos que o sistema é BIBO estavel quando toda
entrada x[n] limitada resultar em y[n] = yesn[n] limitada. Caso
contrario, o sistema é BIBO instavel.

Obs: BIBO estabilidade refere-se a estabilidade externa (vp =0 e
x # 0) do sistema.
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3.10-1 Estabilidade Interna (Assintdtica)

Considere um sistema LDIT descrito por uma equacdo a diferencas
da forma

Q(E)y[n] = P(E)x[n]
com condi¢do inicial vo em ng = 0.
Relembre que

VW=0ex=0=y=y9=VYesn =0

No entanto, o que acontece com y = yp quando x = 0 mas
vo # 07 Este é o conceito de estabilidade interna (ou
assintética) do sistema.
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Estabilidade Interna (Assintdtica)

Temos entdo a seguinte classificacdo em relacdo a estabilidade
interna (vp # 0 e x = 0) do sistema:

1. Assintoticamente estavel: quando quando para qualquer

condi¢do inicial vy # 0, tem-se que lim y[n] = lim yg[n] = 0.
n—00 t—00

Critério (<): todas as raizes caracteristicas estdo dentro do

Circulo unitdrio, ou seja, possuem mddulo menor que 1.

2. Assintoticamente instavel: quando para qualquer condicdo
inicial vp # 0, tem-se que y[n] = yo[n] é ilimitada.

Critério (<): quando houver ao menos uma raiz caracteristica
fora do Circulo Unitario (i.e. com médulo maior que 1) e/ou
raizes com multiplicidade em cima do Circulo Unitario.
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3.10-2 Relacdo entre Estabilidade BIBO e Assintética

3. Marginalmente estavel: quando para termos
y[n] = wo[n], n € Z, limitada e arbitrariamente préxima de zero,
basta que vy # 0 seja suficientemente proxima de zero.

Critério (<): quando ndo ha raizes caracteristicas fora do Circulo
Unitdrio, mas existem raizes sem multiplicidade em cima do
Circulo Unitario.

Temos as seguintes relagdes entre a estabilidade externa (BIBO) e
a estabilidade interna (assintética) de um sistema causal descrito
por uma equacao a diferencas:

Propriedades:
1. Assintoticamente estavel = BIBO estavel

2. Assintoticamente instavel ou marginalmente estavel = BIBO
instavel

Exemplos: (no quadro)
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Simulacao de Sistemas Discretos

Exemplo 1: Integrador Digital (T = 0)

dy(t) _
o = x()
yln] —yln=1]  dy(t)| _
T dt

= y[n] =y(nT), x[n] = x(nT) =

= ‘y[n] = y[n—1] + Tx[n] ‘

Exemplo 2: Para o sistema
y[n+ 2] —0.6y[n+ 1] — 0.16y[n] = 5x[n + 2]

com vo = (25/4 0) e x[n] = 4~ "u[n], vimos anteriormente que,
para n > 0,

y[n] = 0.2(—0.2)"40.8(0.8)" —1.26(4) " "+0.444(—0.2)"+5.81(0.8)"
A forma recursiva é dada por
y[n] = 0.6y[n — 1] 4+ 0.16y[n — 2] + 5x|[n]
Comandos adicionais do Matlab: veja Lathi, pp. 288-293
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Capitulo 4: Andlise de Sistemas em Tempo Continuo

Usando a Transformada de Laplace

Motivacao: Vimos no Capitulo 2 que a determinacdo da saida
total y(t) = yo(t) + Yesn(t) de um sistema LCIT descrito por uma
equacao diferencial envolve:

a) Manipulagdes algébricas: as 4 operagdes bdsicas (+, —, X, /)
b) Diferenciagdes: no calculo de yp(t) e h(t)

c) Integragdes: no calculo da convolugdo yesn(t) = x(t) * h(t)
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A grosso modo, neste capitulo introduziremos a transformada
de Laplace para obter y(t) somente através de manipulacdes
algébricas de funcgdes racionais (polindmio p(s)/polinémio g(s))
na varidvel complexa s. Tal método consiste basicamente de 3
passos:

1) Transformar a equacdo diferencial que descreve o sistema
numa equacao algébrica através da transformada de Laplace

2) Fazer manipulagdes algébricas
3) Calcular a transformada inversa de Laplace para obter y(t)

Veremos que a transformada de Laplace é uma ferramenta
poderosa para a andlise e controle de sistemas. Por exemplo: a
analise da resposta impulsiva de diversos sistemas em série se
torna muito mais facil: as convolugoes dio lugar a manipulacoes
algébricas.
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4.1 A Transformada de Laplace (Bilateral)

Seja x(t), t € R, um sinal em tempo continuo. A transformada
de Laplace (bilateral ou de dois lados) X(s) de x(t) é definida

por
00

X(s) = lx(£)] = / x(t)e*t dt

—0o0
Note que a varidvel de integragdo é t € R, mas X(s) € C é uma
funcao complexa na variavel complexa s € C. Pode-se mostrar
que
x(1) =2 X =5 | T X(s)et ds
27Tj c—joo
onde o nimero real ¢ deve ser adequadamente escolhido. O par de
equacdes acima é denominado de par da transformada de
Laplace (bilateral), ou simplesmente par de Laplace. Dizemos
entdo que X(s) é a transformada direta de Laplace de x(t), e que
x(t) é a transformada inversa de Laplace de X(s). Assim,

X(s) = Llx(t)] = {7 X ()}
x(t) = £7X(s)] = £7H{ex(1)]} 181284



A Transformada de Laplace

Para indicar que x(t) e X(s) sdo um par de Laplace, escrevemos

x(t) < X(s)
e A transformada de Laplace é uma operacao linear, ou seja,
se
x1(t) <= Xi(s) = Llxi(t)] e xa(t) <= Xa(s) = L[x2(t)]
entao

ax1(t)+bxa(t) <= Llaxi(t)+bxa(t)] = aLlx1(t)]+bL[x2(t)] = aXi(s)+bXa(s)

¢ Regido de convergéncia (RDC) ou regido de existéncia de
X(s): é o conjunto de valores de s no plano complexo em que a
integral impropria

X(s) = /_ Z x(t)e<t dt

converge.
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A Regido de Convergéncia (RDC)

Propriedades da RDC:

1) Se xi(t) tem RDC R; e x2(t) tem RDC R», entdo
axi(t) + bxy(t) tem RDC R D R1 N R».

2) Se x(t) tem duracdo finita, entdo sua RDC é R = C.

3) Se xq(t) tem duragdo finita e x»(t) tem RDC R, entdo
axi(t) + bxo(t) tem RDC R = R»

Exemplos: (no quadro)
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A Transformada de Laplace

Acabamos de ver nos exemplos acima que
1
x(t) = e *u(t) <= X(s) = gt Re s > —Re a, onde a € C
Semelhantemente, pode-se mostrar que
1
t)=—e u(—t) <= Y(s)= ——, Res< —Rea
y(2) u(—t) = Y(s) = ——

Note que x # y e X(s) = Y(s), mas os RDC's s3o diferentes!
Desse modo, existe mais de uma transformada inversa de Laplace

para
1

s+ a

dependendo da RDC.

Portanto, concluimos que, a nao ser que seja especificada a
RDC, ndo existe uma correspondéncia um-para-um (bijetiva)
entre X(s) = L[x(t)] e x(t) = L71[X(s)], o que gera dificuldades
praticas.
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A Transformada de Laplace

Para contornarmos este problema, vamos restringir o tempo a

t > 0. Com isto, nao precisamos especificar a RDC, e temos
uma correspondéncia um-para-um (bijetiva) entre

X(s) = L[x(t)] e x(t) = L7[X(s)], t > 0. Desse modo, n3o h3
ambiguidade entre x(t), t > 0, e X(s). Isto significa que para cada
X(s) existe uma uinica transformada inversa x(t) = £L71[X(s)],

t > 0 (exceto por um conjunto de comprimento nulo!).

Relembre que, para encontrarmos a resposta y(t),t > to = 0 de
um sistema LCIT para uma dada entrada x(t), podemos sempre
supor que x(t) é causal!
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A Transformada de Laplace Unilateral

De agora em diante, vamos nos preocupar apenas com o tempo
futuro dos sinais. Para isto, consideramos a transformada de
Laplace unilateral (ou de um lado) de um sinal x(t), t € R, que

é dada por
o

X(s) = Lx(t)] = /0 x()est dt

Com esta definicdo, nao precisamos mais especificar a RDC
para determinamos a transformada inversa, e temos uma
correspondéncia um-para-um (bijetiva) entre a transformada
X(s) = L[x(t)] e x(t) = L7[X(s)], para t > 0 (somente tempo
futuro!). Desse modo, ndo ha ambiguidade entre x(t), t > 0, e
X(s). Isto significa que para cada X(s) existe uma dnica
transformada inversa x(t) = £L7[X(s)], t > 0 (exceto por um
conjunto de comprimento nulo!).
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A Transformada de Laplace Unilateral

Obs 1: Note que, para sinais causais, as transformadas bilateral e
unilateral coincidem!

Obs 2: Definimos o limite de integracdo inferior como 0~ para
considerar sinais x(t) que possuem um impulso na origem t =0 e
para tratar equacgdes diferenciais com condicdes inicias em typ = 0.

Salvo menc3o contraria, durante todo o restante deste capitulo o
termo transformada de Laplace significara a transformada
unilateral.

Além disso, adotaremos a seguinte convencao: ao escrevermos
x(t) = L7X(s)] = f(t)u(t), t € R, queremos dizer que

x(t) = f(t), para t > 0, mas ndo necessariamente que x(t) =0,
para t < 0 (isto sera verdade somente quando x(t) for de fato
causal!).

Relembre que, para encontrarmos a resposta y(t),t > to = 0 de
um sistema LCIT para uma dada entrada x(t), t € R, ndo
importa os valores de x(t) para t < 0, e podemos sempre supor

3 [
que x(t) é causal! 167 /284



Existéncia da Transformada de Laplace

Dizemos que um sinal x(t), t € R, é de ordem exponencial oy
quando existirem M > 0, og real e t > 0 tais que

|x(t)] < Me%*, parat >t >0

Para sinais x(t) de ordem exponencial, a transformada de Laplace
(unilateral) X(s) sempre existe e sua RDC contém a regido
Re s > oy.

De acordo com os interesses praticos em engenharia de
Nnosso curso, consideraremos de agora em diante apenas sinais
x(t) de ordem exponencial cuja transformada de Laplace é uma
funcao racional em s, ou seja,

P(s)
Q(s)

onde P(s) e Q(s) sdo polindbmios na variavel complexa s com
coeficientes reais.

x(t) = X(s) =

188 / 284



Existéncia da Transformada de Laplace

Desse modo, como consequéncia do resultado de continuidade
analitica da teoria de funcdes a varidveis complexas, podemos
sempre supor que a RDC é todo o plano complexo C, com
exce¢do dos pontos em que Q(s) = 0. Por exemplo,

1

—2t
t) <= X = —
e2u(t) <= X(5) = .

s # =2

No restante deste capitulo, a transformada direta X(s) = L[x(t)] e
a transformada inversa x(t) = £L71[X(s)] serdo obtidas por tabelas
de pares de Laplace.
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A Transformada de Laplace

Tabela de Transformadas de Laplace: veja a Tabela 4.1, p.
310, do Lathi. Por exemplo:

i(t) <=1 (Linha 1)
1
u(t) <= B (Linha 2)
1
tu(t) < 2 (Linha 3)
[
tu(t) = (Linha 4)
1
eMu(t) = Y (Linha 5)
n_ At n! c
t'e U(t) <~ m (Llnha 7)
5rel? Sre~J0
re” " cos(bt + 0)u(t) <= 05r 05re (Linha 10b)

s+a—jb+ s+a+jb
0.5n!re? 0.5n!re=J?
(*)

t"re cos(bt + 0)u(t) < i uE i
(bt +0)ult) = T oy T a0




4 .1-1 Determinando a Transformada Inversa

Seja

_ P(s)

~Q(s)

uma func3o racional em s com coeficientes reais. Suponha que os
polinémios P(s) e Q(s) ndo possuem raizes em comum, e que
grau(Q(s)) = N > M = grau(P(s)).

As raizes de P(s) sdo denominadas de zeros de X(s), e as raizes
de Q(s) de pélos de X(s). Assim, X(s) possui M = grau(P(s))

zeros e N = grau(Q(s)) pdlos. Dizemos que um pdlo é simples

quando sua multiplicidade é igual a 1.

X(s)

Nosso objetivo é encontrar
x(t) = L7Y[X(s)], parat >0 (somente tempo futuro!)

Para isto, vamos expandir X(s) em fragdes parciais, de modo que
cada termo da expans3do pertenca a Tabela de Transformadas de

Laplace.
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Determinando a Transformada Inversa

Assuma que X(s) possui pélos simples a; e um pélo repetido b
de multiplicidade m > 2. Podemos expandir X(s) em fracGes
parciais da seguinte maneira:

ki cl &) Cm
X(S):k0+Zs—ai+s—b+(s—b)2+m+7 ()

onde os coeficientes sdo dados por

ko - X(OO) - SGRJ,irsn—moX(s)
ki = [(s — ai)X(s)]ls=a;
1 dm=J m
G= =gt dem 07 PG|

Quando X(s) possui varios pdlos repetidos, a expressdo é andloga.
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Determinando a Transformada Inversa

Observacoes:
1) Se grau(Q(s)) = N > M = grau(P(s)), entdo ko = X(o0) = 0.

2) Se aj = a + j é um pdlo complexo, entdo aj1 = af = o — jf
também é um pdlo complexo, e kj11 = k.

3) A forma da expressdo (x) é determinada somente pelos pélos
de X(s)! Os zeros de X(s) influenciam apenas nos valores dos
coeficientes kj, c1,...,cn em (x)!

4) Para evitarmos as diferenciacdes envolvidas nos célculos dos
¢j's, podemos primeiramente encontrar os coeficientes kg, a; e

cm = [(s — b)™X(5)]|s=b, € entdo determinar os m — 1 coeficientes
restantes ¢, ¢, ..., Cn—1 através de um sistema de equacgoes
lineares resultante da substituicdo de m — 1 valores reais para s
em ambos os lados de ().

Exemplos: (no quadro)
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4.2 Algumas Propriedades da Transformada de Laplace

Suponha que x(t) <= X(s), xi1(t) < Xi(s), x(t) < Xa(s).
1) Linearidade: axi(t) + bxa(t) <= aXi(s) + bXa(s)

2) Deslocamento no tempo: se x(t) = f(t)u(t) < X(s),
entao

y(t) = x(t—tg) = f(t—to)u(t—tg) < Y(s) = X(s)e *®, t, >0
Note que y(t) = x(t — to) =0, t < tp (causal), pois x(t) é causal!
3) Deslocamento na frequéncia:

x(t)e®" < X(s — )

4) Diferenciacdo no tempo (derivada generalizada!):

% s sX(s) — x(07)

d?x

F(z)fX( s)—sx(07) —x(07)
CC/]ZZ( — s"X(s) — Zn: s"_kx(k_l)(O_)
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Algumas Propriedades da Transformada de Laplace

5) Integracdo no tempo:

/t x(7) dr <= EX(S) + % /0_ () dt

- — 00

Obs: Se x(t) é causal, entdo

d f 1
TX = 5"X(s) / x(r) dr <= <X(s)

6) Diferenciacdo na frequéncia:

—tx(t) <= %ﬁs)

7) Escalonamento:
1
x(at), onde a > 0 < SX(s/a)

8) Convolugao no tempo:
Xl(t) * Xz(t) <~ Xl(S)Xz(S)
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Algumas Propriedades da Transformada de Laplace

9) Teorema do Valor Inicial: Suponha que X(s) = P(s)/Q(s)
com grau(Q(s)) = N > M = grau(P(s)). Ent3o,

x(0F) = lim sX(s)

seR, s—oo

10) Teorema do Valor Final: Temos que x(o0) = tILm x(t) existe

se e somente se sX(s) possui todos os pdlos no SPE (parte real
negativa). Neste caso, x(o0) pode ser diretamente calculado por

x(o0) = lim 0sX(s)

SER, s—
Justificativa: Pela Tabela de Transformadas de Laplace, temos
que tl;ngo x(t) = 0 se e somente se todos os pdlos de X(s) estdo
no SPE. Além disso, tll?;o x(t) = ¢ # 0 se e somente se X(s)
possui um poélo simples em s = 0 e todos os outros pdlos estao
no SPE.

Exemplos: (no quadro)
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4.3 Solucao de Equacdes Diferenciais e Integro-Diferenciais

Considere um sistema LCIT descrito por (N = M)

Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condi¢3o inicial vo em ty = 0~ e entrada x(t) causal, onde

Q(D)=D"N +a,DN" ... 44y, P(D)=byD" + .-+ by_1D + by

Com base na transformada de Laplace, vamos reduzir a equagao
diferencial acima a uma equacao algébrica em s, e entdo
encontrar Y(s) através de operacdes algébricas. Desse modo,
determinamos y(t),t > 0. Para isto, necessitaremos apenas de:
Linearidade: ax;(t) + bxa(t) <= aXi(s) + bXz(s)
Diferenciacao no tempo:

K X(s)-x(0) O

dt dt?
d"x n n—k (k 1)
g S X(s Zs 07)

Exemplo de motivagdo: (no quadro) 197 / 284



4.3-1 Resposta Estado Nulo

Considere um sistema LCIT com memdria (ndo necessariamente
descrito por uma equag3o diferencial). Assuma que v(07) =0
(condigdo inicial nula em tg = 07). Na Se¢do 2.4, encontramos que

¥(t) = Yesn(t) = x(t) * h(t)
onde h(t) é a resposta impulsiva. Considere que
x(t) <= X(s) y(t) <= Y(s) h(t) < H(s)

Logo, pela propriedade de convolucao no tempo da transformada
de Laplace, concluimos que

‘ Y(s) = H(s)X(s)‘ (resposta estado nulo!)

Denominamos H(s) de fun¢do de transferéncia do sistema e
escrevemos
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Resposta Estado Nulo

Agora, considere um sistema LCIT descrito por (N = M)
Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condig¢do inicial vy =0 em ty = 0~ e entrada x(t) causal,
onde

Q(D) = D" + a1 DVt ... 4 ay, P(D) = boDN + - + by_1D + by
Assim,
yO0 ) =y(07)=--=yWN D=0 X0 )=x(0")=---=xND=0
Considere que
x(t) <= X(s)  Y(t) = Yesn(t) <= Y(5) = Yeon(s)

Pela propriedade de diferenciacdao no tempo da transformada de
Laplace, temos

D¥y(t) <= s*Y(s) D*x(t) < s*X(s)
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Resposta Estado Nulo

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da
equacado diferencial, obtemos

Q(s)Y(s) = P(s)X(s)

ou seja,
V(s) = GeX()
Considere que
h(t) < H(s)

onde h(t) é a resposta impulsiva. Para x(t) = (t), temos que
X(s) = 1. Portanto,

‘ Y(s) = H(s)X(s)‘ (resposta estado nulo!)
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Resposta Estado Nulo

Temos que H(s) é a funcdo de transferéncia do sistema e
escrevemos

Y(S) _

Como H(s) = P(s)/Q(s), concluimos que (P(s) e Q(s) podem ter
raizes em comum = cancelamento pélo-zero!):

{pdlos H(s)} C {pdlos Q(s)} = {raizes caracteristicas}

E, como
Y(s) = H(s) = g((z))X(s)

concluimos que (pode haver um cancelamento entre um zero de
H(s) e um pdlo de X(s), ou um cancelamento entre um pélo de
H(s) e um zero de X(s)!):

{pdlos Y(s)} C {pdlos Q(s) + pdlos X(s)}
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Resposta Estado Nulo

Obs: Seja g(t) a resposta estado nulo para x(t) = u(t) (degrau
unitario). Como

concluimos que:

g(t) < G(s) = H(s)X(s) = H(s)% | h(t) <= H(s) = sG(s)]

De acordo com as propriedades de integracao e diferenciacdo no
tempo da Transformada de Laplace, resgatamos que
g(t) = ['__h(r)dT e h(t) = dg(t)/dt (veja a Segdo 2.6).
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Resposta Total

Considere um sistema LCIT descrito por (N = M)
Q(D)y(t) = P(D)x(t)
com condig3o inicial vo em ty = 0~ e entrada x(t) causal, onde
Q(D) =D +aD"" '+ +ay, P(D)=boD" + -+ by_1D + by

Assim,
x(07)=x(0")=---=xN"D =0
Pela propriedade de diferenciacdao no tempo da transformada de

Laplace, temos

D¥y(t) <= s¥Y(s) — Z s"IyU=D07)  DFx(t) <= skX(s)
j=1
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Resposta Total

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da
equacado diferencial, obtemos

Q(s)Y(s) = R(s) = P(s)X(s)

onde os coeficientes do polindmio R(s) dependem do estado inicial
vo (mas, se vy = 0, entdo R(s) = 0!). Portanto,

RO PO) g RO oo
YO(s) esn(S

onde

h(t) <= H(s) = P(s)/Q(s) (resposta impulsiva)
yo(t) <= Yo(s) = R(s)/Q(s) (resposta entrada nula)
Yesn(t) = h(t) % x(t) <= Yesn(s) = H(s)X(s) (resposta estado nulo)

Exemplos: (no quadro)
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Funcdes de Transferéncia x Equacgdes Diferenciais

Sabemos que um sistema LCIT descrito por uma equagao
diferencial determina uma funcao de transferéncia

Y (s)/X(s) = H(s). E possivel também fazermos o caminho
contrario: dado um sistema LCIT com func3o de transferéncia
H(s) = P(s)/Q(s), podemos encontrar uma equacido diferencial
cuja fungdo de transferéncia é H(s).

Para isto, considere um sistema LCIT com H(s) da forma

Y() _ sy~ PO
X(s) 6)

onde nao ha cancelamentos pélo-zero, ou seja, P(s) e Q(s) ndo
possuem raizes em comum. Suponha também que esta forma de
H(s) ndo é resultante de cancelamentos anteriores entre pélos
e zeros (isto significa que o sistema é controlavel e observavel).
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Funcdes de Transferéncia x Equacgdes Diferenciais

Fazendo
Q(s)Y(s) = P(s)X(s)
obtemos que
Q(D)y(t) = P(D)x(t)
é uma equacao diferencial cuja funcao de transferéncia é de fato

H(s) = P(s)/ Q(s)-

Exemplo: (no quadro)
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4 .3-2 Estabilidade

Considere um sistema LCIT com meméria causal (ndo
necessariamente descrito por uma equacdo diferencial) com fun¢io
de transferéncia

P(s)
H(s) =
(s) 0)
onde Q(s) e P(s) nao possuem raizes em comum. Assuma que
v(—o00) =0 em tp = —oco. Relembre que dizemos que o sistema é

BIBO estavel quando toda entrada x(t) limitada resultar em
y(t) = Yesn(t) limitada. Caso contrério, o sistema é BIBO
instavel.

Propriedade 1: Suponha que grau(Q)=N > grau(P)=M. Ent3o:

O sistema é BIBO estavel < todos os pélos de H(s) estdo no SPE
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Estabilidade

Propriedade 2: Se grau(Q)=N < grau(P)=M, entdo o sistema é
BIBO instavel.

Justificativa: Quando grau(Q)=N < grau(P)=M, sempre
poderemos escrever

H(s) = gy = 20 + gl,g
onde grau(Z)=M — N e grau(P'(s)) < grau(Q')=grau(Q)=N.

Assim, Z(s) (dominio da frequéncia) correspondera a
diferenciadores (no tempo)!
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Estabilidade

Considere
s3+4s% +4s+5 s24+25+5
H(S) = = S -
s24+ 3542 s24+3s+2
Logo,
242545
Y(s) = H(s)X(s) = sX - X
() = H(9X(5) = $X(5) +55 2 X(5)
<—x(t)
Portanto, tal sistema é BIBO instavel pois, conforme vimos no
Capitulo 2, o diferenciador ideal é BIBO instavel!
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Estabilidade

Agora, considere um sistema LCIT descrito por uma equagao
diferencial da forma

Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condigdo inicial vp em tp = 07, onde Q(A) e P(\) ndo
possuem raizes em comum (ou seja, o sistema é controlavel e
observavel).
Suponha que vo = 0. Assim, yo(t) =0e
P(s)
Y(s) = H(s)X(s) = Q )X(s) (resposta estado nulo!)
s
Relembre que o sistema é BIBO estavel quando toda entrada
x(t) limitada resultar em y(t) = yesn(t) limitada. Caso contrério, o
sistema é BIBO instavel.

BIBO estabilidade refere-se a estabilidade externa (vp =0 e
x # 0) do sistema.
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Estabilidade

Sabemos que
VW=0ex=0=y=y9=VYesn =0

No entanto, o que acontece com y = yp quando x = 0 mas
vop # 0?7 Relembre que este é o conceito de estabilidade interna
(ou assintética) do sistema.

Como estamos assumindo que em

nao ha cancelamentos pélo-zero, temos que

{pdlos H(s)} = {zeros Q(s)} = {raizes caracteristicas}
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Estabilidade

Desse modo, a partir dos resultados do Capitulo 2, obtemos os
seguintes critérios:

1. Assintoticamente estavel se e somente se todos os pélos
de H(s) estdo no SPE, ou seja, possuem parte real negativa.
Relembre que isto significa que, dada qualquer condic3o inicial

vo # 0, tem-se que tll[r;oy(t) = tIer;oyo(t) = 0.

2. Assintoticamente instavel se e somente se houver ao
menos um pélo de H(s) no SPD (i.e. com parte real positiva)
e/ou pélos com multiplicidade em cima do eixo imaginario.
Relembre que isto significa que, dada qualquer condi¢3o inicial

vo # 0, tem-se que y(t) = yo(t) é ilimitada!

3. Marginalmente estavel se e somente se nao ha pélos de
H(s) no SPD, mas existem pélos simples (sem multiplicidade)
em cima do eixo imaginario.

Relembre que isto significa que, para termos y(t) = yo(t), t € R,
limitada e arbitrariamente préxima de zero, basta que vy # 0 seja

suficientemente préxima de zero. S



Relacdo entre Estabilidade BIBO e Assintética

Obs: A posi¢cdo dos zeros de H(s) no plano complexo nao
influenciam na estabilidade assintétical

Para um sistema descrito por uma equacgao diferencial,
relembramos do Capitulo 2 que:

Propriedades:
1. Assintoticamente estavel = BIBO estavel

2. Assintoticamente instavel ou marginalmente estavel = BIBO
instavel

Logo (somente para equacgées diferenciais sem cancelamentos
pdlo-zero!):

‘Assint. estidvel <= BIBO estdvel <= todos os pélos de H(s) no SPE‘

Exemplos: (no quadro)
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O Fendmeno de Ressonancia (Lathi Segdo 2.7-7)

Considere um sistema LCIT com funcio de transferéncia

_P(s)
6)

Quando os pélos da entrada X(s) estdo “longe” dos pélos de
H(s), a resposta y(t) do sistema tende a ser “fraca”. E, quando a
entrada X(s) possui um pélo “préximo” de algum dos pdlos de
H(s), a resposta y(t) tende a ser “forte’, podendo inclusive se
tornar ilimitada quando os pdlos sao imagindrios e coincidem! Isto
é o que denominamos de ressonancia.

X(s) (resposta estado nulo!)

Y (s) = H(s)X(s)
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Ressonancia

@ Taca de vidro quebrada pelo som:
http://www.physics.ucla.edu/demoweb/demomanual/acoustic

@ Ponte Tacoma Narrows nos Estados Unidos colapsa devido a
rajadas de vento:
http://www.youtube.com/watch?v=gb0jxPCfaFk

Obs: A ponte Tacoma Narrows é considerada um exemplo cldssico
de ressonancia, inclusive em livros de fisica. No entanto, Robert H.
Scanlan, um dos precussores de Aerodinamica de Pontes, propds
num artigo cientifico de 1991 que a causa do colapso da ponte ndo
foi a ressonancia (busque por Resonance em
http://en.wikipedia.org).

Exemplos com Matlab: (no quadro)
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http://www.physics.ucla.edu/demoweb/demomanual/acoustics/effects_of_sound/breaking_glass_with_sound.html
http://www.youtube.com/watch?v=qbOjxPCfaFk
http://en.wikipedia.org

4.4 Analise de Circuitos Elétricos: O Circuito Transformado

Veremos agora como analisar facilmente um circuito elétrico com
condicoes iniciais nulas através da transformada de Laplace.
Relembre que

5o . . dVC(t) . de(t)
VR(t) = RIR(t), Ic(t) =C ar VL(t) =1L T
Como vc(07) =0 e ic(07) = 0, obtemos que
1
Ve(s) = RUIR(s),  Vels)= & le(s),  Vals) = Ls h(s)
ZR(S) v Z[_(S)
Zc(s)

Nestes 3 casos, podemos escrever
V(s) = Z(s)I(s) (generalizagdo da Lei de Ohm)
e denominamos Z(s) de impedancia. Assim,
1
Z(s) = R (resistor), Z(s)= - (capacitor), Z(s) = Ls (indutor)
s
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Andlise de Circuitos Elétricos: O Circuito Transformado

Note que, se considerarmos que V/(s) é a saida e que /(s) é a
entrada, entdo impedancia Z(s) é a fungao de transferéncia,
pois V(s)/I(s) = Z(s).

A manipulagao de impedancias é idéntica a manipulacdo de
resistores:

e Se Zi(s) e Z»(s) sdo conectadas em série, entdo a impedancia
equivalente é:

Zeqls) = Zu(s) + Zals)
e Se Zi(s) e Zy(s) sdo conectadas em paralelo, entdo a
impedancia equivalente é:

Zeq(s) _ 21(5)22(5)

Zi(s) + Zo(s)

A consequéncia dos resultados acima é que podemos facilmente
simular um circuito elétrico no Matlab com base em func¢des de
transferéncial

Exemplo: (no quadro) 217 /284



4.5 Diagrama de Blocos

S g, OO :l_ —— i e

Figura : Conexdes elementares de blocos e seus equivalentes.
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Diagrama de Blocos

Suponha que o sistema S; tem fungdo de transferéncia Hi(s) e que
o sistema S, tem fun¢do de transferéncia Hy(s). Entdo:

e Conexdo em paralelo: o sistema S, tem funcdo de transferéncia
Y(s)/X(s) = Hp(s) = Hu(s) + Ha(s)

e Conexdo em cascata (ou série): o sistema S. tem fungdo de
transferéncia Y (s)/X(s) = Hc(s) = Hi(s)Ha(s) = Ha(s)Hi(s).
Assim, em termos da fungdo de transferéncia Hc(s), tanto faz
ligarmos Sp apds S; ou S; apds Sy. No entanto, relembre que
fisicamente a ordem importa!
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Diagrama de Blocos

e Conexdo em realimentacéo (feedback): temos que

E(s) = X(s) — H(s)Y(s)
Y(s) = G(s)E(s) = G(s)X(s) — G(s)H(s)Y(s)

Logo,
G(s)X(s) =Y(s)+ G(s)H(s)Y(s) = Y(s)[1 + G(s)H(s)]

Portanto, a funcao de transferéncia do sistema realimentado é

Y(s)
X(s)

G(s)
1+ G(s)H(s)

= F(s) =
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Realimentacao Unitéria

Quando H(s) = 1, dizemos que a realimentagdo é unitaria. Neste

Pls)
Y(s) F(s) = G(s) __Qs) _ _ P9
X(s) 1+6G(s) ; Pls) P(s)+Qls)
Q(s)

onde G(s) = P(s)/Q(s), P(s) é o polinémio que determina os
zeros de G(s), Q(s) é o polindmio que determina os pélos de
G(s), e grau(P(s)) < grau(Q(s)). Desse modo (somente para
realimentagdo unitaria!):
Q F(s) e G(s) possuem a mesma ordem e os mesmos zeros!
@ Os pdlos de F(s) sdo dados por P(s) + Q(s) = 0, ou seja, sdo
influenciados pelos zeros e pélos de G(s)!
Exemplo: (no quadro)
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4.6-5 Utilizacao de Amplificadores Operacionais para a

Realizacao de Sistemas

Realizar (ou implementar) uma fungdo de transferéncia H(s) é
construir um sistema fisico cuja fun¢do de transferéncia é H(s).

A implementacao de
Zf(S)

H(s) = —
(s) 0]
através de um circuito eletronico utilizando amplificadores
operacionais (amp-ops) € ilustrada abaixo:

Lpis)
it I
Firy

. i + =
L
> t +

g
Xis)
¥is)

Figura : Implementagdo de Y(s)/X(s) = H(s) com amp-os, onde Z¢(s)
e Z(s) sdo impedancias.

+
|
._é..

N
N
N



Realizacao com Amp-Ops

e Multiplicador escalar: H(s) = ——

Figura : (a) Multiplicador escalar (b) integrador.
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Realizacao com Amp-Ops

e Somador com ponderagdo: Y(s) =Y, _; kiXi(s)

Figura : Somador com ponderagéo, onde ki = —R¢/R;.

Aplicacoes:
e Implementacao de um controlador com realimentacdo

e Simulac3do analdgica de sistemas elétricos, mecanicos, quimicos,
etc (na época em que ndo haviam computadores digitais)
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4.8-1 Resposta em Regime Permanente para Entradas

Senoidais Causais

Considere a seguinte funcdo de transferéncia

Ps)_ P(s)
Q(s) (s—M)...(s—An)
Suponha que grau(P(s)) < grau(Q(s)), P(s) e Q(s) nao

possuem raizes em comum, e que H(s) é BIBO estavel, ou
seja, os n polos A, ..., A, estdo no SPE (parte real negatival).

Primeiramente, vamos analisar a resposta y(t), t > 0, para a
entrada
x(t) = &“fu(t) (exponencial complexa)

Por simplicidade, assumiremos que todos os pélos sdo simples e
reais.
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Resposta em Regime Permanente para Entradas Senoidais
Causais

Temos que
1

s — jw

X(s) =

B P(s)
Y(s) = H$)X() = Gy X ) = G T = ) =)

Expandindo Y(s) em fracdes parciais, obtemos

.k P(s) 1 ki o, 1
Y(s) = = H
(5) ZS—A;+Q(5) smjw S —JW iz_:s—A-+ (Jw)s—jw

i=1

Logo,
n
t) = Z kieNt 4+ H(jw)e/*t, t>0
——

i=1
N’ }/55(1')
yir(t)
onde y;(t) é a componente de regime transitdrio e yss(t) € a

componente de regime permanente (steady state) de y(t). e s



Resposta em Regime Permanente para Entradas Senoidais
Causais

Como H(s) é BIBO estdvel, concluimos que
(g5, Vrlt) =0

Portanto,

x(t) = &u(t) > lim y(0) = yas(t) = HG)™ | ()

Obs: Rigorosamente, deveriamos escrever tlim [y(t) — H(jw)e*t] = 0.
—00
Agora, considere a entrada senoidal causal
x(t) = Acos(wt + 0)u(t) = ARe[e/? &t]u(t)

onde A > 0 é a amplitude, w > 0 é a frequéncia angular (em
rad/s), e 6 é a fase (em rad).
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Resposta em Regime Permanente para Entradas Senoidais
Causais

Como
Re[s] = (s +5¥)/2, H(jw) = |H(jw)|e/“HU*) (forma polar)
obtemos de () e por linearidade que

Jlim y(£) = ye(£) = ARe[H(jw)e/" ] = ARe{[Hi{jc) <70 &)

def. de fase
=| A|H(jw)| cos(wt + 0 + ZH(jw) ) (xx)
——— —_——
amplitude fase (em rad)

Assim, vemos que a saida em regime permanente é senoidal e
com a mesma frequéncia w de x(t). Entretanto, a amplitude é
AlH(jw)|, e a fase é 0 + ZH(jw).
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Resposta em Regime Permanente para Entradas Senoidais
Causais

Denominamos H(jw) de resposta em frequéncia de H(s).
Denominamos o grafico w X |H(jw)| de resposta de amplitude de
H(s), e o grafico w x ZH(jw) de resposta de fase, com

w € [0, 00).

Note que, para w > 0, podemos rescrever (*x) como
tingoy(t) = yss(t) = A|H(jw)| cos(wt + 0 + ZLH(jw))
= A|H(jw)| cos(w[t + ZH(jw)/w] + 6)

ou seja,

Jim y(t) = yss(t) = [HGw)Ix(t + ZH(jw)/w)
—_——

atraso (em s)

onde ZH(jw) é dado em rad.
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Resposta em Regime Permanente para Entradas Senoidais
Causais

E, como para w = 6 = 0, temos

x(t) = Au(t) <= X(s) = 2

S|

concluimos que

y(00) = lim y(t) = yss(t) = AH(0)

Note que este mesmo resultado pode ser obtido diretamente do
TVF. Denominamos H(0) de ganho estatico ou ganho CC (vélido
apenas apenas para H(s) BIBO estdvell!).
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Resposta em Regime Permanente para Entradas Senoidais

Causais

Obs 1: Relembre que
Y(t) = Yesn(t) = yur(t)+yss(t) (resposta estado nulo!) tILm yer(t) =0

A componente de regime transitério y;(t) estd sempre
presente, mas pode ter uma dindmica bem rapida em certos casos.

Obs 2: Para um sistema LCIT descrito por uma equacao
diferencial sem cancelamentos pdlo-zero em H(s), relembre que:
BIBO estdvel < Assintoticamente Estavel < lim:_ yo(t) = 0.
Logo:

y(t) = yo(t) + Yesn(t) = yo(t) + yer(t) + yss(t) | (resposta totall!)
—_——

:}/esn(t)

0, 0(0) = i, yerle) =0

tIi}rr;Oy(t) = yss(t) = AJH(jw)]| cos(wt + 0 + ZH(jw))

Exemplos: (no quadro) 231 /284



Um filtro é um sistema LCIT cuja fungdo de transferéncia H(s) é
BIBO estével (todos os pdlos no SPE).
Filtros Ideais x Filtros Praticos: (no quadro)

Relembre que todo sistema fisico real deve ser causal. Sistemas
ndo-causais ndo podem ser realizados (implementados) na pratica.

Relembre também que um sistema LCIT é causal se e somente se
h(t) é causal.

A resposta impulsiva dos filtros ideais é nao-causal. Portanto,
filtros ideais ndo podem ser realizados na pratical

O objetivo da engenharia é construir filtros praticos que possuem
um desempenho préximo ao do ideal.

e Projeto e Implementacao de Filtros Praticos = Sinais |l
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Diferenciador Ideal e Amplificacao de Ruidos

Considere o sistema diferenciador ideal

y(t) = x(t)
O diferenciador ideal ndo deve ser utilizado na pratica por
amplificar ruidos de alta frequéncia. Por exemplo,

r(t) = Asen(wt) — y(t) = #(t) = wAcos(wt)

ou seja, tal sistema amplifica a amplitude A do ruido r(t) pelo
fator w. Logo, quando w > 0 é grande (alta frequéncia), temos
que a amplitude da saida também sera grande.

Exemplo no Matlab:
x(t) = s(t)+r(t) = t+0.01sen(1000t) — y(t) = x(t) = 1410 cos(1000t¢)

onde s(t) =t é o sinal a ser derivado e r(t) = 0.01sen(1000¢) é
um ruido de alta frequéncia.

Conclusao: fungdes de transferéncia H(s) = P(s)/Q(s) com

M > N n3o devem ser implementadas na prética!
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Resposta de Sistemas de Primeira e de Segunda Ordem

Considere um sistema LCIT com funcio de transferéncia
Y(s) P(s)
x5~ 70
onde x(t) é a entrada do sistema e y(t) é a saida. Suponha que

N = grau(Q(s)) > grau(P(s)) = M e que ndo ha cancelamentos
pdlo-zero. Denominamos N de ordem do sistema.

Temos que toda fung¢do de transferéncia G(s) de primeira ordem
sem zero pode ser escrita como

G(s) = p——] (forma padrdo)
De fato,
=K
—~~
s+« |
«
-~
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Resposta de Sistemas de Primeira Ordem

Suponha que G(s) = K/(7s + 1) é (BIBO) estavel, ou seja, 7 > 0.
Considere uma entrada x(t) = A do tipo degrau de magnitude A.
Temos que a saida correspondente é

K A
Ts+1ls

Note que K = G(0) é o ganho estatico. Denominamos 7 de
constante de tempo. Logo,

y(e<) = Jim y(t) = AG(0) = AK.

y(t) = AK(1 —expt/7) <= Y(s) = G(s)X(s) =

O instante de tempo para se atingir 95% de y(oo) é denominado
de tempo de acomodacao de 5% (ts(5%)), e é calculado por

0.95y(00) = y(ts(5%)) = KA(1 — e 50%)/™) = +,(5%) = 37
O instante de tempo para se atingir 63% de y(oo) é calculado por
0.63y(00) = y(t(63%)) = KA(1 — e t(O3%)/7) = +(63%) =7
Obs: t;(5%) e t(63%) independem da amplitude A da entrada

do tipo degrau! E quanto menor 7, menor ts(5%) e t(63%)!
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Resposta de Sistemas de Primeira Ordem

Portanto,
y(o0) ts(5%)
K=—-—= = = t(63%
A’ 3 ( )
y(o0)
0.95 y(o0)
y(t)
0.63y(00) |---------- ¢
0 t}(“%) t.(5%) t

Figura : Resposta de um sistema de primeira ordem (estdvel e sem zero)
ao degrau. Nao ha oscilacao nem sobressinal!
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Resposta de Sistemas de Segunda Ordem

Toda funcdo de transferéncia G(s) de segunda ordem sem zeros e
com pdlos ndo-nulos pode ser escrita como

Kw?
G(s) = 4 ,
() $2 + 2fwps + w2

onde w, > 0. Os pdlos de G(s) sdo

P12 = —€wp Ewpy 52 -1

Note que K = G(0) é o ganho estatico quando G(s) é (BIBO)
estdvel. Denominamos £ de coeficiente de amortecimento e w,
de frequéncia natural. Temos as seguintes situagdes:

1. Sistema nao-amortecido (¢ = 0): os pdlos sdo complexos
com p1 > = £jw,, € a resposta em regime permanente a uma
entrada do tipo degrau é senoidal com frequéncia wy,

2. Sistema sub-amortecido (0 < £ < 1): os pdlos sdo
complexos com p; 2> = —Ewp £ jwyy/1 — €2, € a resposta ao

degrau apresenta oscilacdo e sobressinal S



Resposta de Sistemas de Segunda Ordem

3. Sistema criticamente amortecido ({ = 1): os pdlos sdo reais
e iguais com p; o = —&wp, e a resposta ao degrau nao apresenta
oscilacao nem sobressinal, e ha um ponto de inflexao

4. Sistema super-amortecido (£ > 1): os pdlos sdo reais,
negativos e diferentes, e a resposta ao degrau nao apresenta

oscilacao nem sobressinal, e ha um ponto de inflexao

5. Sistema (BIBO) instavel ({ < 0): os pdlos possuem parte real
positiva (SPD)
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Resposta de Sistemas de Segunda Ordem Sub-Amortecidos

Suponha que G(s) = Kw?2/(s? + 2w,s + w?) é (BIBO) estavel
com 0 < & < 1 (sub-amortecido). Considere uma entrada x(t) = A
do tipo degrau de magnitude A. Temos que

—&wnt
y(t) = KA [1-— \/17__52 sen((wny/1 — €2) t + cos 1(&)
Kw? A
= Y(s) = ClX(e) = 52+ 26wns + w2 s
Assim,

y(00) = AG(0) = AK

A resposta y(t) apresenta sobressinal e oscilagdes. A frequéncia
de oscilacdo é wy = wpy/1 — €2, denominada de frequéncia
natural amortecida.
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Resposta de Sistemas de Segunda Ordem Sub-Amortecidos

Para encontramos o instante de pico t, e o valor de pico

¥p = y(tp), resolvemos a equagdo y(t) = 0, encontrando

™

w/1— €2  wd

y(o0)

_ Yo = Y(0) _ —emy/iE

onde M, é o sobressinal (maximo) relativo. Logo,

GO
K=""3 M=

Yp — y(o0) _
y(o0)

(In Mp)?

™

—— gy = —————
(InM,)2 + 72" =" tp\/1— €2

O instante de tempo t5(5%) em que y(t) entra na faixa de +5%

de y(o0) e |3 permanece para todo tempo futuro, é denominado

de tempo de acomodacdo de 5%. Temos que

ts(5%) <

3

Wp

Obs: t;(5%) e M, independem da amplitude A da entrada do

tipo degrau! E quanto menor o amortecimento 0 < & < 1, maior

M,
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Resposta de Sistemas de Segunda Ordem Sub-Amortecidos

D ——
1,05y(c0) | o o o
B I ity et e JinS— E—
0,95y (oo ;
=
0 tp ts(5%) t
Figura : Resposta de um sistema de segunda ordem sub-amortecido (sem

zeros) ao degrau.
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Simulacao de Sistemas de Primeira e de Segunda Ordem

1. Considere
0.5

6(5)= 541
com x(t) = 1. Determine analiticamente 7, K, y(0), ts(5%).
Verifique os célculos por simulagao no Matlab. Note que a
resposta nao apresenta sobressinal nem oscilacdo. Isto era
esperado? Justifique.

2. Simule

05
251
com x(t) = 1. Por qual razdo ndo temos que y(cc0) = G(0)?

G(s)

3. Considere
4

)= 310
com x(t) = 3. Coloque G(s) na forma padrdo e determine
analiticamente 7, K, y(c0), ts(5%). Verifique os célculos por
simulacdo no Matlab.
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Simulacao de Sistemas de Primeira e de Segunda Ordem

4. Considere
6.4

s2+3.648s + 16

com x(t) = 5. Determine analiticamente K, y(0), &, wn, M, e
classifique o sistema. Verifique os célculos por simulagdo no
Matlab. Note que a resposta apresenta sobressinal e oscilagcdo. Isto
era esperado? Justifique. Observe que t5(5%) < 3/(&wn).

5. Repita o item anterior para

G(s)

G(s) =

B 6.4
5245525+ 16
6. Considere

0.5 0.5

G(s) = =
(s) (s+2)(s+25) s2+455+5
com x(t) = 10. Determine analiticamente K, y(o0), &, wp, €
classifique o sistema. Verifique os calculos por simulacdo no
Matlab. Note que a resposta nao apresenta sobressinal nem

oscilacdo. Isto era esperado? Justifique. Observe o ponto de
inflexao na resposta. 243 / 284




Influéncia de Pdlos e Zeros na Resposta

Considere um sistema LCIT com funcio de transferéncia

Y() _ g5 PO
X(s) 6)

Relembre que G(s) é (BIBO) estavel quando todos os pélos
estdo no SPE. Dizemos que G(s) é de fase ndao-minima quando
ha poélos ou zeros no SPD. Quando todos os podlos e zeros estio
no SPE, dizemos que G(s) é de fase minima.

Suponha que G(s) é (BIBO) estavel. Em geral, para entradas x(t)
do tipo degrau, temos:

e A componente da resposta dinamica referente a um pdlo
afastado da origem (do plano s) é relativamente répida

e A componente da resposta dinamica referente a um pélo préximo
da origem é relativamente lenta
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Influéncia de Pdlos e Zeros na Resposta

e Um zero tende a fazer com que a resposta dindmica apresente
sobressinal. Quanto mais préximo da origem estiver o zero, maior o
sobressinal. E, quanto mais longe da origem, menor se torna o
sobressinal, podendo o mesmo n3o existir. Assim, um sistema de
segunda ordem com pdlos reais e um zero poderd apresentar
sobressinal dependendo da posicionamento do zero no plano s

e Um zero bem préximo de um pdlo tende a anular os efeitos dos
mesmos na resposta dindmica
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Influéncia de Pdlos e Zeros na Resposta

1. Considere o sistema de primeira ordem

1
7s+1

G(s) =

onde 7 =1, 7 = 0.5. Para cada valor de 7, determine o pédlo e sua
posicdo no plano s (use os comandos zpk e pzmap no Matlab), e
conclua sobre a estabilidade e a rapidez da resposta do sistema.
Simule para uma entrada do tipo degrau unitério.

2. Considere o sistema de segunda ordem

16 16
(s+1)(s+2) s2+3s+2

G(s) =

Determine os pdlos e suas posicdes no plano s, e simule para uma
entrada do tipo degrau unitario. Note que ndo hd sobressinal. Tal
resultado era esperado? Justifique.
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Influéncia de Pdlos e Zeros na Resposta

2. (Continuaciao)
Agora, adicionando um zero, temos

1.6(Bs+1)  1.6(8s+1)
(s+1)(s+2) s2+3s+2

G,(s) =

onde 5 =0.1, =06, =099, =12, =2, 8 =10. Para
cada valor de 3, determine os pdlos e zeros, suas posicdes no plano
s, e simule para uma entrada do tipo degrau unitdrio. Analise e
compare os resultados. Note que, dependendo da posicao do zero,
o sobressinal serd maior ou menor, podendo também n3o estar
presente.
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Influéncia de Pdlos e Zeros na Resposta

3. Considere o sistema de segunda ordem

09
24541

G(s)

Determine os pdlos e suas posicdes no plano s, e simule para uma
entrada do tipo degrau unitario. Note que ha sobressinal. Tal
resultado era esperado? Justifique. Agora, adicionando um zero,

temos
~09(Bs +1)

Cs) = s
onde 8 =0.05, 5 =0.5, 6 =1, 8 =2.5. Para cada valor de 3,
determine os pdlos e o zero, suas posi¢cdes no plano s, e simule
para uma entrada do tipo degrau unitdrio. Analise e compare os
resultados.
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Influéncia de Pdlos e Zeros na Resposta

4. Considere o sistema de segunda ordem de fase nao-minima
. —Bs+1

- 243542

onde 5 =0.01, 8=0.1, 8 =1, 8 =10. Para cada valor de 3,
determine os pdlos e o zero, suas posicoes no plano s, e simule
para uma entrada do tipo degrau unitdrio. Note que a reposta é
negativa nos instantes iniciais quando [ é grande o suficiente.
Justificaremos tal comportamento no que se segue. Escrevemos

G(s)

Gi(s) Gy (s)=PBsGi(s)
Y(s) —Bs+1 1 Bs
=G(s) = 3 = 2 — 2
X(s) 243542 s24+3s+2 s243s5s42
Assim,
Y(s) = Gi(s)X(s) — BsGi(s)X(s) <= y(t) = y1(t) — ya(t) = y1(t) — By1(t)
Yi(s) Ya2(s)=BsYi(s)

Verifique a validade da equacdo acima no Simulink para uma
entrada do tipo degrau unitdrio. Analise o motivo da resposta ser

negativa nos instantes iniciais quando [ é grande o suficiente. 249 /284



Pélos Dominantes

O conceito de dominancia desempenha um papel fundamental na
analise e controle de sistemas LCIT. Seja G(s) uma fungdo de
transferéncia, e sy um pdlo real ou um par de pdélos complexos
conjugados de G(s) no SPE. Dizemos que sy é dominante
quando:

1. Pélos e zeros a direita de sy, ou a esquerda e proximos de sy,
sempre ocorrem aos pares e, além disso, cada zero estd muito
préximo do pdlo do par correspondente. Isto significa que o zero
praticamente anula o efeito do pdlo na resposta dindmica, e
vice-versa (o pdlo anula o efeito do zero).

2. Os demais pdlos e zeros estdo a esquerda de s, e afastados.

Desse modo, se G(s) tem um pélo real dominante, entdo a

resposta dindmica de G(s) terd caracteristicas muito préximas as

de um sistema de primeira ordem. E, se G(s) tem um par de

po6los complexos conjugados dominante, entdo a resposta

dindmica terad caracteristicas muito préximas as de um sistema

de segunda ordem subamortecido. —



Pélos Dominantes

Exemplos no Matlab:

1. Temos que
0.8

G(s) =
() (s +1)(0.05s + 1)
se comporta como o sistema de primeira ordem
F(s) =0.8/(s + 1), pois o pdlo real sy = —1 é dominante.
Verificacao: utilizar o comando pzmap no Matlab e simular!

2. Temos que

0.8(0.99s + 1)
(s2+s+1)(s+1)(0.1s + 1)

G(s) =

se comporta como o sistema de segunda ordem subamortecido
F(s) = 0.8/(s?> + s + 1), pois os pélos complexos conjugados
s4 = —0.5 + j0.87 s3o dominantes.

Verificacao: utilizar o comando pzmap no Matlab e simular!
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Controle de Sistemas em Malha-Fechada

Motivacdo: (no quadro)

Considere o diagrama de blocos de um sistema em malha-fechada
modelado por G(s), onde r(t) é a referéncia, w(t) é uma
perturbacdo (externa), y(t) é a saida, e(t) = r(t) — y(t) é o erro
de rastreamento, x(t) é o controle, e C(s) = X(s)/E(s) é o
controlador a ser projetado.

) /e x(t) T+ y(t)
o C(s) U G(s)

Figura : Diagrama de blocos do sistema G(s) em malha-fechada com
perturbacdo w(t).
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Controle de Sistemas em Malha-Fechada

Projetar um controlador significa definir uma estrutura para

Nc(s)
D.(s)

C(s) =

e entdo escolher adequadamente os parametros correspondentes de
modo que o sistema em malha-fechada atenda a determinadas
especificagdes de regime transitério (tempo de acomodagio e
sobressinal, por exemplo) e de regime permanente (erro nulo em
regime permanente para referéncias e perturbagdes do tipo degrau,
por exemplo).
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Controladores Classicos

Na pratica, as seguintes estruturas de controladores sido
amplamente utilizadas, onde K. > 0:

e Proporcional (P):
C(s) = E(s)/X(s) = Kc | = x(t) = Kce(t)

e Integral (1):

C(s) = E(s)/X(s) = K? o x(t) = K. /0 e(r) dr

¢ Proporcional-Integral (Pl) = P + I:

K. K.
C(s):K1+?2:ﬂ

S

E importante ressaltar que, na pratica, devemos sempre procurar
utilizar controladores com a estrutura mais simples possivel. Isto
implica em menos dificuldades na implementacdo e em menores

custos.
254 / 284



Método Algébrico de Projeto de Controladores

Considerando que w = 0 (sem perturbacdo), temos que a funcdo
de transferéncia em malha-fechada é

Frp(s)= YO _ COIGE) . Nels)N(s)
RY R(s) 1+ C(s)G(s) D.(s)D(s)+ Nc(s)N(s)

(w =0)

Uma maneira de projetarmos o controlador é primeiramente
escolhermos a estrutura de C(s) de modo que as especificagdes de
regime permanente sejam atendidas e que Fry(s) seja uma fungdo
de transferéncia estavel de primeira ou de segunda ordem. Note
que a ordem de Fry(s) é igual a ordem de C(s)G(s). Em muitos
casos, isto pode ser alcancado através de um cancelamento entre
um zero de C(s) e um pdlo de G(s). Em seguida, os pardmetros
de C(s) sdo determinados por igualdade polinomial.

Obs: Fry(s) sempre deverd ser estavel!
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Método Algébrico de Projeto de Controladores

No entanto, tal método algébrico apresenta algumas restricoes:
e Em geral, o método é valido para G(s) de 1a ou 2a ordem

e Cancelamentos pélo-zero em C(s)G(s) que estdo no SPD
(instavel) ndo podem ser efetuados

e Mesmo quando fazemos um cancelamento pélo-zero em
C(s)G(s) que estd no SPE (estdvel), temos que o regime
transitorio referente a perturbacdo w(t) serd influenciado pelo pdlo
de G(s) que foi cancelado. Desse modo, se o pdlo cancelado de
G(s) é muito lento, ou seja, estd muito préximo do eixo
imagindrio, a dinamica da rejeicdo de tais perturbacdes também
serd bastante lenta. Na disciplina Sistemas Realimentados, serio
estudadas técnicas de projeto de controladores em que n3o se faz
cancelamentos pdlo-zero

e Quando desejamos que Fry(s) seja de segunda ordem, muitas
vezes n3o conseguimos atender simultaneamente as especificacdes
de tempo de acomodacdo (ts(5%)) e de sobressinal (M,)
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Erro em Regime Permanente

Analisaremos agora o erro de rastreamento e(t) = r(t) — y(t) em
regime permanente (t — o) para referéncias e perturbagdes do
tipo degrau. Temos que

E(s) = R(s) = Y(s) = R(s) = [C(s)G(s)E(s) + G(s)W(s)]
1 G(s)

> &) = i gmem " Tr cwee VY
—— .00 D(ING)
~ FO " D@D + N@NE ) D) + NN )

Considere que r(t) e w(t) sdo do tipo degrau de magnitudes A e
B, respectivamente. Assim, R(s) = A/s, W(s) = B/s. Suponha
que Fry(s) é estavel, ou seja, todas as raizes de

Dc(s)D(s) + Nc(s)N(s)

estdo no SPE. Isto garante que o Teorema do Valor Final pode

ser aplicado.
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Erro em Reg. Perm. para um Controlador Proporcional (P)

Suponha que D(0) # 0, ou seja, G(s) ndo tem pdlos em s = 0.
Para C(s) = K¢, temos que

D(s) A N(s) B

) = DO+ KN s~ D) + KeN(s)

e (Teorema do Valor Final)

: . D(s) A N(s) B
e(00) = lim s£(s) = lim <’<D(s) TKNG) # P D)+ KN(s) ?)
o ( AD(s)  BN(s) >
s—0 \ D(s) + KcN(s)  D(s) + KcN(s)
AD(0) BN(O) | A BG(0)

D(0) + KcN(0)  D(0) + K.N(0) |1+ K.G(0) 1+ K.G(0)

pois como D(0) + K.(0)N(0) # 0 (Fry(s) é estavel) e D(0) # 0,
ndo ha divisdo por zero no limite! Portanto, desde que Fry(s) é

estavel, temos

li =0\
KCTOO e(oo) L
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Erro em Reg. Perm. para um Controlador Integral (1)

Suponha que D.(s) = sD.(s), ou seja, C(s) tem um pdlo em
s = 0 (integrador). Temos que

Fe)_ D) A DN B
Dc(s)D(s) + Ne(s)N(s) £ Dc(s)D(s) + Ne(s)N(s) #
_ ADc(s)D(s) = B Dc(s)N(s)
Dc(s)D(s) + Nc(s)N(s)

e (Teorema do Valor Final)

o AD(s)D(s) — B De(s)N(s)
e(o0) = lim sE(s) = lim s (5D (s) = Ne(s)N(5)

0.[AD(0)D(0) - B D(O)N(0)]

B sh—% Dc(0)D(0) + N(0)N(0) = @v (1)

pois como D(0)D(0) + N.(0)N(0) # 0 (Fry(s) é estavel), ndo ha
divisdo por zero! Desse modo, e(co) = 0 independente das
magnitudes A e B de r(t) e w(t), respectivamente.
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Erro em Reg. Perm. para um Controlador Integral (1)

Portanto, desde que Fgry(s) é estavel, temos que, em regime
permanente, a saida y(t) rastreia a referéncia r(t) com rejeicao
da perturbacdo w(t).

Observe que o principio utilizado foi: o pdlo do controlador
cancela o podlo da referéncia e da perturbacao.
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Funcdo de Transferéncia Fry(s)
e Fry(s) de primeira ordem

1
F =
Ry (s) Ts+1
onde 7 > 0 (pdlo estdvel em s = —1/7). Para referéncias r(t) do

tipo degrau, ndo ha sobressinal (nem oscilagdo) em y(t) e

ts(5%) = 37, e(o00) =0

e Fry(s) de segunda ordem

_ wn
T 52+ 28wps + w2
onde 0 < £ <1ew,>0 (pdlos estiveis em
s = —&wp £ j/1 — &?). Para referéncias r(t) do tipo degrau,
temos que

FRy(S)

2
(In M,) £:(5%) < 3

Yp — y(o0)
(In Mp)2 + 72’ ~ fwp

Me = y(0)

) 6=

, e(00) =0

Exemplo: (no quadro) 261 /284



Simulacées

1. Considere o modelo do exemplo anterior, ou seja,

0.5
€)= st
a) Simule G(s) em malha-aberta para x(t) = 1 do tipo degrau.
Conforme o esperado, observe que t5(5%) = 30 e
y(o0) = G(0) = 0.5. Agora, aplique uma perturbagdo w(t) = 0.25
do tipo degrau em t = 100. Note que a perturbag¢ao nao é
rejeitada.

b) Utilize um Controlador Proporcional C(s) = K. e r(t) =1 do
tipo degrau. Analise a dindmica da saida y(t) para os valores de
ganho K. =2, K. =6, K. = 100, K. = 1000. O que acontece
com a dindmica de y(t) e com o erro em regime permanente e(co)
a medida que aumentamos o valor do ganho K.? Tal resultado era
esperado? Justifique sua resposta. Podemos entdo sempre escolher
K. = oo para que e(co) = 0?7 Justifique sua resposta. Dica:
visualize y(t) e o sinal de controle x(t).
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Simulacées

c) Projete C(s) de modo que se tenha: (i) erro nulo em regime
permanente para r(t) e w(t) do tipo degrau; (ii)

tMF(5%) = tMA(5%)/2; e que (iii) a saida y(t) n3o apresente
sobressinal para referéncias do tipo degrau. Dica: utilize

C(s) = Kc(10s + 1)/s (PI) com cancelamento pdlo-zero.

d) Simule o sistema em malha-fechada para r(t) =1e

w(t) = 0.25 do tipo degrau, aplicando w(t) em t = 100. Verifique
se os requisitos de desempenho foram realmente atendidos e
visualize o sinal de controle x(t). Note que

x(00) =1/G(0) — 0.25 = 1.75. Isto era esperado? Justifique.

e) Mantendo o mesmo controlador C(s), repita o item anterior
para G(s) = 0.45/(9.9s + 1). Explique o motivo pelo qual ainda
temos que e(o0) = 0.
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Simulacées

2. Considere

12 12
 s2+4+45+3  (s+1)(s+3)

G(s)

a) Simule G(s) em malha-aberta para x(t) = 3 do tipo degrau e
analise os resultados. Note que a saida y(t) ndo apresenta
sobressinal. Isto era esperado? Justifique.

b) Considere o controlador integral C(s) = K./s e r(t) =3 do
tipo degrau. Analise a dindmica de y(t) em malha-fechada para os
valores de ganho K. = 0.5, K. = 1.5, K. =5, K. =10, K. = 20.
O que acontece com a saida y(t) a medida que aumentamos o
valor do ganho K.? Note que, quando e(o0) = 0, temos que
x(00) = 3/G(0). Isto era esperado? Justifique. Explique o motivo
pelo qual ndo temos e(oco) = 0 para K. = 20. Assim, dado um
sistema G(s), basta colocarmos um controlador integral em série
para que se tenha e(oc0) = 0 em malha-fechada? Justifique sua
resposta.

264 / 284



4.9 Diagramas de Bode

Considere a funcdo de transferéncia

onde grau(P(s)) < grau(Q(s)), P(s) e Q(s) nao possuem raizes
em comum, e H(s) é (BIBO) estavel, ou seja, todos os pdlos
estdo no SPE.

Relembre que, se aplicarmos uma entrada senoidal causal
x(t) = Acos(wt + 0)u(t)

ent3o a resposta em regime permanente é dada por

def . de fase

lim y(t) = yss(t) = A|[H(jw)| cos(wt + 6 + ZH(jw) )

t—o00 N’ e
amplitude fase (em rad)

Relembre também que: H(jw) é a resposta em frequéncia de
H(s), o grafico w x |H(jw)| é a resposta de amplitude, e o
gréfico w x ZH(jw) é a resposta de fase, com w € [0, c0).
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Diagramas de Bode

Agora, suponha que H(s) possui todos os pdlos no SPE, com
excecdo de um dnico pdlo em s = 0. Se repetirmos o raciocinio
utilizado na Secdo 4.8-1, encontramos que a resposta em regime
permanente para a entrada senoidal causal

x(t) = Acos(wt + @)u(t), w#0

é dada por
def. de fase
lim y(t) = yss(t) = K(w) + A|H(jw)| cos(wt + 0 + ZH(jw) )
t—o0 N’ N’
amplitude fase (em rad)

onde K(w) é uma constante real (componente CC) que depende
da frequéncia w # 0 da entrada x(t). Do mesmo modo,
denominamos H(jw) de resposta em frequéncia de H(s), o
gréfico w x |H(jw)| é a resposta de amplitude, e o gréfico

w x ZH(jw) é a resposta de fase, com w € (0, c0).
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Diagramas de Bode

Exemplo: Para o sistema integrador ideal

y(t) = x(¢)

temos que H(s) = 1/s, e a resposta em frequéncia é
H(jw) = 1/(jw) = —j/w.

Obs: Dada uma fun¢&o de transferéncia H(s) qualquer (estdvel ou
ndo), sempre podemos obter os graficos w x |H(jw)| e w x ZH(jw).
No entanto, a resposta em frequéncia H(jw), a qual determina a
resposta em regime permanente y,(t), sé é definida quando:
(i) H(s) é estavel; ou (ii) todos os pélos de H(s) estdo no SPE,
com excegdo de tnico pdlo em s = 0. Quando H(s) ndo se
enquadra nestas duas situacdes, H(jw) n3o possui significado fisico
e, por isso, a resposta em frequéncia nao é definida!
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Diagramas de Bode

Relembre que uma fungdo de transferéncia H(s) é de fase
nao-minima quando ha pdlos ou zeros no SPD. Quando todos os
pdlos e zeros estdo no SPE, dizemos que H(s) é de fase minima.

Veremos agora como esbocar os graficos w x |H(jw)| e w x ZH(jw)
de uma fun¢do de transferéncia H(s) qualquer (estavel, instavel,
fase-minima, fase ndo-minima). Para facilitar o esboco,
utilizaremos escalas logaritmicas para a amplitude e para w.
Neste caso, tais grificos sio denominados de diagramas de Bode.

Exemplo: Considere a funcdo de transferéncia sem pdlos ou zeros
no SPD

T
Sl{E- G (e e o s 1b3 s o

2
— +1 — 4+ = 1
bl—l— b3—|—b3s+

onde as raizes de s% + bys + bs sdo complexas conjugadas.
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Diagramas de Bode

ASSiIII,
K3132 al an

H{jw) = : .
b1b3 . Jw (jw)2 b2 .
— +1 —= 1
jw<b1+ >< bs +b3jw+

Pela propriedade do angulo do produto de nimeros complexos,
obtemos que

. Kajar Jw Jw
= Zl—+1 Zl—+1
ZH(jw) 4<b1b3>+ <31+ )-i— <a2+

. Jjw (jw)®> by,
—Z —ZL|l—=—+4+1|-L —= 1
(Jjw) <b1 + > ( bs - b3jw+
Agora, definimos (dB = decibel)

‘HUW)‘dB = 20logyg |H(jw)|

Por exemplo:
0dB 1, —3.01dB ¢« 0.7071 =/2/2, —codB 0
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Diagramas de Bode

Como log(xy) = log(x) + log(y) e log(x/y) = log(x) — log(y).

temos que
. Kaia W jw
\H(Jw)\dsz‘ﬁ + 1241 1124
bibs |45 a1 dB a2 dB
. Jjw (jw)2 D .
—wlgg — |7 +1 —‘ +—jw+1
| ‘dB bl B b3 b3 B

Concluimos entdo que os diagramas de Bode w x ZH(w) (fase) e
w X |H(w)|sg (amplitude) de toda fungdo de transferéncia H(s)
sem pdlos ou zeros no SPD podem sempre ser obtidos a partir da
soma dos diagramas de Bode de 4 tipos de termos basicos: um
termo constante C, pdlos ou zeros na origem jw, pdlos ou zeros de
primeira ordem (jw/a + 1), e pdlos ou zeros complexos conjugados
de segunda ordem ((jw/wp)? + 2jéw/wp + 1). Na sequéncia,
analisaremos cada um dos 4 termos basicos separadamente.

e Constante C: ZC=0°se C >0e LC = —180°se C < 0;
|Clag = 201log [C|
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Diagramas de Bode

e Pdlo (linha cheia) ou zero (linha tracejada) na origem (jw)

)log [H] (4B)

Figura : Diagrama de Bode de (a) amplitude e (b) fase. Note que o

diagrama de amplitude é uma reta passando por 0 dB em w = 1 (pois
w=1= |+ jwlsg =20logl =0 dB), e com inclinagio de

—20 dB/década para um pélo e de +20 dB/década para um zero. Para a
fase, temos que £ = jw = £90°. 271 /284



Diagramas de Bode

e Pdlo (linha cheia) ou zero (linha tracejada) de primeira ordem
ems=—a<0 (jw/a+1,a>0éa frequéncia de corte)

Existem 2 assintotas de amplitude: uma é delas é uma linha
horizontal que passa por 0 dB e termina em w = a, e a outra
comega em w = a e tem inclinagdo de —20 dB/década para um
pdlo e de +20 dB/década para um zero. A diferenca maxima entre
o valor exato e o valor das assintotas ocorre em w = a e é de
aproximadamente F3 dB. Observe que

w=a=|jw/a+1|g =20log 2 =3 dB.

Ha 3 assintotas de fase: a primeira é uma linha horizontal que
passa por 0° e termina em w = a/10; a segunda comeca em

w = a/10 com 0° (uma década abaixo de w = a) e termina em

w = 10a com F90° (uma década acima de w = a), e tem
inclinagdo de —45°/década para um pdlo e de +45°/década para
um zero; a terceira é uma linha horizontal que passa por F90° e
comeca em w = 10a. O valor exato e o valor da assintota s3o
iguais a +45° em w = a, e a fase nunca ultrapassa F90°.
Observe que w = a = Z(jw/a + 1) = 45°. 272 / 284



Diagramas de Bode de um Pdlo ou Zero de Primeira

Ordemem s = —a <0

Par:
12 4B
| idB
= I Assftoti 148
2 ¥ Assintot
= X
=
« 6
18
4
0,0 0,1a 100a
0" - -
/’
Par
& Assfnot
Assintota
ooz
4 Assintot
Par-
90 1 =
0,0la )=
(b



Diagramas de Bode

e Pdlos complexos conjugados de segunda ordem (subamortecido)
s% + 26wps + w2 ((jw/wn)® +2jéw+1,0< <1, wyéa
frequéncia de corte)

Existem 2 assintotas de amplitude: uma é delas é uma linha
horizontal que passa por 0 dB e termina em w = wp,, € a outra
comega em w = wy, e tem inclinagdo de —40 dB/década. As
diferencas entre os valores exatos e os valores das assintotas
dependem do amortecimento &£, e pode haver ressonancia.

Ha 2 assintotas de fase horizontais: uma passando por 0° antes
de w = w,, e outra passando por —180° apds w = w,. O valor
exato € igual a 45° em w = w,. As diferencas entre os valores
exatos e os valores das assintotas dependem do amortecimento &.
Observe que a fase nunca ultrapassa —180°.
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Diagramas de Bode de Pdlos Complexos Conjugados
Segunda Ordem
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Diagramas de Bode de Pdlos Complexos Conjugados de

Segunda Ordem

Se £ > 1, teremos 2 polos reais. Neste caso, seguimos o esboco
dos diagramas de Bode para pdlos de primeira ordem.

Para se obter os diagramas de Bode para zeros complexos
conjugados de segunda ordem com 0 < ¢ < 1, basta refletir os
diagramas de Bode de pdlos complexos conjugados em relagao ao
eixo horizontal.
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Diagramas de Bode

Exemplo: Considere a fungdo de transferéncia

20s(s + 100)

H(s) = —~——=
(s) (s +2)(s + 10)
Temos zeros em s = 0 (origem) e s = —100, e pdlos em s = —2 e
s = —10. Logo, s = —2, s = —10 e s = —100 sdo as frequéncia de
corte dos termos de primeira ordem. Rescrevendo H(s) como
s (1 + > ) s (1 + > )
20 x 100 100 100
H(s) = X 100 — 100 100
2x10 (142 (1+ =) (1+2) (1+)
2 10 2 10

obtemos que o termo constante é 100. Com estes dados, tragamos
as assintotas dos diagramas de Bode de amplitude e de fase. Por
fim, obtemos um esboco. No Matlab, o comando é bode (H).

Obs: Como H(s) é estavel, os diagramas de Bode de H(s)

correspondem a resposta em frequéncia H(jw)!
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Exemplo

o Grdfico|assintdtico

¥ | Grificp exato

90'

90'

100 400

(b)

1000
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Diagramas de Bode

Quando ha pdlos ou zeros de primeira ou segunda ordem no SPD
(sistema de fase ndo-minima), o diagrama de amplitude
permanece igual ao de pdlos ou zeros no SPE, mas o diagrama
de fase é refletido em relacdo ao eixo horizontal.

Obs 1: A resposta em frequéncia e a resposta em regime
permanente sé estdo definidas quando H(s) possui todos os pdlos
no SPE, exceto por um possivel pélo simples (sem multiplicidade)
em s = 0. Se isto n3o for atendido, ndo hd nenhum impedimento
para que possamos esbocar os diagramas de Bode de H(s). No
entanto, ndo haverd nenhuma relacdo com a resposta em
frequéncia!

Obs 2: Quando H(s) é de fase minima, existe uma relagao
unica entre os diagramas de amplitude e de fase. Isto significa que
o diagrama de fase pode ser obtido a partir do diagrama de
amplitude, e vice-versa.
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Diagramas de Bode

Obs 3: Suponha que temos um sistema fisico cuja funcao de
transferéncia H(s) tem todos os pélos no SPE ou que, exceto por
tinico pélo em s = 0, os demais pdlos estdo no SPE. Neste caso, a
resposta em frequéncia estd definida e podemos identificar H(s)
experimentalmente. Para isto, aplicamos diversas entradas
senoidais causais da forma

x(t) = cos(wt)u(t)

para varios valores de frequéncia w € (0,00) de modo a obtermos
um esbo¢o dos diagramas de Bode de amplitude e de fase. Quando
os pélos e zeros de H(s) estdo relativamente distantes, podemos
identificar os pardmetros de H(s) através das propriedades graficas
vistas acima (caso os pédlos e zeros estejam relativamente préximos,
devemos utilizar algoritmos computacionais de identificacdo). Note
que, pela Obs 2 acima, se o sistema for de fase minima, entdo
basta levantarmos o diagrama de amplitude experimentalmente.
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Exercicio de Identificacio 1

Bode Diagram

20

Magnitude (dB)

Phase (deg)

-180=
10

107 10° 10 10° 10°
Frequency (rad/s)

1. H4 zeros ou pdlos na origem? Qual a ordem de H(s)? H4

algum zero em H(s)?

2. A resposta em frequéncia estad definida? Em caso afirmativo,
determine yos(t) para x(t) = 3cos(100t)u(t).

3. Identifique H(S). 281 /284



Exercicio de Identificacao 2

Bode Diagram
-20 T T

Magnitude (dB)
oo

Phase (deg)
A
&
T
i

—90L- L i i i L L
10° 10~ 10° 10° 10° 10°

10° 10
Frequency (rad/s)
1. H4 zeros ou pdlos na origem? Qual a ordem de H(s)? H4
algum zero em H(s)?

2. A resposta em frequéncia estad definida? Em caso afirmativo,
determine yos(t) para x(t) = 100 cos(0.03t)u(t).

3. Identifique H(S). 282 /284



Exercicio de Identificacao 3

Bode Diagram

Magnitude (dB)

=)
T

_180L L i I i )
107 10 10' 10° 10 10°
Frequency (rad/s)

1. H4 zeros ou pdlos na origem? Qual a ordem de H(s)? H4

algum zero em H(s)?

2. A resposta em frequéncia estad definida? Em caso afirmativo,
determine yos(t) para x(t) = 2cos(10t)u(t).

3. Identifique H(s). 263284



Respostas dos Exercicios de Identificacao

100

1 HE) = G5 02) 6 1 50)
B 0.6(s + 5)

2. Hs) = 501) (s + 300)

3. H(s) — 10005 +400)

s(s +10)
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