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1 Lab 1 — Simulac3o de Sistemas Lineares e

N3o-Lineares

Objetivos

Primeiramente, vamos apresentar certos conceitos fundamentais sobre sistemas: sistemas
dinamicos, variaveis de estados, linearidade, invariancia no tempo e modelo em espaco de
estado. Na sequéncia, veremos exemplos de como modelar, simular, e analisar sistemas

dinamicos lineares e nao-lineares.

1.1 Conceitos Fundamentais

Sistema: é uma entidade em que as variaveis de saida sao alterados pelas variaveis de
entrada (controles). Ex: motores elétricos, veiculos, aeronaves, ecossistemas.

Sistema dinamico (ou com memoria): quando ao menos uma das varidveis de
saida do sistema no instante r depende de algum valor passado ou futuro de certas
variaveis de entrada.

Sistemas dinamicos SISO, SIMO e MIMO: vamos considerar sistemas dinamicos
que apresentam m varidveis de entrada u; (t),...,un(t) e p variaveis de saida y;(t),...,y,(t).
Quando m = p = 1, dizemos que o sistema é SISO (Single-Input Single-Output). Quando
m=1e p>2, dizemos que o sistema é SIMO (Single-Input Multi-Output). Quando m >2
e p > 2, dizemos que o sistema é MIMO (Multi-Input Multi-Output). Denominamos
u(t) = (uy(t),...,un(t)) € R™ de vetor de entrada (ou vetor de controle) e y(r) =
1(t),...,yp(t)) € R? de vetor de saida.

Vetor de estado de um sistema dinamico: o vetor de estado x(ty) = (x;(to),- - ., Xx(t0)) €
R" (ou, simplesmente, estado) de um sistema dindmico no instante de tempo #p >0 é
a informagdo em fy que, juntamente com o conhecimento do vetor de entrada u(t) =
(ui(t),...,um(t)) € R™, t > 1o (futuro), determina um tinico vetor de saida y(t) = (yi (¢),...,yp(t)) €
RP?, para todo t > ty. Isto significa que, para se determinar o comportamento futuro das
saidas, ndo importa a maneira como o sistema atingiu o vetor de estado x(fp), ou seja,

x(tp) contém toda a informagao passada do sistema até o instante 7y. Assim,

X(to), } —s (1), t > 1o.

u(t), t >ty

Dizemos que x(fg) € R" é o estado inicial (ou a condigao inicial) do sistema no instante
inicial 7y > 0. Denominamos x(t),...,x,(t), t € R, de varidveis de estado do sistema,
e dizemos que o sistema é de ordem n (n =1 é primeira ordem, n =2 é segunda ordem,

etc).



Em muitos sistemas dinamicos, escolhemos as variaveis de estado como sinais que
correspondem aos elementos armazenadores de energia no sistema. Por exemplo, em
circuitos elétricos, as varidveis de estado sdo: as tensoes nos capacitores (energia
armazenada no campo elétrico) e as correntes dos indutores (energia armazenada no
campo magnético).

De agora em diante, todos os sistemas que trataremos serao dinamicos. Desse modo,
para simplificar, quando dizemos sistema, estaremos sempre nos referindo a um sistema

dinamico.

1.1.1 Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

e Linear: quando o sistema satisfaz (kj,k, € R):

(Principio da Superposigao) Se

xp(t0),
up(t), t >to

Xa (l()),

—s vy (1), 1 > 1o,
wall). > 1o } Yp(t)

}—>ya<t), t>1,

entao,
Xe(ty) = kixa(to) + koxp(to),
ol0) = huvalto) o0 (0): & ) ko) + Ras6).t > 10
uc(t) = kug(t) + koup(t), t >ty
Ao tomarmos k; = k; = 0 na condigao acima, concluimos que todo sistema linear

satisfaz:

x(to) =0, u(t) =0, > 1} —> y(t) =0, 219},

No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Isto significa que nao podemos garantir que
um sistema ¢é linear apenas porque x(fg) =0, u(t) =0,t > to} —> y(t) = 0,1 > 1.
Resposta Entrada Nula yg(¢): é a resposta do sistema quando u(t) = 0,¢ > fo:

x(t0), u(t) = 0,6 >to} —> yo(t),t >19|.

Resposta Estado Nulo y,,(7): é a resposta do sistema quando x(tg) = 0:

X(to) :Oa u(t)7t > tO} —>yesn(t)7t > o |

Concluimos entao que resposta total y(¢),t > tp, de um sistema linear é dada por

y(t) = yo(t) + Yesn(t), ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula 4+ Resposta Estado Nulo

-~ -~

linear em x(1) linear em u(r)

Propriedade de Decomposicao.

e Nao-Linear: quando o sistema nao ¢ linear.
Importante! Na pratica, todo sistema fisico possui limitagbes na amplitude da en-

trada u(t) (ex: motor elétrico). Assim, sistemas reais ndo podem ser lineares pois o



principio da separagao nao é satisfeito. No entanto, para variagoes nao muito grandes na
entrada, diversos sistemas reais se comportam como se fossem lineares. Isto serd visto

mais adiante em nosso curso no topico “Linearizagao de Sistemas Nao-Lineares”.

1.1.2 Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

Nocao intuitiva: quando as caracteristicas de um sistema nao mudam com o tempo,
dizemos que o sistema é invariante no tempo. Caso contrario, dizemos que o sistema é
variante no tempo.

A massa de um transatlantico por exemplo sofre grandes variacoes ao longo do tempo
devido ao consumo do combustivel. Logo, é um sistema variante no tempo. Em geral,
sistemas reais sao variantes no tempo devido a deterioracao e ao envelhecimento dos
componentes fisicos ao longo do tempo. No entanto, num certo intervalo de tempo finito
razoavel, diversos sistemas reais se comportam como se fossem invariantes no tempo.
Por exemplo, um automovel zero pode ser considerado invariante no tempo no primeiro
ano de uso.

Vamos agora definir de maneira precisa este conceito.

e Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é satisfeita:

Se
x(tg) = v
u(t), t >ty

entao,

X(to+T)=v

o+ T) =wo, — () =y(t—T), 1 > 19+T.

u(t)=u(t—T),t >t9+T

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, nao importa o tempo inicial 7y em

que comecamos a estudar o sistema ou aplicamos a entrada. Assim, para simplificar,
podemos sempre escolher ty = 0.

e Variante no tempo: quando nao ¢ invariante no tempo.

1.2 Modelo em Espaco de Estado

Modelo em espaco de estado: é a modelagem matematica que determina as relagoes
entre as variaveis de estado e as entradas do sistema dinamico por diversas equagoes
diferenciais de primeira ordem (uma para cada varidvel de estado), e que determina as
relagdes entre as saidas, as varidveis de estado e as entradas por equagoes algébricas (uma
para cada saida).

Por exemplo, se x(t) = (x1(),...,x,(r)) € R" é o vetor (coluna) de estado,
u(t) = (ui(t),...,um(t))" € R™ é o vetor de entrada e y(r) = (y1(),...,y,(t)) € R? é o vetor



de saida, entao o modelo em espaco de estado do sistema dinamico é dado por:

dx\(t)/dt = f1(xi(t),....x0(t),ur(t),...,un(t),1),

dx,(t)/dt = fa(x1(t),...,x0(t),u1(t),... ,un(t),t),
vi(t) = hy(xp(t),...,x0(t),ur(t),. .. ,um(t),1),

ou, em notacao vetorial,

dx(t)/dt = f(x(t),u(t).1)
¥(t) = h(x(o),u(t).0)

onde fi(x,u,t),..., fulx,u,t),hy(x,u,t),... . hp(x,u,t) eRe

Fle,u,t) = (fi(x,u,t),..., fu(x,u,t)) € R",
h(x,u,t) = (h (x,u,t),...,hp(x,u,t))' cRP.

Veremos mais adiante que:

e Todo sistema modelado por

dx(t)/dt = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t),
¢ linear e invariante no tempo, onde A € R"" (matriz quadrada de ordem n), B €
R™™ (matriz n x m), C € RP*" (matriz p x n) e D € RP*™ (matriz p x m) sao matrizes

constantes.

e Todo sistema modelado por

¢ invariante no tempo, onde f: R" x R" — R" e h: R" x R™ — R? sao aplicagoes conti-
nuamente diferenciaveis.

1.3 Modelagem de Sistemas Dinamicos

Exemplo 1: Sistema elétrico — circuito elétrico

Exemplo 2: Sistema mecanico — péndulo simples



torque u(t) (controle) 0(1)\J/

1.4 Procedimentos

1. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a simular o sistema
elétrico do Exemplo 1. De acordo com o modelo em espaco de estado, o sistema ¢ linear?
E invariante no tempo? Comprove sua resposta através de simulagoes. Dica: verifique o
principio da superposi¢ao com u(t) =0, u(t) =1 e u(t) = sin(t).

2. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a simular o sistema
mecanico do Exemplo 2. De acordo com o modelo em espaco de estado, o sistema é linear?
E invariante no tempo? Comprove sua resposta através de simulagoes com ¢ =1, g =9.8,
e k=0.5, k=0. Dica: teste o principio da superposicio para u(t) =0,0(0) =0 e com
0(0)=0, 6(0)=mx/2, 6(0) =m.

3. No item anterior, justifique o comportamento observado (solu¢do constante) com
6(0) =0 e 8(0) = & quando u(t) = 0,0(0) =0 . Existe mais alguma outra solucio cons-

tante? Justifique sua resposta.



2 Lab 2 — Introducao ao Problema de Ras-

treamento de Saida

Objetivos

Vamos introduzir o problema de rastreamento de saida para um motor CC e determinar
uma realimentacao de estado que soluciona tal problema de controle. Em seguida, veremos
como implementar a realimentagao de estado por diagrama de blocos. Por fim, iremos

analisar os resultados de simulagao obtidos para diversas saidas de referéncia.

2.1 Rastreamento de Saida de um Motor CC

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear simplificado em espaco

de estado é dado por:

onde u € R é a tensdo externa em Volts aplicada no motor (controle), x;(r) = 0(t) é a
posicdo angular do eixo em rad, x2(t) = 6(¢) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assumimos que x5(t) = 6(¢) pode ser medido (assim
como y(t) = x;(t) = 0(¢)). O objetivo é resolver o problema de rastreamento de
saida: determinar uma lei de controle u que force a saida y(r) =x; () = 0(¢) do motor em

malha-fechada a rastrear assintoticamente uma saida de referéncia y(¢) escolhida, ou seja,

lim [y(r) — ()] = 0,

f—o0

onde y: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua).

2.2 Projeto da Realimenta¢ao de Estado que Soluciona o Problema
de Rastreamento de Saida
Considere a realimentagao de estado u = a(xy,x,7):

U= 0ot(xy,x2,t) = xo +y(t) — ky[x1 —5(t)] — koo — y(2)],



onde ki, k; € R sao ganhos a serem escolhidos. Note que o controle u(r) ao longo do tempo
t >0 ¢é dado por:

u(t) = a(xi (1), x2(t),1) = xa(t) +3(2) — ki1 (£) = 3(t)] — ka[oa (1) — ()]
=x2(t) +3(t) — ki [y(t) = 5(0)] —ka[y () — ¥(2)]
= x2(t) +3(t) — [kre(t) + kae(1)],

termo PD!

onde e(t) = y(t) —y(t) é o erro de rastreamento da saida.
Ao substituirmos a realimentacao de estado u = a(xy,x2,7) acima no modelo do motor,

encontramos a dinamica em malha-fechada:

e(r) é(1)

A

X1(1) = xa(t), Ja(t) =¥(r) — ki [x1(2) =5(1)] —k2 2 (2) = ¥(2)], y=x1.

(1) = x1(t) = G2 (t) = ¥(1) — kie(r) — kaé(t),
ou seja,

é(t) +kpé(t) +kpe(t) =0. (EDO Linear Homogéneal!)

Assim, vemos que os pélos do erro de rastreamento e(z) = y(¢) — y(¢) em malha-fechada
sao as raizes de
s2+k2s+k1 =0.

Agora, suponha que os pélos (estéveis!) de malha-fechada desejados para o erro de

rastreamento sao pp, py (partes reais negativas!). Logo, devemos ter que

s*tkas+ky = (s—p1)(s—p2) = S2-(P1+P2)S+P1Pg

—
polinoémio caracteristico de MF

ou seja, escolhemos |k = —(p1 + p2), k1 = p1p2|.

Concluimos entao que, com tais escolhas de u = at(x1,x,t), ki e ky, garantimos que
lime(t) = lim[y(t) —y(t)] =0
lim e(r) = lim[y(r) —3(r)]
para quaisquer condigoes iniciais x(t),x2(fo), fp > 0, resolvendo assim o problema
de rastreamento de saida através de uma realimentagao de estado adequada.
Ao longo do curso, vamos generalizar as ideias acima para sistemas MIMO lineares e

nao-lineares.

2.3  Procedimentos

1. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a simular o motor
CC considerado. De acordo com o modelo em espaco de estado, o sistema ¢ linear? E

invariante no tempo?



2. Agora, implemente a realimentacao de estado u = a(xy,x;,t) projetada que soluci-

ona o problema de rastreamento de saida. Considere que:
1. y(t) =1, >0, x;(0) = x2(0) = 0;
2. 3@t)=2(1—€"),t >0, x1(0) =—1, x2(0) = 2;
3. ¥(t) =3sin(5¢t), t >0, x1(0) = x2(0) = 0.

Em cada um dos casos acima, analise os resultados de simulagao obtidos (saida, controle e
erro) para uma escolha de pdlos “rapidos” e “lentos” da dinamica do erro de rastreamento
em malha-fechada. Note que, nos dois primeiros casos acima, a dinamica do erro de
rastreamento € idéntica. Isto era esperado? Justifique sua resposta.

3. Repita o item acima para: y(r) = cos(r2), t > 0, x1(0) = x2(0) = 0. E possivel
implementarmos a lei de controle projetada neste caso? Isto era esperado? Justifique sua

resposta.



3 Existéncia e Unicidade de Solucbes de

Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO's)

Relembre do Lab 1 que o modelo em espago de estado (ou, simplesmente, modelo de

estado) de um sistema dinamico tem a seguinte forma:

dx(t)/dt = f(x(t),u,t),
y(t) = h(x(t),u,t),

onde x = (x1,...,x,) € R" é o vetor de estado, u = (uy,...,u,) € R™ é o vetor de entrada
(controle), y = (y1,...,yp) € RP é o vetor de saida, e f = (f1,...,fn): R* xR" xR =+ R"
e h=(h,....hp): R" x R™ xR — R? sao aplicacbes (vetoriais). A primeira equacao do

modelo de estado acima é denominada de equacgao de estado e, a segunda, de equacao
de saida.
Definicao: A bola aberta centrada em x € R” e de raio (finito) 6 > 0 é o subconjunto
de R" definido por
B(x.8) = {zeR" | |z—x| < 5},

onde ||w| = \/w?+---+w?2 é a norma euclidiana do vetor w = (w,...,w,) € R". Dize-

mos que um conjunto D C R" é aberto (em R") se, para todo x € D, existe § > 0 tal que
B(x,0) C D.

Exemplos:

1. A reta real R é um conjunto aberto em R;

2. Todo intervalo aberto (a,b) é um conjunto aberto em R;
3. O conjunto D = {(x1,x2) € R? | x, # 0} ¢é aberto em R?.

Propriedade:

Os seguintes conjuntos sao abertos em R™:

1. O proéprio R” e o conjunto vazio ¢;

2. Toda bola aberta B(x,d), com x € R" e § > 0;

3. A uniao arbitraria de conjuntos abertos em R";
4. A interseccao finita de conjuntos abertos em R”.

Em vérias situagdes préticas, a aplicagao f que determina a equagao de estado dx(t)/dt =

f(x,u,t) nao pode ser definida para todo x € R”. Por exemplo, se f(x,u,t) =t*u+1/x€R



(n=1), entao f s6 estd definida para x # 0. Logo, o dominio de f é D x R xR, onde
D={xeR|x#0} é aberto. Note que D é de fato aberto, pois D = (—e0,0)U(0,0) (unido
de dois abertos).

De agora em diante, salvo menc¢ao contraria, vamos supor que, no modelo de estado,

f e h nao dependem do tempo t:

dx(t) /dt = f(x(t),u),
y(t) = hix(t),u),
onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle,
fiDXR" - R"e h: DxR"™ — RP.
Exemplo (Motor CC): Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo

linear simplificado em espagco de estado é dado por:

onde u € R é a tensao externa em Volts aplicada no motor (controle), x;(r) = 0(t) é a
posicdo angular do eixo em rad, x(t) = 8(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e

y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assim, x = (x1,x2) € D = R? é o vetor de estado e
dx(t)/dt = f(x(1),u) = (xa(r), —x2(2) + ),
y(t) = h(x(t),u) = x1(r).

O motor CC pode ser controlado tanto em malha-aberta quanto em malha-fechada. Por

exemplo, podemos escolher:

e Malha-aberta: u = o(t) = sin(¢);
controlador P
B A ——N—
e Malha-fechada (realimentagdo): u = a(x,t) = k(r(t) —x;), onde r(f) =t (rampa) e

k >0 é um ganho a ser ajustado.
Substituindo os controles acima no modelo do motor, obtemos:
e Malha-aberta:
dx(r)/dt = f(x(t),u)|u=a(r) = (x2(t), —x2(t) +sin(t)) = f(x(r),1),
y(t) = h(x(t), 1) lu=a(r) = x1(t) = h(x(t),1).
e Malha-fechada:

dx(r) fdt = F(x(1), ) umaer) = (%2(t), —x2(0) + ke —kxy (£)) 2 F(x(2),0),
V(1) = h(x(t),u) | mqer) = x1(£) 2 h(x(2),1).



Note que, em ambos os casos (malha-aberta e malha-fechada), o modelo de estado resul-

tante é da forma:

dx(1)/dt = f(x(t),1),
¥(t) = h(x(1),1).

Considere o seguinte modelo de estado

dx/dt = f(x,u),
y= h(x7u)7

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle,
f: DxR™ - R" e h: DxR™ — RP. Suponha que escolhemos uma entrada da forma
u=0o(x,t),onde a: D x [0,00) — R™ é uma aplicagao (vetorial). Assim, o sistema resultante
¢é da forma:

~

dx/dt = f(x,a(x,1)) éf(x,t),
y = h(x,a(x,t)) 2 hx,1),

com f: D x [0,00) = R" e h: D x [0,00) — RP. Note que:

e Quando u = a(t), entdo temos controle em malha-aberta (por exemplo, u =0 ou
u=sin(t));

e Quando u = a(x,t), entdo temos controle por realimentacao de estado (malha-
fechada).

Desse modo, podemos restringir o nosso estudo a equagoes de estado dadas por (vol-

taremos a considerar a equagao de saida mais adiante)
dx/dt = f(x,1),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D x [0,00) — R". Tal equagao
de estado é denominada de nao-forgada, e o sistema é chamado nao-auténomo. Res-
saltamos que esta equacao de estado pode corresponder tanto a sistemas em malha-aberta

(u= a(t)) quanto a sistemas em malha-fechada (u = a(x,1)).
Quando

dx/dt = f(x),

ou seja, a aplicacao f: D — R" nao depende do tempo t, dizemos que o sistema ¢ auto-
nomo.

Vamos agora analisar sistemas descritos por EDO’s da forma (equacao de estado)

dx/dt = f(x,1),



onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D x [0,00) — R". Denominamos
f de campo de vetores dependente do tempo (fixado ¢t > 0, para cada vetor x € D C R"
a aplicagao f associa o vetor f(x,1) € R").

Estamos considerando que a equacao de estado acima modela um sistema dinamico
real em que foi fixada uma entrada u = a(x,t), x € D, t > 0. Em um sistema dinamico
real, temos que, para cada condicao inicial x(fp) € D no instante inicial 7y > 0, existe uma
unica solugao x(t), para t > tp. Concluimos assim que o modelo acima deve preservar
esta propriedade. Portanto, temos que determinar condigoes que o campo de vetores f
do modelo deve satisfazer de modo a preservar a existéncia e unicidade de solucoes do
sistema real.

Considere a EDO

dx/dt = f(x,t), (%)

onde f: D x [0,00) - R" e D C R" é aberto.

Definicao: Seja x;, € D e tp > 0. Dizemos que uma curva diferencidvel x: J — D ¢ uma
solugao de (x) com condigao inicial x(fy) = Xz, € D no instante inicial 7o > 0, se J C [0,00)
¢ um intervalo contendo fy e X(t) = f(x(¢),t), para todo t € J. Dizemos que tal solugdo
x: J — D (com x(ty) = x;, em 19) ¢ maximal se, para qualquer outra solucio x: J — D de
(%) com condigdo inicial X(fy) = x;, em fo, temos que J C J e X(t) = x(t), para todo € J.

Obs: Note que, caso uma solucao maximal exista, entao ela é tinica no seguinte
sentido: se x: J — D e X: J — D sdo solucoes maximais de (x) com as mesmas condicoes
iniciais x(f9) = X(f9) em to, entdo J =J e x(t) =X(t), parat € J = J.

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes: Suponha que f: D x [0,00) — R”
e df/dx: D x [0,00) — R = R (matriz jacobiana) sdo continuas na EDO (%) acima.
Entao, dados x;, € D e 1o > 0, existe uma tnica solu¢do maximal x: J C [0,00) — D com
condigao inicial x(fy) = x4, em fp, que por sua vez s6 depende da restricdo do dominio de
f ao subconjunto D xJ C D C [0,0).

Em particular, se ¥ J C [0,00) — D é uma solucao de (x) para a condicdo inicial
x(t9) = X, em 1o, entdo tal solugdo ¢ tinica no seguinte sentido: se X: J C [0,00) — D &
uma outra solucdo de (%) com a mesma condicdo inicial x(fg) = X(fo) = x;, em fg, entdo
x(t) = x(r), para t € JNJ. Por este motivo, dizemos que x: J C [0,00) — D ¢ a solugao de
(*) no intervalo J para a condigao inicial X(f9) = x,, em .

Obs 1: Relembre que (aqui, D C R" é aberto):

e Uma aplicagao (vetorial) f = (fi,...,fn): D x[0,00) — R" é continua se e somente

se cada funcao coordenada fj: D x R™ x [0,00) — R" é continua, j=1,...,n;

e A soma, diferenca, produto, divisdo (com quociente ndo-nulo) e composicao de fun-

¢oes continuas ¢ uma fungao continua;



e Dada uma aplicacao f: D x [0,00) — R"  temos que df/dx: D x [0,00) — R"*"* = R”
(matriz jacobiana) é continua se e somente se as derivadas parciais d f;/dx: D X

[0,00) — R existem e sao continuas, para j=1,...,n, k=1,...,n;

e Uma aplicacio f: D — R”" é denominada de classe C! quando df/dx: D — RV =
R™ (matriz jacobiana) é continua, ou seja, quando as derivadas parciais d f;/dxg: D x

[0,00) — R existem e sdo continuas, para j=1,...,n, k=1,...,n.

Obs 2: Suponha que na EDO (x) acima, o campo de vetores f nao depende do
tempo t, ou seja, dx/dt = f(x), onde f: D — R" é de classe C!. Entdo, as hipéteses do
teorema anterior sao atendidas, pois f: D —R" e df/dx: D — R"™" = R™ sdo continuas.
Neste caso, pode-se verificar que: dados xg € D, tp >0 e T € R tal que tp+ T > 0, se
x: J = [to,b) — D é a solugao de dx/dt = f(x) no intervalo J = [to,b) para a condic¢do
inicial x(fo) = xp no instante inicial t = 0, entdao x: J = [to + T,b+ T) — D definida por
x(t) = x(t —t9), para t € J, é a solugdo de dx/dt = f(x) no intervalo J = [to+T,b+T)
para a condicdo inicial X(tg+T) = x(tp) = xp em fo+ T, onde ty < b < oo. Por este motivo,
dizemos que um sistema auténomo modelado por dx/dt = f(x) é invariante no tempo,
e sempre podemos considerar que 7y = 0.

Obs 3: Considere a equacao de estado
dx/dt = f(x,u),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é vetor de controle e f: D x R" —
R" é de classe C!, ou seja, df/dx: DxR™ = R" e d f/du: D x R™ — R" sdo aplicacdes conti-
nuas. Suponha que escolhemos uma entrada da forma u = a(x,t), onde o: D x [0,00) — R"
e do/dx: D x [0,00) — R™ sao aplicagoes continuas. Entdo, o sistema resultante é dado
por
dxfdt = Flx,1) 2 f(x,a(x,1)).

com f: Dx[0,00) — R™ e df/dx: D x [0,00) — R™ continuas pela regra da cadeia. Logo,
o sistema resultante satisfaz as hipéteses do teorema anterior.

Obs 4: Considere o modelo de estado
dxfdt = f(x,u), v =h(xu),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é vetor de controle, y € R”
é o vetor de saida e h: D x R™ — RP. Assuma que as aplicagoes f: D x R™ — R" e
df/dx: D x R™ — R" sdo continuas. Suponha que escolhemos uma entrada da forma
u=0o(t), onde o: [0,00) — R™ é continua. Entdo, a equagao de estado do sistema resultante
¢ dada por

dx/di = f(x,1) £ f(x,u(r)),
com f: D x [0,00) = R™ ¢ 9f/dx: D x [0,00) — R™ continuas. Logo, a equacdo de estado

do sistema resultante satisfaz as hipdteses do teorema anterior. Portanto, dados x;, € D e



fo > 0, existe uma tnica solucdo x: J = [fg,b) — D no intervalo J = [tg,b) para a condigao
inicial x(tp) = x4, em #, que por sua vez sé depende da entrada u(t) = a(t), parat € J =
[to,b), onde 1y < b < eo.

Em particular, escolhida uma entrada continua u(r) = a(t), t > 0, para o modelo de

estado anterior

dx/dt = f(x,u),

y = h(x,u),
e dada uma condigdo inicial x(f9) = x, € D em fy > 0, existe uma tnica saida y(t) =
h(x(t),u(t)), t € J = [ty,b), que por sua vez s6 depende da entrada u(t) = a(t), parat € J =

[to,b). Logo, tal modelo de estado estd de acordo com a defini¢ao de vetor de estado

de um sistema dinamico vista no Lab 1:

X(IO) €D,

MOZQ@JEszﬁ)}_%ﬂmtEJ:miy

Ainda no modelo de estado anterior

dx/dt = f(x,u),
y = h(x,u),

suponha que escolhemos uma entrada da forma u = a(t), onde a: [0,00) — R™ é continua.

Entao, o modelo de estado do sistema resultante é dado por

dx/dt :fN(xat> éf(va‘(t))v y= h(x,u(t)),

com f: Dx[0,00) = R™ ¢ 9 f/dx: D x [0,00) — R™ continuas. Sejam xo €D, fp>0c¢ T €R
tal que 1o+ T > 0. Defina u(t) =u(t —T) = a(t —T), para t > to+T. Considere o modelo
de estado
dx/dt = F(x,0) & fx,a(t), 3= h(xa(r),
onde f: D x [to+T,o0) — R".
Pode-se verificar que, se x: J = [ty,b) — D é a solugao de dx/dt = f(x,t) = f(x,u(t)) no

intervalo J = [tp,b) para a condigao inicial x(fy) = xo em fy, onde fy < b < oo, entao:

1. % J=[to+T,b+T)— D definida por X(t) = x(t —t9), para t € J, é a solugao de
dx/dt = f(x,t) £ f(x,u(t)) no intervalo J = [ty +T,b+T) para a condicdo inicial
f(l‘o + T) = X(l()) =xgpemty+7T;

2. Para o sistema resultante, existe uma tinica saida y(t) = h(x(t),u(t)), t € J = [to, D),
que por sua vez s6 depende da entrada u(t) = a(t), parat € J = [t,b). E, além disto,
a saida y(t) = h(x(t),u(t)) é tinica, satisfaz y(t) = y(t — T) e s6 depende da entrada
u(t)=u(t—T), parat € J.



Portanto, mostramos que o modelo de estado considerado

dx/dt = f(x,u),
y = h(x,u),

corresponde a um sistema invariante no tempo no sentido da defini¢ao vista no Lab 1:
Se
X (l‘()) = X0,

M(Z) = (X(t), telJ= [l‘(),b)7 } —>y(t)’ teJ= [t07b)a

entao,

=l

(IO+T):X0, ~ - B ~
ut)=u(t—-T),teJ=to+T,b+T), } —¥(t) =yt —T), t€J.

Desse modo, em tais modelos de estado sempre podemos considerar que 7y = 0.
Obs 5: Os resultados das Obs 3 e 4 acima permanecem validos quando a entrada
u(t) = a(t), t >0, é continua por partes.

Exemplo 1 (nao-unicidade de solugoes): Considere a EDO
£=323=f(x), xeR.

Seja tp = 0 o instante inicial. Note que x(fr) =0, r > 0, é uma solugao desta EDO com

condicao inicial x(0) =0 em 7y = 0. E, dado ¢ > 0, observe que x.(t), t > 0, definida por

x(t) =

0, se 0 <t <c,
(t—c), set>c,

também ¢é solugao desta EDO com condicao inicial x(0) = 0. Logo, existem infinitas
solugoes da EDO acima quando a condigao inicial é nula em #) = 0 (e nao existe solugao
maximal com x(0) = 0!).

Portanto, um modelo descrito por esta EDO nao permite determinar (prever) a solugao
do sistema real quando a condic¢ao inicial é nula. Isto ocorre, por exemplo, se aplicamos a
realimentacao u = 3x%/3 /(cos(x) 4+2) em um sistema modelado por x = f(x,u) = (cos(x)+
2) u.

Note que, apesar da funcao f: R — R da EDO acima ser continua, f nao ¢ diferenciavel
em x = 0 e, portanto, nao satisfaz as hipdteses do Teorema de Existéncia e Unicidade de
Solucoes.

Exemplo 2 (tempo de escape finito): Considere a EDO

x=1+x*=f(x), xeR.
Note que f: R — R é infinitamente diferencidavel e, assim, as hipoteses do Teorema de
Existéncia e Unicidade de Solugbes sao satisfeitas para f. Seja tp = 0. Note que x(¢) =

tan(¢), para 0 <t < m/2, é uma solucao desta EDO para a condigao inicial x(0) =0 em



to =0 (e, assim, é a solucdo no intervalo J = [0,7/2) para x(0) =0 em 7y = 0). Observe
que

lim x(f) = 4o (tempo de escape finito em f, = 7/2).
t—m/2

Desse modo, a solucao maximal com condi¢ao inicial nula em ty = 0 nao pode estar
definida no instante f, = /2 e, portanto, concluimos que x(¢) =tan(z), parat € J =[0,7/2),
¢ a solucao maximal quando a condicao inicial é nula em #y = 0.

Definigao: Suponha que f: D x [0,00) — R" e df/dx: D x [0,00) — R"" = R"™ sdo
aplicagoes continuas. Dizemos que o campo de vetores f da EDO dx/dt = f(x,t) é com-
pleto se, para quaisquer x;, € D e tp > 0, temos que a solucao maximal correspondente
x: J — D (com x(ty) = x;, em fg) é tal que J = [0,00), ou seja, cada solucao maximal estd
definida para todo t € [0,).

Teorema: Considere que o campo de vetores f: D X [0,00) — R" da EDO dx/dt = f(x,t)
é completo. Denote por ¢: [0,00) X D x [0,00) — D o fluxo associado ao campo de vetores
f, ou seja, dados x;,y € D e 19 > 0, @(-;x4,%0): [0,00) = D é igual a solucdo maximal da

EDO com condicao inicial x(fy) = x;, em 9. Entao, dados x;, € D, t2,11,t9 > 0, temos que:

q)(t();xtoat()) = Xty

O (129 (11331, 10),11) = O (£25X,00)-

Em particular, temos que duas solugoes distintas da EDO dx/dr = f(x,t) nunca
podem se cruzar no mesmo instante de tempo.

Prova (do resultado de cruzamento acima): Considere duas solugdes distintas:
x: [0,00) = D com condigao inicial x(tp) =x;, € D em o > 0, e X: [0,00) — D com condigao
inicial X(fo) = X;, € D em #p > 0. A demonstracao ¢ por contradigao. Assim, suponha
que existe t; > 0 tal que @(t1;x(79),10) = @ (11;%(20),%0), ou seja, as solugdes se cruzam no

instante de tempo t;. Entao, para todo t > 0,

x(t) = ¢(t;x(10),t0) = ¢ (139 (113x(10) 0,11,
=0 (t1:x(t0).t0)
= ¢(1:9(r1:%(t0),70),11) = ¢(1:X(f0),70) = X(1),

ou seja, as duas solugoes sao idénticas, o que contradiz a hipotese de que elas sao distintas.

Obs: Considere um sistema autonomo da forma dx/dt = f(x), onde f: D — R" é de
classe C!. Suponha que o campo de vetores f é completo. A partir do teorema acima
e da Obs 2 apresentada anteriormente, pode-se mostrar que as 6érbitas desse sistema
(auténomo!) nunca podem se cruzar no retrato de fase (e cada 6rbita nao pode
cruzar sobre si mesma, a menos que seja uma Orbita fechada, ou seja, corresponda a uma

solugao periédica no tempo).



4 Lab 3 — Analise Qualitativa de Sistemas

Lineares no Plano

Objetivos

Vamos introduzir o conceito de ponto de equilibrio, rever certos resultados de Algebra
Linear, e classificar o comportamento qualitativo das solucoes de sistemas lineares auto-

nomos no plano com base nos autovalores da matriz que determina a dinamica do sistema.

4.1 Ponto de Equilibrio

Intuitivamente, pensamos que um sistema esta em equilibrio quando o mesmo apresenta
um comportamento estatico, ou seja, o sistema nao exibe qualquer dinamica. Veremos
agora como definir matematicamente esta nocao.

Considere o sistema auténomo

x=f(x)
onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D — R" é uma aplicacio de classe C!
(i.e. a aplicacdo df/dx: D — R™" (matriz jacobiana) é continua). Dizemos que x¢ € D é
um ponto de equilibrio (ou ponto de operagao) do sistema se a solu¢ao do sistema
para a condigao inicial x(0) = x° em 7y = 0 permanece em x¢ para todo tempo futuro, ou
seja, x(t) = x°, para t > 0, é a solugao do sistema para x(0) = x¢ em #y = 0.

Proposicao: Temos que x € D é um ponto de equilibrio do sistema acima se e
somente se f(x°) =0 (ou seja, x =0).

Demonstragao: Suponha que x* € D é um ponto de equilibrio do sistema. Entao, a
solugao do sistema para a condi¢ao inicial x(0) =x¢ em 1y = 0 é a curva constante x(f) = x¢,
t>0. Logo, 0=x(t) = f(x(t)) = f(x), t >0, ou seja, f(x°) =0. Agora, suponha que x° € D
é tal que f(x°) =0. Considere a curva constante x: [0,00) — D definida por x(t) = x°,
t > 0. Assim, x(t) = 0= f(x°) = f(x(¢)), t >0, ou seja, mostramos que x(t) = x°, t >0,
¢ uma solugao do sistema para x(0) = x¢ em f9 = 0. Portanto, concluimos pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade de Solugoes que x(t) = x¢, t > 0, é a solugao do sistema para
x(0) =x¢ em 15 =0.

Teorema: Considere novamente o sistema autéonomo X = f(x) apresentado acima.
Seja x(0) = xg € D uma dada condi¢ao inicial (em #y =0). Se lim;_,ex(t) =X € D, entao

X € D é um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, f(x) =0.



4.1.1 Pontos de Equilibrio do Péndulo Simples

Exemplo 1: Considere o péndulo simples do Lab 1 com u =0 (sem controle)

X1 =x2 = fi(x1,x2),

k
Xy = —§ sin(x1) - %xz = fZ(xl 7x2)7

onde x; =0, x, =0, e x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado.
Para encontramos todos os pontos de equilibrio x° = (x{,x5) € R? do péndulo simples,

resolvemos:

0=fi(x{,x5) =x5 = x5 =0,
k
0=fr(x¢,x5) = —?sin(x?)—%xi = sin(x¢) = 0.

Logo, os pontos de equilibrio sao x, = (x{,x5) = (¢7,0), com ¢ =0,%1,£2,.... Mas,
como x; = 0 (angulo que o péndulo forma com o eixo vertical), concluimos que o péndulo
simples apresenta apenas 2 pontos de equilibrio: (0,0) (péndulo parado em baixo) e (7,0)

(péndulo parado em cima).

4.1.2 Pontos de Equilibrio de Sistemas Lineares no Plano

Exemplo 2: Considere um sistema linear autonomo
X =Ax

onde x € R" é o vetor de estado e A € R™" é uma matriz quadrada constante. Note
que f(x) = Ax é de classe C!, pois df/dx = A é constante. Para encontrarmos os pontos
de equilibrio do sistema, devemos resolver Ax¢ = 0. E evidente que x, = 0 sempre é um
ponto de equilibrio. Relembre de Algebra Linear que o conjunto N(A) = {x € R" | Ax = 0}
(nicleo de A) é um subespago vetorial, e que N(A) = {0} se e somente se det(A) # 0.
Logo:

e Se det(A) # 0, entao x¢ = (0,0) é o tinico ponto de equilibrio;

e Suponha que det(A) =0 com A # 0. Entao, o sistema possui infinitos pontos de
equilibrio, pois o conjunto N(A) # {0} é um subespaco vetorial de dimensao maior
ou igual a 1. Em particular, se n =2 (sistema de segunda ordem), entdo N(A) é um
subespago vetorial de dimensao 1, ou seja, uma reta passando pela origem do plano

X1-X2.



4.2 Revisao de Algebra Linear

Considere uma matriz quadrada nao-nula A € R"*". Relembre que A € R é um autovalor

de A quando existe um vetor nao-nulo v € R” tal que
Av = Av.
Note que, como v # 0,
Av=Av & A—A)v=0 < veENA—-AI) & det(A—AI) =0,

onde I € R™" ¢ a matriz identidade. Denominamos det(A —AI) de polindmio caracte-
ristico de A. Logo, os autovalores de A sao as raizes reais do seu polinomio caracteristico.
No entanto, é possivel que o polinomio caracteristico possua raizes complexas. Em tal
caso, dizemos que A possui autovalores complexos.

Relembre, ainda, que toda matriz quadrada A € R"*" determina o seguinte operador
no R",

R*'>x— Ax e R”

e que toda matriz quadrada invertivel T € R™" determina a seguinte mudanca linear de

coordenadas (mudanca de base)

z=Tx
onde x = (xq,...,x,)" € R" sdo as coordenadas canonicas originais do vetor x € R" em
relacao & base canonica do R", e z= (z1,...,2,)" € R" sdo as novas coordenadas do vetor

x € R" em relagao a nova base.
Considere uma matriz quadrada A € R"*". Temos entao que A é a representagao do
operador no R”,
R'>x—>x=AxeR",
em relagdo & base canonica do R", ou seja, x = (xq,...,x%,) e X = (X1,...,%,) € R" sdo
as coordenadas canonicas dos vetores x e x = Ax € R”", respectivamente. Suponha que
T € R™" ¢ invertivel. Podemos entdo encontrar a matriz A que representa operador

acima nas novas coordenadas z = Tx. Note que

R'Szisx=T "2 X=Ax=AT 'z Z7=T¥=TAT 'z =Az € R",
=A
onde z=Tx e 7= Tx = TAx sao as novas coordenadas dos vetores x e X = Ax em relagao a

nova base, respectivamente. Relembre que A e A =TAT ™! possuem os mesmos autovalores.

4.3 Andlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Motivacgao: Considere a seguinte EDO linear de primeira ordem

X = ax, xeR,



onde a é um parametro real constante. Relembre que

)

k
t

e’ =) (a'), t€R,
= k!

com

d

—e

dt
Portanto, para a condigao inicial xo € R em 7y = 0, a solucao desta EDO ¢é dada por

at:aeal, ea-OZ 1.

x(t) =e%xg, t>0,
pois x(0) =xp e
x(t) = ae®xg = ax(t), t>0.
Considere um sistema linear autonomo
X = Ax,
onde x € R" é o vetor de estado e A € R"*" é uma matriz quadrada constante. Definimos,

para cada t > 0, a matriz quadrada

A= iﬂ e RV,

!
= k!

Temos que
d t t -0 . . .
EeA =AY, " =T (matriz identidade).
Portanto, para a condicao inicial xg € R" em ty = 0, a solucao deste sistema é dada por
x(t) =€""xo, >0,

pois x(0) =xp e
x(t) = AeYxg = Ax(t), t>0.

Relembre que x¢ =0 é sempre ponto de equilibrio do sistema
X =Ax.

Portanto, se a condicao inicial é xg = x* =0 em ty = 0, entao a solucao correspondente é
x(t)=x¢=0,1>0.

De agora em diante, vamos considerar apenas sistemas de segunda ordem (n = 2), ou
seja, sistemas em que a dinamica evolui no plano. Nosso objetivo é analisar de maneira
qualitativa o comportamento do sistema quando xg # 0. Por exemplo, caso xg # 0,

queremos saber:

e Se as solugoes convergem (retornam) assintoticamente para o ponto de equilibrio

x¢ =0 e, em tal caso, se isto se da de maneira oscilatéria ou nao;



e Se as solugoes oscilam de maneira periddica, sem convergirem ao ponto de equilibrio

x¢=0;
e As solugdes se afastam (divergem) do ponto de equilibrio x¢ = 0.

Ao invés de determinarmos as solugoes de maneira quantitativa (analitica), tal anélise
qualitativa sera realizada pelo esboco do retrato de fase do sistema (definido a seguir),
o qual sera determinado a partir dos autovalores da matriz A.

Dada uma condigao inicial xg, a trajetéria (ou érbita) da solugao corresponde x(z),

t >0, é a curva no plano (parametrizada pelo tempo ¢ > 0)
Ox, = {x = (x1,x2) € R? |x = x(¢), para algum ¢ > 0}.

Assim, as trajetérias do sistema exibem apenas o comportamento qualitativo do sistema.
Por exemplo, uma trajetéria Oy, que é uma curva fechada no plano corresponde a uma
solucao oscilatoria peridédica. O retrato de fase do sistema ¢é a uniao de todas as suas
trajetérias (érbitas).

Para um sistema linear auténomo no plano (n = 2)
X = Ax,

onde A € R? é uma matriz quadrada ndo-nula, pode-se demonstrar que sempre existe

T € R? invertivel em que a matriz A = TAT ~! apresenta uma das seguintes formas (forma
canodnica de Jordan — veja o livro do Chen):

A0 2 0 21 o —B
0 L | oAl oAl |B ol

No primeiro caso, A1,A, os autovalores reais de A. No segundo caso e no terceiro, os

autovalores reais de A sao A; = A, = A. No 1ltimo caso, A2 = a=£ jB sdo os autovalores
complexos de A. Relembre que A ¢ A = TAT ! possuem os mesmos autovalores.

Para determinarmos um esboco do retrato de fase do sistema, a ideia é:
1. Fazemos a mudanca de coordenadas z = Tx, denominada de coordenadas modais;
2. Esbocamos o retrato de fase do sistema nas coordenadas modais z = T'x;

3. Voltamos as coordenadas originais por x = T~ !z, e esbocamos o retrato de fase na

base canodnica.

Seja x(t), t > 0, a solucao do sistema (nas coordenadas canonicas originais) para uma
dada condigao inicial xg em fyp = 0. Defina z(r) = Tx(t), t > 0 (solugdo nas coordenadas
modais). Assim,

. _ 5 _ . —1
z2(t) =Tx(t) = TAx(t) = TAY; z(1).
—A



Portanto, a solucao do sistema nas coordenadas modais é dada por

Z(t) = Az, t>0, com z9 = Txo

e, nas coordenadas originais é x(¢t) = T~ 'z(t), t > 0.

4.3.1 Caso 1: A1 # Ay, com Ay, A reais e ndo-nulos

_ [)L] 0]
A= .
0 X

Neste caso,

Pode-se demonstrar que

Logo, z(t) = (z1(t),22(t))" = 'z, t > 0, ou seja,
21 (1) = zi0e™",

2(t) = 220¢™,

/!
onde zo = (z10,220)".
Desse modo:

1. Se A2 < A <0, entao tlim 71(t) = tlim 22(t) = 0. Neste caso, denominamos o ponto
—>00 —>00

de equilibrio x* = 0 de n6 estavel;

2. Se A, > A1 > 0, entdo tlim 71(t) = tlim 72(t) = 0. Neste caso, denominamos x° =0 de
—oo0 —o0

no instavel,

3. Se A, <0< Ay, entao tlim zi(t) =o0 ¢ tlim z2(t) = 0. Neste caso, denominamos x¢ =0
—»00 —>00

de sela.

4.3.2 Caso 2: Ajp = o% B #0 (autovalores complexos)

Neste caso,

Pode-se demonstrar que

i [ e* cos Bt ewsinﬁt]
e = 3

—e%sin Bt e* cos Bt

t>0.

Logo, 2(1) = (21(t),22(t))" = e*'z0, = 0, ou seja,

z1(t) = z10e™ cos Bt + z20e™ sin Bt,

22(t) = —z10e® sin Bt + z20e™ cos Bt,



Z2

Z1

Figura 1 — Retrato de fase de um né estavel nas coordenadas modais.
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Figura 2 — Retrato de fase de um (a) né estavel e (b) né instavel nas coordenadas

originais.
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Figura 3 — Retrato de fase de uma sela (a) nas coordenadas modais e (b) nas coor-

denadas originais.



onde zo = (z10,220)".

Passando para coordenadas polares

r=1\/Z+2, 6=tan"'(n/z),

obtemos que

r(t) = /23(0) +23(1) = roe®™,  8(1) =tan"" (22(t)/21()) = 6o + B,

onde rg = /224 + 23, € 6y = tan ' (z20/z10).
10 20

Desse modo:

1. Se a <0, entao z(t) = (z1(¢),z2(¢))’ converge assintoticamente em espiral para a
origem do plano zj-zp, com frequéncia (angular) de oscilagdo B > 0. Neste caso,

denominamos o ponto de equilibrio x* = 0 de foco estavel,

2. Se o >0, entdo z(r) = (z1(¢),22(¢))’ se afasta (diverge) em espiral da origem do plano
71-22, com frequéncia de oscilagdo B > 0. Neste caso, denominamos x¢ = 0 de foco

instavel;

3. Se a =0, entao z(t) = (z1(¢),z2(¢))" oscila periodicamente com frequéncia f§ > 0,
sendo que a amplitude é determinada pelas condigoes iniciais z1g, z29. Neste caso,
as trajetérias das solugoes z(t) sdo circulos centrado na origem do plano zj-z3, e

denominamos x¢ = 0 de centro.

| @ 22| () L
N S~
N 7RIS AN\

Figura 4 — Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c) centro nas
coordenadas modais.

433 Caso 3: A; = A, = A # 0 (autovalores repetidos)

Neste caso, temos duas situagoes:

_ A0 — Al
A= , ou A= .
RS

Na primeira situacao,



X2 X
YN A
Figura 5 — Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c) centro nas
coordenadas originais.

Logo, z(t) = (z1(t),z2(t)) = €*'z9, 1 > 0, ou seja,
21(1) = z10e™,

22 (t) = Zzoeb,

onde zo = (z10,220)’.

Desse modo:

1. Se A <0, entao tlim 21(t) = tling(t) = 0. Neste caso, denominamos o ponto de
— 00 —»00

equilibrio x* =0 de né (ou estrela) estavel,

2. Se A >0, entao tlim z1(t) = llim z2(t) = oo. Neste caso, denominamos x¢ =0 de né
—»00 —>00

(ou estrela) instavel.

(a) (b)

Figura 6 — Retrato de fase de um (a) né (ou estrela) estavel e (b) né (ou estrela)
instavel nas coordenadas modais.

Por fim, na segunda situacao,

Logo, z(t) = (z1(1),22(t))" = €*'z0, 1 > 0, ou seja,
21(t) = z10€™ + zaote™,

22(1) = z20€™,



onde zo = (z10,220)".

Desse modo:

1. Se A <0, entao tlim 21(t) = tlim@(t) = 0. Neste caso, denominamos o ponto de
—>00 —>00

equilibrio x* =0 de né (impréprio) estavel,

2. Se A >0, entao tlim 71(t) = tlim 72(t) = eo. Neste caso, denominamos x¢ = 0 de né
—>00 —»00

(impréprio) instavel.

~a )
\

Z4 21

T~

(a) (b)

Figura 7 — Retrato de fase de um (a) né (impréprio) estavel e (b) né (impréprio)
instavel nas coordenadas modais.

4.4 Resumo
Considere um sistema linear auténomo no plano
X = Ax.

Com base nos autovalores 41,4, da matriz A € R?*2, obtemos a seguinte classificacdo do

ponto de equilibrio x¢ = 0:

1. A1 # A3, com Ay, A, reais e ndao-nulos: no estavel (4, < A} < 0), né instavel (A, >
2,1 > 0), sela (7[,2 <0< ),1);

2. Mip=o= jB #0: foco estavel (a <0), foco instavel (a > 0), centro (o = 0);
3. A1 = A, = A, com A, Ay reais e ndo-nulos: no estavel (A < 0), né instavel (A > 0).

Importante: como em todos os casos acima a matriz A nao possui autovalores nulos,

concluimos que det(A) # 0, ou seja, x* =0 é o Gnico ponto de equilibrio do sistema.



4.5 Procedimentos

1. Comprove por simulagao que x¢ = (0,0) e x¢ = (7,0) sao realmente pontos de equilibrio
do péndulo simples. Verifique também que o péndulo simples é nao-linear. Dica: simule
o péndulo para a condigao inicial x(0) = (7/2,0).

2. Considere o sistema linear autonomo no plano
X = Ax.

Para cada um dos casos abaixo, classifique o ponto de equilibrio x¢ = 0, esboce a retrato
de fase com base nos autovalores de A, e determine o retrato de fase por simulacao para

diversas condigoes iniciais. Dica: utilize o pacote pplane do Matlab.

1.
1
A= 0 ;
~10 —1
2.
0 1
A= ;
[10 —1]
3.
JR— _3 5 .
=2 3
4.
— 10 .
1o 2 |°
5. . i
-2 0
A= ;
. 0 _2_
6. i} i
2 1
A=
0 -2




5 Lab 4 — Andlise Qualitativa de Sistemas

N3o-Lineares no Plano

Objetivos

Vamos introduzir o conceito de estabilidade estrutural e classificar o comportamento qua-
litativo local do retrato de fase de sistemas nao-lineares autéonomos no plano com base

nos autovalores da matriz do sistema linearizado.

5.1 Estabilidade Estrutural

Seja A = (a;j) € R™" uma matriz quadrada. Definimos a norma euclidiana de A por

lAl| = \/Elgign Yi<j<n al.zj. Temos o seguinte resultado da Teoria de Perturbagao de Ma-
trizes:

Proposicao (Continuidade dos Autovalores): Seja A € R™" uma matriz qua-
drada. Entao, dado € > 0, existe d > 0 tal que, se AA € R™" (matriz constante) satisfaz
|AA]| < 8, entdo a distancia entre autovalores das matrizes A+AA e A ¢ menor que €, ou
seja, [A(A+AA)—A(A)| < €.

Considere o sistema linear auténomo no plano (sistema nominal)
X = Ax,

onde x = (x1,x2)" € R? é o vetor (coluna) de estado e os autovalores da matriz A € R?*?

sao distintos e nao-nulos, e o sistema perturbado
x=(A+AA)x,

onde AA € R?*? é uma matriz constante.

Concluimos assim da proposicao acima que, para pequenas perturbagoes AA, a
estabilidade e o tipo do ponto de equilibrio x* =0 sao preservados. Mais precisa-
mente, se o ponto de equilibrio x* = 0 do sistema nominal x = Ax é do tipo né estavel
(os autovalores de A sao reais e negativos), né instavel (reais e positivos), sela (A possui
um autovalor negativo e outro positivo), foco estavel (os autovalores de A sao complexos
conjugados com parte real negativa), foco instavel (complexos conjugados com parte real
positiva), entao o ponto de equilibrio x* = 0 do sistema perturbado x = (A + AA)x serd
do tipo né estavel, né instavel, sela, foco estavel ou foco instavel, respectivamente.

Dizemos que um sistema (nominal) da forma % = f(x) é estruturalmente estével
quando o comportamento qualitativo do seu retrato de fase é preservado sob pequenas

perturbagdes no seu campo de vetores f(x). Assim, sistemas lineares no plano da forma



X = Ax sao estruturalmente estaveis quando x* =0 é um ponto de equilibrio do tipo né
(com autovalores distintos), sela ou foco.

Importante: Nao ha estabilidade estrutural quando o ponto de equilibrio x* =0 do
sistema nominal x = Ax é do tipo centro (i.e. a matriz A possui autovalores complexos

conjugados com parte real nula). Por exemplo, considere que

A= [(1) _(1)] (A2 = +J).

Assim, para

u 0
0 u
temos que os autovalores da matriz perturbada A+AA sao A; » = u =+ j. Portanto, se u >0,

AA =

Y

entao o ponto de equilibrio x* = 0 do sistema perturbado sera do tipo foco instavel e, se
1 < 0, seré do tipo foco estavel. Desse modo, o comportamento qualitativo do retrato de

fase do sistema nominal nao é preservado sob pequenas perturbacoes no campo de vetores

f(x) =Ax.

5.2 Andlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares no Plano nas

Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Considere um sistema nao-linear da forma

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D — R" é de classe C' (i.e.
df/dx: D — R ¢é continua). Suponha que x° € D um ponto de equilibrio, ou seja,

f(x€) = 0.
A expansao em série de Taylor de f em relagao ao ponto de equilibrio x¢ é dada por
d
£ =)+ 29 e 108,
N—— X =xe

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

= 2480

12

(x—x%), para Ax=x—x°=0.

x=x¢

Agora, seja x(t), t > 0, a solugao do sistema para uma condigao inicial x(0) € D em
to =0, e considere o desvio y(f) = x(t) —x¢ da solugao x(t) em relacao ao ponto de equilibrio
x¢. Assim, para y(t) = x(t) —x¢ =2 0 (pequenos desvios), temos

. . ~ 9/ (x)
yr) =) = fx(e)) = =5 =) () —x°) = Ay(r).
X oyt —~—

— =)
£ AR




Denominamos

0
y’=Ay=[ ];Ecx) B ]y,

de sistema linearizado associado ao sistema x = f(x) no ponto de equilibrio x°.

Relembre que a solugao do sistema linear autonomo y = Ay para a condicao inicial

y(0) € R" é dada por y(t) = e*'y(0), t > 0. Portanto, é razoavel esperarmos que
x(1) = x*+y(t) = x¢ +My(0) = x° + M (x(0) —x°), >0,

desde que y(f) = x(1) —x° = 0, ou seja, x(fr) = x°. Em particular, é razodvel esperarmos
que o retrato de fase do sistema nao-linear x = f(x) apresente, nas proximidades
do ponto do equilibrio x¢, um comportamento qualitativo semelhante ao do retrato
de fase do sistema linear y = Ay = [d f(x¢)/dx]y (apds uma translagao por x¢). Isto é de
fato verdade, conforme o teorema apresentado a seguir.

Teorema de Hartman-Grobman: Considere um sistema nao-linear autonomo da
forma

x=f(x),

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto, e f: D — R" é de classe C'. Seja x¢ € D

um ponto de equilibrio do sistema, e considere o sistema linearizado associado

df(x) }y

Y pr— A prm— —_—
y=Ay { o
Assuma que os autovalores de A possuem parte real nao-nula. Entao, o retrato de

fase de x = f(x) apresenta, nas proximidades do ponto de equilibrio x¢, um comportamento
qualitativo semelhante ao do retrato de fase do sistema linearizado associado.

Em particular, quando n =2 (sistema no plano) e os 2 autovalores da matriz A sao
distintos e com parte real nao-nula, se y* =0 é um ponto de equilibrio do sistema
linearizado do tipo nd estavel, nd instavel, sela, foco estavel ou foco instavel, entao o
retrato de fase de x = f(x) apresenta, nas proximidades do ponto de equilibrio x¢, um
comportamento qualitativo semelhante a um né estavel, né instavel, sela, foco estavel ou
foco instavel, respectivamente.

Devido ao Teorema de Hartman-Grobman acima, dizemos que o sistema linearizado
permite analisar localmente o retrato de fase de x = f(x) em torno do ponto de equilibrio
x¢.

Obs: Quando n=2e f: D — R? é uma aplicacao analitica (por exemplo, cada compo-
nente de f é a soma, diferenca, produto ou quociente de fungoes polinomiais ou trigono-
métricas), entao o resultado do Teorema de Hartman-Grobman permanece valido mesmo
quando a matriz A possui 2 autovalores repetidos fora do eixo imaginario, ou seja, se
y¢ =0 é um ponto de equilibrio do sistema linearizado do tipo né estavel ou né instavel
com autovalores iguais, entao o retrato de fase de x = f(x) apresenta, nas proximidades
do ponto de equilibrio x¢, um comportamento qualitativo semelhante a um né estavel ou

no instavel, respectivamente.



5.2.1 Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

Considere o circuito tunnel-diode abaixo:

ip L ©
+ v —
Vic Yip
R
+ +
ve=C /R
E= — -
0 0.5 1 vV
(@) (b)

Figura 8 — (a) Circuito tunnel-diode, e (b) caracteristica v,—i, do diodo.

Considerando que u = E (controle), x; = v, e xp = iz, temos que o modelo de estado

do circuito é dado por:
X1 ==(—h(x)+x),

X =

SN Q=

(—xl —RX2+L£).

Para u= 1.2V, R=1.5kQ, C =2pF =2 x 1071?F, L = 5uH, e considerando que o tempo

¢ medido em nanosegundos e as correntes em mA, temos

Xp = f1 (xl,xz) = 0.5( —h(xl) +X2),
Xy = fz(xl,)Cz) = 0.2( —x1— 1.5x + 1.2).

Suponha que
h(x1) = 17.76x; — 103.79x7 +229.62x] — 226.31x7 4 83.72x3.
Fazendo f(x{,x5) = (f1 (x‘f,x%),fz(xf,xg)) = (0,0), obtemos 3 pontos de equilibrio:
Q1 = (0.063,0.758), Q> =1(0.285,0.61), Q3= (0.884,0.21).

Temos que

df(x) | dh(x1)/dx; 0.5
ox 02 -03 |

com
dh(xy)/dxy = 17.76 — 207.58x; 4 668.86x7 — 905.25x7 +418.6x7.



Assim:

~3598 05
A = ag(x) - ] . A =357 =033,
X x=0, i —-0.2 —-0.3
182 05
Ay = ag(x) - ] M =1.77,2 =025,
X =0, i —-0.2 —-0.3
1427 05
Az = of (%) - S A =—133,4 =04,
ax x:Q3 i —02 —03

Portanto: Q1 é um nd estavel, @, é do tipo sela, e @3 é um nd estavel. O retrato de
fase abaixo comprova nossa andlise local pelo sistema linearizado. Observe a presenca
das sepatrizes (uma separatriz é uma curva que divide o retrato de fase em regides com
comportamentos qualitativos distintos). Assim, um circuito tunnel-diode real funciona
como um circuito biestavel: os 2 estados sdo Q1 e Q3 (na pratica, pequenos ruidos externos

forgardo a érbita a sair das separatrizes).

16 ] .

1.4+ 7

1.2+ .
1 5' ]

0.8 Q ”
0.6F : .
0.4 .
0.2 ————~——>'” \ < q y

0

] 1
-0.2¢ .

__0‘4 1 [ 1 | 1 i 1 i 1
-04 ~0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 9 — Retrato de fase do circuito tunnel-diode.

5.3 Procedimentos

1. Para o circuito tunnel-diode do exemplo anterior, utilize o pacote simbdlico do Matlab

para calcular os pontos de equilibrio e o sistema linearizado associado. Classifique os



pontos de equilibrio e esboce o retrato de fase utilizando o pacote pplane. Interprete
o retrato de fase, concluindo que um circuito tunnel-diode real opera como um circuito
biestavel. Ressaltamos que a analise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever
o aparecimento das separatrizes (fendomeno global).

2. Classifique os pontos de equilibrio do péndulo simples e esboce o retrato de fase.
Relembre que o modelo de estado do péndulo simples com u =0 (sem controle) é dado

por

xl = X2,
k

Xy = —§ sin(xl) — EXZ,

onde x; =0, x, = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, m=£=1,g=9.8 ¢ k=0.1.

3. Considere a equacao de Van der Pol

X1 = X2,

Xy = —X1 —|—8(1 —X%)Xz,

onde x = (x1,x;) € R? é o vetor de estado, e £ = 0.2 é um parametro. Classifique os pontos
de equilibrio e esboce o retrato de fase. Note a presenca de um ciclo limite (estudaremos
ciclos limite no préximo Lab). Assim, a equacdo de Van der Pol corresponde a um
oscilador periddico (ndo-linear) em que a amplitude de oscila¢do independe da condicao
inicial. Ressaltamos que a analise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever o

aparecimento do ciclo limite (fenomeno global).



6 Lab 5 — Osciladores, Ciclos-Limite e Caos

Objetivos

Vamos inicialmente analisar osciladores lineares e suas limitacoes praticas. Na sequéncia,
vamos estudar osciladores nao-lineares através de ciclos-limite. Por fim, verificaremos o

comportamento cadtico em um péndulo duplo.

6.1 Osciladores Lineares

Um oscilador é um sistema que exibe comportamento oscilatério. Quando tal compor-

tamento y(r) é periddico e dado por
y(t) = Ccos(or + ¢),

denominamos o sistema de oscilador harménico (simples). Veremos agora que todo
sistema descrito por
)'5—}—602)/:0, com @ > 0,

¢ um oscilador harmonico linear. Escolhendo como varidaveis de estado

X1=),
x2:y=

e definindo vetor (coluna) de estado x = (x,x2)’ € R?, obtemos o sistema linear auténomo

) X1 X3 0 1
X=1 = 5 = 5 x =Ax.
X2 — WX —w- 0
————

Note que os autovalores da matriz A sao

no plano

7(«172 = :|:j(1).

Logo, o ponto de equilibrio x* =0 é do tipo centro. Desse modo, as solugoes x(t) =
(x1(2),x2(2)) = (y(t),y(t)) € R?, t > 0, oscilam periodicamente com frequéncia ® e a am-
plitude de oscilacao depende da condicao inicial.

E facil verificar que a solucio x(r) = (x1(1),x2(¢))’ € R%, ¢ > 0, para a condicdo inicial
x(0) = xo = (x10,X20) = (¥(0),9(0)) € R? em #y = 0, é dada por

x1(t) = Ccos(@t+¢),
x(t) = —wCsin(wr + ¢),



onde

2
C= \/(X10)2+ (Q) , ¢ = —arctan ( 20 ) .
w X100

Note que a amplitude C e a fase ¢ dependem de xo = (x10,x20)’-

Como
y(t) = x1(t) =Ccos(wt +¢), t>0,

concluimos que todo sistema modelado por
j+ w?y =0, com @ > 0,

corresponde de fato a um oscilador harmonico linear.
Exemplo 1 (Sistema Massa-Mola): Considere o sistema massa-mola ilustrado

abaixo onde m é a massa do bloco e y é o deslocamento horizontal do bloco em relacao

Fy
F.Sp B
s

—\\N— »_—
)

Figura 10 — Sistema massa-mola.

NNV

a uma posigao de referéncia. Considerando que Fy, = ky (forca restauradora da mola
(spring)), F =0
pela 2% Lei de Newton:

—~

fora externa nula) e Fr =0 (forca de atrito (friction) nula), obtemos

my+Evp =my+ky=0,
ou seja,

j+w’y =0, com @ = +/k/m.

Portanto, o sistema massa-mola sem atrito é um oscilador harmonico linear. Ressal-
tamos que a frequéncia de oscila¢ao é dada por @ = /k/m.
Exemplo 2 (Circuito LC): Considere o circuito LC ilustrado abaixo Considere que

y =iz, (corrente no indutor). Como

dir,
=] —
VL dt )
dVC
. ZC—,
=
Vc =VL,

iC = _iL7
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Figura 11 — Circuito LC.
obtemos que
S 7 DA U S B |
Y= T T T e T T et T e

ou seja,

’ 1
y+ o0y =0, coma)—\/lf.

Portanto, o circuito LC é um oscilador harmonico linear: existe uma troca peridédica
entre a energia armazenada no campo elétrico do capacitor e a energia armazenada no
campo magnético do indutor. Ressaltamos que a frequéncia de oscilacao é dada por

o=1/VLC.

Apesar de um oscilador harmoénico linear descrito por
.. 2.
y+ 07y =0,

apresentar um comportamento oscilatério peridédico da forma y(t) = Ccos(wr + @), o

mesmo apresenta os seguintes problemas:

1. O sistema nao é estruturalmente estavel, pois vimos que x* =0 é um ponto de
equilibrio do tipo centro da equacao de estado x = Ax associada. Portanto, pequenas
perturbagoes AA no sistema nominal X = Ax irao destruir o comportamento periédico.
Por exemplo, em um sistema massa-mola real, sempre teremos a presenca de uma
forca de atrito Fy # 0, resultando numa dissipacao de energia e na destruicao da
oscilacao periédica. Do mesmo modo, em um circuito LC real, a resisténcia dos

cabos elétricos dissipard a energia trocada entre o capacitor e o indutor;

2. Mesmo que fosse possivel construir na pratica um oscilador harmonico linear, vimos

que a amplitude de oscilagdo depende da condigao inicial xo = (x9,x20) =

(¥(0),5(0))"

Estes 2 problemas podem ser eliminados se considerarmos osciladores nao-lineares.

Isto sera visto na sequéncia.



6.2 Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

Relembre que um oscilador é um sistema que exibe comportamento oscilatério. Assim,

uma sistema autonomo da forma
x=f(x),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D é um conjunto aberto e f: D — R" é de classe C!,

oscila periodicamente quando o mesmo possui uma solugao periédica x(t) € D, ou seja:
x(t)=x(t+T), parat>D0,

onde T > 0 é o periodo de oscilagdo (solugoes constantes, i.e. pontos de equilibrio, nao
serao consideradas periddicas). Portanto, no retrato de fase do sistema, temos que toda
érbita fechada (que ndo é um ponto de equilibrio) corresponde a uma solucao periddica,
e vice-versa.

Quando n =2 (sistema no plano), denominamos uma érbita fechada y C D C R? do
sistema X = f(x) de ciclo-limite (ou oscilagdo auto-sustentada) quando y é uma
orbita fechada isolada do sistema, ou seja, quando existe um conjunto aberto V com
Y CV CD e tal que V nao contém nenhuma outra érbita fechada diferente de y. Desse
modo, percebemos que nao existem ciclos-limite em sistemas lineares auténomos
no plano da forma x = Ax, pois o sistema s6 tera drbitas fechadas (solugoes periddicas) caso
x¢ =0 seja um ponto de equilibrio do tipo centro (autovalores A;, = £jB), e é evidente
que tais érbitas fechadas (um continuum de elipses concéntricas centradas em x° = 0) nao
sao isoladas. Concluimos, portanto, que ciclos-limite s6 podem ocorrer em sistemas
nao-lineares auténomos (no plano).

Pode-se mostrar que s6 existem trés tipos de ciclos-limite (y):

1. Estavel: quando existe um conjunto aberto W com y C W C D e tal que, para toda
condigao inicial x(0) € W em #p = 0, a solugao correspondente x(z), t > 0, tende em

espiral ao ciclo-limite quando ¢ — oo;

2. Instavel: quando existe um conjunto aberto W com y C W C D tal que, para toda
condigao inicial x(0) € W, a solugao correspondente x(¢), t > 0, se afasta em espiral

do ciclo-limite quando ¢ — oo;

3. Semi-estavel: quando existe um conjunto aberto W com y C W C D tal que: (a) se a
condicao inicial x(0) € W estd no interior (respectivamente, exterior) do ciclo-limite,
entdo x(f) tende em espiral ao ciclo-limite quando t — oo, e
(b) se a condigao inicial x(0) € W esta no exterior (respectivamente, interior) do

ciclo-limite, entao x(z) se afasta em espiral do ciclo-limite quando ¢ — eo.

Além disso, pode-se mostrar que sempre havera um ponto de equilibrio no

interior de um ciclo-limite.



stable unstable half-stable
limit cycle limit cycle limit cycle

Figura 12 — Tipos de ciclos-limite: (a) estavel, (b) instdvel e (c) semi-estavel.

Seja ¥ um ciclo-limite estavel. Portanto, todas as solugoes do sistema que comecam
suficientemente proximas de ¥ tendem em espiral para a érbita fechada y quando ¢t — oo,
ou seja, para t > 0 suficientemente grande, temos que as solugdes correspondentes x(t)
oscilam periodicamente com mesma frequéncia e a mesma amplitude da solugao periddica
associada a ¥ (mas nao estarao necessariamente em fase!). Neste sentido, concluimos que
a amplitude de oscilagao independe da condigao inicial!

A determinagao dos possiveis ciclos-limite de um sistema nao-linear nao é uma tarefa
facil. O resultado abaixo é um critério para se prever a nao-existéncia de ciclos-limite.

Critério de Bendixson: Considere o sistema
. X1 J1(x1,x2)
X Ja(x1,%2)
onde x = (x1,x;) € D CR?, D é aberto e f = (f1,f>)": D CR? é de classe C'. Seja W C D
um conjunto aberto simplesmente conexo (i.e. W nao apresenta “buracos”). Se d f1/dx; +
df2/0dx; # 0 em todos os pontos de W, entao o sistema nao apresenta érbitas fechadas

em W.

Exemplo: Considere o sistema

xl = X2,

Xo = ax1 + bxs —x%xz —x%,
onde x = (x1,x2) € D =R? ¢ a,b € R sdo parametros constantes. Tome W = R?. Assim,
8f1/8x1 + 8f2/8x2 =b —x%.

Portanto, quando b < 0, temos que df1/dx; +df/dx; < 0 em todos os pontos de
W =TRZ. Logo, ndo ha nenhuma érbita fechada no plano R? se b <0 (no entanto, se b > 0,
entdo teremos pontos de R? em que 9 fi /dx; +d.f>/dx2 =0, e nada podemos afirmar sobre

a existéncia ou nao de 6rbitas fechadas no plano!).



6.3 Caos

Nao hé uma defini¢ao universalmente aceita de caos na literatura de sistemas dinamicos.
No entanto, a seguinte defini¢ao é suficiente para os propdsitos do nosso curso:

Definicao: Caos é um comportamento aperiédico de longo prazo em um sistema
dindmico (deterministico) que exibe sensibilidade as condigoes iniciais.

Aqui, comportamento aperidodico de longo prazo significa que existem solu-
¢oes que nao convergem para pontos de equilibrio, solucoes peridédicas ou solugoes quasi-
periddicas quando t — c0. O termo deterministico significa que o sistema nao possui
entradas, ruidos ou parametros que variam de maneira randomica. E, sensibilidade as
condigoes iniciais, significa que solugoes com condigoes iniciais proximas se separam
com rapidez exponencial. Portanto, uma pequena mudanca, perturbacao ou incerteza na
condicao inicial leva a uma solu¢ao com comportamento futuro significativamente dife-
rente.

Citando Edward Lorenz (meteorologista e um dos pioneiros no estudo do caos): “Caos:
Quando o presente determina o futuro, mas o presente aproximado nao de-
termina o futuro de maneira aproximada.”

Sensibilidade as condigoes iniciais é popularmente conhecido como efeito borboleta
(termo decorrente de um artigo de Lorenz de 1972 entitulado “Predictability: Does the
Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornado in Texas?”): o bater das asas da
borboleta representa uma pequena mudanca nas condigoes iniciais do sistema, causando
assim uma cadeia de eventos que leva a um comportamento futuro significativamente
diferente. Caso a borboleta nao tivesse batido suas asas, a solucao do sistema poderia ter
sido bem diferente.

Diversos sistemas reais apresentam comportamento cadtico: circuitos eletronicos, sis-
temas mecanicos, sistemas meteorolégicos, sistemas ecoldgicos, sistemas quimicos, etc.

Pode-se mostrar que apenas sistemas nao-lineares autonomos de ordem n > 3 podem
apresentar comportamento cadtico. Assim, nao ha caos em sistemas lineares autonomos
de qualquer ordem nem em sistemas nao-lineares autonomos no plano!

Para maiores detalhes sobre a Teoria do Caos, veja: https://en.wikipedia.org/

wiki/Chaos_theory.

6.4 Procedimentos

1. Considere um circuito LC com L =C = 1. Simule o sistema para diversas condi¢oes
iniciais, comprovando pelo retrato de fase e pelas solugoes no dominio do tempo que a
amplitude de oscilagdo depende da condigao inicial (elipses concéntricas centradas em
x¢ =0 no retrato de fase).

2. Considere o circuito oscilador abaixo:


https://en.wikipedia.org/wiki/Chaos_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Chaos_theory

i =h(v)

Resistive
Element

Figura 13 — (a) Circuito oscilador e (b) caracteristica v-i do elemento resistivo (resisténcia
negativa)

A resisténcia negativa por ser implementada pelo seguinte circuito:

1

0
+
/N
v
= 03V = 03V
5

Figura 14 — Elemento de resisténcia negativa com um par de tunnel-diodes.

A partir das Leis de Kirchhoff, pode-se mostrar que o circuito oscilador é modelado

por

i+l (v)v+v =0,
onde € = \/L/C e I'(v) = dh(v)/dv. Suponha que h(v) = —v+v3/3 (caracteristica v-i do
elemento resistivo). Com isso, obtemos a famosa equacao de Van der Pol:

i—e(1—v?)+v=0.

A equacao de Van der Pol foi utilizada para modelar um oscilador eletronico empregado
nos primeiros aparelhos de radio.

Escolhendo x; = v e x, = v, chegamos a equacao de estado:
X] = X2,
Xy =—x1+&(1 —x%)XQ,

onde x = (x1,x;) € R? é o vetor de estado. Considere que € =0.2. Note que x* =0 é o

unico ponto de equilibrio, e verifique que x* =0 é do tipo foco instavel. Esboce o retrato



de fase através do pplane e note a presenca de um ciclo-limite estavel. Ressaltamos
que a analise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever o aparecimento do ciclo-
limite (fenémeno global). Simule o sistema para diversas condigoes iniciais, comprovando
pelo retrato de fase e pelo dominio do tempo que as solugoes tendem em espiral para o
ciclo-limite quando t — oo, oscilando periodicamente com mesma frequéncia e a mesma
amplitude da solugao periédica associada ao ciclo-limite (mas sem estar necessariamente
em fase!). Neste sentido, a equacdo de Van der Pol corresponde a um oscilador periédico
(nao-linear) em que a amplitude de oscilagao independe da condigao inicial!

3. Considere o seguinte sistema ecolégico (presa-predador):

. X1 X1X2
r=x({l-—— )| —-—F5——,
Y

X
—+x1+1
o
. Boxix;
Xy = 2 0x,
L px+1
(04

onde x| é o nimero de presas, x, é o numero de predadores, x = (x1,x2) € R? é o vetor
de estado, e ¢ =5.2, B =2.0, y=3.5, § = 2.5 sao parametros constantes. Verifique pelo
pplane que o sistema apresenta 3 pontos de equilibrio: (0;0) (sela), (3.5;0) (sela) e outro
proximo de (1.4;1.75) (foco instavel). Observe a presenga de um ciclo-limite estavel e
interprete o retrato de fase em termos do equilibrio ecoldgico.

Obs: Da mesma maneira como um ponto de equilibrio pode ser visto como um
equilibrio estatico, um ciclo-limite estavel pode ser visto como um equilibrio di-
namico (fenémeno nao-linear!).

4. Considere o péndulo duplo. Verifique a caracteristica cadtica do sistema: pequenas
incertezas nas condicoes iniciais levam a comportamentos futuros de longo prazo signifi-

cativamente diferentes (sensibilidade as condigoes iniciais). Para isto, acesse:
1. https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum

2. http://www.physics.usyd.edu.au/ wheat/dpend_html


https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum
http://www.physics.usyd.edu.au/~wheat/dpend_html

7 Lab 6 — Bifurcacbes em Sistemas Nao-

Lineares no Plano

Objetivos

Vamos introduzir o conceito de bifurcagao e ver como esbogar o diagrama de bifurcagao
correspondente. Em seguida, classificaremos as bifurcacgoes locais de sistemas nao-lineares
no plano. Por fim, analisaremos sistemas que ilustram os diversos tipos de bifurcacao e

veremos os efeitos qualitativos no retrato de fase.

7.1 Bifurcacao

Vimos nos Labs 4 e 5 que o comportamento qualitativo de um sistema nao-linear no
plano (n =2) é determinado pelos padroes exibidos em seu retrato de fase, que por sua
vez depende dos tipos de seus pontos de equilibrio e ciclos-limite.

Relembre do Lab 4 que um sistema (nominal) da forma x = f(x) é estruturalmente
estavel quando o comportamento qualitativo do seu retrato de fase é preservado sob
pequenas perturbagoes no seu campo de vetores f(x). Vamos agora analisar situagoes
em que o sistema perde a propriedade de ser estruturalmente estavel. Iremos nos con-
centrar na situagao em que pequenas perturbacgoes num parametro do sistema causam
mudancas abruptas no comportamento qualitativo do retrato de fase. Tais mudangas sao
denominadas de bifurcacoes.

Mais precisamente, considere um sistema nao-linear autonomo no plano da forma

X = fulx)

onde x = (x1,x2) € D C R? é o vetor de estado, D é um conjunto aberto, 4 € R é um pa-
rametro que pode ser variado, e fy,: D — R? é de classe C! para cada u € R. Aqui, p € R
pode representar tanto um parametro fisico do sistema (o valor de uma resisténcia R em
um circuito elétrico, por exemplo) quanto um parametro de controle (a amplitude de um
controle constante u(f) = 4 em malha-aberta ou o ganho de um controlador em malha-
fechada, por exemplo). Uma bifurcagao é uma mudanca abrupta nos tipos de pontos
de equilibrio e/ou ciclos-limite & medida que o parametro u € R sofre variagbes. Deno-
minamos i de parametro de bifurcacgao, e os valores (t = (* nos quais tais mudangas

abruptas ocorrem sao denominados de pontos de bifurcagao.



7.2 Classificacao de Bifurcacoes

Uma bifurcacao é comumente representada graficamente pelo diagrama de bifurcacao
no plano. Tal diagrama esbo¢a uma medida da amplitude dos pontos de equilibrios e/ou
ciclos-limite em fungao do parametro de bifurcagao u € R, e indica também o tipo dos
pontos de equilibrios e/ou ciclos-limite: linhas cheias representam pontos de equilibrio
estaveis (i.e. né estavel ou foco estavel) e ciclos-limite estaveis; e linhas tracejadas
representam pontos de equilibrio instdveis (i.e. né instével, foco instavel ou sela) e

ciclos-limite instaveis.

7
(b) Transcritical bifurcation
) _______
u
(d) Subcritical pitchfork bifurcation
/“\ - -
[ \ T~
l | b - - — -
V) 7
NP
[ u
(e) Supercritical Hopf bifurcation (f) Subcttitical Hopf bifurcation

Figura 15 — Diagramas de bifurca¢ao com ponto de bifurcagao u = pu* (o ciclo-limite es-
tavel da bifurcagdo de Hopf subcritica ndo é mostrado por simplicidade).

Temos a seguinte classificagao de bifurcagoes (locais):

(a) Bifurcagao sela-né: para p > p* ha um ponto de equilibrio do tipo sela e outro
do tipo né estavel; para 4 = u* a sela e o né colidem em um ponto de equilibrio;

e para U < U* a sela e o né desaparecem;

(b) Bifurcagao transcritica: hd um ponto de equilibrio estavel e outro instavel sempre

que U # 1*, mas em U = U* estes 2 pontos de equilibrio trocam de estabilidade



e ambos colidem em um ponto de equilibrio;

(c) Bifurcacao de forquilha (pitchfork) supercritica: para g < pu* ha um ponto
de equilibrio estavel; para pu > pu* ha 3 pontos de equilibrios, sendo 2 estaveis e
1 instavel; e para g = u* estes 3 pontos de equilibrio colidem em um ponto de

equilibrio;

(d) Bifurcagao de forquilha (pitchfork) subcritica: para u < u* ha 3 pontos de
equilibrios, sendo 2 instaveis e 1 estavel; para g > u* ha um ponto de equilibrio

instavel; e para u = u* os 3 pontos de equilibrio colidem em um ponto de equilibrio;

(e) Bifurcagao de Hopf supercritica: para g < pu* ha um foco estavel; para g > pu*

este foco estavel se torna instavel e ha o surgimento de um ciclo-limite estavel;

(f) Bifurcagao de Hopf subcritica: para u < u* ha um foco estével e 2 ciclos-limite,
sendo um estavel e outro instavel; para yu > u* o foco estavel se funde com o ciclo-
limite instavel, resultando em um foco instével (mas um ciclo-limite estavel continua

existindo).

7.3 Exemplos

Nos exemplos abaixo, assumimos que x = (x1,x;) € D = R

7.3.1 Exemplo 1 (Bifurcagdo Sela-N¢)

Considere o sistema
B =p—x,
Xy = —Xp.
Note que os pontos de equilibrio sdo x! = (VI,0) e x°? = (—/H,0), para pu > 0, pois:
B () =0 = § =V,
—x5=0 = x5=0.

Ressaltamos que nao héa pontos de equilibrio x¢ = (xf,xg) € R? quando u < 0. A matriz

jacobiana é dada por

dfx) | —2x; O
ox 0 —1 |

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas respectivamente por

) :[—2\/ﬁ o] A, M :lzﬁ 0]
0 ’ Y xe2 .

A — I\
! ox —1 ox 0 —1

x=x¢l

Logo, quando u > 0, temos que x°! = (V/H,0) é um no estavel e x¢% = (—y/1,0) ¢ do tipo

sela. Portanto, ocorre uma bifurcagao sela-né no ponto de bifurcacao u* = 0.



X / J %2 / %2 ///
Figura 16 — Retrato de fase do Exemplo 1 (bifurcacao sela-né) para u > 0 (esquerda), u =
1 =0 (meio) e u <0 (direita). Note que: (a) se g > 0, entao lim;_,eox(t) =
x¢l = (v/1,0) sempre que a condigao inicial xo = (xo1,X02) € R? é tal que xq; >

—VH; e (b) se p <0, entdo nao ha pontos de equilibrio e lim;_e ||x(f)|| = oo
para qualquer xg.

—t

7.3.2 Exemplo 2 (Bifurcagdo Transcritica)

Considere o sistema

. 2
X1 = Ux; —xy,

X) = —Xp.
Note que os pontos de equilibrio sdo x*! = (0,0) e x> = (u,0), para u € R, pois:

g — ()% = xf (1 —x

A matriz jacobiana é dada por

of) [w—2q 0
ox 0 —1|°

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas respectivamente por
peoooy 9 | -u 0
y A2 — -
x=x¢2 O — 1

0 —1 dx
Logo: (a) quando p > 0, temos que x°! = (0,0) é do tipo sela (instével) e x2 = (u,0)

0

A
: ox

x=xel

é um n6 estavel; e (b) quando u < 0, temos que x¢' = (0,0) é um né estével e x> = (u,0)
é do tipo sela (instdvel). Portanto, estes 2 pontos de equilibrio trocam de estabilidade em

1 = 0. Desse modo, ocorre uma bifurcacao transcritica no ponto de bifurcagao u* =0.



7.3.3 Exemplo 3 (Bifurcagdo de Forquilha Supercritica)

Considere
X = Hx —X’I’,
Xy = —Xp.
Note que os pontos de equilibrio sao x°! = (0,0), x2 = (VH,0) e X3 = (—y/1,0), para
u > 0, pois:

e — () = (1 — (§)°) =0 = o =0 onxf = £

Observe que o tnico ponto de equilibrio para u <0 é x¢ = (0,0).

A matriz jacobiana é dada por

df(x) | m=3x 0
dx 0 —1 |

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas respectivamente por

_ 9f) e 0 A23:8f(X) |20
el 0o —1]| 7 ox | 3 0 —1 |

dx
Logo: (a) quando u < 0, temos que x¢' = (0,0) é um né estavel, sendo o tinico ponto
e2,3 _

Ay

de equilibrio; e (b) quando g > 0, temos que x¢! = (0,0) ¢ do tipo sela (instavel) e x
(£/1,0) sdo nos estaveis. Portanto, ocorre uma bifurcacao de forquilha supercritica no

ponto de bifurcacao u* =0.

7.3.4 Exemplo 4 (Bifurcagdo de Forquilha Subcritica)

Considere

. 3
X1 = uxy+xy,
Xy = —Xp.

Note que os pontos de equilibrio sao x! = (0,0), x> = (,/—=H,0) e x> = (—/—n,0), para
u < 0, pois:

4 (55) = (1 ()2) =0 = 2 =0 ouxf = £y
x5=0= x5=0.

Observe que o tnico ponto de equilibrio para u >0 é x¢ = (0,0).

A matriz jacobiana é dada por

9f(x)

ax

p+3x3 0
0 —1 |



Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas respectivamente por
_orw| _[woo] , _arw)  _[-2 o
— ’ ' €23 0 -1

A = 2\
! ox 0 —1 ox
Logo: (a) quando u < 0, temos que x°! = (0,0) é um né estéavel e x> = (£,/—x,0) sdo

do tipo sela (instdveis); e (b) para g > 0, temos que x°' = (0,0) é do tipo sela (instavel),
sendo o tinico ponto de equilibrio. Portanto, ocorre uma bifurcagao de forquilha subcritica

no ponto de bifurcacao u* =0.

7.3.5 Revisao de Cialculo

Antes de apresentarmos exemplos da bifurcacao de Hopf, relembramos os seguintes resul-
tados de Calculo:

Proposicao: Seja g: J — R uma fungao diferenciavel, onde J C R é um intervalo.
Suponha que dg(t)/dt <0 e g(t) > ¢, para todo t € J, onde ¢ € R (finito!). Entao,

limg(r) =g >c,

t—o0
onde g € R (finito!).
Proposigao: Seja g: J — R uma funcao diferenciavel, onde J C R é um intervalo.
Suponha que dg(t)/dt >0 e g(t) < c, para todo t € J, onde ¢ € R (finito!). Entao,

limg(r) =g <c,

f—o0

onde g € R (finito!).

7.3.6 Exemplo 5 (Bifurcagdo de Hopf Supercritica)

Counsidere
X 2 2
X1 =x1 (U —x7—x3) —x2,

X =X (1 —x3 —x3) +x1.

Seja x(t) = (x1(¢),x2(t)) € R%, ¢t >0, a solugdo do sistema para uma dada condigdo inicial

x(0) = (xo1,%02) € R%. Passando para coordenadas polares

r(t) = /x3(t)+x3(t) >0, 6(t)=tan"' (—x2(t)/x1(2)) € [0,27).

obtemos que

_ %(xl (02 +x(0)2) 2 21 (1)1 (1) + 232 (1)n (1),

= (01 ()2 +x2(0)2) P P ()1 (1) + x2(1) 52 (1)),



Logo, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucgoes, concluimos que (r(t), Q(I)),

t >0, é a solugao de

i”:,ur—r3,

1,

para a condigao inicial r(0) = \/x3, +x%,, 6(0) = tan’l(%). Desse modo, podemos
reduzir nossa analise a seguinte EDO

F=p(r)=pr—r’, r=0

Note que os pontos de equilibrio sdo r*! =0 (origem) e r*> = VI > 0 (ciclo-limite),
para p > 0, pois:

wrt — (Y} = r(u—(r*)2) =0 = r*=0ou r = /i > 0.

Observe que o tnico ponto de equilibrio para u <0 ¢é r¢ =0.

Suponha que u < 0. Entdo, dado r(0) > 0, temos que r(¢) > 0 (pois r(¢) nao pode
cruzar o ponto de equilibrio 7 = 0) com #(t) = p(r(t)) = ur(t) —r*(t) < 0, para todo t > 0.
Logo, pela primeira proposicao acima, obtemos que

lim r(t) =7 > 0.

{—roo
Mas, 7 > 0 é necessariamente um ponto de equilibrio de 7 = p(r) (veja o Teorema da
Secao 3.1 do Lab 3). Assim, mostramos que, dado r(0) > 0, temos

. e
tlgl.}or(t)—r—r =0,

ou seja, a origem x° = (0,0) é um ponto de equilibrio do sistema do tipo foco estavel.
Agora, suponha que g > 0. Seja 0 < r(0) < /. Entdo, 0 < r(t) < /I (pois r(t)

nao pode cruzar nem o ponto de equilibrio 7! = 0 nem o ciclo-limite r? = V) com

#t) = p(r(t)) = ur(t) — 2 (t) = r(t) (u — r*(t)) > 0, para todo ¢ > 0. Logo, pela segunda

proposicao acima, obtemos que
limr(t) =7 < /W

No entanto, 7 < /i tem que ser um ponto de equilibrio de 7 = p(r). Note que 7 # rl =0,
pois r(t), t >0, é uma funcado crescente pelo fato de 7(¢) > 0. Desse modo, provamos que,
dado 0 < r(0) < \/H, temos

limr(t) =7 =r> = /L,

o0
ou seja, a origem x¢ = (0,0) é um ponto de equilibrio do sistema do tipo foco instével,
e toda condicao inicial nao-nula no interior do ciclo-limite 7<% = /It tende a0 mesmo em

espiral.



Por fim, considere que r(0) > ,/ft. Entao, r(t) > /I (pois r(t) nao pode cruzar o
ciclo-limite 7% = \/ff) com #(t) = p(r(t)) = ur(t) — r*(t) = r(t) (u — r*(t)) <0, para todo

t > 0. Logo, pela primeira proposi¢ao acima, obtemos que

lim r(f) = 7> /I > 0.

=300
Mas, 7> /i > 0 tem que ser um ponto de equilibrio de 7 = p(r). Assim, mostramos que,
dado r(0) > /I, temos

limr(t) =7=r? = VU,

oo
ou seja, o ciclo limite r¢? = VI € estavel. Portanto, concluimos que ocorre uma bifurcacao

de Hopf supercritica no ponto de bifurcagao u* =0.

—
}\\ \éu "‘

Figura 17 — Retrato de fase do Exemplo 5 (bifurcacdo de Hopf supercritica) para u < 0
(esquerda) e u > 0 (direita).

%\

7.4 Procedimentos

1. Para cada um dos 5 exemplos acima, utilize o pplane para verificar o efeito qualitativo
das bifurcagoes no retrato de fase do sistema. Esboce o diagrama de bifurcagao correspon-
dente. Considerando que |u — u*| =0, quais destas bifurca¢oes pode sem consideradas
seguras e quais podem ser consideradas perigosas em termos do comportamento em
regime permanente (f — oo) do sistema?

2. Considere o sistema
i1 =x1 [+ (G +53) — (q +15)] —x2,
X =X {u + (x% —|—x%) — (x% +x%)2} +x1.

Utilizando o pplane, verifique que este sistema apresenta uma bifurcacao de Hopf sub-

critica no ponto bifurcacao u* = 0. Esboce o diagrama de bifurcagao correspondente.



8 Sistemas Lineares

Neste capitulo, vamos estudar sistemas lineares invariantes no tempo (LTI — Linear

Time-Invariant) modelados por

X =Ax+ Bu,
y=Cx+ Du,

onde x € R" é o vetor (coluna) de estado, u € R™ é o vetor de controle, y € R? é o vetor
de saida, e A € R (matriz quadrada de ordem n), B € R™" (matriz n x m), C € RP*"
(matriz p x n) e D € RP*™ (matriz p x m) sdo matrizes constantes. Salvo mengao
contréria, de agora em diante iremos assumir que a entrada u(z), t > 0, é continua por

partes. Como
X=Ax+Bu= f(x,u), y=Cx+Du=h(x,u),

com f: R"xR™ = R" e h: R" x R™ — RP de classe C' (df/dx=A, df/du=B, dh/dx=C,
dh/du = D), concluimos pelas Obs 4 e 5 acima que o sistema ¢é de fato invariante no
tempo e, assim, sempre podemos (e iremos) considerar que fy = 0.

Mostraremos na sequéncia que um sistema da forma
X=Ax+Bu, y=Cx+Du,

é de fato linear, ou seja, o principio da superposicao é satisfeito. Definimos, para cada

t > 0, a matriz quadrada

= (Ar)k
eAt:Z( ) eRnxn‘

!
= k!

Temos que
%e‘” =AM, 0 =1 (matriz identidade) , A1) = Al AR

Relembre que se
t
al(l) :/ B(1)dt €R™™, (>0,
0

onde B(r) € R™™ ¢ >0, é uma aplicagdo continua, entao

%a(z) _B(t), >0

Dada uma condigao inicial x(0) = xo € R" (em 7o = 0), temos que

t
x(1) = Mo+ / ADBu(tydr, 10,
0



é uma solucao do sistema no intervalo J = [0,0) para a condigao inicial xq, pois x(0) =

A 0%y = Ixg = xo e, parat >0,

x(t) = Mxg+ M /OleATBu(’L')dT,

=]
t —N
(1) = A xg + A / e A Bu(t)dt+ e M Bu(t),
0

— Al + /0 A Bu(t)dr] + But),
= Ax(t) +Bu(t).

Portanto, concluimos pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes que

t
x(1) = e xg +/ AUBu(t)de, >0
0

é a solugao do sistema no intervalo J = [0,e0) para a condigao inicial x(0) = xp. Assim, a
saida y(r), t > 0, é dada por

y(t) = Cx(t) + Du(t),

1
:CeAtxo—F/ CA' Y Bu(t)dt + Du(r),
—— JO

J/

=yo(t) :y; 0

ou seja,

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

. e . h
linear em x(1o) linear em u(r)

Propriedade de Decomposicao.

Logo, o principio da superposicao é satisfeito:
Se
xa(0),
ua(t)7 t >0,

entao (kj,k; € R)

} Hya(t), t Z 07

xc(0) = k1x4(0) + kaxp(0),

uc(t) = kiug(t) +koup(t), t >0 } —¥e(t) = kiya(t) +kayp (1)1 > 0.

Concluimos assim que todo sistema modelado por

X = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du,
é de fato um sistema linear invariante no tempo (LTI).

Importante: Como as solucoes do modelo acima estao definidas em todo o interval

J =10,%), nao ha tempo de escape finito!



8.1 Transformada de Laplace, Matriz de Resposta Impulsiva e Ma-

triz de Transferéncia
Considere o sistema LTI

X = Ax+ Bu,
y=Cx+Du.

Relembre que, fixada a condigdo inicial xy € R" e escolhida uma entrada u(z), r > 0,

continua por partes, a saida y(z), t > 0, é dada por

t
¥(1) = CMxo + / CA = Bu(t)dt+ Du(r),
0

%(r T)
- CeMay+ / AIB 4 §(1— 1)D] u(t) dr,
—yo( ) ~~ g

= Yesn(t) =% (t)su(r) (convolugao!)

onde &(¢) é o impulso unitédrio centrado em ¢ = 0. Denominamos ¥(t) = CeA'B+8(t)D €
RP*™ t >0, de matriz resposta ao impulso do sistema.

Ao aplicarmos a transformada de Laplace . em ambos os lados de

obtemos que

sX(s) —x(0) =AX(s)+BU(s),
Y(s) =CX(s)+DU(s),

onde
X(5) = (X1(5),- -, Xa(s)) = L{x(1)} = (L{x1(0)},.... L {xa(0)})
U(s) = (Ui(s),- .-, Un(s)) = L{u(t)} = (L{u1(1)},..., L {un(t)}),
Y(s) = (N1(s),..., Yp(5)) = Z{(0)} = (L {0}, L{p(1)})
Portanto
(sI —A)X(s) = x(0)+BU(s),

X(s) = (sl —A)"x(0)+ (sT—A)"'BU(s),
Y(s) =C(sI —A)"'x(0) + [C(sI —A)'B+D]U(s).



Mas, para t > 0,

t
x(r) = eAtxo+/ AN Bu(1)dr,
0

4 (r—1)
t -\ Y
y(t) = CeMxo+ [ [CAIB8(t—1)D]u(t)dr.
0 =
=Yolt V

= Yesn(t) = % (1)xu(t) (convolugao!)

Concluimos entao que (relembre que Z{6(t)} = 1):

L HsI-aA) = >0,
=G(s) = 2{9()}

~ ™~

Y(s) = C(sI = A)”'x(0) + [C(s] = A)~'B+D] U(s).

[

~" -

=Yy (s) =Yesn(s) = G(s)U(s)

onde

G(s) = L{9(t)} e RP*™ =C(sI—A)"'B+D

¢ denominada de matriz de transferéncia do sistema. Logo, para xop = 0 (condigbes

iniciais nulas), temos

Y(s) = Yesu(s) = G(s)U(s)

ou seja,
YI(S) Gll(s) Glm(s) Ul(S)
Yp(s) Gpi(s) .. Gpm(s) Un(s)
¥ (s) —Gls) = (Gy(s) =219} =U(s)
com
gult) ... gum()
G (t) = (gij(1)) = CNB+8(1)D = : , >0
gp1(t) . gpm(t)
Portanto,
Yi(s)

Uils) Gij(s) = ZL{gij(t)}

¢ a funcao de transferéncia entre a j-ésima entrada u;(t) e a i-ésima saida y;(t) do
sistema quando as demais entradas u(f) sdo identicamente nulas (k # j), e gi;j(t) é a
resposta ao impulso correspondente.

Obs: Relembre de Algebra Linear que, dada uma matriz quadrada M € R"™*" com

det(M) # 0, entdo a matriz inversa M~! € R™" existe e é determinada por

R

= dern) I M);




onde Adj(M) € R™" é a matriz adjunta de M: Adj(M) =C', com C = (¢ij) e ¢ij =
(1) det(M;;), onde M;; € R*~1*n~1 ¢ a4 submatriz obtida de M ao se eliminar a linha i
e a coluna j.

Em particular, quando M = (m;;) € R**? com det(M) # 0, entdo

Ml 1 [ myy —mjy; ] ‘

mpimaz —mia2myi —mai miq

Relembre que a matriz de transferéncia é dada por

G(s) = (Gij(s)) =C(sI—A)"'B+D = CAdj(sI —A)B+D.

1
det(sI —A)
Temos que cada elemento da matriz Adj(s/ —A) é um polindmio em s de grau menor
ou igual a n—1, e o polinémio det(s/ —A) tem grau n. Portanto, cada elemento Gj;(s) de
G(s) é uma funcao de transferéncia racional da forma Gj;(s) = p;j(s)/qi;(s), onde p;j(s) e
gij(s) sao polinomios em s com grau(p;;(s)) < grau(g;;(s)) < n.

Note que:

1. Nao hé cancelamentos polo-zero num certo elemento Gjj(s) = p;j(s)/qij(s) da matriz

de transferéncia G(s) se e somente se g;;(s) = det(s] —A) (com grau(g;;(s)) = n);

2. Se D =0, entdo grau(p;;(s)) < grau(g;;(s)) (sem transferéncia direta) em cada ele-
mento G;;(s) = pij(s)/qij(s) de G(s).

Dizemos que p € C é um polo da matriz da transferéncia G(s) quando p é um polo
de algum elemento de G(s). Assim, cada polo de cada elemento de G(s) é um polo da
matriz de transferéncia G(s). Como os autovalores da matriz A sao as raizes de det(A —
Al = det(AI —A) = 0, concluimos que todo polo da matriz de transferéncia G(s) é um
autovalor da matriz A. No entanto, nem todo autovalor de A é um polo de G(s) devido
a possiveis cancelamentos polo-zero nos elementos de G(s).

Além disso, como x(t) = eMxg, t >0, é a solucdo da equacao de estado x = Ax (u=0)
para a condicdo inicial x(0) = xp, onde £~ H{(sI—A) "1} = L~ Adj(s] —A) /det(s] —A)} =
eA t >0, decorre que todo polo de X(s) (para u = 0) é um autovalor da matriz A. Assim,
por simplicidade, de agora em diante denominaremos os autovalores da matriz A de polos.

A nocao de zeros de uma matriz de transferéncia G(s) é mais dificil de ser colocada,
e nao sera vista no nosso curso. Isto serd abordado na disciplina Controle Multivaridvel.
Para maiores detalhes, veja o livro do Chen.

Exemplo 1: Considere o sistema (n =2 estados, m = 1 entrada e p =2 saidas)

X =Ax+ Bu,

y=4x



com

NG

Determine a solugao x(z), t > 0, para a condigao inicial xo = [1 0]’ considerando entrada

nula (#=0). Encontre também a matriz de transferancia G(s) e determine seus polos.

1
01 0

Temos que x(t) = e*’xq, t > 0, com

Solugao: Note que

L HsI-A) Y =M 1 >0.

Assim,
(M_AYJ_' s 1 s+2 —1
—1 s+2 s24+2s+1 1 s
L —_———
= (s+1)%2 = det(sI-A)
o os+2 —1
B (s+1)2 (s+1)2
N 1 s
L (s+1)2 (s+1)2
Portanto,
l+t)e  —te!
2 (sT-a)yty = | (10 ¢ )
te”! (1—t)e!
Logo,
I+1)e!
x(t) = eMxg = (1+1)e ], >0
te”!
Por fim,
—1
G(s) = CsT—A) g = | G | _ | (417
G2 (s) _5
(s+1)2
Os polos de G(s) sao p; = p» = —1, coincidindo com os polos da matriz A. Note que

nao tivemos cancelamentos polo-zero em Gij(s) e em Gyj(s).

Exemplo 2: Para o sistema (n =3 estados, m = 1 entrada e p = 2 saidas)

-2 0 0 1
) X 1 00
X = 0 -6 =225 (x+ |05 |u y= = X,
X3 0 01
0 4 0 0
A ~~ g N / :C

=A =B



temos que

3P 1
G11(S)]: (s+W _ (545'2)

G(s)=C(sI—A)"'B=

G2 (s) _ olsA2)
(s+2)(s+3)? (s+3)?
Os polos de A sdo p; = —2,p23 = —3, coincidindo com os polos de G(s). No entanto,

observe que houve um cancelamento polo-zero em Gpi(s) e em Gy (s).

Exemplo 3: Para o sistema SISO (m = p =1) com n =2 estados e

, -5 -3 2
X = X+
2 0 0
~———

0, y=0.5(x +x2) = [ 0.5 0.5 ]x,

_

=A =B =C

temos que
1
G(s) = C(sl—A) 1 p= — BT _ .
(s42)(s+3) (s+3)
Os polos de A sdo p; = —2, p» = —3, mas a fungao de transferéncia G(s) possui somente

um polo em p = —3 devido a um cancelamento polo-zero.

8.2 Estabilidade

Considere um sistema LTI

X = Ax+ Bu,
y=Cx+ Du.

Defini¢ao (Estabilidade Interna): Assume que u =0 (entrada nula). Dizemos que
x¢ =0 ¢é um ponto de equilibrio estavel do sistema quando, para todo € > 0, existe 6 > 0
tal que
IIx(0)|] < & = ||x(¢)|| < €, parat>0.

Quando x¢ = 0 nao é estavel, dizemos que x° =0 é um ponto de equilibrio instavel.
Dizemos que x* =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel
do sistema quando x¢ =0 é estavel e, além disso, dada qualquer condigao inicial x(0) € R",
temos que lim; e0x(t) = lim; . eAx(0) = 0.

Definicao (Estabilidade Externa): Assuma que x(0) =0 (condigao inicial nula).
Dizemos que o sistema acima ¢ BIBO (Bounded-Input Bounded-Output) estavel
quando, para qualquer entrada limitada u(z), t > 0, temos que a resposta estado nulo
V() = Yesn(t) = 9 (t) xu(t), t > 0, é limitada. Quando o sistema nao é BIBO estdvel,
dizemos que o mesmo é BIBO instavel. Isto significa que existe ao menos uma entrada
limitada u(r), t > 0, para a qual a resposta estado nulo y(t) = yes(t) = 4(t) *u(t), t > 0,

nao é limitada.



Obs: Relembre que uma aplicagao v: [0,00) — R? é limitada quando existe 0 < M, < e

tal que
|lv(?)|| < M,, para todo t > 0.

Teorema: Considere um sistema LTI

X = Ax+ Bu,
y=Cx+Du.

Entao:

1. O ponto de equilibrio x¢ = 0 é instavel caso a matriz A possua algum polo (autovalor)

com parte real positiva (i.e. no SPD);

2. O ponto de equilibrio x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel se e somente
se a matriz A possui todos os polos (autovalores) com parte real negativa (i.e. estao
no SPE);

3. O sistema é BIBO estavel se e somente se cada elemento G;j(s) da matriz de

transferéncia G(s) é BIBO estdvel, ou seja, todos os polos de G(s) estao no SPE.

Obs 1: Relembre que todo polo de G(s) é um polo (autovalor) da matriz A. Portanto:
(a) se G(s) possui algum polo no SPD, entao o sistema é BIBO instavel e x* =0 é um ponto
de equilibrio instavel; e (b) se todos os polos da matriz A estao no SPE, entao o x¢ =0 é
globalmente assintoticamente estavel e, além disso, o sistema é BIBO estavel. No entanto,
um sistema pode ser BIBO estavel mas x° =0 nao ser globalmente assintoticamente estavel
(devido a cancelamentos polo-zero nos elementos de G(s)).

Obs 2: Relembre que a solucao de x = Ax para a condicao inicial x(0) € R” é dada por
x(t) = eMx(0), >0,
com
LH(sI-A)1 = 27 HAdj(sT - A) /det(sT —A)} =M, 1 > 0.

Portanto, quanto mais afastados da origem estiverem os polos da matriz A no SPE,
mais rapida serd a convergéncia da solugao x(¢) para x¢ = 0.

Exemplo: Considere (novamente) o sistema (n =2 estados, m =1 entrada ¢ p =2

saidas)
= [0 T g |0 (ie. C=1)
X = X u, =X \(l.e. - .
1 -2 1 Y
—A =B
Temos que
sI—A = s = det(sI —A) =s(s+2)+1=(s+1)*=0.
-1 s+2

= p12=—1€SPE



Logo, x¢ = 0 é globalmente assintoticamente estavel e, portanto, o sistema é BIBO
estdvel. A BIBO estabilidade também pode ser verificada diretamente (os polos de G(s)
sao P12 = —1e SPE):

—1
(s+1)?
(s+1)?

G(s)=C(sI—A)"'B=

8.3 Controlabilidade e Observabilidade

Considere (novamente) um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

X =Ax-+ Bu,
y=Cx+Du.

Definicao: Dizemos que o sistema é controlavel quando, cada condicao inicial xg €
R" e cada estado final xp € R" existe uma entrada u: [0,7] — R™ tal que a solugao
x: [0,T] — R" do sistema para a condigao inicial x(0) = x¢ satisfaz x(T') = xr, para algum
T > 0. Isto significa que sempre podemos levar o sistema de todo estado inicial para
qualquer estado final desejado em tempo finito através de uma entrada adequada. Dizemos

que o sistema é nao-controlavel quando ele nao for controlavel.

T

+ LF 7\_4 iF =T~

ORI

4

Figura 18 — Exemplo de um circuito elétrico nao-controlavel: a tensao de entrada u(r)
nunca é capaz de transferir as varidveis de estado xi(¢) e x,(f) para estados
finais distintos x;(T) # x»(T) a partir das condigdes iniciais x;(0) = x2(0)
(capacitores em paralelo).

Definicao: Dizemos que o sistema é observavel quando, para todo estado inicial
x(0) € R" desconhecido, existe T > 0 tal que o conhecimento da entrada u(r) € R™ ¢ da
saida y(r) € R” no intervalo de tempo [0,T] é suficiente para determinado de maneira
unica o estado inicial x(0). Dizemos que o sistema é nao-observavel quando ele nao for

observavel.
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Figura 19 — Exemplo de um circuito elétrico nao-observavel: quando u = 0, temos que
y =0 devido a simetria do circuito. Assim, mesmo conhecendo u(t) =y(t) =0,
para t > 0, nao temos como determinar de maneira tnica a tensao inicial x(0)
do capacitor.

Para um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

X = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du,

definimos a matriz de controlabilidade por
¢ =B AB A’B ... A" 'Blxum

e a matriz de observabilidade por

C
CA
0 = | CA?

CAn—l

L dnpxn

Teorema: Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)
X =Ax+Bu, y=Cx+ Du.

Entao:

1. O sistema é controlavel se e somente se posto(4’) =n (posto completo de linha).
Neste caso, dizemos simplesmente que o par (A,B) é controlavel, pois a matriz de

controlabilidade % s6 depende das matrizes A e B;

2. O sistema ¢ observavel se e somente se posto(&) =n (posto completo de coluna).
Neste caso, dizemos simplesmente que o par (A,C) é observavel, pois a matriz de

observabilidade & s6 depende das matrizes A e C;

3. O par (A,C) é observével se e somente se o par (A’,C’) é controldvel (dualidade);



4. Quando o sistema é SISO (m = p = 1), temos que o sistema é controldvel e observavel
se e somente se nao héd cancelamentos polo-zero na funcao de transferéncia G(s) =
C(sI—A)~'B.

Obs 1: Note que, quando m = 1 (uma unica entrada), o sistema é controldvel se e
somente se det(%) #0. E, quando p =1 (uma tnica saida), o sistema ¢é observavel se
e somente se det(&) #0.

Obs 2: Temos os seguintes comandos no Matlab:
1. sys = ss(A,B,C,D) = define o modelo de estado x = Ax+ Bu, y = Cx+ Du ;
2. G = tf(sys) = calcula a matriz de transferéncia G = C(sI —A)~'B+D;

3. minreal (G) = realiza os possiveis cancelamentos polo-zero na matriz de transfe-

réncia G;
4. zpk(G) = coloca cada elemento de G na forma fatorada;

5. MC

ctrb(A,B) = calcula a matriz de controlabilidade %;

6. MO

obsv(A,C) = calcula a matriz de observabilidade O,

7. svd(M) = calcula os valores singulares de uma matriz M. O ntmero de valores
singulares nao-nulos é igual a posto(M). Utilizar o comando svd para calcular o
posto de uma matriz M é numericamente mais robusto do que determinar o posto

de M diretamente pelo comando rank(M).

Exemplo 1 (Sistema Plataforma — usado no estudo de sistemas de suspensao

de automdéveis):

lza
x.l" ' L L Jlrg

Damping Spring Damping Spring
coafficient ﬁuns[ant coefficient constant
2 ] :

Figura 20 — Sistema plataforma.

A equacao de estado deste sistema é dada por

. —-0.5 0 0.5
X = X+ u.

| — ~—_——
=A =B



Como

0.5 —-0.25

¥ =|B AB =
[ l2x2 [ | O

] = posto(%) =2 (det(€) = —0.25),

concluimos que o sistema é controlavel.

Exemplo 2: Considere um sistema SISO (m = p =1) com n =4 estados e

01 00 0
, 00 —-10 1
X = x + u, y—xlz[l OOO]x.
00 01 0
00 50 -2 =C
—A _B
Temos que
o 1 0 2
1 0 2 0
% =[B AB A’B A’Blsyxs = = posto(¥) = 4,
| Jaa 0 2 o _ip| Rete@=4
50 —10 0 (det(%)=36)
C 10 0 0
CA 01 o0
0= = = posto(0) =4.
CA2 00 —1 posto(9) =4
cA? 00 0 —1 (det(2)=1)
4x4

Assim, o sistema é controldavel e observavel.

Exemplo 3: Considere (novamente) o sistema SISO (m = p =1) com n =2 estados e

. -5 -3
x:[ 5 0 x+ u, y:0.5(x1—|—x2):[().5 O.S]X.

————
=C

Temos que

% = [B ABlyys = [ 5 _12 ] = posto(€) = 2 (det(€) = 10),

C
CA

_[ 0.5 0.5

= |5 _is ] = posto(0) =1 (det(0) =0).

2x2
Portanto, o sistema é controlavel, mas nao é observavel. Ressaltamos que este sistema
SISO nao poderia ser controlavel e observavel, pois ha um cancelamento polo-zero em sua

funcao de transferéncia:

N
G(s) = C(sI—A) IB_M(sH) =513




8.4 Estabilizacdo por Realimentac3o de Estado

De agora em diante, vamos considerar sistemas LTI modelados por (n estados, m entradas

e p saidas)

X = Ax+ Bu,
y==Cx,

ou seja, D =0 (sem transmissao direta entre o vetor de entrada e o vetor de saida).

Considere a realimentagao (linear) de estado
u=r—Kx (ouseja, u(t) =r(t)—Kx(t) € R™, parat>0),

onde r = (ry,...,ry) € R™ é anova entrada (vetor de referéncia ou uma nova realimentagao
de estado) e K = (k;;) € R™*" é uma matriz constante. Note que a i-ésima componente
do controle u(r) = (uy(t),...,un(t)) € R™ é dada por

ui(t) = ri(t) — i kijxj =ri(t) — (kinxi(t) + - +kinxa(r)), >0,
=1

parai=1,...,m. Denominamos K de matriz de ganho ou, simplesmente, de ganho de
realimentacao.
Substituindo tal realimentacao no modelo de estado acima, obtemos o sistema em

malha-fechada

x=Ax+B(r—Kx) = (A—BK)x+ Br,
y=Cx.

Logo, a matriz de transferéncia em malha-fechada é dada por
Gur(s) = C(sT— (A—BK)) " 'B, com Y(s) = Gyr(s)R(s).

Desse modo, todo polo de Gyr(s) é um polo (autovalor) da matriz A — BK, ou seja, uma
realimentacao de estado u = r — Kx desloca os polos da matriz de transferéncia em malha-
aberta G(s) = C(sI —A)~'B para os polos de Gyr(s). No entanto, pode-se demonstrar
que uma realimentagao de estado da forma u = r— Kx nao afeta os zeros de G(s), ou
seja, G(s) e Gyr(s) possuirdo os mesmos zeros caso nao ocorra nenhum cancelamento
polo-zero em Gyr(s).

Definigao (Problema de Estabilizagao por Realimentagao de Estado com
Imposigao de Pélos): Encontrar uma matriz constante K € R™*" tal que os todos pdlos
da matriz (A — BK) do sistema em malha-fechada sejam posicionados arbitrariamente no
plano complexo, onde u = r — Kx ¢é a realimentacao de estado. Em particular, se todos os

pélos de (A — BK) forem posicionados no SPE; entao asseguramos que x¢ =0 é um ponto
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Figura 21 — Sistema em malha-fechada com a realimentacao (linear) de estado u = r — Kx.

de equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada e que a
matriz de transferéncia Gy (s) é BIBO estavel.

O préximo resultado garante que a controlabilidade é preservada por uma realimen-
tagao de estado da forma u =r— Kx:

Teorema 1: O par (A,B) ¢é controldvel se e somente se o par (A —KB,B) é contro-
lavel, onde K € R™*" é qualquer matriz constante.

E resultado abaixo assegura que o Problema de Estabilizagao por Realimentacao
de Estado com Imposicao de Pdélos sempre tem solucao para sistemas controlaveis:

Teorema 2: Os polos da matriz A — BK podem ser posicionados arbitrariamente no
plano complexo pela escolha adequada de uma matriz constante K € R™*" se e somente
se o par (A,B) é controlavel.

Obs: Veremos como determinar uma matriz K adequada na Secao 8.7.

Exemplo: Considere o sistema SISO (m = p=1) com n =2 estados e

Temos que

¢ = [B ABlax2 = [ (1) ? ] = posto(€) =2 (det(¥) =2),

C
CA

0= = [ b2 ] = posto(0) =2 (det(0) = —10).

7 4

2x2
Logo, o sistema ¢é controlavel e observavel. Temos que

2s
(s —3.449)(s + 1.449) )

G(s)=C(sI—A)"'B=



Agora, considere a realimentacao de estado

u=r—I[3 1ljx=r—3x; —x.
—K

Assim, o sistema em malha-fechada é dado por

[z 0 s
X = 00 X+ | r, y—L/_lx.

—— —— =C
=A—BK =B

Temos que

0

%mr = [B (A—BK)B|yx2 = [ |

(2) ] = pOStO(CgMF) =2 (det(%MF) = 2),

C

Oy —
M A - BK)

1 2
= = pOStO(ﬁMF) =1 (det(ﬁMp) = O)
2x2 12

Logo, o sistema em malha-fechada é controldvel (como tinha que ser pelo Teorema 1
acima), mas nao é observavel.

Como o sistema é SISO, sabemos que terda que ocorrer um cancelamento polo-zero
na fungao de transferéncia em malha-fechada (veja o Teorema da Segao 2.3). De fato, a

funcao de transferéncia em malha-fechada é dada por

— Cls]— (A — p_ 22
GMF(S)—C(I (A BK)) B X(S—l) (S—l).

Concluimos assim que uma realimentagao de estado da forma u = r — Kx

pode fazer com que um sistema observavel se torne nao-observavel em malha-

fechada.

8.5 Estimador de Estado

Definimos na secao anterior o conceito de realimentacao de estado:
u=r—Kx.
Relembre que isto significa que
u(t) =r(t)—Kx(t), t>0.

Sempre que escolhemos uma dada realimentacao de estado, fica implicito
que estamos assumindo que todas as varidveis de estado x(¢),...,x,(t) do vetor
de estado x(7) = (xi(),...,x,(t)) € R" podem ser realimentadas, ou seja, todas

elas podem ser medidas por sensores. No entanto, isto nem sempre sera possivel,



pois: (a) podemos nao ter acesso direto a certas variaveis de estado (a corrente num certo
indutor, por exemplo); (b) os sensores necessarios podem nao estar disponiveis para uso
ou serem em numero insuficiente (precisamos de dois tacogeradores, mas s6 temos um
disponivel, por exemplo); e/ou (c) os sensores que precisamos sao muito caros.

Uma alternativa para tal problema é a seguinte: projetarmos um dispositivo que
estime as variaveis de estado que nao podem ser medidas diretamente. Tal sistema é
denominado de estimador de estado ou observador de estado. Denotaremos por x
uma certa estimacao do vetor de estado x.

Considere um sistema LTI (n estados, m entradas e p saidas)

X =Ax+ Bu,
y=~Cx.

Assuma que as matrizes A,B,C sao conhecidas e que tanto a entrada u(t) quanto a
saida y(r) podem ser medidas, para r > 0. No entanto, consideramos que o vetor de estado

x(t) ndo pode ser medido. O problema é entao obtermos uma estimacao adequada x(¢) do

vetor estado x(¢), para t > 0.
Uma ideia bem simples é definirmos um estimador de estado de malha-aberta

como uma réplica da equacao de estado sistema original:

AX+ Bu.

X

Assim, se x(0) = x(0), entao, para qualquer entrada aplicada u(z), t > 0, teremos que

x(t) = x(t), para t > 0. Desse modo, o problema passa a ser determinarmos a condi¢ao

inicial x(0).

e X 1 x N
w1 b — C ——
ls- -
AK——
e - - - - - = 3
I = | .
I X 1 ] WX
T b | - + >
| l 1
1 1
i p §
1 AL\ 1
I 1

Figura 22 — Estimador de estado de malha-aberta, o qual pode ser implementado através
de amp-ops, por exemplo.

Suponha que o sistema original é observavel. Logo, podemos determinar x(0) a partir

de u(t) e y(t), para t pertencente a um certo intervalo, digamos ¢ € [0,;]. Assim, é possivel



calcularmos x(f;) a partir da expressao analitica explicita da solucao x() (veja a Segao 2.1),
onde tp > 11, e entdo escolhemos x(f;) = x(t2). Com isso, x(¢) = x(¢), para t > tp, ou seja,
teremos uma estimacao exata do vetor de estado x(). Concluimos entao que se o sistema
original for observavel, entao o estimador de estado de malha-aberta acima soluciona o
problema de estimacao.

No entanto, tal estimador de malha-aberta apresenta algumas limitagoes. Primeira-
mente, toda vez que formos utilizar o estimador, sua condicao inicial tera que ser deter-
minada a partir da propriedade de observabilidade do sistema original.

Além disso, ao consideramos o erro de estimagao e(r) = x(¢) —x(¢), temos que 0 mesmo

¢é solucao da seguinte equacao de estado
¢ =x—X=Ax+Bu— (Ax+ Bu) = A(x —Xx) = Ae.

Note que e =0 é um ponto de equilibrio. Assim, se e(fz) = x(r2) —x(t2) = 0 (i.e.
x(t) = x(1r)), entao e(t) =0, ou seja, x(t) = x(t), para t > t,. Mas, na pratica, sempre
teremos que x(f;) # x(f) devido a pequenas perturbagdes/ruidos externos. O problema
entao se agrava quando a matriz A possui algum polo com parte real positiva, de modo
que e =0 é um ponto de equilibrio instével (relembre que e(f) = exp (At)e(t2),t > t). Em
tal caso, mesmo que tenhamos x(f;) = x(;), poderemos ter uma magnitude relativamente
grande para o erro de estimagao e(f) no decorrer do tempo.

Estas restrigoes podem ser facilmente contornadas se injetarmos a saida y(¢) do sistema
no estimador de estado de malha-aberta através do acréscimo de um termo de correcao

da forma L(y —Cx), onde L € R™? é uma matriz constante:
X =AX+Bu+L(y—CX).

Ressaltamos que, como y = Cx, podemos considerar que y = Cx é uma estimacao da
saida y. Assim, o termo de corregao adicionado L(y — Cx) corresponde a multiplicarmos o
erro de estimagao da saida y —y =y — Cx pela matriz (de ganho) L. Com tal modificagao,
temos que a dinamica do erro de estimacao do estado e(t) =x(t) —x(¢) é dada pela seguinte

equagao de estado:
¢ =x—X=Ax+Bu— [AX+Bu+L(y—Cx)],
= Ax+Bu— [AX+ Bu+ L(Cx —Cx)],
=A(x—Xx)—LC(x—X),
=(A—LC)e.
Desse modo, mostramos que estimador de estado definido por

X = AX+ Bu+ L(y — CX),

assegura que
é=(A—LC)e,



onde e(t) = x(t) —Xx(t) é o erro de estimacdo. Suponha que a matriz L foi escolhida de
modo que todos os polos da matriz A — LC estao no SPE. Assim, ¢ =0 é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estavel. Em particular, dada qualquer condicao
inicial e(0) = x(0) —x(0) € R”" para o erro de estimagao, teremos que

lim e(r) = lim [x(1) — x(¢)] = 0,

ou seja, o erro de estimacao e(t) converge assintoticamente para zero quando t — co.

Portanto, mesmo que em um certa situagao pratica seja possivel determinarmos uma
estimacao adequada da condicao inicial x(0) do sistema, sempre teremos que x(0) # x(0)
devido a pequenas perturbagoes/ruidos externos. No entanto, isto nao sera problema, pois
o estimador de estado acima garante que x(¢) = x(t) para t > 0 suficientemente grande.
Além disso, em situacOes reais em que nao temos a minima ideia de qual seria uma
estimacao adequada da condigao inicial x(0) do sistema, sempre poderemos escolher x(0) =
0, pois teremos x(#) = x(¢) para ¢t > 0 suficientemente grande.

Considere uma planta (sistema LTT) modelada por

X = Ax+ Bu, (%)
y = Cx.

Assuma que as matrizes A € R™"" B € R"*P C € RP*" sao conhecidas e que tanto a entrada
u(t) € R™ quanto a saida y(t) € R? podem ser medidas, para ¢t > 0.

Denominamos o sistema
X=AX+Bu+L(y—Cx) = (A— LC)X+ Bu+ Ly,

de estimador de estado assintético (ou observador de estado assintético ou,
simplesmente, observador) da planta () acima quando, para qualquer erro de estimagao
inicial e(0) = x(0) —x(0) € R", temos que lim;_,c () =0. A matriz L € R"*? é denominada
de matriz de ganho do observador. De acordo com a exposicao anterior, este sistema
corresponderd a um observador caso todos os polos da matriz A — LC estejam no SPE,
pois é = (A —LC)e. O préximo resultado estabelece que isto sera atingido sempre que a
planta (x) for observével.

Teorema: Todos os polos da matriz A — LC podem ser posicionados arbitrariamente no
plano complexo pela escolha adequada de uma matriz constante L € RP*" se e somente
o par (A,C) é observavel.

Obs: Veremos como determinar uma matriz L adequada na Segao 8.7.
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Figura 23 — Planta (acima) com seu observador (abaixo).

8.6 Realimentacao de Estado Baseada nos Estados Estimados
Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas e p saidas)

X = Ax+ Bu,
y=Cx.

Relembre da Secao 2.5. que, fixada uma realimentacao de estado u = r — Kx, temos que o

sistema em malha-fechada é dado por

x=Ax+B(r—Kx) = (A—BK) +Br,
y=Cx,

e que todos os polos da matriz A — BK podem ser arbitrariamente posicionados no SPE
quando o par (A, B) for controlavel.
Relembre também da Segao 2.6. que, caso o vetor de estado x(r) € R” da planta nao

puder ser realimentado (medido), podemos utilizar o observador (assintético)
X=(A—LC)x+Bu+Ly,

para obtermos uma estimagao x(z) de x(¢), sendo que todos os polos de A —LC (é =
(A—LC)e, com e =x—X) podem ser arbitrariamente posicionados no SPE quando o par
(A,C) for observével.

Surge entao a seguinte pergunta: Na situacao em que o vetor de estado x(7) da planta
nao pode ser realimentado (medido), o que acontece se realimentarmos o estado estimado

x(t) no lugar de x(t), ou seja, se aplicarmos na planta

u=r—Kx. ?
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Figura 24 — Configuracao controlador-observador.

Isto ¢ ilustrado na Figura abaixo. Tal estrutura de controle é denominada de con-
figuracao controlador-observador. Note que o vetor de estado deste sistema é x =
(x,%) € R?". Vamos responder na sequéncia a pergunta que acabamos de levantar.

Temos a planta

X =Ax+ Bu,
y=Cx,

e o observador
X=(A—LC)X+ Bu-+Ly.

Substituindo y = Cx no observador, substituindo
u=r—Kx,

em ambos, e definindo o vetor de estado X = (x,X) € R?", obtemos assim o modelo de

estado da configuragao controlador-observador:

g X A —BK X B
X = R — R —|— T,
X ILC A—BK-LC X B
S = =B
X
y=|[C 0] A].
~—~— | X
=C ~——

=X

Vamos agora representar o sistema controlador-observador em novas coordenadas z =

Tx, onde T € R¥"™2" ¢ invertivel. Isto permitird responder nossa pergunta de maneira
facil e direta.

Considere a mudanga (linear) de coordenadas



Note que T~! = T. Nas novas coordenadas z = TX, o modelo de estado do sistema

controlador-observador é dado por:

[x]:z':T}”:T(gf—i-gr):Tg X +TBr=TAT 'z+TBr,
é S~~~

=T"1z
A—BK BK b B
= —|— }",
0 A-LC e 0
~~ —
=TAT—! =z =TB
y= Cx=CT 'z,
—c 0" ] .
~—— | e
=C “—~—~

=z

Relembre de Algebra Linear que como a matriz TAT ! é bloco triangular, temos que

o conjunto dos autovalores de TAT ! & igual & unido (com repeticao) do conjunto dos

autovalores de A — BK com o conjunto dos autovalores de A — LC.

Relembre também que os autovalores das matrizes AeTAT! coincidem, pois

det(AI —TAT ") = det(ATT ™! —TAT ") = det(T(AI —A)T ™),
=/
_ - ~1y _ - -1
= det(T(AT—A)T ") = det((AI A)T_I ),
= det(AI —A).

Mostramos assim que os autovalores da matriz A do sistema controlador-compensador

sdo a uniao (com repeticao) dos autovalores das matrizes A—BK e A — LC.

Suponha que a planta é controlavel e observavel. Concluimos entao que (agora

chegamos na resposta da pergunta levantada):

(a)

Os autovalores da matriz A do sistema controlador-compensador podem ser arbi-
trariamente posicionados SPE por uma escolha independente das matrizes de
ganho K e L: K corresponde ao controlador u = r — Kx (realimentagdo baseada
no estado estimado para os autovalores de A —BK) e L corresponde ao obser-
vador ¥ = (A — LC)X+ Bu + Ly (para os autovalores de A — LC). Isto assegurard
que X =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel e, assim,
limy 00 X(#) = limy o0 (x(2),X(¢) ) = 0 para qualquer x(0) = (x(0),x(0)) (com r=0). Em

particular, lim;_,eox(¢) =0 (com r = 0);

O projeto das matrizes de ganho K e L para o posicionamento dos polos da ma-
triz A no SPE ¢ realizado como se o vetor de estado x(t) da planta pudesse ser
efetivamente medido e utilizdssemos o controlador u = r — Kx na planta (o sis-

tema em malha-fechada seria x = (A — BK)x+ Br, y = Cx), e como se o observador



X = (A—LC)x+ Bu+ Ly para a planta fosse independente de tal realimentacio de

estado! Tal propriedade é denominada de principio da separagao;
(c) Para o sistema controlador-observador, relembre que

X B X
e]—l—[()]r, y=I[C 0] e].

Assim, percebemos que a dinamica do erro de estimacao e = x —Xx é dada por é =

i| |A-BK BK
B 0 A—LC

(A—LC)e, ou seja, a mesma independe do vetor de estado x(t) e do ganho K.
Suponha que os polos de A — LC sao rapidos, ou seja, estao relativamente longe da
origem (no SPE!). Assim, para t > 0 suficientemente grande, tudo se passa como
se e(t) =0, ou seja, x(r) = x(¢) (estimagao exata). Consequentemente, para t > 0

grande, percebemos que tudo se passa como se
x=(A—BK)+Br, y=Cx,

o que coincide com o modelo em malha-fechada da planta com a realimentacao de
estado u = r— Kx! Uma pratica comum é escolhermos os pélos de A — LC em

torno de cinco vezes mais rapidos que os polos de A—BK (SPE!);

(d) Pode-se demonstrar que a matriz de transferéncia do sistema controlador-observador
¢é dada por
G(s)=C(sI—(A—BK)) " 'B, com Y(s) = G(s)R(s),

o que coincide a matriz de transferéncia da planta em malha-fechada com a re-
alimentacao de estado u = r — Kx (veja a Secao 2.4.)! Justificativa: a matriz de
transferéncia pressupoe que a condigao inicial do sistema controlador-observador é
nula, ou seja, x(0) = x(0) = 0. Logo, ¢(0) =0 e, assim, e(t) =0, t > 0. Desse modo,

a relagao entre R(s) e Y(s) é determinada por (veja o Item (c) acima)

x=(A—BK)+Br, y=Cx.
Exemplo: Considere a planta SISO (m = p =1) com n =2 estados ¢

) 01 0
xX= x+ u, y=[1 0lx=ux.
20.6 0O 1 —~—

—_—— —— =C
=A =B

Os autovalores de A sdo: £v/20. Logo, a origem x = 0 ¢é instavel (u =0). Devemos

entao projetar um controlador que estabilize o sistema em malha-fechada. Temos que
0 1
¢ =B ABlax2 = [ - ] = posto(%) =2 (det(¥) = —1),

C
CA

= [ Lo ] = posto(0) =2 (det(0) = 1).
2x2 01



Logo, o sistema é controldvel e observavel, e assim, podemos posicionar arbitraria-
mente os polos de A—BK e A— LC no SPE para uma escolha adequada de K e L.

Note que y = x;. Suponha que a variavel de estado x, nao pode ser medida. Pelo
propriedade da separacdo, podemos projetar as matrizes de ganho K (da realimentagao
do estado estimado) e L (do observador) de maneira independente e como se pudéssemos

aplicar a realimentacao de estado u = r — Kx na planta. Considere que:

e Os polos desejados referentes a realimentagao, i.e. para a matriz A — BK do sistema

em malha-fechada com a realimentacao de estado u = r — Kx, sao: —1.8+ j2.4;

e Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz A —LC de X = (A—
LC — BK)x+ Ly, sao: —8, —8.

Uma escolha adequada é (mostraremos na Segao 2.7 os célculos realizados na determinagao
deKel):

16
K=[296 36, L= .
84.6

Verificacao:
0 1 .
A—BK = 9 36] = det(AI—(A—BK))=0= A1, =—-1.8+ 2.4,
—16 1
A—LC= O] :>det(’}/1—(A—LC)):0:>’)/172:—8.

Como o estado x, ndo pode ser realimentado (medido), devemos utilizar a configuracao

controlador-observador com:
e Controlador: u =r—Kx=r—29.6x; —3.6x, (realimentagio do estado estimado);
e Observador: X= (A — LC — BK)X+Ly.

Logo, os polos da configuracao controlador-observador sao: —1.8 + j2.4,—8,—8 € SPE.
Assim, X = (x,Xx) = 0 é globalmente assintoticamente estével.

Simulacoes: veja o arquivo ExemploControladorObservador.mdl no Moodle

8.7 Determinacdo das Matrizes de Ganho K e L para Imposicao

de Polos

1. Caso SISO (m=p=1):
e Determinacdo de K = [k; ... k,] € R

1. Verifique que par (A,B) é controlével (A € R™" e B € R™1);



6.

7.

1.

2.

2.

1.

2.

. Seja det(sl —A) = s"+a,_15" '+ +ajs+ap (polindmio caracteristico de A);

Seja v, = B e calcule v;_| = Avi+a;_|B€R" i=n,...,2 (vetores coluna);
. Defina a matriz T = [v; ... v,] € R™",
Sejam pq,...,p, os polos desejados para A — BK. Assim, o polinomio caracteristico

de A—BK ¢é dado por det(sI —(A—BK)) = (s—p1) - (s—pp) =5"+dp_15" '+ +
dis+do;

Defina o vetor K = [dy—ao ... dy, —an—1];

Escolha K = KT~! € R Isto garante que os polos de A —BK sdo pi,...,pn.
Determinagio de L= [/; ... {,] € R*! (por dualidade):

Verifique que par (A,C) é observavel (A € R™" ¢ C € R™*");

Sejam p1i,...p, os polos desejados para A — LC;

Seja A=A" e B=C'. Assim, o par (A,B) ¢ controlavel;

. Siga o procedimento acima de modo a determinar K € R tal que os polos de

A —BK sejam py, ..., pa (relembre que det(sI —A) = det(s] —A’)):

Escolha L =K' € R™! Isto garante que os polos de A — LC sao pi,...,pn, pOIS
(A—BK) = (A) — (K)'(B) =A—LC.

Caso MIMO:

Determinacao de K € R"*"™:
Verifique que par (A,B) é controldvel (A € R™" e B € R"");
Sejam pji,...,p, os polos desejados para A — BK;

Escolha quaisquer M € R™" ¢ N € R™! (vetor coluna) de modo que o par
(A—BM,BN) seja controlavel;

. Sejam A =A —BM € R™" ¢ B; = BN € R"*!. Assim, o par (A1,B;) é controldvel;

. Siga o procedimento anterior do caso SISO de modo a determinar K; € R" tal que

os polos de A} — B1K; sejam pq,...,Pn;

Escolha K =M + NK; € R™*", Isto garante que os polos de A — BK sao py, ..., pn.



Obs: No Passo 3 acima, o probabilidade de escolhermos M,N de modo que o par
(A—BM,BN) seja nao-controlavel é igual a zero, ou seja, a probabilidade do par
(A—BM,BN) ser controlavel para um “chute aleatério” de M,N é igual a um. Existem
métodos para se determinar a matriz de ganho K no caso MIMO que nao envolvem “chutes
aleatorios”. No entanto, isto nao serd visto no nosso curso, mas sim na disciplina Controle
Multivariavel. O comando place do Matlab utiliza um algoritmo de otimizacao para
determinar K, com a restricao de que a multiplicidade de cada polo nao seja superior ao
nimero m de entradas.

e Determinacgao de L € R"*™ (por dualidade):
1. Verifique que par (A,C) é observavel (A € R™" e C € R™");
2. Sejam py,...py, os polos desejados para A — LC;

. SejaA=A" e B=C' € R™™. Assim, o par (X,E) é controldvel;

w

4. Siga o procedimento anterior de modo a determinar K € R™*" tal que os polos de

A—BK sejam pi,...,Pn;
5. BEscolha L =K' € R™"™. Isto garante que os polos de A —LC sao pi,...,pn -

Obs: Quando (A,B) é controlavel e (A,C) é observavel, sabemos que podemos posi-
cionar arbitrariamente os polos de A — BK (realimentagao) e de A — LC (observador) no
SPE para uma escolha adequada das matrizes de ganho K e L, respectivamente. No en-
tanto, uma dificuldade técnica é como escolher tais polos (de maneira geral temos varios
polos a serem posicionados). Por exemplo, os polos de A — BK, referentes a realimentagao
u = —Kx, influenciam no regime transitério de x(¢) (oscilagao e taxa de convergéncia) e
também no esforgo de controle (magnitude e energia de u(tr) = —Kx(¢)). O método deno-
minado Controle Otimo posiciona os polos de A — BK e determina a matriz de ganho K
de modo a minimizar uma certa fungao custo, a qual corresponde a uma ponderacao entre
a energia do vetor de estado x(¢) e a energia da realimentacgao u(t) = —Kx(t). Por outro
lado, os polos de A — LC, referentes ao observador, determinam o regime transitério do
erro de estimagao e(t) = x(t) —x(¢), mas também influenciam na atenuagao/amplificacao
de ruidos externos. O Filtro de Kalman posiciona os polos de A — LC e determina a
matriz de ganho L do observador de modo a minimizar o efeito de tais ruidos no sistema.
Tanto Controle Otimo quanto o Filtro de Kalman nao serao vistos no nosso curso,
mas sim na disciplina Controle Multivaridvel.

Exemplo 1: Considere novamente a planta SISO do exemplo da Secao 8.6:

. 01 0
x= x+ , y=1[1 0x=x
206 0 1 —~—
—C
—A —B

Relembre que:



e Os polos desejados referentes ao controlador, i.e. para a matriz A — BK do sistema

em malha-fechada com a realimentacao de estado u = r — Kx, sao: —1.8+ j2.4;

e Os polos desejados referentes ao observador, i.e. para a matriz A — LC da dinamica

é=(A—LC)e do erro, sao: —8, —8.

Vamos agora determinar K e L através dos procedimentos apresentados acima. Comega-

remos calculando K:

1

2.

6.

7.

Jé verificamos na Sec¢ao 8.6 que o sistema é controlavel,

det(sI —A) = s*> —20.6 = s> + ays +ap (polindmio caracterfstico de A);

1 .
0 b

Os polos desejados para A — BK sao: —1.84 j2.5. Assim, o polindomio caracteristico
de A —BK ¢ dado por det(sI — (A—BK)) = (s— (—1.8+ j2.4))(s — (—1.8 — j2.4)) =
s2+3.65+9 = 5% +dys+do;

Counsidere

0
vy =B= [ | ], vi=Avw+a1B=AB =

Considere T = [v; w]=1;

Defina o vetor K = [dy —ag di —ai] = [29.6 3.6];

Escolha K =KT~' =K =[29.6 3.6].

Agora, calcularemos L:

1

2

Ja verificamos na Secao 8.6 que o sistema é observavel;

Sejam

4|0 206
1o

det(sI —A) = det(sl —A) = s* —20.6 = 52+ ays + ao;

Considere
| Avs+aB—AB—| '
Vy = g N vV = % a = = ;
2 0 1 2 1 0

Considere T = [v; w| =1,

Os polos desejados para A — LC sao: —8, —8. Assim, o polinomio caracteristico
de A—BK é dado por det (s — (A —BK)) = (s — (—8))(s — (—8)) = s> + 165 + 64 =
s +dys+ do;



7. Defina o vetor K = [dy —ag di —ay] = [84.6 16];

8. Calcule K =KT~! =K = [84.6 16], e entdo escolha L = K' = [84.6 16]'.

Verificacao:
0 1 .
A—BK = 9 36] = det(AI—(A—BK))=0= A1, =—-1.8+ 2.4,
—16 1
A—LC= O] =>det(’}/1—(A—LC))=0=>’)/172=—8.

Exemplo 2: Considere que

a= O Ul s=| Y], c=p g
N V2 o R I T A
Temos que
0 —10
% = [B ABlax2 = [ 0 10 ] = posto(%) =2 (det(€") = 100),
C 1 0
= = = posto(0) =2 (det(0) = —1).
CA 5n 0 —1

Logo, (A,B) é controlavel e (A,C) é observavel. Considere que os polos desejados para
A — BK sao {—4,—4}, e que os polos desejados para A — LC sao {—12,—12}.

Comecaremos calculando K:
1. J& verificamos que (A, B) é controlavel;

2. det(sI —A) = s> +5+5v2 = s>+ ays+ap (polinémio caracteristico de A);

10 |
O’

3. Considere

0
v2:B:[10]’ vi =Av,+aB=AB+B =

10 O
4. Considere T =[v; w| = ;
0 10

5. Os polos desejados para A — BK sao: —4, —4. Assim, o polinomio caracteristico de
A—BK é dado por det(sI — (A—BK)) = (s+4)(s+4) = s> + 85+ 16 = s> + d15 + do;

6. Defina o vetor K = [dy —ag dy —a;] = [16 —5v/2 7|;
7. BEscolha K = KT ! =[0.8929 0.7].

Agora, calcularemos L:



1. J& verificamos que (A,C) é observavel;

2. Sejam
A=A =
1 -1

_5.2 _
0 5\/_]7 B

1 .
0 2
3. det(s] —A) = det(s] —A) = 2 +5+5v2 = 52 + a5+ ao;

4. Considere

1 - e
VQZB:[O], vi=Avw,+a1B=AB+B=

1 .
1 b
5. Considere

T:[v1 \Q]Z[i (1)],

6. Os polos desejados para A — LC sao: —12, —12. Assim, o polinémio caracteristico
de A — BK é dado por det (sl — (A —BK)) = (s +12)(s + 12) = 5% + 24s + 144 = s> +
dis + dy;

7. Defina o vetor K = [dy —ag dy —ay] = [144 —5v/2 23];

8. Calcule K =KT ! =[23 113.9289)], e entdo escolha L =K' =

23
113.9289 |

Verificacao:

A—BK =

1
—23 1

Exemplo 3:

8.8 Rastreamento de Referéncia e Rejeicdo de Perturbacao

Veja o Lab 7.

8.9 Rastreamento de Referéncia e Rejeicdo de Perturbacdo com

Observador de Estado

Veja o Lab 8.



9 Lab 7 — Rastreamento de Referéncia e Re-
jeicao de Perturbacdo para Sistemas Line-

ares

Objetivos

Trataremos do problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbacao para
sistemas lineares. Para isso, primeiramente vamos introduzir o conceito de modelo interno.
Em seguida, estudaremos uma estrutura de controle que permite resolver o problema de
rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao através de uma realimentacao de
estado. Por fim, aplicaremos as técnicas de controle vistas num sistema massa-mola e

analisaremos os resultados de simulacao obtidos.

9.1 Definicio do Problema de Controle
Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas, p saidas e g perturbagoes)

X=Ax+Bu+ Ew,
y=Cx+Fw,

onde x € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, y € R? é o vetor de saida
com , w € R? é o vetor de perturbacdo nao-mensuravel, e A € R"*" B ¢ R™*"
C e R™P E € R?*" e F € R7*P sdo matrizes constantes. Assuma que r(t) € R, t >0, é

um dado vetor de referéncia escolhido, e considere o erro de rastreamento
e(t)=r(t)—y()eRP, 1t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbacao é encon-
trar um controlador tal que em malha-fechada o vetor de saida y(z) da planta rastreie

assintoticamente o vetor de referéncia r(¢) com rejeigdo da perturbagao w(t), ou seja,

}E?Oe(t) =0.
9.2 Modelo Interno
Vamos considerar que cada componente do vetor de referéncia r(t) = (r(¢),...,r,(t)) €

R? e do vetor de perturbacao w(t) = (wi(t),...,wy(t)) € RY, t >0, é solucdo de uma



mesma equagcao diferencial linear homogénea conhecida, ou seja,

(D* + g DX+ +ouD+ o) ri(t) = 0, i=1,...,p,t>0,
Q — /,
(D* + g 1D+ + oD+ ) wy(t) =0, j=1,...,q,t>0,
A — )

para uma determinada condicao inicial rl(k*l) (0),... ,rlm (0), rfo) (0)e wg-k*l) 0),... ,wgl) (0), WE.O) (0),

respectivamente, onde D =d/dt é o operador diferencial, k > 0 é a ordem da equacao di-

ferencial, e o, &1, .., 041 sao constantes reais. Portanto, a EDO

B(D)g(t) =0,

modela a dinamica do vetor de referéncia r(t) e do vetor de perturbagao w(t).
Ressaltamos que apesar do vetor de perturbagao w(t) = (wi(f),...,wy(t)) € RY, ¢t > 0,
ser nao-mensuravel, estamos assumindo que conhecemos a equacao diferencial B(D)w;(r) =

0 que cada componente w;(t), t > 0, satisfaz. No entanto, a principio as condicoes iniciais
wgk_l) 0),... ,wgl) (0),w§0) (0) sdo desconhecidas.

Obs: Podemos sempre escolher

B(s) =|produto dos denomiradores de R;(s) e W;(s)

= o 1 s+ ),

mas tomando o cuidado para se eliminar as redundancias!

Exemplo 1: Suponha que p=¢ =1 com r(t) = At (rampa de coeficiente angular A;) e
w(t) = B; (degrau de amplitude B; desconhecida em principio), r > 0. Entdo, R(s) = A /s?,
W(s)=Bj/s e

B(s) =57,
(e ndo B(s) =s2-s=s!) pois
B(D)r(t) = D*r(t) =0, t>0,
B(D)w(1) = D*w(r) =0, 120

Exemplo 2: Suponha que p =¢ =2 com

r(t) = (n(),r2(t) = (Ar, 4at ), 1 20,

degrau rampa

w(t) = (wi(t),wa(t)) = ( By +Bpsin(2t), Bz +Bysin(5¢)), 1t >0,
degrau senoide  degrau senoide

onde Ay,A;,B1,By,B3,Bs4 sao constantes com Bj,Bj,B3,Bs desconhecidas em principio.
Assim, Ry (s) = A1 /s, Ra(s) = Az /s>, Wi(s) = B1 /s +2By/(s* +4), Wa(s) = B3 /s +5B4/ (s> +
25) e

B(s) = s*(s> +4) (s> +25) = s*(s* + 295 + 100) = | s° + 295" + 10057 |




pois
B(D)g(r) = (D° +29D" +100D?)g(t) = [D*(D* +4)(D* +25)]g(t) =0, t >0,

para g(t) = ri(t),r2(t), wi(t), wa(t), £ = 0.
Seja g(t) =ri(t),...,rp(t),wi(t),...,wy(t), t > 0. E facil ver que g(z), t > 0, é solucao
da EDO
B(D)g(t) = (D + oy 1 D'+ + ouD+aw)g(r) =0,

se e somente se (g% (r),gV(7),... ,g(k_l)(t)), € R¥ ¢t >0, é solucdo do sistema auténomo
)
)

(0

g
Ul

D~ —a o —ogy || g
— M e Rkxk

Logo, este sistema é a representacao em espago de estado da EDO acima.

Defina o sistema (p cépias bloco diagonal do sistema anterior)

TV TV
= A,, € RPkxpk = B,, € Rpkxp

Ym=Xm (Cu=1I€ RPkka),

onde x,, € RP* é o vetor de estado, y, = x, € RP¥ & o vetor de saida, e=r—y e R’ é a

entrada deste sistema,

[ 0 0 0 | [ 0 ]
0o 0 1 0 0
M= :  N= ’
o o0 o0 0 1 0
I _(XO _al —az e _akfl dkxk L 1 dkx1

com B(D) =DF+oy_ D' -+ oy D + .
Denominamos o sistema acima de modelo interno (da referéncia r(t) e da pertur-
bacao w(t)). Pode-se verificar que o modelo interno é controlavel, e que sua matriz de

transferéncia é dada pela matriz bloco diagonal
1/B(s)
1/B(s)

Gu(s) = ,

1/B(s)



com Yy (s) = Xin(s) = Gu(s)E(s).
Obs: Considere que B(D) = D, ou seja, B(s) =s. Entdio M =0e N =1, ou seja, X, =e
'
(A, é a matriz nula e B,, =1). Logo: x,(t) :/ e(7) dt+x,(0).
0

9.3 Sistema Aumentado

Relembre que a planta é modelada por (n estados, m entradas, p saidas e g perturbagoes)

X=Ax+Bu+Ew,
y=Cx+Fw,

e que o modelo interno é dado por
Xm = AmXm + Bne,
onde e=r—y=r—(Cx+Fw) é o erro de rastreamento. Logo,

Xm = AmXm + By, (r —Cx— Fw) = —B,,Cx+ A, x;, — By Fw—+ Byr.

Considere o vetor de estado aumentado x, = (x,x,) € R™P*. Obtemos assim o sis-

tema aumentado:

, P A 0 X B E 0
Xa = = + u+ + 1,
A ~~ ' — — SN——"
=A, =Xa =B,

X
ya=y=[C 0 [ +Fw.

Xm

Ca SN———

=X

9.4 Estrutura de Controle

Considere a estrutura de controle em malha-fechada mostrada na sequencia.

O préximo resultado apresenta condigoes para que esta estrutura de controle resolva o
problema de rastreamento da referéncia r(¢) com rejeicao da perturbagao w(z). Veremos
que se trata de um Problema de Estabilizacao por Realimentacao de Estado com
Imposigcao de Polos (veja a Secao 8.4 da Teoria).

Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controlavel, isto é, o par (A4, Bg;) é
controlavel. Escolha uma matriz de ganho K, € R™*(+Pk) de forma que todos os polos de
A, — B,K, estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz de B(s). Entéao, a
realimentacao de estado

u=—Kyx;, =—Kx— Kyx,,



r(t) e(?)| Internal up(t) y(1)
+ Model —

Figura 25 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentacao de estado u(r) =
—Kx(t) — Knxp(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacao externa, u,(t) = u(t),
x,(t) =x(t) e K, = K(t). O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops considerando x,(0) = 0 (condicdo inicial nula).

onde K, = [K K] € R0k com K € R™" e K, € R™PK soluciona o problema de
rastreamento da referéncia r(t) com rejeigdo de perturbagao w(t), ou seja,

lime(t) =r(t) —y(t) =0,

f—o0

para qualquer condicdo inicial x,(0) = (x(0),x,,(0)) € R**P¥ do sistema em malha-fechada.
Além disso, quando r =w =0, temos que x, =0 é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada.

Prova: Com base na Figura acima, no sistema aumentado e no fato de que e=r—y =

r—Yyq, temos que o modelo de estado do sistema em malha-fechada com a realimentacao

u=—K,x, = —Kx— Kyx,, é dado por
_ X A—BK —BK, || x E 0 w
Xa = . - + )
Xm -B,C A, X —B,F B, r
~ - N ~ J\f_/
=A,=A,—B.K, =Xa =B, =Ue
X
e=[-C 0 +[—F 1]
\w—/ m r
Ce = 7Ca N—— :De -
=Xxq4 =u,

Aqui, consideramos que u,(t) = (w(r),r(t)) € R7™P é o vetor de entrada e que e(r) =
r(t) = y(t) = Coxy(t) + Dot (1) € RP é 0 vetor de saida do sistema em malha-fechada.

Como o par (Ag,B,) é controlavel, podemos sempre encontrar uma matriz de ganho
K, € R™*(n+PK) de modo a posicionar arbitrariamente os polos de A, = A, — B,K,; no
SPE, mas de forma que nao coincidam com nenhuma raiz de B(s). Portanto, x, =0 é
um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada
(e = (w,r) = (0,0)). Em particular, lim;_,ex(f) = lim;_,e €Xp(At )X, (0) = 0, para qualquer
condicio inicial x,(0) = (x(0),x,,(0)) € R**+Pk,



Relembre que (resposta total = resposta entrada nula + resposta estado nulo):

E(s) = C,(sl —Ae)_lxa(O)/—I—\Ge(s)Ue(s),

:E()(S) :Egsn (S)

Logo,
lim eg(1) = Coexp(Aet)x,(0) =0,

f—yo0

para todo x,(0) € R"*PK Assim, resta-nos mostrar que
tli_{geem(t) =%9,(t) *u.(t) =0.
Temos que
Ge(s) = (Ge;(s)) = Ce(sI—Ae)_lBe +D,, com E(s) = G,(s)U,(s).

Pode-se mostrar que a fungao de transferéncia entre a j-ésima componente u,,(¢) da
entrada u.(t) e a i-ésima componente e;(t) do erro e(t) (assumindo que u,, () =0 para

¢ # j) é dada por
Ei(s)

U, (s)
onde 1;(s) é um polinéonimo em s. Portanto,

Ei(s) = %Uej(s).

B ~ B(s)mi;(s)
=Gey(9) = 3057 — A,

Concluimos entao que
tli_>r£1°eesn(t) =%9,(t) *u.(t) =0,

pois algum fator do polinomio B(s) cancelard os polos de U, (s) (relembre que os polos
da matriz A, = A, — B;,K, nao coincidem com nenhuma raiz de fB(s), por hipétese). Isto
termina a prova.

Obs 1: A estrutura de controle da Figura acima é robusta. De fato, a partir da
demonstragao acima, percebemos que os resultados do teorema permanecem validos para
qualquer perturbacao nas matrizes A,B,C (planta) e K, = [K,, K] (realimentacao) que
mantenha polos de A, = A, — B,K,; no SPE e sem coincidirem com as raizes de (s). Pelo
resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a Segao 4.1 do Lab 4),
asseguramos que isto serd atendido para pequenas perturbacoes em A,B,C,K,,.

Obs 2: Para determinarmos uma matriz de ganho K, = [K,, K| que soluciona o
problema de controle em questao, necessitamos apenas montar as matrizes A, e B, do
sistema aumentado e verificar se o par (Ag,B,) é controlavel. Caso o par (Ag, By) seja
controldvel, entdo basta determinarmos K, = [K,, K| de maneira que os polos da matriz
A, — ByK, estejam no SPE e ndo coincidam com as raizes de B(s). Logo, o sistema
aumentado é utilizado apenas para fins de célculo de K, = [K,, K]! Para controlarmos
o sistema em malha-fechada, basta implementarmos o modelo interno e aplicarmos a

realimentacao u = —Kx — K,;,x,;, na planta.



9.4.1 Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de Referéncia
com Rejeicao de Perturbacao
1. A partir dos vetores de referéncia r(r) = (r1(t),...,rp(t)) e de perturbacao w(t) =
(Wi(t),...,wy(t)), t >0, determine B(s) = produto dos denomiradores de R;(s) e W;(s) =

s*+ oy 1551 4+ oy s+ o, mas tomando o cuidado para se eliminar as redun-

dancias!

2. Considere o modelo interno:

M N
M N

Xm = ] X+ ) e,

M N

Vv vV
= A,, € Rpkxpk =B,, € RpPkxp

Ym=Xm (Cu=1E€ Rkapk).

onde ) i L
0 0 0 0
0 0 1 0 0
M = , N= ;
0 0 0 0 1 0
I U B e S B L e

3. Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

| A 0 s _| B
a — ’ a_07

—B,,C A
e verifique se o par (A4, B,) ¢é controlavel. Em caso afirmativo, determine uma matriz
de ganho K, = [K K] € R™* (1K) com K € R™*" ¢ K, € R"*PK de forma que todos

os polos de A, — B,K, estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz

de B(s);

4. Implemente o modelo interno e aplique a realimentacao u = —Kx — K;;x,,, na planta,

conforme a estrutura de controle ilustrada na Figura do inicio desta secao.

9.5 Exemplo

Considere o sistema massa-mola ilustrado abaixo o qual consiste de 2 blocos de massas m;
e my conectados por 3 molas com constantes de mola kj,kp,k3. As varidaveis de controle

sao as forcas up,ur aplicadas em cada bloco, e as variaveis de saida sao os deslocamentos
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Figura 26 — Sistema massa-mola.

y1 e y2 de cada bloco. Por simplicidade, assumimos que nao ha atrito entre os blocos e a
superficie.

Com base na 2¢ Lei de Newton, temos que

miy1 = ur —kiy1 —ka(y1 —y2),
ma¥ = ur +koy1 — (ki +k2)y».
Vamos agora representar o sistema em modelo de estado. Definindo o vetor de controle

u=(ur,up) € R?, o vetor de saida y = (y1,y2) € R?, e o vetor de estado x = (x1,x2,x3,x4) €
R2 com

X1 =1, X2 = Y1, X3 = Y2, X4 =2,

obtemos que

0 1 0 0 0O O
ki +k k X 1
K1tk 0 K2 o L "
X = mj mi +| ™ ,
0 0 0 1 X3 0O O u
ko 0 _kithk 0 x4 0 R e
L my mi dN>—— L ny
A ~~ =X —_—
—A =B
X1
i Y1 i 1 00O X2
Y 2 0010 X3
——

Considere que hd uma perturbagao w = (wy,wy) € R? na entrada do sistema, ou seja,
E =B com

X =Ax+B E
X X+ bu+ ~ w,

y = Cx,



e suponha que

)= (n(0):r2(1) = ( Ar Az +Assin(5r)), 1 > 0,

degrau senoide

wlit) = t y t = B N B 5 tZ O,
() = (wi(t),wa(1)) = ( B1_, B2 )
degrau degrau

onde Aj,A,A3,B1,By sdo constantes com Bjp,B desconhecidas. Assim, Rj(s) = A;/s,
Ry(s) = A /s +5A3/ (s> +25), Wi(s) = B /s, Wa(s) = By /s, e

B(s) =s(s*+25) =5’ +25s|, (k=3).

Portanto,
0O 1 0 0
M=|10 0 1|, N=]0],
0 -25 0 1
e o modelo interno é dado por
[0 1 00 0 0] [0 0]
0O 0 10 O O 00
. 0 =25 00 0 O 1 0
Xm = Xm + e,
0O 0 00 1 O 00
0O 0 00 0 1 00
|0 0 00 =25 0| | 0 1]
) g -

Ym = Xm (Cm :I)-

Logo, as matrizes A, e B, do sistema aumentado sao, respectivamente,

A 0 B
Aa == 9 Ba ==
—BnC Anm 10x10 0

9.6 Procedimentos

10x2

1. Considere a estrutura de controle da Figura da Secao 9.4 referente ao problema de
rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbacao. Para o sistema massa-mola acima,
verifique se o sistema aumentado é controlavel. Em caso afirmativo, encontre uma matriz

de ganho K, = [K,, K] de modo a posicionar os polos de malha-fechada em:
-2,-2,-10,—-10,—-11,—11,—12,-12,-13 %

(n+ pk=4+2-3 =10 polos).
2. Assuma que as referéncias sao ri(t) =3 (degrau) e rp(r) =2+ 0.5sin(5¢) parat > 0,

e que as perturbagoes sao wi(t) = 20 e wy(t) = 30, incidindo a partir de ¢ > 6. Implemente



a realimentacao de estado u = —K,x, = —Kx — K;;;x;;, no sistema massa-mola em malha-
fechada supondo que x(0) = 0, e verifique se o problema de rastreamento da referéncia r(r)
com rejeicao da perturbacao w(t) foi de fato resolvido. Analise os resultados de simulagao

obtidos (referéncia, perturbagao, saida, erro, controle).



10 Lab 8 — Rastreamento de Referéncia e Re-
jeicao de Perturbacio para Sistemas Line-

ares com Observador de Estado

Objetivos

Continuaremos a tratar o problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbacao
para sistemas lineares visto no Lab 7, mas agora considerando que os estados da planta
nao podem ser realimentados devido a restrigoes praticas. Para isso, utilizaremos um
observador de estado. Aplicaremos entao as técnicas de controle vistas num sistema

massa-mola e analisaremos os resultados de simulacao obtidos.

10.1 Estrutura de Controle com Observador de Estado

Relembre a estrutura de controle analisada na Secao 9.4 do Lab 7 para o problema de

rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao:

d(t)
0 ,
O O el ][] O, v
i L L w0

Figura 27 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentacao de estado u(t) =
—Kx(t) — Knxp(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacdo externa, u,(t) = u(t),
xp(t) =x(t) e K, = K(t). O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops considerando x,,(0) =0 (condicao inicial nula).

No entanto, agora consideraremos que o vetor de estado x(¢) da planta nao esta dis-
ponivel, ou seja, nao pode ser realimentado devido a restri¢coes praticas.

Mostraremos na sequéncia que a estrutura de controle acima resolve o problema de
rastreamento de referéncia com rejei¢ao de perturbagao se realimentarmos uma estimativa

x(t) de x(t), ou seja, se utilizarmos uma realimentagao da forma u = —Kx — K;;xp,.



Primeiramente, relembre que a planta é modelada por (n estados, m entradas, p saidas

e g perturbagoes)

X=Ax+Bu-+Ew,
y=Cx+Fw,

e que o modelo interno ¢é dado por
Xm = AmXm + Bne,
onde e=r—y=r—(Cx+Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = AmXm + B, (r —Cx— FW) = —B,,Cx+Axm — BuFw—+ Byr.

Com isso, relembre que o sistema aumentado ¢ dado por:

. X A 0 X B E 0
Yo = = + u+ w+ r
Xm —B,,C A, Xm 0 —B,,F By
:‘Xa =Xa =B,
X
Ya=y=[C 0] +Fw.
~—— | X

Ca
:xa

Agora, considere o observador de estado:
X=(A—LC)x+Bu+Ly

Seja & =x—X o erro de estimacao. Note que, na presenca de uma perturbacao w # 0

sobre a planta, nao temos que 5 = (A—LC)&, mas sim que:

£ =x—X=Ax+Bu+Ew— ((A—LC)Xx+Bu+Ly),
=Ax+Bu+Ew—(A—LC)x—Bu—L(Cx+Fw),
——

=y

= (A—LC)é + (E —LF)w.

No entanto, isto nao causa nenhuma dificuldade técnica adicional, pois o préximo
resultado estabelece condigdes para que a realimentagao (do estado estimado X e do estado
do modelo interno x,,)

u=—Kx— Kux,,

resolva o problema de controle através do projeto independente das matriz de ganho
K, = [K K,] € R™ Pk (realimentacio) e L (observador). Veremos que novamente
se trata de um Problema de Estabilizacao por Realimentacao de Estado com

Imposigao de Polos (veja a Secao 2.4 da Teoria).



Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controldvel (i.e. o par (Ag,Bg) é
controlavel) e que a planta é observavel (i.e. o par (A,C) é observavel). Escolha as matrizes
de ganho K, € RM*(n+PK) o [, € R"™P de forma que todos os polos de A, — B,K, e A—LC
estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz de B(s). Entéo, o observador
de estado

X=(A—LC)x+ Bu+ Ly,

e a realimentacao

u=—Kx— Kuxn,

onde K, = [K K] € R™*(1+PK) com K € R"™" ¢ K, € R™*PK solucionam o problema de
rastreamento da referéncia r(t) com rejeigdo de perturbagao w(t), ou seja,
Jim (1) = r(1) ~ (1) =0,

~

para qualquer condicdo inicial X(0) = (x(0),x,(0),%(0)) € R***P* do sistema em malha-
fechada. Além disso, quando r = w = 0, temos que x = 0 é um ponto de equilibrio global-
mente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada.

Prova: Seja ¥ = (x4,X) = (X,X,X) € R¥"TP% o vetor de estado do sistema em malha-
fechada com o observador. Com base no sistema aumentado, no observador de estado e no

fato de que e =r—y =r—y,, temos que o modelo de estado do sistema em malha-fechada

com a realimentacao u = —Kx — K,,x,, ¢ dado por
X [ A —BK, —BK x E 0
S w
X=|%n | =| —-B,C A, 0 Xm | +| —BwF By [ ] ,
. r
X LC —BK,, A—LC—BK X E—LF 0 |. ,
— ~\ —_— ~ -~ =Ue
:Xe =x :~e
[ x
w
e=[—C 0 0] | x,, | +[-F I ]
5,—/ - H:—/ r
Ce | X =D,

Aqui, consideramos que u,(t) = (w(t),r(t)) € RI*P é o vetor de entrada e que e(t) =
r(t) —y(t) = Cexa(t) + Deute(t) € RP é o vetor de saida do sistema em malha-fechada.

Agora, considere a mudanca (linear) de coordenadas

X X I 0 O X

2=\ xn | = Xm =101 O Xm

E xX—Xx I 0 —I X
—_——



Note que T™' =T e X =T"'z =Tz Nas novas coordenadas z = TX, o sistema em

malha-fechada é dado por:

X
Xp | =2=TX=T(AX+Beue) = TAX+ TBeutp = TA,T ' 2+ TBoute,

¢

A—BK —BK,, —BK X E 0
= —B,,C A 0 Xn | + | —BnF By | Ue,
0 0 A-IC £ LF 0
=TA,T-! =z =TB,

e= (Afe}cv%— Dou, = aeT_lz + Do, = fez +lN)eue,

com
A—BK -BK,

. K,=[K K, e R™ntrk),
—BuC  An 2 =K Kl

A, —B,K, =

Concluimos entao que os polos da matriz A, é igual & unido (com repeticao) dos polos
de A, — B,K,; com os polos de A — LC (principio da separagao).

Por hipétese, (Ag,B,) é controlavel e (A,C) é observavel. Logo, podemos encontrar
matrizes de ganho K, € R™*("Pk) o [, ¢ R"P de modo a posicionar arbitrariamente os
polos de A, —B,K, e de A— LC no SPE, mas de forma que nao coincidam com nenhuma
raiz de B(s). Portanto, x =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estével do sistema em malha-fechada (1, = (w,r) = (0,0)), e o restante da prova é andlogo
ao Teorema da Secao 7.4 do Lab 7. Isto conclui a demonstracao.

Obs: A estrutura de controle com o observador de estado é robusta. De fato, a
partir da demonstracao acima, percebemos que os resultados do teorema permanecem
vélidos para qualquer perturbagao nas matrizes A,B,C (planta), L (observador) e K, =
[Kin K| (realimentacdo) que mantenha polos de A, —B,K,; e de A—LC no SPE e sem
coincidirem com as raizes de B(s). Pelo resultado de continuidade dos autovalores de
uma matriz (veja a Segao 4.1 do Lab 4), asseguramos que isto serd atendido para pequenas

perturbagoes em A,B,C,L,K,.

10.1.1 Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de Referéncia
com Rejeicdo de Perturbagao com Observador de Estado
1. A partir dos vetores de referéncia r(t) = (ri(t),...,rp(t)) e de perturbacao w(t) =
(wi(t),...,wy(t)),t >0, determine B(s) = produto dos denomiradores de R;(s) e W;(s) =

sk oy 155 4+ + oy s+ o, mas tomando o cuidado para se eliminar as redun-

dancias!



2. Considere o0 modelo interno:

Xm = ) X+ ) e,

M N

Vv Vv
=A, € RPkX pk =B, € RpPkxp

Ym =Xm  (Cp =1 € RPF*PKY,

onde - T [0 ]
0 0 0 0
0 0 1 0 0
M= : V= ’
o 0o o0 0 1 0
i -0y —0 —0 ... —0j_y ik L 1 dkx1

3. Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

y a =

A 0
Ay =
—B,C Ay

e verifique se o par (A,4,B,) é controlavel e o par (A,C) é observavel. Em caso
afirmativo, determine matrizes de ganho K, = [K K] € R™*("*PK) (realimentacio),
com K € R™" ¢ K,, € R™ Pk o L € R™P (observador) de forma que todos os polos

de A, —B,K, e A— LC estejam no SPE, mas que nao coincidam com nenhuma raiz

de B(s).
4. Implemente o modelo interno e o observador de estado
X=(A—LC)X+ Bu+ Ly,

e aplique a realimentacao u = —Kx — K,,x,, na planta, conforme a estrutura de con-
trole ilustrada na Figura do inicio da Segao 7.4 do Lab 7. Assim, substituindo-se
u = —Kx — K;,x,, no observador acima, concluimos que o controlador resultante é

dado por:

X¥= (A—LC — BK)X+ Ly — BK;x,

u=—Kx—K,xp.

Isto resolve o problema de rastreamento da referéncia r(t) com rejeigao da perturba-
¢ao w(t). Ressaltamos que os polos de malha-fechada serd a uniao (com repeticao)
dos polos de A, — B4,K, com os polos de A —LC, ou seja, as matrizes de ganho
K, =K K| (realimentagao) e L (observador) sdo projetadas independentemente

(principio da separagao).



10.2 Procedimentos

1. Considere novamente o sistema massa-mola da Secao 9.5 do Lab 7. Refaca os pro-
cedimentos da Secao 9.6 do Lab 7, mas agora considerando um observador de estado.
Determine a matriz de ganho L de modo que os polos do observador (i.e. da matriz
A — LC) sejam posicionados em: —10,—10,—12,—12.

2. Modifique as referéncias r|(t) e r2(t) com o objetivo de se diminuir o sobressinal na
saida e a amplitude dos sinais de controle em relacao ao item anterior. Dica: escolha, por
exemplo, ri(t) =3(1 —e™"), r(t) =2(1 —e™") +0.5sin(5¢), e reprojete o modelo interno
e o controlador para que os polos referentes a realimentacgao (i.e. da matriz A, — B,K,)
sejam posicionados em: —4,—4,—10,—10,—12,—12,—14,—14,—16 +i,— 18 +i/2.



11 Controle Linear de Sistemas Nao-Lineares

Este capitulo trata de técnicas de controle linear para sistemas nao-lineares. Veremos

como os controladores vistos no Capitulo 2 podem ser utilizados em sistemas nao-lineares.

11.1 Estabilidade de Lyapunov
No decorrer de toda esta secao, consideremos sistemas autonomos da forma

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é aberto e f: D — R" é uma aplicacao de classe
C! (i.e. a aplicacdo df/dx: D — R™" (matriz jacobiana) é continua). Relembre do Lab 3
que x° € D é um ponto de equilibrio (ou ponto de operagao) do sistema se a solugao
do sistema para a condi¢ao inicial x(0) = x¢ em #p = 0 permanece em x¢ para todo tempo
futuro, ou seja, x(t) = x¢, parat >0, é a solucao do sistema para x(0) = x° em 79 =0.

Relembramos também os proximos 2 resultados do Lab 3:

Proposicao: Temos que x° € D é um ponto de equilibrio do sistema % = f(x) se e
somente se f(x°) =0 (ou seja, X =0).

Teorema: Considere o sistema X = f(x). Seja x(0) =xo € D uma dada condigao inicial
(em top =0). Se lim;_,ox(f) =X € D, entdao X € D é um ponto de equilibrio do sistema, ou
seja, f(x) =0.

Defini¢ao (Estabilidade de Lyapunov): Seja x* € D um ponto de equilibrio do

sistema % = f(x). Entao:
1. Dizemos que x° é estavel se, dado € > 0, existe § = §(g) > 0 tal que

1x(0) —x°|| < 6 = ||x(r) —x°|| < &, para todo > 0;

2. Dizemos que x¢ é instavel quando x¢ nao é estavel,

3. Dizemos que x¢ é (localmente) assintoticamente estavel quando x° é estavel e,

além disso, existe ¥ > 0 tal que
|x(0) —x°|| < Y= }me(t) =x%
4. Dizemos que x¢ é globalmente assintoticamente estdvel quando: (a) D =R",
(b) x¢ é estavel, e (c¢) lim;x(t) = x¢ para qualquer x(0) € R".

Obs: Para sistemas lineares da forma y = Ay, com y € R", temos que a origem y* =0
é (localmente) assintoticamente estavel se e somente se y° =0 é globalmente assintoti-

camente estavel. Assim, para sistema lineares, s faz sentido em se falar de estabilidade



assintotica global. Relembre do Capitulo 2 que: (a) y¢ =0 é globalmente assintoticamente
estédvel se e somente se todos os polos (autovalores) da matriz A estao no SPE; e (b) se
a matriz A possui algum polo no SPD, entao y* =0 é instavel.

Definicao: Seja x* € D um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema
x= f(x). A regiao (ou dominio) de atragao de x° é o conjunto R4(x°) formado por
todas as condigoes iniciais cujas solugoes convergem assintoticamente para x¢, ou seja,

RA(x*) ={x(0) e D | tlLI?ox(t) =x‘}.

Note que x¢ € Ry(x¢). Pode-se mostrar que R4 (x¢) é um conjunto aberto. Note também
que, se x° é globalmente assintoticamente estavel, entao R4 (x¢) = R".

O préximo resultado estabelece condigoes que permitem concluir sobre a estabilidade
de um ponto de equilibrio x¢ € D de um sistema nao-linear x = f(x) a partir da determi-
nacao da estabilidade da origem do sistema linearizado associado. Relembre do Lab 4 que
o sistema linearizado associado é dado por

=A

1 y = Ay.
x=x¢

Teorema (Método Indireto de Lyapunov): Seja x € D um ponto de equilibrio
do sistema x = f(x), e considere a matriz do sistema linearizado associado

_9fW)
A=—5

x=x°

Entao:

1. Se todos os polos (autovalores) da matriz A estdo no SPE, entdo x¢ é um ponto de

equilibrio assintoticamente estével do sistema x = f(x);

2. Se ao menos um polo da matriz A estd no SPD, entao x* é um ponto de equilibrio

instavel.

Obs 1: Para sistemas lineares ou nao-lineares no plano (n =2), esse resultado esta-
belece que: (a) um ponto de equilibrio x¢ do tipo né estével ou foco estavel é de fato
assintoticamente estavel; e (b) um ponto de equilibrio x¢ do tipo né instavel, foco instével
ou sela é de fato instavel. Isto justifica a nomenclatura utilizada nos Labs 3 e 4.

Obs 2: Caso a matriz A do sistema linearizado possua algum polo em cima do eixo
imagindrio, entao nada podemos concluir sobre a estabilidade do ponto de equilibrio x¢
pelo Método Indireto de Lyapunov.

Exemplo: Considere o sistema nao-linear de 3¢ ordem:
X1 = —xox3+ 1 = f1(x1,%2,%3),

X =x1X3 — X2 = fa(x1,x2,%3),

X3 =151 —x3) = f3(x1,%2,%3).



O tnico ponto de equilibrio é x* = (1,1, 1), pois: (i) f3(x1,x2,x3) :x%(l —x3) =0 implica
que x> =0 ou x> = 1; (ii) para termos fj(x1,%2,X3) = —x2x3 + 1x3) = 0 é exigido que x3 = 1
e, consequentemente x, = 1; (iii) f2(x1,x2,x3) = x1x3 —x = 0 implica que x; = 1.

Agora, linearizando em x¢ = (1,1,1):
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Os autovalores da matriz A sdo: —1, —1/24 j\/3/2. Logo, x¢ = (1,1,1) é (localmente)
assintoticamente estavel. Ressaltamos que a linearizacao por si s6 nao permite concluir
se a estabilidade assintética é local ou global, nem determinar (ou estimar) a regiao de

atracao.

11.2 Ponto de Equilibrio

Ao longo do restante deste capitulo, vamos considerar equagoes de estado da forma
dx/dt = f(x,u),

onde x € D C R" é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R" é o vetor de controle e
f: DxR" — R" é de classe C'. Dizemos que o par (x°,u°) é um ponto de equilibrio
(ou ponto de operagao) do sistema se x(¢) = x°, r > 0, é a solugao constante do sistema
para a condigao inicial x(0) = x¢ e entrada constante u(t) = u®, t > 0.

De maneira andloga ao caso auténomo, temos:

Proposicao: O par (x¢,u¢) € D x R" é um ponto de equilibrio do sistema x = f(x,u)
se e somente se f(x¢,u¢) =0.

Teorema: Considere o sistema X = f(x,u). Seja x(0) = xp € D uma dada condigao
inicial (em #p = 0) e considere que escolhemos uma entrada continua u(t), t > 0, tal que
limy e u(t) =u € R™. Selimy_ex(t) =X € D, entao (X,u) € D x R™ ¢ um ponto de equilibrio
do sistema x = f(x,u), ou seja, f(x,u) =0.

Exemplo: Considere o péndulo simples controlado

X1 =x = fi1(x1,x2,u),
1

ml2 u _f2(x17x2; )7

k
Xy = —gsin(xl) XQ—l-

y=x1= h(-x27x2)7



onde x; =0, x = 0, x = (x1,x2) € R? é 0 vetor de estado, u € R é o controle (torque) e
y=x1 =0 R é asaida.
Para encontramos todos os pontos de equilibrio (x¢,u¢) = ((xf,xi),ue) € R? x R deste

sistema, resolvemos:

0= fi(x{,x5,u’) =x5 = x5 =0,
0= fo(x{,x5,u) = —% sin(x{) — n%xs + ngZue = u’ = mglsin(x}).
Logo, os pontos de equilibrio sao (x°,u¢) com x¢ = (x{,x5) = (8,0) e u® = mglsin(J),
onde x{ = 6 € [0,27) pode ser arbitrariamente escolhido.
Isto significa que, se aplicarmos a entrada constante u(t) = u® = mglsin(d), t > 0,
e a condigao inicial do péndulo for x(0) = x¢ = (8,0) (i.e. angulo inicial § e velocidade
angular inicial nula), entdo o péndulo permanecersd parado no angulo 8 € [0,27), ou seja,
x(t) = (x1(¢),x2(t)) = (6,0), para todo t > 0.

11.3 Sistema Linearizado

Considere o sistema

onde h: D — RP ¢é de classe C!. Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ é um ponto de equilibrio
do sistema, ou seja, f(x¢,u¢) = 0. Definimos entao a saida de equilibrio y¢ = h(x°) € R?.

A expansao em série de Taylor de f em relagao ao ponto de equilibrio (x¢,u¢) é dada

por
d 0
flx,u) = f(x%u®)+ fx,u) (x—x°) + flxu) (u—u®) +TOS,
— dx x=x¢,u=u’ du x=x¢,u=u¢
onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,
5 =x 5 =u
fleay = LT IR,

para xs =x—x* =0, us =u—u®=0.

Do mesmo modo, a expansao em série de Taylor de & em relacao a x¢ é dada por

(x—x°)+TOS,

x=x¢

h(x):@-i-@

=)°

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

=xg

dh(x) l—"—0

)~y = MR,
x=x¢




para xs = x—x° =0.

Agora, fixe uma entrada continua u(z), t > 0, e seja x(t), t > 0, a solugao correspondente
do sistema para uma condigao inicial x(0) € D. Considere: (a) o desvio x5(t) = x(t) —x°
do estado x(r) em relagao a x¢; (b) o desvio ug(t) = u(t) —u® da entrada u(z) em relagao
a u’; e (c) o desvio ys(t) = y(r) —y° da saida y(t) = h(x(¢)) em relacao a y°.

Assim, quando xg(t) = x(t) —x°* =20, ug(t) = u(t) —u® =0 (pequenos desvios no estado

e na entrada), temos

=x5(t) =ug
55() = 5() = f(x() () = 0 G = 4 D LT
Sl e e
= Ax;(t) +Bus (1),
=x5(t)
(1) = h(a(e)) —* = P0G T,
=C

:C)C5<l‘).

Denominamos o sistema linear (estado x5 € R", entrada ug € R™ e saida ys € R?)

t5 = Avs +Bus, A= (0u), B= (),
oh .
y5:CX5, Cza(x )

de sistema linearizado associado ao ponto de equilibrio (x¢,u¢).

11.4 Estabilizac3o via Sistema Linearizado

Considere o sistema

x=f(x,u)

e suponha que (x°,u¢) € D xR™ é um ponto de equilibrio, ou seja, f(x¢,u¢) =0. Vamos
tratar nesta secao do problema de estabilizagcao por realimentacao de estado:
encontrar uma realimentacio de estado u = a(x), onde a: D — R™ ¢ de classe C! com
o (x¢) = u®, tal que x° € D é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema

em malha-fechada

= f(x) = 5 w)uma) = F(x a(x)).
Note que x¢ é de fato um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada, pois f(x¢) =
f(x¢ axf)) = f(x%u) =0.

O préximo resultado mostra como solucionar este problema de controle através da

estabilizacao da origem x5 = 0 do sistema linearizado por uma realimentacao linear de



estado da forma ug = —Kxs. A ideia principal é: u = a(x) = —K(x—x°) +u® assegura
que a linearizacao do sistema nao-linear em fechada coincide com o sistema
linearizado em malha-fechada. Em particular, concluimos pelo Teorema de Hartman-
Grobman do Lab 4 que, nas proximidades do ponto de equilibrio x¢, o retrato de fase do
sistema nao-linear em malha-fechada tera um comportamento qualitativo semelhante ao
do retrato de fase do sistema linearizado em malha-fechada.

Teorema: Seja (x°,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do sistema % = f(x,u), e

considere a equacao de estado do sistema linearizado associado

d d
X5 =Axs+Bug, A= a—j:(xe,ue), B= a—i:(xe,ue).

Suponha que o par (A,B) é controldvel, e escolha uma matriz de ganho K de forma

que todos os polos de A — BK estejam no SPE. Entao, a realimentacgao linear de estado
u=—-K(x—x°)+u® (ouseja,us=u—u’=—K(x—x°)=—Kxg).

soluciona o problema de estabilizacao, ou seja, x¢ € D é um ponto de equilibrio assintoti-

camente estdvel do sistema em malha-fechada

X = f(x) = fxu)|u—a@r) = fx, —K(x—x) +u).
Prova: Considere o sistema linearizado
X5 =Axs+Bug, A=09f/dx(x°,u’), B=09f/du(x’,uf).

Por hipétese, o par (A,B) é controlavel. Logo, podemos encontrar uma matriz de
ganho K na realimentacao us = —Kxg para o sistema linearizado de forma que todos

os polos de A — BK estejam no SPE. Assim,
u—u’=us=—Kxsg=—K(x—x°,
e o sistema linearizado em malha-fechada ¢é dado por
x5 = Axs — BKxg = (A — BK)xs.

Como os polos de A — BK estao no SPE, temos que x5 =0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel.

Mostraremos que a realimentacao linear de estado
u=0o(x)=—K(x—x°)+u’=—Kx+Kx*+u°,

resolve de fato o problema de estabilizacao. Note que or(x¢) = u®.

Logo, x¢ é um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada

£= F0) = Flm) g = F o —K(x—2) +u).



Vamos aplicar agora o Método Indireto de Lyapunov visto na Secao 3.2 no sistema em
malha-fechada acima. Temos que

~ dfx)|  of
A= dx T ox

x=x¢

e e af e eaa ey __
(x,u)—i—w(x,u )g(x)_A_BKJ

ou seja, a linearizacao do sistema nao-linear em malha-fechada coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada. Como todos os polos de A =A—BK estio no
SPE (pela escolha da matriz de ganho K), concluimos pelo Método Indireto de Lyapunov
que x¢ é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada.
Isto encerra a demonstracao.

Exemplo: Considere novamente o péndulo simples controlado da secao anterior

X1 =x2 = f1(x1,x2,u),
. g . k 1
Xy = ~% sin(xp) — axz + 714 = fa(x1,x2,u).

Vimos que os pontos de equilibrio sio (x¢,u¢) € R? x R com x¢ = (x¢,x5) = (5,0) e u® =
mglsin(J), onde x{ = § € [0,27) pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que
m=k=0.1,g=10,¢=1. Assim, u, =sin(x{) =sin(8). Supondo que x{ =0 =1/4 (=45°),
nosso objetivo é encontrar uma realimentagao de estado u = a(x) que estabilize o ponto
de equilibrio x° = (8,0) do péndulo em malha-fechada. Ressaltamos que: (i) (8,0) nao é
ponto de equilibrio para u = 0; e (ii) ao aplicarmos a entrada constante u(t) = u® = sin(d),
t >0, temos que x° = (6,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estével (os autovalores de
%(5 ,0) sdo —0.5+ j2.6), mas nao ¢é globalmente assintoticamente estével (por exemplo,
x(0) = (3.12,0) nao pertence a regiao de atracao do ponto de equilibrio x° = (8,0)).

Seja f = (f1,f2). As matrizes A e B do sistema linearizado associado sao:

07f1< Ifi
af 3y H1A2e u) I =—(x1,%2,1)
A:_(xea e)_ )
o O (41 xa,) 2201,
a 1,X2,U a 1,X2,U e e
0 lk [ 0 1 ]
-5 cos(x) ol | 10cos(8) -1
0 1
_5\/§
a1
of af (x1,x2,u) 0 0
=2 (e ) = _ _| 0.
du 3/ e 10
al/t (X],XZ,M) el mgz

A matriz de controlabilidade é dada por

0 —10

% = [B ABly.2 =
13 4822 [10 10

] = posto(€) =2 (det(%) = 100).



Logo, o par (A,B) é controlavel. Suponha que os pélos desejados para A — BK sao:
—4,—4 (né estdvel, em que um polo em s = —4 corresponde a uma constante de tempo

de 0.25 segundo). Assim (veja o Exemplo 2 da Segao 8.7):
K =k k] =[0.8929 0.7].
Portanto, a realimentacao linear de estado

u=—K(x—x°)+u’ = —ki(x; —x7) —ka(x2 —x5) +u’,
= —k (xl — 5) —koxo + sin(5),
= —0.9(x; — 1/4) — 0.7x2 +v/2/2.

soluciona o problema de estabilizacao.

Simulacgoes: veja o arquivo EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle

O Teorema anterior soluciona o problema de estabilizagao quando todos os estados
podem ser realimentados (medidos). No entanto, isto nao sempre serd possivel em muitas
situagoes praticas. O préximo resultado apresenta condicoes para que o problema de
estabilizacao seja solucionado através da realimentacao do estado estimado.

Teorema: Seja (x°,u¢) € D x R™ um ponto de equilibrio do sistema

e considere o sistema linearizado associado

X5 =Axs + Bug, A:%(xevue)vB:%(xeaue)u
oh .
ys = Cxs, C—a(x )

Suponha que o par (A,B) é controldvel e que o par (A,C) é controlavel. FEscolha
matrizes de ganho K e L de forma que todos os polos de A—BK ¢ A — LC estejam no SPE,
respectivamente.

Entao, o controlador

X=(A—LC — BK)Xx+L(y—h(x)),

u=0o(x)=—Kx+u® (ouseja,us=u—u’=—Kx),
soluciona o problema de estabilizacao, ou seja, (x¢,0) € D x R" é um ponto de equilibrio
assintoticamente estével do sistema em malha-fechada com vetor de estado X = (x,x) €
D x R"™

X = f(xa ”)lu:a(@ = f(x7 —Kx+ ue),

(A—LC—BK)x+L(h(x) — h(x%)),
y = h(x).

X



Prova: Considere o sistema linearizado

af

0
t =gt Bug, A= () 8= (e )
dh
ys = Cxs, = 200e).

Por hipétese, (A,B) é controlavel. Logo, podemos encontrar uma matriz de ganho K
na realimentagao us = —Kxg para o sistema linearizado de forma que todos os polos
de A — BK estejam no SPE. Como (A,C) é observével, podemos encontrar uma matriz de
ganho L de modo que todos os polos de A — LC estejam no SPE. Considere o seguinte

observador de estado para o sistema linearizado
X= (A —LC — BK)X+Bugs + Lys.

Ao realimentarmos o estado estimado X por ug = —KXx, temos o seguinte controlador-

observador para o sistema linearizado:

%= (A—LC)X+Bug + Lys = (A — LC — BK)X+ LCxg,

us = —K)/C\.

Logo, o sistema linearizado em malha-fechada é dado por:

Xa . A —BK x5
x| | Lc A-BK-IC |
iy

Relembre da Secao 8.6 que os polos da matriz 25 acima sao a unido (com repeticao)
dos polos de A —BK com os polos de A —LC. Portanto, (x5,x) = (0,0) é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estéavel.

Temos que

=ys =y—Y*
. . . ——
X=(A—LC—BK)x+Lys=(A—LC—BK)x+L(y—h(x%) ),

u—u, =us = —Kx.

Com base no Método Indireto de Lyapunov visto na Se¢ao 11.2, vamos mostrar agora

que o controlador
X=(A—LC—BK)Xx+L(y—h(x°)) = (A — LC — BK)X+ L(h(x) — h(x%)),
u=a(x)=—-Kx+u,

resolve de fato o problema de estabilizagao. Note que a(0) = u®. Logo, (x¢,0) € D xR" é

um ponto de equilibrio do sistema em malha-fechada

f(xvf) = f(x7 ”)‘u:a(ﬂ = f(x> —Kx+ ”e)7

7(x,%) = (A — LC — BK)Z+ L(h(x) — h(x°)).

=
|

X



Seja f = (f, f) D xR" — R" x R" 22 R?" ¢ considere o vetor de estado de malha-fechada

X = (x,X) € D x R". Portanto, a equagao de estado do sistema em malha-fechada é dada

por
x = f(x).
Assim:
of , . o Of, ., 0o
. 87 . a_x(x yu ) a_u(x yu )8_55(0)
AZ%(X 70): oh y
La(x) A—LC—-BK
A —BK ~

=As,
ILC A—-LC—-BK

ou seja, a linearizacao do sistema nao-linear em malha-fechada coincide com o
sistema linearizado em malha-fechada. Desse modo, mostramos que todos os polos
de A :A/(; estao no SPE. Pelo Método Indireto de Lyapunov, concluimos que (x¢,0) é um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada. Isto conclui a
demonstragao.

Exemplo: Retomamos o péndulo simples controlado do exemplo anterior:

X.I = X2 = fl (xla-xZau)7
X — Sin(x —X7 + u X1,X2,U),
2 1 2 62 2\A 15,42

y=x1 = h(x1,x2).

Vimos que os pontos de equilibrio sio (x¢,u¢) € R? x R com x¢ = (x¢,x5) = (5,0) e
u® =mglsin(§), onde x{ = § € [0,27) pode ser arbitrariamente escolhido. Considere
novamente que m =k =0.1, g=10, £ =1, x{ =6 = n/4 (= 45°). Desse modo, u, =
sin(x{) = sin(6). No entanto, agora vamos assumir que o estado x (velocidade angular)
nao pode ser medido (realimentado). Vamos entao aplicar o teorema acima.

Utilizaremos u = —Kx—+u®, com K como no exemplo anterior, e assim nos resta apenas

determinar a matriz de ganho L do sistema:
X=(A—LC— BK)X+L(y —h(x)).

Note que y* = h(x{,x5) =x{ = 6. A matriz C do sistema linearizado associado é dada

e:[l 0]

por:
oh, , o | oh oh
= a(x ) = [ 8_x1(xl’x2) a—xz(xl,xz) }

A matriz de observabilidade é dada por

X=X

C
CA

10
» = [ 01 ] = posto(0) =2 (det(0) =1).



Logo, o par (A,C) é observavel. Suponha que os pélos desejados para A — LC sao:
—12,—12. Assim (veja o Exemplo 2 da Segao 8.7):

23
L=
113.9289

Portanto, o controlador (relembre que y* = h(x{,x5) = x{ = 0)

X=(A—LC—BK)x+L(y—§),

u=0o(x)=—Kx+u®=—-0.9x; —0.7x; + sin(0),
assegura que (x¢,0) € R? x R? é um ponto de equilibrio assintoticamente estével do sistema
em malha-fechada. No entanto, ressaltamos que (x¢,0) nao é globalmente assintoticamente
estavel. Por exemplo, (x(O),)?(O)) = ((3.12,5), (0,0)) nao pertence a regiao de atracao do
ponto de equilibrio (x¢,0), pois a solugao correspondente (x(t),f(t)), t >0, converge para
um outro ponto de equilibrio (relembre o Teorema da Secao 11.2).

Simulacgoes: veja o arquivo EstabilizacaoPenduloSimples.mdl no Moodle.

11.5 Rastreamento de Referéncia e Rejeicao de Perturbac3o do

Tipo Degrau via Sistema Linearizado

Veja o Lab 9.



12 Lab 9 — Controle Linear de Sistemas Nao-
Lineares: Rastreamento de Referéncia e
Rejeicao de Perturbacao do Tipo Degrau

via Sistema Linearizado

Objetivos

Vamos abordar o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao do
tipo degrau para sistemas nao-lineares. Utilizando a mesma estrutura de controle linear
vista no Lab 7, recairemos num problema de estabilizacao de um ponto de equilibrio
via sistema linearizado. Veremos que o ponto de equilibrio a ser estabilizado depende
das amplitudes da referéncia e da perturbacao, e que o controlador linear projetado nao

assegura estabilidade assintética global.

12.1 Definicdo do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas, p = m saidas e ¢ perturbagoes)

'x‘:f(x7u7w)’

y = h(x,w),

onde x € D ¢é o vetor de estado, D C R" é aberto, u € R™ é o vetor de controle, y € R™
é o vetor de saida com , w € R? é o vetor de perturbagao nao-mensuravel, e
f:DXxR"xRY—R" e h: DxR?— R™ sdo de classe C!. Assuma que tanto o vetor de
referéncia r(r) =7 € R™ quanto o vetor de perturbagao w(r) =w e R?, t >0, sao do

tipo degrau, e considere o erro de rastreamento
e(t)=r(t)—y(t)=7—y() eR"™, t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de perturbagao é encon-
trar um controlador tal que em malha-fechada o vetor de saida y(z) da planta rastreie
assintoticamente o vetor de referéncia r(t) =7 com rejeicdo da perturbacdo w(t) =w, ou
seja, limy_,ee(t) = 0.

O rastreamento da referéncia r(t) =7 com rejeicao da perturbacao w(t) = w serd atin-
gido através da estabilizacdo de um ponto de equilibrio (x¢,u¢) € D x R™ do sistema em

que a saida de equilibrio y¢ = h(x¢,w) coincide com 7. Assim, o par (x,u¢) € D x R"™ deve



satisfazer:

Desse modo, percebemos que os pares (x°,u¢) € D x R™ que satisfazem as equagoes
acima dependem das amplitudes 7 e w, ou seja, x¢ =x¢(F,w) € D e u® = u®(7,w) € R" com
(x° (7, w),u(
—h (xe (?7 )7

~|

W), W),

).

I
~

0
0

I

ll
=|
=|

12.2 Estrutura de Controle

Para resolvermos o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbacao
do tipo degrau para sistemas nao-lineares, vamos considerar a mesma estrutura de controle
em malha-fechada do Lab 7:

d(t)
0 ,
O el wemal | [0 o w0 w0
i L Lm0

Figura 28 — Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagao de estado u(r) =
—Kx(t) — Knxp(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacao externa, u,(t) = u(t),
xp(t) =x(t) e K, = K(t). O modelo interno pode ser implementado com amp-
ops considerando x,,(0) =0 (condicao inicial nula).

Como a referéncia r(f) e o perturbagao w(t) sao do tipo degrau, temos que B(s) = s.

Assim, A, =0, B,, =1, e 0o modelo interno é dado por (veja o Lab 7):
Xm = e,
ou seja, para x,(0) =0,
t
() = / e(t)dz, 130
0
Fixe 7 € R™ e w € R?, e suponha que (x¢,u) € D x R™ é tal que
0= f(x*u,w),
0=7—h(x*w).



Obs: Relembre que
O = f(xe7ue7w)7

significa que (x°,u¢) é um ponto de equilibrio da planta quando w(t) =w, r > 0, e que
0=7—h(x*w),

significa que y° = h(x¢,w) =T.
Agora, considere o sistema aumentado com vetor de estado x, = (x,x,) € D x R™

(relembre que e =r—y e y = h(x,w)):

x:f(x7u7w)7
X =T — h(x,W),

y = h(x,w).

Logo, (x°,x%,,u¢) € D x R™ x R™ é um ponto de equilibrio do sistema aumentado, para
qualquer x;, € R™.

Para resolvermos o problema de rastreamento da referéncia r(t) =7 com rejeicao da
perturbagao w(t) =w do tipo degrau, basta encontrarmos uma realimentacao de estado
u = o(x,x,) para o sistema aumentado, onde a: D x R™ — R™ ¢ de classe C! e x¢, € R™
é tal que a(x®,x5,) = u°, de modo que (x,x%,) € D x R™ seja um um ponto de equilibrio

assintoticamente estavel do sistema aumentado em malha-fechada

X = f(x7u7w)|u:a(x,xm) = f(x7 OC(X,xm),W),
Am =T —h(x,w),

y = h(x,w).

Note que (x%,x%,) € D x R™ é de fato um ponto de equilibrio do sistema aumentado em

malha-fechada, pois

0= f(x%u’,w) = f(x% a(x’,x;,),w),

0=7— h(x*, ).

Além disso, perceba que se (x¢,x%) € D x R™ for assintoticamente estavel, entao asse-

guramos que
lim y(7) = lim h(x(¢),w) = h(x*,w) =r,

t—o0 t—o0
para toda condigao inicial (x(0),x,,(0)) pertencente a regido de atragao do ponto de equi-
librio (x¢,x¢,), resolvendo assim localmente em torno de (x°,x5,) o problema de rastrea-
mento da referéncia r(t) =7 com rejeigao da perturbacao w(t) =w.
e

O sistema aumentado linearizado no ponto de equilibrio (x°,x¢,,u¢) € D x R™ x R™,

onde x;, € R™ ¢é arbitrario, tem como vetor de estado x45 = (x5,%n5) € R" xR™ e é dado



por (note que o mesmo coincide com o sistema aumentado do Lab 7 com A,, =0, B,, =1):

. Xg A O X5 B E
Xag = | . = + us+ ws,
Xmg —-C 0 Xing 0 —F
=A, =Xag =B,
X
Yas =[C O] | 7 | +Fws,
~—~— | Xmg
G~ —
:xas
onde
0 0 0
A= a—i:(xe,ue,W), B= a—i:(xe,ue,W), E = %(xe,ue,W),
oh dh
Cza(xe,W), F_%(Xe,W)

Obs: Perceba que o sistema linearizado da planta

x:f(xﬂl/t?W)?

y = h(x,w),
no ponto de equilibrio (x¢,u¢) € D x R™ é dado por

X5 = Ax3 +Bu5,

ys = Cx5.

considerando que w(r) =w, t > 0. Assim, as matrizes A, e B, acima do sistema
aumentado linearizado sao determinadas a partir da linearizacao da planta.

O préximo resultado apresenta condigoes para que a estrutura de controle mostrada
na Figura acima resolva o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de pertur-
bacdo do tipo degrau através da estabilizacao da origem x,5 = (x5,%mz) = (0,0) do sistema
aumentado linearizado por uma realimentacao linear de estado da forma us = —Kyx.5 =
—Kx5 — Kyxps. A ideia central é: u = a(x,x,) = —Kx — K,x,, assegura que a li-
nearizacao do sistema aumentado em malha-fechada coincide com o sistema
aumentado linearizado em malha-fechada.

Teorema: Considere o sistema

’x‘:f(x7u7w)’

y = h(x,w),

e sejam 7 € R™ e w € R? as amplitudes nominais da referéncia r(¢) e da perturbagao w(r)

do tipo degrau, respectivamente. Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ é tal que

0= f(xu’,w),
0=7—h(x*,).



Considere o sistema aumentado linearizado associado e suponha que o par (A4, By)
é controlavel. Escolha uma matriz de ganho K, = [K K] € R™<(") com K € R™*" ¢
K, € R™™ de forma que todos os polos de A, — B,K,, estejam no SPE.

Entao, a realimentagao linear de estado
u=0o(x,xy) = —Kx— Kpxp,
¢é tal que:
1. A matriz de ganho K, € R™*™ ¢é invertivel,

ie. x¢, = —(Kp) ' (u® + Kx©).
Entao, existem 61, 8,,03,04 > 0 em que, para qualquer (7,w) € Bs,(7) x Bs,(w) (i.e.

2. Seja x5, € R™ tal que u® = a(x®,x;,) = —Kx° — K,x;,,,
para pequenas variagoes da amplitude de r(r) =7 e w(f) = w em relagao aos valores
nominais 7 e w, respectivamente), existe um tnico ponto de equilibrio (x°,x%,) €

Bs, (x°) X Bs,(x5;,) C D x R™ assintoticamente estdvel do sistema em malha-fechada

X = f(xv u, ‘7‘;) |u:(x(x,xm) = f(xa —Kx— Kmxmvﬁ;)

y= h(x> W)

e satisfazendo
¥ = h(FF) =T,

quando r(t) =rFe w(t) =w, t > 0.

Em particular, para tal ponto de equilibrio assintoticamente estavel (x¢,x5,) = (fe (r,w), x5, (7, W))
correspondente a (7,w) € B, (7) x Bs,(W) (pequenas variagoes da amplitude de r(t) =7 e
w(t) =w em relagao aos valores nominais 7 e w, respectivamente), temos

lim y(r) =7,

para toda condicao inicial (x(0),x,(0)) pertencente a regiao de atracao de (x¢,x%,), resol-
vendo assim localmente em torno de (x°,x%,) o problema de rastreamento da referéncia
r(t) =7 com rejeigao da perturbagao w(t) =w do tipo degrau.

Obs: Note que

u(t) = —Kx(t) = Kptm(1) = —Kx — Ko / "e(t)dr, 130,
%0,_/

termo integral

Além disso, ressaltamos que tal controlador linear nao assegura que a regiao de atragao

de (x°,x%,) seja igual a D x R™.



12.3 Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

X1 =Xx2 :fl(-xlax27u)7

. 8. k o

B =—5 sin(x;) — X + A= fa(x1,x0,u),

y=x1=h(x2,x2),
onde x; = 0, x = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, u € R é o controle (torque) e
y=x; =0 € R é a saida. J4 vimos que os pontos de equilibrio sdo (x¢,u¢) € R x R com
x¢ = (x§,x5) = (0,0) e u® =mglsin(§), onde x{ = 6 € [0,27) pode ser arbitrariamente
escolhido. Considere que m =k =0.1, g =10, £ =1. Assim, u, = sin(x{) = sin(9).
Assuma que x{ = § = /4 (=45°). Verifique por simulacao que: (a) (8,0) nao é ponto de
equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada constante u(t) = u® = sin(8), t > 0,
temos que x° = (8,0) é um ponto de equilibrio do tipo foco estdvel (os autovalores de
%(5 ,0) sdo —0.5+ j2.6), mas nao ¢é globalmente assintoticamente estével (por exemplo,
x(0) = (3.12,0) nao pertence a regiao de atracao).

2. Considere que ha uma perturbacao w(t) do tipo degrau na entrada do péndulo,

ou seja,
X|=xp= fl (X],XZ,M,W),

k
Xy = —%Sil’l(]ﬂ) — EXZ—FWM‘FWW :fZ(-xth,uaW)?

y=x1 = h(xp,x2,w).

Assuma que o valor nominal de w(r) é w =0, e que o valor nominal para a referéncia r(t)
do tipo degrau é 7 =x{ = 0. Assim, y* = h(x{,x5,W) =x{ =8, e (x{,x5,u°) = (5,0,sin(5))
satisfaz

0= fl (-xflzax&uevw),

0= fa(x7,x5,u,w),

0=7—h(x{,x5,w).

Determine as matrizes de ganho K € R'*? ¢ K,, € R1*! =R de modo que a realimentacao
linear de estado

u=o(x,xy) =—Kx— Kpxp

assegure que a saida y(t) = 6(t) do péndulo rastreie assintoticamente referéncias r(t) =7
com rejeigao de perturbagoes w(f) = w do tipo degrau, ao menos quando ¥ =7 =0 e
w = w =0 (pequenas amplitudes da referéncia e da perturbagdo em relagao aos valores
nominais). Simule e analise os resultados obtidos (referéncia, perturbagao, erro, controle,
saida, estados), considerando: (a) diferentes conjuntos de polos para A, — B,K, (polos
rapidos e lentos); (b) grandes e pequenas amplitudes de r(z) e w(t); e (c¢) diversas condigoes

iniciais.



13 Controle Nao-Linear

Este capitulo trata de técnicas de controle nao-linear. Primeiramente, vamos abordar o
problema de desacoplamento. Em seguida, trataremos do problema de rastreamento de
saida. Para resolvermos este problema, a ideia central é encontramos uma realimentacao
de estado nao-linear de modo que a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada
seja dada por uma EDO linear homogénea.

Na sequéncia, apresentaremos a nocao de platitude (flatness) e sua relagdo com con-
trolabilidade nao-linear e com o problema de rastreamento de saida. Por fim, estudaremos
brevemente o problema de linearizagao exata via mudanca de coordenadas e realimenta-
cao de estado. Veremos que, para uma certa classe de sistemas nao-lineares, existe uma
realimentacao de estado nao-linear que permite o cancelamento exato das nao-linearidades
do sistema. Neste caso, o sistema em malha-fechada torna-se linear, pelo menos quando

ele for descrito em um sistema de coordenadas adequado.

13.1 Motivacao

Neste momento, vamos retomar o problema de rastreamento de saida para um motor CC
visto no Lab 2, e abordaremos também uma questao filosofica. Esta questao reside no
fato de que os sinais de referéncia do tipo degrau sao adequados como sinais de teste de
desempenho, mas sao em geral inadequados para o controle de sistemas. De certo modo,
isto contraria os paradigmas de controle classico, que estabelece o degrau como um bom
candidato a sinal de referéncia.

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear simplificado em espago

de estado ¢ dado por:

x1:x27
Xy = —xp +u,
y=x1,

onde u € R é a tensdo externa em Volts aplicada no motor (controle), x;(r) = 0(t) é a
posicao angular do eixo em rad, x2(t) = 6(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assumimos que x5(t) = 6(¢) pode ser medido (assim
como y(t) = x1(t) = 6(¢)). Suponha que o motor estd em repouso em fy = 0, ou seja,
x1(0) = 6(0), x2(t) = 8(0) = 0. Em controle classico, geralmente se aborda o seguinte
problema de controle: encontrar uma realimentacao u de forma que o eixo do motor
atinja um dado angulo desejado de referéncia 6, em regime permanente, ou seja,

lim 6(¢) = 6,.

t—o0



A maneira classica de se resolver este problema é encontrando um controlador linear
de forma que a saida y(r) = x1(t) = 0(t) rastreie assintoticamente uma referéncia r(r) = 6
do tipo degrau de amplitude 6,, ou seja,

lim y(1) = 6.

No entanto, suponha que, além dos posicionamentos inicial 6(0) e final desejado 6,
desejamos também controlar a saida y(¢) entre 6(0) e 6,. Em outras palavras, dada uma
saida de referéncia y(), t > 0, gostariamos que a saida real y(t) = 6(¢) rastreasse
assintoticamente y(¢), ou seja,

lim () = lim [y(r) —=y(1)] = 0,
onde e(t) =y(t) —y(t) é o erro de rastreamento.

Desse modo, nosso objetivo é resolver o problema de rastreamento de saida:
determinar uma lei de controle u que force a saida y(f) =x;(¢) = 6(¢) do motor em malha-
fechada a rastrear assintoticamente uma saida de referéncia y(r) escolhida, ou seja,

lim [y(r) — ¥(1)] =0,

[—3o0
onde ¥: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua) e limitada.
Considere a realimentagao de estado
u=0o(x,x)+v=Exy+v,
onde v € R é a nova entrada. Assim, em malha-fechada temos que
J=F% =i =

Ao escolhermos a realimentagao de estado dependente do tempo

v="y(x1,x0,0) =¥(1) — ki fx1 = ()] — kafra = ¥(1)],

onde k1,k» € R sao ganhos a serem ajustados, concluimos que em malha-fechada temos

() = v(1) =¥() = ki[xi (1) = ¥(0)] = k2 x2 (1) =¥ (0)],
=3(t) = ki [y(1) = 3(1)] = k2 [3(1) = ¥(1)],

= (1) — [kre(t) + koe(1)]

Y
(. J/

termo PD!
ou seja, a dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada é dada pela seguinte EDO
linear homogeénea:
é+kié+ke=0.

Assim, vemos que os polos do erro de rastreamento e(t) = y(¢) —y(¢) em malha-fechada
sao as raizes de
s2+k2s+k1 =0.



Agora, suponha que os pélos de malha-fechada desejados para o erro de rastreamento sao

p1,p2 (SPE!). Logo, devemos ter que

s tkos ki =(s—p)(s—p2) = = (pi+p2)s+pip2,

polinomio caract. de MF

ou seja, escolhemos |ky = —(p1+ p2), k1 = p1p2 |

Concluimos entao que a realimentagao

u—= (X(Xl,Xz) +v :-XZ‘I"Y(xl;xZ;t)v

=x2 +y(t) —ki[x1 = ¥(t)] — kalx2 = ¥(1)],
com ky = —(p1+ p2) e k| = p1pa, garante que

lim e(t) = lim [y(t) — ()] = 0

t—>o0 t—>o0

para quaisquer condigoes iniciais x;(0),x,(0), resolvendo assim o problema de ras-
treamento de saida através de uma realimentagao de estado adequada.

Ressaltamos que a ideia principal utilizada foi:

1. Escolher uma realimentacao u = a(xy,x2) +v de modo que ¥y = v, onde v é a nova

entrada;
2. Escolher v = y(x1,x2,¢) de modo que é+kjé+kye =0;

Neste capitulo, veremos como generalizar essa ideia para sistemas nao-lineares MIMO.

13.2 Desacoplamento e Rastreamento de Saida

Nesta secao, veremos a conexao entre o problema de desacoplamento e o problema de

rastreamento de saida. Vamos considerar sistemas da forma

x=f(x)+g(x)ult), (13.1)
y = h(x), (13.2)

onde x € V é o vetor de estado, V C R" é um conjunto aberto, u € R™ é o vetor de
entrada (controle), y € R™ é o vetor de saida, f:V — R" é de classe C* (infinitamente

diferencidvel), e g(x) é uma matriz n x m.

gii(x) gnx) - gimlx)
21(x) gnx) - gom(x)

8(x) = (gij(x)) =

gnl(x) ng(x) gnm(x)



onde todas as fungoes g;;: V = R, i,j € {1,2,...,m}, sdo de classe C*. Do mesmo modo,
h=(hy,....,hy):V —R™ é de classe C*.

Observe que o niimero de componentes da saida y = (yi,...,ym) = h(x) = (h1(x),. .., hu(x)) €
R™ é igual ao nimero de componentes da entrada u = (uy,...,u,) € R™, ou seja, m=p, e
que o sistema esta definido em V C R". Denotando por g;(x) a coluna j de g(x), podemos

considerar g; como uma aplicagao g;: V — R”" e rescrever (13.1)-(13.2) como
m
x=f(x)+ Z ujg;(x),
j=1

y = h(x).

Ao longo de todo este capitulo, consideraremos leis de controle denominadas de rea-
limentagao de estado estatica localmente regular (em um aberto U CV de R") e

dadas por
u = ax)+px)w, (13.3)
onde v € R™ é a nova entrada, o : U — R™ é de classe C” e

Bri(x) Bra(x) -+ Bim(x)

Bx) = 1321:()6) ﬁzzz(x) ﬁzm:(x)

Bui(x) Bum2(x) -+ Bum(x)

é uma matriz m x m em que todas as funcoes B;; : U = R, i,j € {1,2,...,m}, sdo de classe
C*. Aqui, o termo localmente regular significa que a matriz f é invertivel em U, ou
seja, det (B(x)) # 0, para todo x € U.

Assim, o sistema em malha-fechada, o qual esta definido em U C V, é dado por

Fx)+& (), (13.4)
(x), (13.5)

X

I
=

y

onde x e U CV CR”" é o vetor de estado, v € R™ é vetor de controle, e

f=rf+ga,  §=gp.

13.2.1 O Problema de Desacoplamento

Considere um sistema da forma (13.1)—(13.2), o qual estd definido em um aberto V C
R" com entrada u = (uy,...,u,) e saida y = (y1,...,ym). Dizemos que o sistema é
desacoplado quando cada componente uj(f) de qualquer entrada escolhida u(t) =
(ui(t),...,um(t)), t > 0, atua de fato na componente y;(t) = h;(x(t)) da saida

Y() = 1(0), -, ym(1)) = h(x(t)) = (1 (x(1)), - i (x(2))



mas nao influencia a componente y;(t) = h;j(x(r)) quando i # j. O problema de desacopla-
mento consiste na construgao de uma realimentagao regular (13.3) de modo que o sistema
em malha-fechada (13.4)—(13.5) seja desacoplado. Relembre que a entrada do sistema em
malha-fechada é v = (vi,...,vp).

Problema de Desacoplamento: Seja xo € V um ponto de trabalho! do sistema
(13.1)—(13.2). Dizemos que o problema de desacoplamento é localmente solivel em
X0, se existir uma vizinhanga aberta? U C V de xy e uma realimentacio (13.3) localmente
regular em U, tal que o sistema em malha-fechada (13.4)—(13.5) seja desacoplado. Do
mesmo modo, seja Uy C V uma regiao de trabalho, ou seja, Uy é um aberto em R”.
Dizemos que o problema de desacoplamento é localmente soliivel em U, se existir
uma realimentagao localmente regular em Uy tal que o sistema em malha-fechada (13.4)—
(13.5) seja desacoplado.

Ressaltamos que a primeira versao do problema de desacoplamento formulado acima
nao se preocupa com o tamanho da vizinhanca aberta U do ponto de trabalho xg para o
qual o sistema em malha-fechada (13.4)—(13.5) se torna desacoplado. Assim, a principio,
nao temos como garantir que U =V. Como (13.4)-(13.5) estard definido somente em
U CV, o desacoplamento do sistema em malha-fechada ocorrerd somente dentro de U.
Isto significa que apenas enquanto a solugao x(¢) do sistema em malha-fechada nao sair
de U é que o sistema permanecerd desacoplado. E por este motivo que usamos o termo
localmente soliivel na definicao acima, pois garantimos apenas uma solu¢ao local em
torno do ponto de trabalho xg para o problema de desacoplamento.

Por outro lado, a segunda versao assegura a existéncia de uma realimentacao local-
mente regular (13.3) que esta definida em toda a regiao de trabalho Uy C V e que desacopla
o sistema em malha-fechada, o qual estd definido em Uj. E claro que gostariamos de esco-
lher Uy =V. No entanto, dependendo das nao-linearidades do sistema (13.1)—(13.2), isto
nem sempre ¢ possivel, e temos que nos contentar com uma solucao local em determinado
UyCV.

Seja xp € V um ponto de trabalho do sistema (13.1)—(13.2) e considere que U C V é
uma vizinhanga aberta de xg. Veremos que a derivagao sucessiva das componentes y; da
saida y = (y1,...,ym) com relagdo ao tempo nos leva a uma solugao para o problema de
desacoplamento. Para isto, suponha que fixamos uma condic¢ao inicial x(0) € V e uma
entrada u(t) = (uy(t),...,un(t)), t >0, e considere que tomamos uma componente y;(t) =
hi(x(t)) da saida y(t) = (y1(t),...,ym(t)) = h(x(t)) = (h1(x(¢)),...,hm(x(t)) e a derivamos
no tempo. Como y;(t) = hj(x(t)) = hjox(t) (fungdo composta), pela regra da cadeia temos

que
o

(1)
yi (1) = X
ax X(Z)

Aqui, xp nao é necessariamente a condigao inicial do sistema nem um ponto de equilibrio.
Dizemos que um conjunto U C R" é uma vizinhancga aberta de xgp € R” quando U é um aberto que
contém Xxg.

2



Substituindo (13.1) na equagao acima, obtemos

A0 = G| 1) +atsputo)

Neste momento, é natural introduzirmos a derivada de Lie de duas aplicacoes w :

U—R (real) e g=(q1,.--,qm) : U = R™ (vetor coluna) de classe C*:

x)q(x) = [dw/dx1(x) ... Iw/dxp(x)]q(x);

para todo x € U. Temos que Lyw : U — R ¢ de classe C”. Portanto, podemos também

considerar Léw = L,(Lyw). Note que’

dL,w
dx

Léw(x) £ LyLyw(x) = (x)g(x) €eR, paraxeU.
Definimos, para todo k > 1 (inteiro),
L’;w =L, (Lz_lw), onde ng =w.

Voltando entao ao problema de desacoplamento, e tomando

hl(x) = %(x)f(x) = Lshi(x) € R,

A = G000 = (G000 - G100
= (L) - Lgghi() = (A (Y) . Al () € BT,

para todo x € U, encontramos que

(1) = h! (x(0)) + A} (x(0)u(0).

Assuma que A} (x) é identicamente nulo em U, isto é, Al (x) = 0, para todo x € U. Neste
(1)

.’ (¢) nao serd instantaneamente afetado por u(t), pois teremos

W) = hl(x(2)).
(1)

i

W (1) = B (x(1)) + A (x(1))u(2),

caso, dentro de U, y

Repetindo o mesmo procedimento para y; ’(¢), vamos obter

onde, para todo x € U,

2 ahl1 2
hi(x) = g(x)f(x):thi(x)ER,
1 1 1
20 = e = (FEWa 0 - G W),

= (LgLrhi(x) ... Ly, Lrhi(x)) = (A} (x) ... AZ,(x)) € R™.

d d
Pode-se mostrar que ng(x) = 4" (x)H(x)q(x) + a—v:(x)&—fi(x)q(x), onde H(x) é a matriz Hessiana da

fungdo real w e dg(x)/dx é a matriz Jacobiana do vetor coluna g, no ponto x € U.



Assuma que A?(x) é identicamente nulo em U. Neste caso, dentro de U, yl(z) () ndo sera
instantaneamente afetado por u(t).

Definimos p; > 1 como o menor inteiro tal que Af-) ’(x) nao seja identicamente nulo em
U. Mais precisamente, p; > 1 é o inteiro tal que Af "(x0) # 0 e existe uma vizinhanga aberta
U CV de xg em que Aif(x) ¢ identicamente nulo em U C V, para todo 1 <k <p;—1.

Observe que tal definicao de p; equivale a

AP (x0) = [Lg, L2 ' hi(x0) Lg, LY 'hi(xo) -+ Lg, L2 hi(x0)] £ 0,

Af(x) = Lo, L hi(x) Lo, L hix) - Ly, L hilx)] =0,

para 1 <k <p;i—1,xeU,

que por sua vez ¢ 0 mesmo que

[Lg L5 hi(xo) Lg, LY 'hilxo) -+ Lg, LY hi(x0)] #0,

Lo, Lshi(x) =0, para1<j<m 0<k<p-2,xeU.

Quando, para todo k > 1,temos que Af.‘ (x) é identicamente nulo em alguma vizinhanca
aberta U C V de xg, definimos p; = . No caso em que p; < e (finito), denominamos o
inteiro p; = pi(xp) > 1 de grau relativo da saida y; = h;(x) no ponto de trabalho xp, o
qual corresponde ao niimero de derivagoes no tempo que temos que realizar para

que a saida y; dependa explicitamente de alguma componente u; da entrada

u=(Ug,...,Uy).
Assuma que todas as componentes y; da saida y = (yq,...,y,) admitem grau relativo
em xg. Dizemos entao que a saiday = (y1,...,ym) = h(x) = (h1(x),...,hn(x)) admite grau

relativo em x( e, assim, podemos escrever

W= a0 + A (),
W= ay(x) + As(x)u,

y’(qu) = am(x)+Am<x)ua

onde a;(x) = I (x) = L?ih(x), Ai(x) =AP'(x), para i=1,....,m, x €U, onde U é alguma

vizinhanca aberta de xg.

Denotando-se yi?) = (ygpl),ygm) . ,y,(qu))', podemos escrever

Y = a(x) +A(x)u, (13.6)

onde, para cada x € U,

al(x) L?lhl(x)
g (x) _ ar (x) _ L?Z h2 (X)
am(x) L?’”hm (x) il



A1 (x) Lo L9 i) Ll 'hi(x) - L, L2 h(x)

—1 —1 —1
A (x) Lo, L7 “ha(x) Ll ha(x) - Lg, L ha(x)
A(x) = : = . . :
m_l m_l m_l
Ap(x) Loy LY hn(x) Loyl hn(x) - L, LY hw(x) |

Note que g; : V — R é uma funcao de classe C* e A; é um vetor linha de m funcgoes
de classe C”. Desta forma, a : V — R™ é um vetor coluna de m funcoes de classe C” e
AV — R™ é uma matriz m x m de fungoes de classe C*, denominada de matriz de
desacoplamento.

Relembramos que a componente y; = h;(x) dasaiday = (y1,...,ym) =h(x) = (h1(x),..., hn(x))
admite grau relativo p; = p;i(xp) em xp quando

Ailx0) = |Lgy L2 hilxo) .. Lgng’;—‘h,-(xo)] £0,

e existe uma vizinhanga aberta U C V de x¢ tal que
ngLfchi(x) =0, paratodo 1 <j<m, 0<k<p;—2,x€U.

Além disso,
y(k) (1) = Lg‘chi(x(t)), para 0 <k < p;— 1.

1

Ressaltamos que uma saida y nem sempre admite grau relativo em todos os pontos.

De fato, considere o exemplo abaixo:

X1 = xp+xui;

Xy = up;

yi = Xi.
Derivando-se yp, temos

(1)

Y1 = Xx2+xup,

com A%(xl,xz) = Lg hi(x1,x2) = x2. Logo, o grau relativo de y; em xo = (x(]),xg) épr=1

quando x(z) = 0, pois A%(x%xg) = xg % 0. No entanto, y; nao admite grau relativo em xg
caso x(z) =0, ja que A}(x(l),O) =0 e Al(x,x) = x2 nio se anula em nenhuma vizinhanga
aberta U de xy = (x(l), ). De fato, dada qualquer vizinhanca aberta U de xo = (x(l), ),
sempre existe algum (x],%) € U com %, # 0. Portanto, A% (%1,%) =% #0.

Definicao: Seja Uy C V uma regiao de trabalho (aberto em R") do sistema (13.1)-
(13.2). Dizemos que a saida y = h(x) do sistema (13.1)-(13.2) admite grau relativo em
Up quando cada componente y; = hj(x) da saida y = (y1,...,ym) = h(x) = (h1(x),. .., An(x))
admite grau relativo p;(x) em todo x € Up e p;(x) permanece constante dentro da regiao

Uy, isto é, pi(x) = p;, para qualquer x € Up.



Obs 1: Ressaltamos que se a saida y = h(x) admite grau relativo em xg, entao existe
uma vizinhanga aberta Uy de xg tal que y = h(x) admite grau relativo em Up. Isto é uma
consequeéncia do teorema apresentado na sequeéncia.

Obs 2: Considere um sistema linear SISO (m = p =1) da forma
X=Ax+Bu, y=Cx, xecR"

Assuma que o sistema ¢é controlavel e observavel, e sejam n, e n; o nimero de polos e
zeros, respectivamente, da funcao de transferéncia G(s). Entao, pode-se mostrar que o
sistema admite grau relativo em Uy =V =R" com p =nj, —n,.

Teorema: Seja y: W — R uma fungao continua, onde W C R” é aberto. Entao, o
conjunto

Z={xeW|y(x)#0}

é aberto.

Prova: Fixe x € Z C W. Assim, y(x) # 0. Por simplicidade, considere que y(x) > 0.
Como a fungao y é continua em x, sabemos que, para todo € > 0, existe 6 = §(x,€) >0

(a principio, 8 > 0 depende de x e €) tal que, para caday € W,
ly—x[ <& =[r(y) —r(x)| <e.

E, como W é aberto, sabemos que existe § > 0 tal que B(x,8) C W. Escolha £ =y(x) >0 ¢
seja & = min(§,8) > 0. Fixe y € B(x, 5) C B(x,8) CW. Entdo, y €W com ||y —x|| < 5<6.
Desse modo,

[Y(y) = v(0)] < ¥lx),
ou seja,

—v(x) <v() —v(x) < ¥(x).
Portanto, 0 < y(y). Logo, B(x,g) C Z. Mostramos assim que, para todo x € Z, existe §>0
tal que B(x, g) C Z, ou seja, provamos que Z é aberto.
Obs 3: Para j=1,...,n, temos que a funcao projegao w;: R” — R na j-ésima compo-

nente é continua, onde

Ti(X1,. .., Xm) = X;j.

Exemplo 1:[3] Considere o sistema definido em V = R3

—x1 —exp(x2)
x = xXix2 | + 1 u,
X2 0
y = h(x)=x3.
Obtemos entao que
dh
a_(x) = [0 0 1]? Lgh(x) =0, th(x) = X2,
X
dLsh

() =[0 1 0], LLsh(x) = 1.



Desse modo, a saida y = h(x) = x3 admite grau relativo p =2 na regiao de trabalho
U=V =R".
Exemplo 2:[3] Considere o sistema definido em V = R*

X1X —x? 0
X 24+ 2x
¥ = 1 + 3 :
—X3 1
x% + x> 0

Temos o
a(x) =[000 1], Lgh(x) =0, Lh(x) = x} + xa,
dLsh
o (x)=[12x1 1 0 0], LgLsh(x)=2(1+x3).

Assim, a saida y = h(x) = x4 admite grau relativo p =2 em todos os pontos (x1,x2,x3,X4)
de R* em que x3 # —1. Como tal conjunto é um aberto Uy C V = R", concluimos que
y = h(x) = x4 admite grau relativo p = 2 na regiao de trabalho Uy.

Podemos agora enunciar as solugoes para as duas versoes do problema de desacopla-
mento, cujas demonstracoes sao semelhantes.

Teorema 1: Suponha que a saida y = h(x) do sistema (13.1)—(13.2) admite grau
relativo no ponto de trabalho xy € V. Entao, o problema de desacoplamento ¢ localmente
solivel em x( se e somente se o determinante da matriz de desacoplamento nao se anula
em Xxp, ou seja, detA(xg) # 0.

Teorema 2: Suponha que a saida y = h(x) do sistema (13.1)—(13.2) admite grau
relativo na regiao de trabalho Uy C V. Entao, o problema de desacoplamento ¢é localmente
solivel em Uy se e somente se detA(x) # 0, para todo x € U.

Para esbogar a demonstracao da suficiéncia (<) dos dois teoremas acima, relembre
que (veja (13.6))

Y = a(x) +A(x)u, (13.7)
com y(p) _ (ygp‘),ygm) . ’ygrlgm))/’
Lglhl(x)
L' hy(x
a= | T
L]em}lm(x) mx1
Lo, L2 i (x) Loyl hi(x) o Lo, L ()
-1 —1 ~1
AG) = Lo LY " ha(x) Lol ha(x) - Lg, L7 ho(x)
mil n’lil mil
Ll ) Lol ) oo Ll () |



Com base nisto, veremos na sequéncia que a escolha de uma realimentacao regular
(13.3) que soluciona o problema de desacoplamento é natural e evidente.

Provaremos primeiro a suficiéncia do Teorema 2. Suponha entao que detA(x) # 0, para
todo x € Uy. Isto é equivalente a dizer que A(x)_1 existe para todo x € Uy. Desse modo,

escolhendo a realimentagao como

u=ax)+Bx)v, (13.8)

onde v = (vy,...,vy) é a nova entrada e
a(x) = —A@) la(x), (13.9)
Bx) = A(x)7L, (13.10)

yPh =y, (13.11)
ou seja,
W=,
W=,
yl(npm) — vm.

(pi)

i

=v; quando i # j. Além disso, y;(t) corresponde a saida de um banco de p;

Note que cada equacao y;""’ = v; € linear e completamente desacoplada de outra equa-
(.Pi)
J

integradores em série tendo como entrada v;(t), ou seja,

cao y

Vi(s) = - Vis).

sPi !

Desse modo, fica claro que a resposta entrada-saida é linear e que a evolucao de y;(r)
depende de fato de v;(¢), mas ndo é de modo algum influenciada por v;(¢) quando i # j.

Como (13.8)—(13.10) é uma realimentagao de estado estatica localmente regular em
Uy, concluimos que a mesma fornece uma solucao para o problema de desacoplamento.
Quando x ¢ Uy, nio temos garantia de que A(x)~! existe e, consequentemente, a realimen-
tacao (13.8)—(13.10) poderd apresentar uma singularidade em tal ponto. Portanto, tudo
que podemos assegurar é que o sistema malha-fechada (13.4)—(13.5) fica desacoplado en-
quanto a solugao x(f) permanecer em Uy para a entrada escolhida u(t) = (uy(¢),...,un(t)),
t>0.

Provaremos agora a suficiéncia do Teorema 1. Suponha entao que detA(xp) # 0. Denote
o conjunto das matrizes m x m de niimeros reais por R™ . Observe que a aplicacao A:V —

R™ definida por x — A(x) é de classe C* e, portanto, é continua. Denote por det : R™ 5 R



a funcdo definida por M +— det(M). Mostra-se que det é uma fungao continua (por ser a
soma de produtos dos elementos da matriz M). Considere a func¢ao detA : V — R definida
por x — detA(x). Esta fungdo é continua, pois ela é a composta de “det” com “A”; e a

composta de aplicagoes continuas é continua. Em particular, o conjunto
Up={xe€V|detA(x) #0}

é uma vizinhanca aberta de xg. Portanto, basta aplicarmos o Teorema 2 para demons-
trarmos a suficiéncia do Teorema 1.

A demonstracao da necessidade (=) dos dois teoremas pode ser encontrada em [3, 5,
2].

Obs 4: Quando m = 1, ou seja, o sistema (13.1)—(13.2) tem um unica entrada u € R

e uma Unica saida y = h(x) € R, a realimentagao regular (13.8)—(13.10) se reduz a

u=0ox xv:; —LPh(x)+v
a(x) + B(x) PR [ Loh(x)+ ] (13.12)
onde v € R é a nova entrada e
—LPh(x)
o(x) L h) (13.13)
1

Portanto, a saida y = h(x) do sistema em malha-fechada (13.4)—(13.5) satisfaz

y(p) — v

Y

ou seja,
1
Y(s)= s—pV(s).

Exemplo 3: [3] Considere o sistema definido em V = R?

0 exp(x2)
X = | xi+x3 |+ | exp(x2) |u,
X1 —Xp 0

y = h(x)=x3.

Temos
Lgh(x) =0, Lrh(x) = x1 —x2,

LgLyh(x) =0, L3h(x) = —x; — 3,
LeL3h(x) = —(1+2x2) exp(x2), Lih(x) = —2x3(x1 +13).
Vemos que a saida y = h(x) = x3 admite grau relativo p =3 em todos os pontos (x1,x2,x3)

de R3 em que 14 2x; # 0. Como tal conjunto é um aberto Uy C V = R3, concluimos que

y = h(x) = x3 admite grau relativo p = 3 na regiao de trabalho Uy.



A matriz de desacoplamento (nesse caso é um escalar)
Alx) = Lngzch(x) = —(142x)exp(xy)

¢ tal que A(x) # 0 para todo x € Uy. Desse modo, concluimos que a realimentagao de

estado estatica localmente regular em Uy dada por

. —L}h(x) n 1 b 2x2(x1 +x3) B 1 )
LgL]%h(x) LgLJ%h(x) (I+2xy)exp(xz) (14 2x)exp(xz)

para todo x € Uy, desacopla o sistema em malha-fechada (13.4)—(13.5), o qual esté definido
em Uy CV =R3. Além disso, a saida y = h(x) = x3 de (13.4)-(13.5) é tal que

3,

Exemplo 4: [3] Considere o sistema definido em V = R’

b)) +x% ] 0 1
X3 — X1X4 + X4X5 0 0
x = x2X4—|—x1x5—x§ + | cos(x;—xs) [ur+ | 1 |u,
X5 0 0
I 3 | I R N
yio= hi(x)=x —xs,

Temos
Lg h1(x) = Lgyhi (x) = Lg, Lyhy (x) = Lg, Ly (x) =0,

L ha(x) = Lg,ho(x) =0,
szchl (x) = x3 — X1 X4 + X4X5,
Lyhy(x) = xs,
[LglLfchl(x) ngLfchl(x)] = [cos(x; —xs5) 1] #0,
Lo Liha(x) LyLih(x)] = [0 1] £0.
Escolhemos a origem xog = 0 € R> como ponto de trabalho. Assim, p; = p;(xo) = 3,

P2 = p2(x0) =2, a saida y = h(x) = (h1(x),h2(x)) admite grau relativo em xp, e a matriz

de desacoplamento é

A(x) =

| Lo Lyho(x) Lg,Lehy(x)

Lo L3hi(x) Ly, L3h (x) ] _ [cos(xl —xs) 1 ]
0 1

Como detA(xp) # 0, sabemos que existe uma vizinhanca aberta U C V =R de x em que

a realimentacao de estado estatica localmente regular em U dada por

u=—Ax)"lalx)+A(x)" v



para todo x € U, estd de fato bem definida, ou seja, A(x)~! existe para todo x € U, onde

v=(v1,12) € R? é a nova entrada e

L3h 0
a(x) = ]20 1) = , |
Além disso, tal realimentacao desacopla o sistema em malha-fechada (13.4)-(13.5), o

qual estd definido em U C V =R3. Por fim, a saida y = (y1,y2) = h(x) = (h1(x),ha(x)) de
(13.4)-(13.5) é tal que

3
A

I

13.2.2 O Problema de Rastreamento de Saida

Considere o sistema (13.1)—(13.2) com saida y = h(x). Dada uma saida de referéncia
desejada j(r) para a saida y(z), onde y: [0,00) — R™ é uma aplicagdo de classe C*,
queremos encontrar uma realimentacao u que force y(t) a rastrear assintoticamente a
saida desejada (1), ou seja,

lim e(z) = lim [y(r) — ¥(1)] = 0,

t—o0 t—o0

onde e(t) = y(t) —y(t) é o erro de rastreamento. Este problema ¢ denominado de
problema de rastreamento da saida y(r). Para resolver o problema de rastreamento,
vamos projetar uma realimentacao u que garanta que a dinamica do erro e(t) seja assin-
toticamente estavel.

Na sequéncia, restringiremos nosso estudo a classe de sistemas (13.1)—(13.2) que podem
ser desacoplados por realimentagao estatica regular da forma (13.3). Considere o sistema
(13.1)-(13.2) e assuma que, para todo x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é

igual ao seu nimero m de colunas. Seja Uy C V uma regiao de trabalho. Suponha que:
e A saida y = h(x) esté definida em Uy, é de classe C* e admite grau relativo em Up;

e A matriz de desacoplamento é nao singular em Uy, ou seja, detA(x) # 0, para todo

x e Up.

Derivando-se sucessivamente e;(t) = y;(t) — y;(t) com relacdo ao tempo, obtemos que
My =yP ) -3, i=1,...,m keN.
Fazendo k = p; e usando (13.7),teremos

elP) = yiP) _5lP) — a(x) +A(x)u — 3P,



com

yo = PPy
.)7<p> = (.)7(1p1)7)7§p2)7"';)71(’1fr’1))/7
P = (egpl),eng),...,e,(,f’”))'.

Note que a realimentacao de estado dependente do tempo
u=358(x,t) =Ax) " [—a(x)+5P +v], x€Uyt>0, (13.15)

onde v = (v1,...,v,) € R™é anova entrada, produz em malha-fechada a seguinte dinamica

linear para o erro de rastreamento:
elP) =y,

A lei de controle (13.15) é portanto uma realimentagao linearizante para a dinamica
do erro. Podemos entao construir uma realimentagao estabilizante v para a dinamica do

erro. Fixe i=1,...,m, e relembre que
EP[) =Vj.

Sejam A; = {AL, AL, ... ,A,’;i} o conjunto de polos desejados (no SPE!) para a dinamica do

ei(t) = yi(t) = 3i(t).

Assim, o polinémio caracteristico desejado em malha-fechada é dado por

mi(s) = (s = A)(s—A) - (s —Ap) =57 — Y ajs”.

Logo,

P _ Z a};egk) =0, (EDO linear homogéneal) (13.16)



a qual tem m;(s) = (s—A{)(s—AL) -+ (s — lléi) como polinémio caracteristico.
Portanto, a realimentacao de estado dependente do tempo a ser aplicada para o ras-

treamento da saida de referéncia desejada y(r) é

u=38(x1)=Ax)""[—alx)+3P (1) + Fe(x,1)], x€Uy t>0, (13.17)
N——

onde

f

0 0

0 Fm 0

0 0 Fy
E:[a6 all a;)FI]ERP’, l=1,,m

Exemplo 5: No Exemplo 4 da Secdo 13.2.1, estudamos o sistema definido em V = R?

X2 —|—X% 0 1
X3 — X1 X4 + X4X5 0 0
X = XoX4 + X1X5 —x% + | cos(x;—xs) |ur+ | 1 |un,
X5 0 0
x% i i 0 | |1
yi = hi(x)=x—uxs,

2 = hy(x)=xs.

Escolhemos xg = 0. Note que f(xg) =0, h(xg) =0, e que posto g(x) = [g1(x) g2(x)] =2,
para todo x € V = R>. Vimos anteriormente que detA(xy) # 0, p; =3, p» = 2. Com base
na demonstracao da suficiéncia do Teorema 1 e da Obs 1 da Secao 13.2.1, sabemos que
existe uma vizinhanca aberta Uy C V de xy tal que y = h(x) admite grau relativo em Uy e
detA(x) # 0, para todo x € Uy.

Seja 7 = (1,72): [0,00) — R? uma saida de referéncia desejada de classe C*. A reali-

mentagao de estado dependente do tempo em (13.15)
u=38(x,t) =AX) " [—a(x)+5P +v], x€Uyt>0,
assegura a seguinte dinamica linear para os erros de rastreamento

(3)

€1 =V,

(2)

€ =V,

com e (t) =y1(t) —y1(t), e2(t) = y2(t) —y2(2).



Logo, os ganhos de realimentagao aé,a%,aé,aé,a? € R nas realimentacoes estabilizantes

2 k 2 k k
—nwn =Y atle?) =Y al W) -5 1)),
k=0 k=0
2
= ¥ al [L5m (x) =30 (1)),
k=0

= ajlx1 — x5 — 31 (1)) + al fra — 51" (0)] + @b s — xrxg +xaxs — 57 ()],

1 2
m=px)=Y @6 =Y @ n -],
k=0 k=0
1
=Y @ [Lhha(x) — 55 (1)),
k=0

= af[xs — 52(t)] + aj[xs —yg )( 1))

sao escolhidos de modo que as raizes dos polinomios caracteristicos
2
5)=s>— ) apsk
k=0
1
5) =s* — Z azsk
k=0

estejam no SPE, pois as dinamicas malha-fechada dos erros sao dadas por
653) — aée(lz) — aie(ll) — a(l)el =0,

egz) — a%egl) — a(z)ez =0.

A realimentacao de estado dependente do tempo projetada

u = 8(x,1)=A0x)""[—alx) +7° +],
_(3)
- (1) (x,1)
= A(x) 1<_a(x)—|— ?ﬁz)(t) + ;z(x,t) D,erO,tz(),

soluciona o problema de rastreamento da saida de referéncia desejada ¥(t), onde

T (x,) = ablvy — x5 = 31 (1)) + al 2 = 51 (0)] + @by — xpxs s = 57 (1),
B(x,1) = adlxa — 52(1)] +a[xs — 35 (1)),

(XJ)?}/Z(XJ))/ € R

com v = (vi,vn) = (¥
A partir de (13.16), concluimos que se

i—1 i—2 1
P (0) = e P (0) = - =l (0) = €1(0) = 0.
entdo e;(t) = 0 para todo r > 0, ou seja,

yi(t) =3i(t), para todo >0 (rastreamento perfeito!),



mas desde que x(t) € Uy para t > 0.

Ressaltamos que as realimentagoes definidas acima forgam y(t) a rastrear assintoti-
camente y(z) desde que a solugao x(¢) do sistema em malha-fechada permaneca em Uy
para todo t > 0 (perceba que a realimentacao (13.15) podera apresentar singularidades
e que y; = hj(x) podera deixar de ter grau relativo p; constante se x(z) sair de Up). No
entanto, as hipdteses que fizemos até agora sobre o sistema (13.1)—(13.2) ndo garantem, a
principio, que isto realmente ocorrerd. Observe que nao hé problema caso Uy =V =R". O
proéximo resultado, o qual esta baseado nos argumentos acima, apresenta condigoes para
a solubilidade do problema de rastreamento de modo que x(¢) € Uy, para r > 0.

Teorema 3: Considere o sistema (13.1)—(13.2) com saida y = h(x) e assuma que, para
todo x € V, o posto da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas.

Seja Up C V uma regiao de trabalho. Suponha que a saida y = h(x) satisfaz:
o A saida y = h(x) estd definida em Uy, é de classe C* e admite grau relativo em Up;

e A matriz de desacoplamento é nao singular em Uy, ou seja, detA(x) # 0, para todo
x € Up;

e p=Y"1 pi=n

e A aplicacao z: Uy — R" definida por

20) = 6\ @A ), P ), (), (), ()

= (1 (x), Lyhy (x), ..., L5 Ry (30), (), L (%), L ()

(13.18)

é injetiva.
Aplique a realimentagao (13.17). Considere o conjunto aberto Z = z(Uy) C R" e defina

0= 01" s PO, O )]

Assuma que y(1) : [tp,0) — R™ é a saida de referéncia desejada de classe C* e tal que

20 =620, 5PV, 3@, 5wy, eze>o0. (13.19)
Seja
& =20—20

o erro inicial de rastreamento, onde zZp = z(0), e considere que existe H > 0 tal que
dist(z(t),0Z) £ inf ||z(t) — p|| > H, t >0,
pEIZ

onde dZ denota a fronteira de Z.
Entao, existe 6 > 0 tal que, se
&oll < 9,



entdo a soluc¢do x(r) do sistema em malha-fechada satisfaz x(t) € Uy para todo r > 0 e,
ainda,
lim [\ (1) — 5% (1)) =0, para todo 1 <i<m, 0<k<p;—1.

f—soo i
Em particular, para X(t) = z7'(Z(t)), temos que

lim [x(¢) — %(r)] = 0.

[—o0

Obs 5: Em muitos casos praticos, nao conheceremos Z, dZ, 6. Em tais situacoes,
devemos verificar por simulagao computacional o quao grande podera ser o erro de ras-
treamento inicial & = zg — Zp para que seja assegurada convergéncia assintética do erro
de rastreamento para zero. Ressaltamos que, se g = 0, ou seja, zg = Zp, entao y(r) = y(¢),
para todo t > 0 (rastreamento perfeito!). Na prética, no entanto, sempre teremos
g # 0 devido a erros/ruidos de medicao.

Obs 6: Quando Uy =V =R", temos convergéncia assintética global, ou seja,

lim [yl(k) (1) —ygk) (1)] =0, paratodo1<i<m,0<k<p;—1

s

independentemente do erro de rastreamento inicial &y =z0—2o. E, quandoZ=Uy=V =R"

e cada y‘ﬁ") (t),t >0, é limitada, entao a solugao x(¢), r > 0, do sistema em malha-fechada
¢ limitada e

lim [x(r) — %(r)] = 0

=30
para qualquer condicao inicial x(0) € R™.
Exemplo 6: A equacao de movimento de um robo de n graus de liberdade e com

atuacao em todas as juntas é da forma
M(q)§+C(q,9)+K(q) =u (13.20)

onde M(g) é a matriz de massa n X n, que é sempre simétrica e invertivel, C(q,q) € R" é o
vetor dos efeitos de Coriolis e atritos viscosos, K(g) € R" é o vetor dos efeitos de mola e
de gravidade, g € R" é o vetor de posi¢oes generalizadas, ¢ € R" é o vetor de velocidades
generalizadas, u € R" é o vetor de forcas generalizadas, e M,C,K sao de classe C*.

A equagao (13.20) pode ser rescrita como
%= f() + 800w, (13.21)

onde




Assuma que a cinematica direta do robo é dada por

onde h: W — R" é injetiva e com Jacobiano I'(q) = dh(gq)/dq invertivel para todo ¢
pertencente a um conjunto aberto W C R” (onde nao existem singularidades da cinematica
direta).

Neste caso, pela regra da cadeia,

dh
y aqq I'(q)q.

Vemos assim que a primeira derivada de todas as saidas y; = h;(x) é funcao apenas do

estado x e nao é influenciada pela entrada u. Derivando outra vez, obtemos

¥y =1W(9)¢+T(9)d.

Note que a componente ij da matriz I'(¢g) é dada por

Lij(q) = 5—(q),

dq;

e, portanto, a componente ij de IV (g) serd

RN
= dqi) = dqedq;

Logo, a i-ésima componente do vetor coluna I'! )( g é

Temos entao que

Como H; depende apenas de g, segue-se que

¥ =a(x) + A,

a(x) =TV (q)g—T(g)M ' (9)[C(q,9) +K(9)], A(x) =T(g)M ' (q).

detA(x) = (detI(q))(detM'(¢q)) #0, parax=(q,q) €W xR".

Assim, concluimos que:



Cada saida y; = h;(x) admite grau relativo W x R" com p; = 2;

A matriz de desacoplamento é invertivel em W x R" (o espago de estado é R" x R");

p=Xipi=2n

A aplica¢do z: W x R" — R" x R"” em (13.18) ¢ injetiva, ja que é dada por z(q,q) =
0 y1) = (h(g),T(@)9)-

Portanto, a realimentacao de estado dependente do tempo
u=358(x,t) =AX) —ax)+7H (1) +v], xeWxR", >0, (13.22)
lineariza a dinamica do erro da seguinte maneira

e? =y

Y

onde y: [0,00) — R" é a saida de referéncia desejada.

Agora, seja & € R? definido por
g=("VY, 1<i<n
A dinamica de & é governada pela equacao linear

& =A;&+ By, (13.23)

w[31) [}

Devemos entao determinar uma lei de controle estabilizante

onde

Vi = Figi'

Para isto, tomamos dois pélos de malha-fechada Al,A? (SPE), calculamos m;(s) = (s —
A (s—A2) =s* — (a}s+al), e escolhemos

Fi= [aé)v all]

Logo, a lei de controle estabilizante v possui a forma

v=FE,
onde
FF 0 0
0 B 0



Note que

onde

e=(

ego),egl),eéo),eg),...,e,(lo),egl]))':
w0 = o
= e
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13.3 Flatness

Nesta secao, faremos a conexao entre o problema de rastreamento de saida e o conceito
de flatness (ou platitude, que segundo o dicionario Houaiss é a propriedade de ser
plano). O conceito de flatness foi cunhado por Fliess e seus coautores em [1] a partir
dos resultados que apresentamos neste capitulo sobre linearizacao exata. Existem varias
maneiras equivalentes de enunciar a propriedade de flatness. O leitor interessado pode
consultar, por exemplo, [6]. Os livros [7] e [4] apresentam a nogao de flatness e suas
diversas aplicagoes em problemas de controle.

Definigao: Dizemos que um sistema da forma (13.1) é plano (ou flat) quando existe
um conjunto y = (y1,...,ym) de funcoes de classe C*, denominada de saida? plana (ou

saida flat), com as seguintes propriedades:

e Cada y; = hi(x), 1 <i<m, é funcio apenas® do estado x, ¢ o niimero de compo-
nentes m de y é igual ao niimero de componentes da entrada u = (uy,...,u;)

do sistema;

e O estado x pode ser determinado a partir de y e de um numero finito de suas

derivadas. Mais especificamente®, existe uma aplicacdo &7 de classe C= tal que

x=a/ (O yW, .y, (13.24)

onde y® 2 (4 ) para k > 0

e A entrada u pode ser determinada a partir de y e de um numero finito de suas

derivadas. Em outras palavras, existe uma aplicacao # de classe C tal que

u:,%’(y(o),y(l),...,y(‘s)). (13.25)

Isto significa que
x(t) = (30(0),5V(0),....3 (1))

é a trajetoria de (13.1) quando a aplicamos a entrada

u(t) = B0 ), 5V @),....700)), 1€0,0),

onde y: [0,00) — R™ é uma aplicagao arbitraria de classe C*.
Exemplo 1: Temos que o motor CC apresentado na Secao 13.1 é um sistema flat com

saida flat y = x1, pois o estado deste sistema é determinado por

x = (x1,x2) = (x1,%) = (1Y) = (1,9,

Essa nao é necessariamente a saida real do sistema (13.1).

Para simplificar a exposi¢ao, consideraremos que y; depende somente do estado x. Na verdade, o
conceito de flatness é muito mais geral, de modo que y; pode depender também da entrada u =
(u1,...,upm) e de suas derivadas até uma certa ordem finita.

Aqui, nao estamos sendo precisos porque a definicao de flatness é local, e as aplicagoes &7 e # acima
podem estar definidas apenas localmente, e nao globalmente.




e, como ¥ = —y—+u, a entrada é dada por
u=y+y=255).

Note que, neste caso, a saida flat coincide com a saida real do sistema.

Exemplo 2: [7] Considere o sistema

Xy = X,

Xy = —sin(xl)—x1+x3,
X3 = X4,

X4 = X1—Xx3-+u.

Temos que y = x; ¢ uma saida flat. De fato,

X1 = Y

x = &=y,

x3 = Xp+sin(xy)+x; =y® +sin(y) +y,
xy = x3=y3 4y cos(y)+yD),

u = xy—x;+x3=y% +y®cos(y) — (yV)2sin(y) +2y? +sin(y).
Exemplo 3: Um sistema linear da forma
X=Ax+Bu

é flat se e somente é controldvel (veja [1]).
Exemplo 4: Todo rob6 com n graus de liberdade e atuacio em todas as juntas é flat”.
De fato, vimos no Exemplo 6 da Secao 13.2.2 que a equacao de movimento de um robo

de n graus de liberdade ¢é da forma

M(q)§+C(q,q) +K(q) =u (13.26)

onde M(q) é a matriz de massa n X n, que é sempre simétrica e invertivel, C(g,q) € R" é o
vetor dos efeitos de Coriolis e atritos viscosos, K(g) € R" é o vetor dos efeitos de mola e
de gravidade, g € R" é o vetor de posi¢oes generalizadas, ¢ € R" é o vetor de velocidades
generalizadas, u € R" é o vetor de forcas generalizadas, e M,C,K sao de classe C*.

A equagao (13.26) pode ser rescrita como

x=f(x)+g(x)u, (13.27)

Para quem ja fez algum curso de robdtica, percebera que a nogao de flatness é andloga ao método do
torque calculado.

7



onde

_ q
0 = _yvgicap +x@) |
0
&) = _M‘l(q)]

Neste caso, fica claro que y = ¢ é uma saida flat, ja que

x=1(q,9) = (v,y),
u=M(q)G+C(q,q)+K(q) =M©y)i+C(y,y)+K().

(método do torque calculado!)

se escrevem em funcao de y,y, 7.

Veremos agora que o conceito de flatness permite solucionar de maneira simples e direta
o problema de controlabilidade de um sistema nao-linear. De fato, imagine que desejamos
levar o estado x(7) do sistema (13.1) de uma condicao inicial x(0) = xp em # =0 até uma
condicao final desejada x(T) =xr emt =T > 0. Para isto, devemos encontrar uma entrada
adequada u : [0,T] — R™. Tal problema de controle é denominado de planejamento de
trajetérias. Quando y = h(x) é uma saida flat de (13.1), a solu¢do do problema de
planejamento de trajetérias recai na construgao de uma aplicagao y: [0, 7] — R™ de classe

C™ que obedega as seguintes restri¢oes determinadas por (13.24):

(A) xo= (7O ), 3V (0),...570)|

t=0

(B) xr = (39(1), 7V (),....5V(1))

=T
Teorema: Assuma que o sistema (13.1) é flat. A aplicacao da entrada dada por
(13.25)
u(t) = 259 (2),5V(0),....59)), pararelo,T],

onde y: [0,T] — R™ é uma aplicagdo de classe C* que obedece as restrigoes (A) e (B)
anteriores 2, leva o sistema de xg em t =0 até xp em r = 7. Em particular, se um sistema
é flat, ele possui garantidamente uma propriedade de controlabilidade”.

Obs: Ressaltamos que apesar de a lei de controle acima resolver o problema de pla-
nejamento de trajetérias de maneira trivial, essa é uma solucao em malha-aberta. Uma
estratégia de controle em malha-fechada deve ser capaz de corrigir erros de condicao ini-

cial, de modelagem, de influéncia de perturbagcoes, etc.

8  Sempre podemos construir uma aplicacio y: [0,T] — R™ de classe C* que satisfaz tais restricdes por

interpolacao polinomial. Para maiores detalhes, veja [4, pp. 182-184].

9 Para definigdes e resultados de controlabilidade para sistemas nao-lineares, veja [5] e [4].



Note que, se y = h(x) é uma saida flat do sistema (13.1), entao (13.24) implica que ao
forgarmos y(t) a rastrear y(z), o estado x(¢) do sistema fica completamente determinado.
Desse modo, para sistemas flat, o problema de rastreamento da saida se confunde com o
problema de controlar o seu estado. Veremos agora que, quando a saida y = h(x) do sistema
(13.1) é flat, o problema de rastreamento de saida pode muitas vezes ser solucionado de
maneira relativamente simples e direta. Isto é ilustrado a seguir.

Exemplo 5: [7] No Exemplo 2 acima, mostramos que y = x| é uma saida flat para

o sistema
X1 = X,
Xy = —sin(xl)—x1+x3,
X3 = Xa,
X4 = X1—x3+U,
pois

X1 = )
x, = y

x3 = Y 4sin(y) +y,
xg = ¥y +yWeos(y)+y1,

u = yW4yPcos(y) — (3V)sin(y) + 2y + sin(y).

Para resolvermos o problema de rastreamento de saida, basta encontrarmos uma reali-
mentagao de estado u = §(x,w), onde w € R é a nova entrada, que linearize a dindmica de
y. A ideia é impor que (pois y# é a maior derivada de y que aparece na expressio de u
acima):

y=w.

E facil ver que realimentacao de estado

U= y(z) cos(y) — (y(l) )2 sin(y) + 2y(2) +sin(y) +w,

= [x3 —x1 —sin(xy)] cos(xy) — x5 sin(x; ) 4 2x3 — 2x; —sin(x;) +w,

-

— )=,
atinge o desejado, ou seja, assegura que y*) = w. Escolhendo
w= )7(4) +v,
onde y:[0,00) — R é a saida de referéncia desejada de classe C*, obtemos que a dinamica
do erro e = y—¥ ¢ linear e dada por

e =,

Logo, tudo o que nos resta fazer é determinar uma realimentacao estabilizante v como na
Secao 13.2.2 acima.

Escolhendo a realimentacao estabilizante v como

V= a3e(3) + aze(z) + ale(l) +ape



implica que

3)

e® — a3e( — aze(z) — ale(l) —ape =0,

e entao especificamos os ganhos as,as,a;,ap € R de modo que as raizes da equacao carac-
teristica do erro

n(s) = s —ays® —ars® —ais —ag

estejam no SPE (polos da dinamica do erro no SPE).
Portanto, a realimentacao estabilizante v projetada, rescrita em funcao do estado x e

do tempo ¢, é dada por

v=79(x,1) = aze® + are® + a1eV) + qge,
= a3V =5 (0)] + ary® =52 ()] + a1 [V =5 (1)) + aoly — 5(1)],
= az[xg — xpcos(xy) —x2 —y(S)(t)] + ap[xz —x; —sin(xp) —)7(2) (1)]+

+aifv =3 (0)] +aoba —5(0)],
pois encontramos anteriormente que

y =X,
W=,
y(z) =Xy =X3—X1] — sin(xl),

y(3) = x4 —y(l) cos(y) —y(l) = x4 — Xxpc08(x1) — xp.
Por fim, a realimentacao de estado dependente do tempo projetada

u = [x3 —x1 —sin(x)] cos(x; ) — x5 sin(xy) + 2x3 — 2x1 — sin(x) +w,
= [x3 —x1 —sin(x;)] cos(x1) — x5 sin(x;) + 2x3 — 2x1 — sin(x1 ) + 54 (1) + v,
=w
= [x3 —x1 —sin(x;)] cos(x;) — x3 sin(xy) + 2x3 — 2x1 —sin(x; ) + 3 (1) +
+ azlxg —xpcos(x1) —xz —)7(3) ()] + azfxz —x; —sin(xp) —)7(2) (1)]+

—|—(11[X2—)_7(1)(t)] +610[x1 —)7(1‘)],

soluciona o problema de rastreamento da saida de referéncia y(t).

13.4 O Problema de Linearizacdo Exata

Comecamos apresentando dois exemplos motivacionais.
Exemplo 1: Considere o seguinte sistema nao-linear, com vetor de estado x = (x1,x) €

R? ¢ entrada u € R, da forma

X = f(x,u)



e dado por

X o= x,

X = x4+ (1+x+3)u
A realimentacao de estado nao-linear

1 2
U= ————(—x7+v
1 -|-)C2 +x2( 1 )7
1 2
onde v € R é a nova entrada, permite cancelar perfeitamente as nao-linearidades, resul-

tando no seguinte sistema linear em malha-fechada

X1 = X,
Xy = W
Este sistema é da forma
X =Ax+ Bv,
onde
01 0
A= , B= .

Note que tal sistema linear é controlavel, pois posto(%) = posto([B AB]) =2. Em parti-
cular, podemos escolher uma realimentacao de estado da forma v = —Kx = —kjx; — kxxp
de modo a estabilizarmos a origem do sistema acima e, desse modo, concluimos que a

realimentacao de estado nao-linear resultante

1

2
U= ————(—x2 —kx; —koxa),
1+x%+x%( 1—kix1 —kox2)

aplicada ao sistema original x = f(x,u), assegura que a origem do sistema em malha-
fechada é globalmente assintoticamente estavel.

Exemplo 2: Considere o seguinte sistema nao-linear, com vetor de estado x = (x1,x2)" €
R? e entrada u € R, da forma

x= f(x,u)

e dado por
X2

(1—|—x%)’

: 2'(1'(% 2 '(% 2
X = + l—l—x — s+ 1+X uj.
2 (1 %)2 ( 1) (1 %)2 ( 1)

Observe que x| nao pode ser linearizado diretamente por uma realimentagao. Definimos
entdo a mudanca de coordenadas nao-linear ¢ : R?> — R? por z = (z1,22) = ¢ (x1,x2), onde
z1=x1 e22=x2/(1+x3). Note que a aplicacio ¢ possui inversa ¢ ~! : R? — R? definida por
x = (x1,x2) = ¢ (z1,22), onde x; = z1 e xp = 25(1 +z%). Portanto, ¢ é um difeomorfismo,



ou seja, ¢ ¢é de fato uma mudanca de coordenadas. Assim, aplicando a regra da cadeia,

teremos nas novas coordenadas Z que

9 9
He) = a—f ()x(r):a—f

Substituindo x(¢) = ¢ ~!(z(t)), obtemos

SOx(2), u(1)).
x(1)

1 0
J
z-z( (P(x)f(x,u)) _ o 1| S |
dx =@\ | s 5
(P () oo
com
X2
(1+x7)
f(xau) = 2)61)62 1x2
— 2+ (1+x) | —E+ (1+x])u
(1+7) (1+2)

Note que a equacao de estado acima ¢é da forma

z=g(z,u)

e corresponde a expressao do mesmo sistema nas novas coordenadas z. Fazendo os
calculos, vamos encontrar
21 = 22,
& = B+(1+)u
Escolhendo a realimentacao de estado nao-linear

1
u=08(z,v) = m(—zgﬂ),
1

onde v € R é a nova entrada, determinamos o sistema em malha-fechada

1 = 22,

Z = W
Este sistema é linear e da forma

2 =Az+ By,

onde

A=

01 0
, B= .
00 1
Vé-se que o sistema em malha-fechada, nas novas coordenadas z, é linear e

controlavel. Além disso, nas coordenadas originais x, a realimentacao de estado nao-

linear é dada por

x2
u=358(9(x),v) = 7y(x,v) ! (—(1 +i§)2 +v) .



Conclui-se entdo que uma mudanga de coordenadas nao-linear z = ¢(x) e uma re-

alimentacdo de estado nao-linear!®

u = ¥(x,v), permitem cancelar de maneira exata as
nao-linearidades do sistema e obter um sistema em malha-fechada que é linear e contro-
lavel.

Em particular, podemos escolher uma realimentacao de estado da forma v=—Kz =

—k121 — kyzp de modo a estabilizarmos a origem de
2 =Az+ By,

e, desse modo, como (z1,z2) = ¢ (x1,x2) com (0,0) = ¢(0,0), concluimos que a realimenta-

cao de estado nao-linear resultante

1 x% X I
U= — —k1z1 —kozo |,
1—|—x% (1+x%)2 121 — K222

1 x% X2
= — —kix1 —k ,
1—|—x%< (1+x%)2 e 21+x%>

aplicada ao sistema original X = f(x,u), assegura que a origem do sistema em malha-

fechada é globalmente assintoticamente estavel.

Os resultados dos exemplos acima dao origem ao seguinte problema:

Problema de Linearizacao Exata: Encontrar uma realimentacao de estado e uma
mudanga de coordenadas, tais que o sistema em malha-fechada, quando escrito nessas
novas coordenadas, seja um sistema linear controlavel.

Na préxima secao, veremos a conexao entre o problema de linearizacao exata, o pro-

blema de desacoplamento e o problema de estabilizacao de um ponto de equilibrio.

13.4.1 Linearizacao Exata, Desacoplamento e Estabilizacao

Para tratarmos mudancas de coordenadas nao-lineares de maneira precisa, precisa-
mos primeiramente apresentar um teorema fundamental de andlise matematica, denomi-
nado de Teorema da Fungao Inversa. Sejam W e Z abertos de R". Lembramos que uma
aplicacdo ¢ : W — ¢(W) = Z de classe C* que admite inversa y = ¢~ ' : Z = ¢~ 1(Z2) =W
de classe C* é denominada de difeomorfismo ou de mudanga de coordenadas local
em W.

Teorema da Funcao Inversa: Considere que F : W C R" — R" é uma aplicacao de
classe C*, onde W é um aberto em R”. Seja J(x) = dF (x)/dx € R™" a matriz Jacobiana
da aplicacdo F no ponto x € W. Seja xo € W e yo = F(x). Assuma que det (J(xo)) # 0
(ou, equivalentemente, posto(] (xo)) =n). Entao, existe uma vizinhanga aberta Uy, C R"
de xp e uma vizinhanca aberta V,, C R" de yo = F(xp) tais que a aplicacao ¢ : Uy, = Vy, =
¢ (Uy,) = F(Uy,) definida por z = ¢ (x) = F(x), para todo x € Uy,, é um difeomorfismo em

Uy, (dizemos entao que F é um difeomorfismo local em Uy, C W).

10 Ou, equivalentemente, u = y(¢ ! (z),v) = 8(z,v).



Ressaltamos que, no enunciado do teorema, dizer que ¢ é a mesma aplicacao que F
seria um abuso de linguagem. De fato, o dominio destas aplicagoes em geral nao coincidem
(nem o contradominio), pois na maioria dos casos Uy, é um subconjunto aberto préprio
de W e V), ¢ um subconjunto aberto préprio de R".

Obs 1: Suponha que uma aplicagao F : W C R" — R" de classe C™ ¢ tal que det (J(x)) #+
0, para todo x € W, onde W é um aberto. O Teorema da Fungao Inversa implica que F(W)
¢ um conjunto aberto em R”, mas nao assegura que F : W — F(W) ¢ um difeomorfismo
em W. No entanto, F : W — F(W) é um difeomorfismo em W se e somente se F é uma
aplicacao injetiva, ou seja, F(x) = F(y) = x =y, para quaisquer x,y € W.

Exemplo 3:[3] Considere a aplicacio F : R?> — R? dada por

z=(z1,22) = F(x1,x2) = (x1 +x2,sinx;)

para todo x = (x1,x2) € R?. Temos que

J(x):aa—i(x)zll ! ]

0 cos(x)

Como det (J (0)) =1 +#0, concluimos que existe uma vizinhanca aberta Uy, C R2 de xg=0
tal que z = F(x) é um difeomorfismo local em Uy,. Note que det (J(xi,x2)) =0 quando
xp =m/2+km.

Exemplo 4:[3] Considere a aplicacao F : W — R? dada por

<1
22

para todo x = (x1,x) € W = {x € R? | x; # —1}. Temos que W C R? é um aberto,

:F(x17x2>: = 1

X2 —

Fi(x1,x2) ] X

F>(x1,x2) P

1 0
w=w=| 1
(x1+ 1)2

e det(J(x)) =1 #0, para todo x = (x;,x) € W. Como F ¢ injetiva, concluimos que
F:W — F(W) é um difeomorfismo em W.

Vamos agora tratar o problema de linearizacao exata que foi enunciado de maneira
relativamente imprecisa no inicio deste capitulo.

Problema de Linearizaciao Exata: Seja xo € V um ponto de trabalho!'! do sistema
(13.1). Dizemos que o problema de linearizacao exata é localmente solivel em
Xo, se existir uma mudanca de coordenadas local z = ¢(x) e uma realimentacao de estado

localmente regular u = a(x) + B(x)v, ambas definidas em uma vizinhanga aberta U C V

L Novamente, aqui, xo nao é necessariamente a condicio inicial do sistema nem um ponto de equilibrio.



de xp, tais que, nas novas coordenadas z = ¢(x), o sistema em malha-fechada (13.4) se

expresse localmente em ¢ (U) por um sistema linear controlavel da forma
7 =Az+Bv. (13.28)

Do mesmo modo, seja Uy C V uma regiao de trabalho, ou seja, Uy é um aberto em R”".
Dizemos que o problema de linearizagao é localmente soltivel em Uy, se existir uma
mudanga de coordenadas local z= ¢(x) e uma realimentagao de estado localmente regular
u = a(x) + B(x)v, ambas definidas em Uy, tais que, nas novas coordenadas z = @(x), o
sistema em malha-fechada (13.4) se expresse localmente em ¢ (U) por (13.28).

Obs 2: Note que

¢

) o (5700+ SEeao)
99

5~ (3 x_¢_1(z):<g (9B )

Lema: Considere o sistema (13.1)—(13.2) e seja xgp € V. Assuma que a saida y = h(x) do

Y

x=¢~1(z)

x=0-1(2)

sistema admite grau relativo em uma vizinhanca aberta U C V de xy e que det (A(xo)) #0.
Seja p =Y, p; a soma dos graus relativos p; das saidas y; = h;(x). Considere a aplicagao
z:U — RP definida por'?

20) = 6\ @A ) P ), (), (1), (),

= (1 (%), Lyhy (x), ..., L2 Ry (), B (), L (%), L (), (13.29)

T | 1
— (Zlﬂzzv'"’Zplv"'7ZT’ZS17""Z%,,) c RP,

para x € U. Seja J(x) = dz(x)/dx a matriz Jacobiana de z no ponto x € U (note que J(x)
tem tamanho p x n). Entao, as p linhas de J(xp) s@o linearmente independentes ou, de
maneira equivalente, posto(] (xo)) = p (posto completo). Em particular, p =7, p; <n.

Uma demonstragao geométrica deste resultado pode ser encontrada em|[3].

Obs 2: Relembre que, pela Obs 1 da Segao 13.2.1, se y = h(x) admite grau relativo
em xg, entao existe uma vizinhanga aberta U de xq tal que y = h(x) admite grau relativo
em U. Além disso'3, se f(x9) =0 e h(xg) = 0, temos que a definicio de derivada de Lie
implica que Ll}hi(xo) =0, para todo 0 <k < p;, 1 <i<m. Logo, z(xp) =0 em (13.29) e
o(xp) =0 em (13.8).

Teorema 1: Considere o sistema (13.1) e assuma que, para todo x € V, o posto da
matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] ¢ igual ao seu nimero m de colunas. Seja xp € V um ponto
Ek) = L’}hi(x) depende apenas de x para 0 <k < p; — 1.

Note que assumir que f(xp) =0 é o mesmo que dizer que xy é um ponto de equilibrio de (13.1)-
(13.2) para u =0. Observe também que, sem perda de generalidade, sempre podemos assumir que

h(xp) = 0. De fato, se h(xg) # 0, entdo ao escolhermos como nova saida y :_B(x) = h(x) — h(xo), a qual
corresponde a uma translagdo da origem do espaco de saida, teremos que h(xp) =0 e Llj‘flh,' = L?”lh,',

12
13

Da definicao de grau relativo, temos que y

ngL;ihi = Lg_l.LVz,-, para k > 0. Assim, 7; = h;(x) admite grau relativo p; = p; em xo.



de trabalho. Entao, o problema de linearizacao exata é localmente soluvel em xy se e

somente se existir uma saida'® y = h(x) = (hy(x),...,hn(x)) (mcomponentes) tal que:

o A saida y = h(x) esta definida em uma vizinhanga aberta de xg, é de classe C* e

admite grau relativo em xo;

e A matriz de desacoplamento é nao singular em xgp, ou seja, det (A(xo)) #0;
e p=Yi"pi=n.

Prova: O fato de que tais condigbes sdo suficientes (<) é uma consequéncia do
resultado acima. De fato, com base na demonstracao da suficiéncia do Teorema 1 e
da Obs 1 da Secao 13.2.1, sabemos que existe uma vizinhanca aberta U C V de xq tal
que y = h(x) admite grau relativo em U e det(A(x)) # 0, para todo x € U. Pelo lema
anterior, temos que a matriz quadrada p x n=n x n dada por Z(xg) = dz(xg)/dx € R**"
tem determinante nao-nulo. Defina a aplicagdo ¢ : U — R" por z = @(x) = z(x) € R",
para todo x € U. Portanto, pelo Teorema da Fungao Inversa, z = ¢(x) = z(x) € R" é um
difeomorfismo local em alguma vizinhanga aberta Uy, C U de xp. Por construcao, temos
que, nas novas coordenadas z = ¢ (x) = z(x) € R, o sistema (13.1) com a saida y = h(x) é

descrito por:

1 = Zﬁ

z'é = zé

. . L oi=1,...,m. (13.30)
Zbifl - Z;)i

i = a0 (zn)) +A(97 (z.m))u

yi = 2 J

Logo, com a realimentacao desacoplante (13.8), que é uma realimentacao de estado
estética localmente regular em Uy, e nas coordenadas locais z = ¢ (x) = z(x) € R", o sistema
malha-fechada (13.4)—(13.5) se expressa localmente em V,, = ¢ (Uy,), onde zo9 = ¢ (xg) =

z(xp), por:

z"i = zé

H = 7

BRI = ()P =yP) =y i=1,...m (13.31)
Z;’i—l - leoi

Z;)i = Vi

i = &

14 Aqui, y = h(x) ndo precisa ser a saida real de (13.1).



Agora, note que, para cada 1 <i<m, (13.31) é um sistema linear controldvel da forma

2 = Az + By,

| 13.32)
yi = CiZla (
onde 7/ = (z’i,...,z;)i)’ € RPi é o estado, y; = z’i € R é a saida, e
(010 ... 0] [0 |
001 ...0 0
A= CB=|i| . Ga=[10 . 0] .
Ixp;
000 ...1 0
000 ...0 1
- = PiXpi L dpix1

Tal sistema linear é essencialmente a conexao em cascata de p; integradores, em que a

(0)

i

=y = z’i, obtendo-se
(Pi)

i

entrada v; e o estado 7' sao obtidos derivando-se p; vezes a saida y

sucessivamente ylgl) =)W =2, ..., yl(plfl) = (z))P~1) =7 até pararmos em y

(z’i)(p") = v;. Mostra-se que este sistema possui p; pélos em s =0 (ou, equivalentemente,
os autovalores de A; sdo todos nulos com multiplicidade p;).

Desse modo, mostramos que, nas coordenadas locais z = ¢(x) = z(x) € R” e com a
realimentagao de estado estética localmente regular (13.8), as quais sao definidas em uma
vizinhanca aberta Uy, de xp, o sistema em malha-fechada ¢ descrito pela forma canénica
de Brunowsky:

z=Az+B, (13.33)

onde z = (z1,22,...,22) = ((z1), (z%),...,(Z")) € R",

A 0 ... O By 0 ... O
0 A, ... O 0O B, ... O
o L B=| T
0 0 .. Aw] 0 0 ... By

Pode-se mostrar que a forma canonica de Brunowsky é controlavel, o que finaliza a de-
monstragao da suficiéncia (<) no teorema. Para uma prova da necessidade (=), con-
sulte!® [3].

Teorema 2: Considere o sistema (13.1) e assuma que, para todo x € V, o posto
da matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas. Seja Uy C V
uma regido de trabalho. Suponha que existe uma safdal® y = h(x) = (hy(x), ..., hn(x)) (m

componentes) tal que:

e A saida y = h(x) esté definida em Uy, é de classe C* e admite grau relativo em Up;

15 Em [3], h4 um critério de existéncia de y = h(x) através do célculo dos colchétes de Lie dos campos

de vetores f,g1,...,8m que definem (13.1).

16 Novamente, aqui, y = (x) ndo precisa ser a saida real de (13.1).



e A matriz de desacoplamento é nao singular em Up, ou seja, det (A (x)) # 0, para todo
x € Uy;

e p=Y",pi=n
e A aplicacdo z: Up — RP =R" em (13.29) ¢ injetiva.

Entao, o problema de linearizacao exata é localmente solivel em Uy através da mu-
danca de coordenadas local z: Uy — z(Up) e da realimentacao desacoplante (13.8). Mais
precisamente, a mudanga de coordenadas coordenadas local z: Uy — z(Up) e a realimen-
tagao (13.8) estao definidas em Uy, e sdo tais que, nas novas coordenadas z, o sistema em
malha-fechada (13.4) se expressa localmente em z(Up) pela forma canonica de Brunowsky
(13.33).

Prova: Este resultado é uma consequéncia do lema acima, da Obs 1 apds o Teorema
da Funcao Inversa, e da prova do Teorema 1 anterior.

Na sequéncia, vamos relacionar linearizagao exata com desacoplamento e com estabi-
lizacao de um ponto de equilibrio.

Para cada i = 1,...,m, a origem z' = 0 do sistema (13.32) pode ser estabilizada por
uma realimentacao de estado

vi =FzZ (13.34)

projetada como se segue. Seja A; = {A!, 2",...,7Lii} o conjunto de polos desejados em
malha-fechada (SPE). Assim,

mi(s) = (s = A) (s = A3) -~ (s = Ap)
¢é o polinomio caracteristico desejado em malha-fechada. Escreva

pi—1

s) = sPi — Zas

Prova-se que a realimentacao (matriz linha)

F, = [d} d| ...a;)i_l] SN
fornece!”
G(Ai—l—BiE') =A;= {A]l,)é,,l;)l}
Agrupando todas as realimentagoes estabilizantes (13.34), para i = 1,...,m, obtemos

y=Fz, (13.35)

17 Aqui, 6(A) denota o conjunto de autovalores da matriz quadrada A.



onde

F 0 0
0 F 0
0 O Fn

mxn

= (Z17Z27 o 7Zn)/ = ((Zl)lv (ZZ)/v RER (Zm)/)/ € R".
Agora, suponha que

= (ZI7Z27"'7ZVI) = Z(X),

,1 m*1
= (h1 (), Lyhy (x), . L2 B2, (), L () E (), (13.36)

-~ -~

:Zl =<

1 ~1 0 1 m—1
= 0170 @), PV @) (), ().
E claro que o procedimento descrito acima equivale a escolher

W = ()P =vi=Fd = Y dizh = ¥ ab Y,
k=0 k=0

que por sua vez implica que

NEST S ) i b
(le)(pi) _ Z a;{(zll)(k) :yip, _ Z ay;’ =0
k=0 k=0
¢ uma EDO linear homogénea com poélos estaveis lf,?Lz", . ,ﬂ,l’;i.

O préximo resultado, o qual segue dos argumentos acima e da demonstragao do Te-
orema 1, é uma condicao suficiente para a solucao do problema de desacoplamento com
estabilidade em malha-fechada.

Teorema 3: [3] A forma canonica de Brunowsky (13.33) (sistema linear com vetor
de estado z € R" e vetor de entrada v € R™) é desacoplada e zo =0 é um ponto de
equilibrio globalmente assintoticamente estavel de (13.33) com a realimentacao (13.35).
Em particular, se as hipéteses do Teorema 1 forem atendidas com f(xg) =0, h(xp) =0,

entao'8

Xo ¢ um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema
(13.1) com a realimentacao desacoplante (13.8) seguida da realimentagao estabilizante
(13.35)—(13.36).

Obs 3: No resultado acima, note que a realimentacao desacoplante (13.8) seguida
da realimentagao estabilizante (13.35)—(13.36) a ser aplicada na estabilizagao de xp nada
mais é do que a realimentacao (13.17) a ser aplicada para o rastreamento da saida y =0

a0 assumirmos que p = p1+---+ Py = n.

18 Aqui, como f(xp) =0, h(xg) = 0, temos que zp = z(xg) = 0 € R" é um ponto de equilibrio de (13.33)

para v=0. Veja a Obs 2 acima.



Exemplo 5: No Exemplo 4 da Secao 13.2.1, estudamos o sistema definido em V =R’

b)) —I—x% 0 1
X3 — X1X4 + X4X5 0 0
x = x2x4—|—x1x5—x§ + | cos(x;—xs) [ur+ | 1 |u,
X5 0 0
I 3 | I R N
yi = hi(x)=x —xs,

2 = hp(x) =x.

Escolhemos xp = 0. Note que f(xp) =0, h(xp) =0, e que posto g(x) = [g1(x) g2(x)] =2,
para todo x € V = R>. Vimos anteriormente que detA(xg) #0, py =3, p2 =2, e que a

realimentagao desacoplante (13.8) assegurou que

W o=
y§2) = V.

Temos que p = p; 4+ p2 = 5. Isto implica que

ZlaZ27 715) (Zl ZZ) = (Z%>Z57Z%’Z%7Z%)v

@) 007 @).98” 0,5 (),
hy(x),Lgh(x), L3h(x), hy(x), Lghy(x)),
X] — X5,X2,X3 — X[ X4 + X4X5 X4,X5 ),

SR

-~

=n(x) Z=nx)

= (
= 0}
= (
= (x

define uma mudanga de coordenadas local z = ¢ (x) = z(x) em torno de xyp com

7 =G =w,
W= ()@ =y,

—
~—

<

ou seja, nas novas coordenadas z = ¢(x) = z(x), o sistema em malha-fechada é dado pela

seguinte forma de canonica de Brunowsky:

01000 00
00100 00
) A O B, 0
= v=10 000 0 {z+]1 0{v
0 A 0 B
0 00O01 00
| 00 0 0 O | | 0 1 |

Além do mais, a realimentacao desacoplante u determinada no Exemplo 4 da Secao 13.2.1,
seguida a realimentagao estabilizante v em (13.35)—(13.36)

1 1 1

v z Fiz

[ V2 ] 7 ] Y

Fr 0
0 A

Fiyi(x) ]
Bp) |



estabiliza assintoticamente (localmente) a origem xy = 0 do sistema original acima.

A realimentacao de estado resultante

u = —Ax) lalx)+A(x)"y
= —A(x)lax)+AKx)Fz,
Fin(x)
B 1(x)
a(l)(xl —Xs) —|—a%x2 —I—a%(m — X1X4 + X4X5)

= —A@) lax)+Ax)! ,
()" () + ALx) e

= —A(x) la(x)+A(x)"!

esta definida apenas em uma vizinhanca aberta U C V =R de xg = 0, onde as matrizes
de ganho
Fi=[a) al dd]eR® F=[d} a}] € R?,

sao escolhidas de modo que as raizes dos polinomios caracteristicos

2 1
5) =5 — Z ask, m(s) = 57 — Z arsk
k=0 k=0

estejam no SPE. Note que a realimentacao u acima nada mais é do que a realimentacao
u determinada no Exemplo 5 da Secao 13.2.2 com y =0, conforme a Obs 3 anterior.
Relembramos, aqui, que a realimentacao de estado u acima de fato estabiliza a origem

xo = 0 do sistema em malha-fechada, pois, por construcao:

3
(zh)® =y§ l—vi =R = Zakzk Zak )W, com F =[a a} aj,
ka
2
(Z%)(z) = yé = vy =P = Z akzk Z aj( zl , com Fp = [a% a%],
k=0

ou seja,

Teorema 4: [3] Considere as hipéteses do Teorema 2 e que f(xo) =0, h(xo) = 0. Seja'?
20 =z(xp) =0 € R". Entao, xo é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente esta-
vel do sistema (13.1) com a realimentacao desacoplante (13.8) seguida da realimentacao
estabilizante (13.35)—(13.36), e

{x(0) € Uy | x(t) € Up para todo t >0} C Ra(xp),

onde Ra(xp) C R" é regiao de atracdo de xg. Em particular, se Uy =V = R", entao xq é
um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-
fechada.

19

Aqui, como f(xg) =0, h(xp) =0, temos que zo = z(xp) =0 € R" é um ponto de equilibrio de (13.33)
para v=0. Veja a Obs 2 acima.



Exemplo 6: Considere novamente um rob6 com n graus de liberdade e com atuagao
em todas as juntas. Pelo o que vimos anteriormente no Exemplo 6 da Secao 13.2.2, temos
que cada componente y; = ¢; da saida y = h(q) = ¢ (com W =R") admite grau relativo
em todo o espaco de estado R" x R" e que os mesmos sao todos iguais a dois, ou seja,
p1=---=p, =2. Além disso, a matriz de desacoplamento A(x) ¢ dada por A(x) =M~!(q),
pois I'(¢) = I. Em particular, concluimos pelo Teorema 2 que o problema de linearizagao
exata para o robo ¢ globalmente soluvel em todo o espago de estado R"” x R”, j& que a
dimensao do estado x = (gq,9) é 2n, p =Y., pi = 2n, posto (A(x)) = posto (g(x)) =n em
todos os pontos x € R* x R" e a aplicacao (identidade) z: R" x R" — R" x R" dada por
2(X) =x=(q1,41,---,qn:Gn) ¢ injetiva (e sobrejetiva: z(R" x R") = R" x R"). E importante
ressaltar que as coordenadas generalizadas ¢ nem sempre sao as coordenadas y = h(q) do

efetuador (veja o Exemplo 6 da Segdo 13.2.3).

13.4.2 Linearizacao Exata e Flatness

O teorema abaixo estabelece que todo sistema linearizavel por uma realimentagao de
estado estatica regular é flat. No entanto, a reciproca é falsa: existem sistemas flat que
nao sao linearizaveis por realimentacao estética regular da forma (13.3). E possivel provar

que todo sistema flat é linearizavel por uma realimentacao dinamica da forma

7= a(x,z,v) € RK,

u=p(xzv) eR",
onde v € R™ é nova entrada [1], [6]. O problema de mostrar que todo sistema que é
linearizavel por realimentacao dinamica é flat ainda é um problema aberto na Teoria de
Controle.

Teorema: Considere o sistema (13.1) e assuma que, para todo x € V, o posto da

matriz g(x) = [g1(x) ... gm(x)] é igual ao seu nimero m de colunas. Seja xg € V. Se o
problema de linearizagao exata ¢ localmente solivel em xg, entao (13.1) é flat.

Prova: De acordo com a demonstragao do Teorema 1, temos que a expressao de (13.1)

nas coordenadas locais (13.29)
z=0(x)= (y(lo),...,y&pl*l),...,y,(y(l)),...,yg,f’”il)) e R" (13.37)
e com a realimentacao desacoplante (13.8)
u=o(x)+Bx)v, (13.38)

as quais sao definidas em uma vizinhanca aberta U C V de xg, esta na forma canodnica de
Brunowsky (13.33) com (13.32). Em particular,

x=0""Q) =)=\, P 0y (13.39)



v= Py, (13.40)

Assim, x pode ser escrito como funcao de y e de suas derivadas até uma ordem finita
y=max{p; —1,...,pn—1}. E, a partir de (13.38)—(13.40), concluimos que

= (2)+B(A (2 =By, ),

onde 6 = max{pi,...,Pm}-



14 Método Direto de Lyapunov

Neste capitulo, estudaremos o Método Direto de Lyapunov, que estabelece condigoes sufi-
cientes para determinarmos o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema
nao-linear: estavel, assintoticamente estavel e globalmente assintoticamente estavel. Ao
contrario do Método Indireto de Lyapunov visto no Capitulo 11, que se baseia no sistema
linearizado (e tem a restricao de que todos os polos do sistema linearizado estejam fora
do eixo imagindrio), o Método Direto de Lyapunov leva em conta o sistema nao-linear
por completo através de funcoes que desempenham um papel semelhante a uma funcao
de energia.

Comecarmos este capitulo analisando como que a variacao da energia total do péndulo
simples ao longo das solucoes permite caracterizar o tipo de estabilidade da origem. Este
exemplo motivard a apresentagao do Método Direto de Lyapunov na sequéncia. Veremos
também como esse método ¢é aplicado no projeto de controladores.

Motivagao: Considere novamente a equagao de estado de um péndulo simples (nao-

controlado):
X = X2,

X = _& sin(xl) — —X,
m
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onde x; =0, x2 =0 e x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado. Relembre que (0,0) é um
ponto de equilibrio do péndulo. A energia total E(x) do péndulo no ponto x = (x1,x2),
com relagao ao referencial E(0) =0, é a soma da energia potencial com a energia cinética,
ou seja:

x 1 1
E(x) = / 1 gsin(’c)d’c—l— —x5 = §[1 —cos(x1)] + =43 > 0.
o ¢ 2 14 2

Entao, ao longo das solugoes x(¢) do sistema, temos que:

E(x(1)) = $[1 —cos( ()] + 3:3().

~ 100

Primeiramente, considere que k =0 (sem atrito). Entao:

% E(x(1) = Ssin(x1 (01 (1) +-x2(0) (),
_ %sin(xl ())xa(t) — % sin(x; (1)) (1),
=0.

ou seja,
E(x(t)) =E(x(0)) =c¢, para todot>0.



Isto significa que a energia total é conservada ao longo das solucoes do sistema. Logo,
para x(0) = 0, temos que x(f) = 0 para t > 0 e, assim, chegamos novamente a conclusao
de que (0,0) é um ponto de equilibrio estavel na auséncia de atrito.

Agora, considere que k > 0 (com atrito). Suponha que x;(0) # 0. Entao:

%E(x(t)) = %sin(xl(t)))h (1) +x2(2)%2(2),
= %sin(xl (1)xa(t) — %sin(ﬁq (1))x2(t) — %x%(t)v
= —%x%(t) <0, paratodot >0,

ou seja, E(x(f)) < E(x(t1)) sempre que t, > 1. Isto significa que a energia total é dissipada
ao longo das solugoes do sistema. Logo, se E(x(t)) tender para zero a medida que t — oo,
entao x(t) tendera para a origem quando t — oo e, consequentemente, concluiremos que
a origem ¢ assintoticamente estavel. Portanto, percebemos que a andlise da derivada de
E(x(t)) (energia total ao longo das solugoes do sistema) permite determinar o tipo de
estabilidade da origem. Em 1892, Lyapunov mostrou como determinar a estabilidade de
um ponto de equilibrio de um sistema através de fungoes que desempenham um papel
semelhante a uma fungao de energia. Isto é o que veremos na sequéncia.

De agora em diante, salvo mengao contréria, vamos considerar sistemas autonomos da

forma

i=f(x), (14.1)

onde x = (x1,...,x,) € D é o vetor de estado, D CR" é aberto e f = (f1,...,fn): D —>R" ¢
de classe C! (continuamente diferencidvel). Seja x¢ € D um ponto de equilibrio do sistema,
i.e. f(x¢) =0. Sem perda de generalidade, sempre podemos considerar que x¢ =0 pois,

fazendo a translagdo z = x —x¢ (mudanga de coordenadas), temos que

i=x=f(x) = fz+x°) 2 g(2), (14.2)

com g(0) = f(x°) =0, ou seja, z¥ =0 é um ponto de equilibrio de (14.2). Temos entao que
x¢ um ponto de equilibrio (assintoticamente) estével de (14.1) se e somente se z° =0 é um
ponto de equilibrio (assintoticamente) estavel de (14.2). Por simplicidade, de agora
em diante vamos sempre supor que a origem x° =0 é um ponto de equilibrio
de (14.1).

Seja V: D, — R uma fungao com V(0) =0, onde D, C R"” é um conjunto contendo a
origem x = 0. Considere W C D, com x =0 € W. Temos entao a seguinte classificacao da

funcao V:

1. V é definida positiva em W se V(x) > 0 para todo x € W com x # 0;

2. V é semidefinida positiva em W se V(x) > 0 para todo x € W,



3. V é definida negativa em W se V(x) < 0 para todo x € W com x # 0, ou seja, se
—V ¢ definida positiva em W;

4. V é semidefinida negativa em W se V(x) <0 para todo x € W, ou seja, se —V é

semidefinida positiva em W.

Agora, seja x* =0 um ponto de equilibrio de (14.1). Considere que V: D, — R é
uma funcao continuamente diferenciavel, onde D, C D é uma vizinhanca aberta de x* = 0.
Definimos a derivada V: D, — R de V (ao longo das solugoes de (14.1)) por

o'?V ! 8V
V(x) £ LV (x) = ax Z 3x x € D,
J

Note que V(0) =0 pois f(0) = 0. Pela regra da cadeia, temos que:

d

VW= GV000)| . xeD,

onde ¢(z,x) denota a solucao do sistema (14.1) no instante ¢ para a condigao inicial x em
to =0.

Teorema de Lyapunov (Método Direto de Lyapunov): Seja x¢ =0 um ponto de
equilibrio de (14.1). Considere que V: D, — R é uma fungao continuamente diferenciavel

com V(0) =0, onde D, C D é uma vizinhanga aberta de x* = 0. Temos que:

1. Se V é definida positiva em D, (i.e. V(x) > 0 para todo x € D, com x #0) e V
é semidefinida negativa em D, (i.e. V(x) <0 para todo x € Dy), entdo x° =0 é

estavel;

2. Se V é definida positiva em D, (i.e. V(x) > 0 para todo x € D, com x #0) e V ¢
definida negativa em D, (i.e. V(x) < 0 para todo x € Dy com x # 0), entdao x° =0

¢ (localmente) assintoticamente estavel.

Dizemos que V é uma funcao de Lyapunov para o sistema (14.1) quando V satisfaz as
condicoes de um dos 2 casos acima.
Ideia da demonstragao da estabilidade assintética: Seja x(0) # 0. Entao, pela

regra da cadeia,

d
dt
pois x¢ = 0 é ponto de equilibrio e, assim, x(¢) nunca poderd atingir x* = 0. Mas, V(x(t)) >

—V(x(t)) =V(x(t)) <0, para todot >0,
0,1 >0. Logo, V(x(t)) é uma funcao decrescente e limitada inferiormente por zero. Desse
modo, V(x(7)) < V(x(0)) e (veja a Proposicao do Lab 6):

lim V (x(¢)) =a > 0.

o0



Pode-se entao mostrar que, para x(0) préximo o suficiente de x* =0, o limite acima implica
que!

lim V (x(r)) = 0,

f—o0

que por sua vez assegura que (pois V(0) = 0):

lim x(¢) = 0.

t—o0

Exemplo 1: Voltamos ao péndulo simples sem atrito (e sem controle) visto no inicio

desta secao:

X1 =x2 = fi(x1,x2),
iy = —%sin(xl) = h(x1,x),

onde x = (x1,x) € D=R? e x* =0 é um ponto de equilibrio. Escolhemos (energia total):

1
[1—cos(x1)]+=x3, x€eR2

Vix) = 5

|00

Note que V: R?> = R é continuamente diferencidvel com V(0) =0 e que V é definida
positiva no conjunto aberto D, = {x € R? | — & < x; < 7}. Temos:

V(x)= %sin(xl)xl +xp3p = %sin(xl)xz — % sin(x)x, =0, xeR2.

Logo, como V é definida positiva e V é semidefinida negativa em D,, concluimos pelo
Teorema de Lyapunov que x¢ =0 é estavel.
No entanto, a origem nao ¢é assintoticamente estavel. De fato, para qualquer condigao

inicial x(0), temos que a solugao x(t) satisfaz

d

V(D) = V(1) =0, 120,

ou seja, V(x(r)) = V(x(0)) para t > 0. Assim, caso lim;_,.x(¢) = 0 para alguma condigao

inicial x(0) com x,(0) # 0, entao teriamos pela continuidade de V que

lim V (x(r)) = V(0) = 0

o0

o que contradiz V(x(t)) = V(x(0)) para todo ¢ > 0.

Exemplo 2: Agora, considere o péndulo simples com atrito (mas sem controle):

X1 =x2 = fi(x1,x2),

k
_)'Cz = —% Sil’l(.X]) — sz = f2<xlax2)’

1 Cuidado! Isto em geral ndo é verdade. Por exemplo, para f(t) = e sin(e*), temos que lim, .. f(¢) =0,

mas f(t) é ilimitada!



onde x = (x1,xp) €D = R?, k>0 e x* =0 é um ponto de equilibrio. Escolhemos (energia
total):

1
[1—cos(x1)]+=x3, x€R2

Vix) = 5

|00

Assim:

V(x)= %sin(xl)xl + X%y = %sin(xl)xz — % sin(x1)xy — Ex%,

Temos entdo que V: R? — R é continuamente diferenciavel com V(0) =0 e V é definida
positiva no aberto D, = {x € R? | — & < x; < 7}. No entanto, V é semidefinida negativa
em D,: V(x) =0 para x; = 0 e qualquer —7 < x; < . Portanto, o Teorema de Lyapunov
nos permite apenas concluir que x* = 0 é estdvel. Entretanto, sabemos que x* =0 é
assintoticamente estavel na presenca de atrito: a funcao da energia total escolhida nao
conseguiu mostrar esse fato.

Obs: Nao ha nenhum método sistematico para se encontrar funcoes de Lyapunov
para um sistema. No caso de sistemas elétricos e mecanicos, energia total do sistema
¢ a primeira escolha mais natural como funcao de Lyapunov. Mas, no caso geral, a
escolha se da por tentativa e erro. Pelo exemplo cima, percebemos que o Teorema de
Lyapunov fornece apenas condicoes suficientes de estabilidade. A origem x¢ = 0 pode
ainda ser estdvel ou assintoticamente estével apesar da fungao V (x) escolhida nao satisfazer
as condigoes do teorema. Em tal caso, devemos procurar por outra funcao V(x) mais
adequada ou utilizar outras técnicas de andlise de estabilidade.

Exemplo 3: Considere o sistema:

. 3
X1 = —X] — X2,

. 3
X2 = X1 — Xy,

onde x = (x1,x) €D = R? e x* =0 é um ponto de equilibrio. A linearizacio na origem é

32 1 o -1
1 =323 x:O_ 1o,

Logo, nada podemos concluir sobre a estabilidade da origem pelo Método Indireto de

dada por:

[\

A= = 1172::|:j

Lyapunov. Vamos mostrar que a origem é assintoticamente estdavel pelo Teorema de
Lyapunov (Método Direto de Lyapunov).
Escolhemos:
V(x)=x+x3, xeR?

(note que V: R? — R é continuamente diferencidavel com V(0) = 0). Logo:

V(x) = 2x151 4 2x0%0 = 2x1 (—x3 —x2) 4+ 222 (%1 —13) = —2(xf +23) <0, x € R?.



Desse modo, vemos que V é definida positiva e V é definida negativa em R?. Portanto, con-
cluimos pelo Teorema de Lyapunov que a origem ¢é assintoticamente estavel (mostraremos
mais adiante que a estabilidade assintética é na verdade global).

Proposicao (Estimativa da Regiao de Atracao): Seja x* =0 um ponto de equi-
librio de (14.1) com D = R". Considere que V: R” — R é uma fungdo continuamente

diferencigvel com V(0) =0, e que D, é uma vizinhanga aberta da origem x¢ = 0 tal que:

1. V é definida positiva em D, e V é definida negativa em D,, ou seja: V(x) >0 e
V(x) < 0, para todo x € D, com x # 0;

2. O conjunto

Q. ={xeR"|V(x) <c}
¢ limitado e esta contido em D,, onde ¢ > 0.

Entao, x¢ = 0 é assintoticamente estavel e
Q. C RA(O)

onde R4(0) é a regiao de atragdo do ponto de equilibrio x¢ = 0.

Exemplo 4: Considere o sistema:

%) = x1(xF +x3 —2) —4x 23,

Xy = 4x3x + 0 (0 +x3 - 2),
onde x = (x1,xp) € D= R? e x* =0 é um ponto de equilibrio. Escolhemos:
V(x)=x1+x3, xcR?
(note que V: R? — R é continuamente diferencidvel com V(0) = 0). Logo:
V(x) = 2x1%; + 2000 = 2(xF +x3) (6F +x3 —2), x € R%,

Desse modo, vemos que V é definida positiva e V é definida negativa em D, = {x € R2 | x% +
x% < 2}. Portanto, concluimos pelo Teorema de Lyapunov que a origem ¢ assintoticamente
estavel.

Além disso, para ¢ =2, temos que
Q.={xecR*|V(x)=x}+x <2}=D,

é limitado, pois ||x|| = \/W < /2 para todo x € Q. = D,. Logo, a proposicao anterior
determina que D, = {x € R? | x7 4+ x3 < 2} C R4(0) é uma estimativa da regido de atragio
da origem.

Teorema de Lyapunov (Estabilidade Assintética Global): Seja x¢ =0 um ponto
de equilibrio de (14.1) com D =R". Considere que V: R” — R é uma fungao continuamente

diferencidvel com V(0) =0 tal que:



e V ¢ definida positiva em R" e V é definida negativa em R, ou seja: V(x) >0 e
V(x) < 0, para todo x € R" com x # 0;

e V é radialmente ilimitada, ou seja:?

lim V(x) =oo.
[[x[| e
Entao, a origem x* =0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente esta-
vel.

Prova: Seja x(0) € R” uma condigao inicial arbitrdria com x(0) # 0. Tome ¢ =
V(x(0)) > 0. Portanto, existe r > 0 tal que, para qualquer x € R*, V(x) <c¢ = ||x|| <r.
Desse modo, Q. C B,(0), ou seja, Q. é um conjunto limitado. Logo, utilizando a proposi-
¢ao acima com D, = R" concluimos que x(0) € Q. C R4(0).

Exemplo 5: Considere o sistema:

. 3
X1 = —X] — X2,

Xy = X1 —x%.

No Exemplo 3, mostramos que V(x) = x3 +x3 = ||x||? é tal que V ¢ definida positiva e V
é definida negativa em R?. Como V é radialmente ilimitada, ou seja, lim e V(x) = o0,
concluimos que a origem x°* =0 ¢ um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel do sistema.

Exemplo 6 (Projeto de Controladores Estabilizantes): Considere o sistema:

X = —X? +X2¢(X1,X2),

Xy = l,tl(xl,xz) +u.

onde x = (x1,x2) € D =R? é o vetor de estado, u € R é o controle, e ¢, y: R?> = R sdo de
classe C! com ¢(0,0) = y(0,0) = 0. Note que x° = (0,0), u® =0 é um ponto de equilibrio

do sistema. O objetivo é projetar uma realimentacao de estado
u= OC(X 1 ,xz),

onde a: R?> = R é de classe C' com «(0,0) =0, de modo que x° = 0 seja um ponto de

equilibrio globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada:

X = —x] + 20 (x1,x2),

X = y(x1,x) + alx,x).

Escolhendo | :
V() =50 +3) =Sl xeR?

Temos que lim |y, V (x) = oo significa que: para todo ¢ > 0 existe r > 0 tal que, para qualquer x € R",
lx[| >r=V(x)>c.

2



temos que V: R? — R é continuamente diferencidvel com V(0) =0, V é definida positiva
em R? e V é radialmente ilimitada. Logo, devemos tentar encontrar u = a(x1,x;) de modo

a impor que V seja definida negativa em R?, ou seja:

V(x) = x1%] + X200 = x1 [—x? +x20 (x1,22)] +x2[W(x1,x2) + 1,

= —x] + X100 (x1, %) F 0w (x1,x0) +x20(x1,x2) <0, xF#O0.

A escolha de
u=0a(xg,x2) = —x2 —x19(x1,%2) — Y(x1,x2)

assegura que o: R> — R é de classe C! com a(0,0) =0 e que
V(x)=—xt—x3 <0, x#0,

ou seja, V é definida negativa para o sistema em malha-fechada.

Concluimos assim que a realimentacao de estado

u=ao(xp,x) =—x3—x10(x1,x2) — Y(xy,x2)

garante que a origem x° = 0 do sistema em malha-fechada é globalmente assintotica-

mente estavel.



15 Lab 10 — Controlador Antiwindup e Com-

pensacao de Nao-Linearidades Estaticas

Objetivos

Vamos inicialmente relembrar o efeito windup e o controlador antiwindup. Em seguida,
veremos como anular o efeito de certas nao-linearidades estaticas através de um com-
pensador nao-linear. Por fim, projetaremos um controlador PI com antiwindup e um
compensador de nao-linearidade estatica para controlar o modelo de um motor CC com

saturacao no atuador e zona morta.

15.1 Controlador Antiwindup

Em todo sistema de controle, o atuador apresenta saturacao devido a limitagoes fisicas.
Por exemplo, uma valvula satura quando esta completamente aberta ou fechada, e a saida
de um amp-op é limitada por valores maximos e minimos de tensao.

Considere um sistema realimentado através de um controlador PI e com saturacao no

atuador mostrado abaixo:

_________,_.] I u :
+
+ e ! He Hmin g Plant oy
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Figura 29 — Sistema realimentado com saturacao no atuador.

Suponha que uma referéncia do tipo degrau faz com que o sinal do atuador sature
em u(t) = Upgy. Assim, o integrador continuard a integrar (windup) o erro e(t), e o
sinal de controle u.(f) continuard a crescer. Com isso, a entrada u(t) da planta ficard
trancada em seu valor maximo u(t) = umqy, Ou seja, a planta estara efetivamente em
malha-aberta. Desse modo, o erro permanecerd grande até que a saida y(¢) da planta
exceda o valor da referéncia (i.e. sobressinal), quando entao o erro e(f) muda de sinal e
o efeito acumulativo do integrador é revertido (antiwindup). O aumento no sinal de
controle u.(t) em nada ajuda, pois a entrada da planta estd trancada em u(f) = tyqy.

No entanto, a amplitude de u.(t) pode se tornar relativamente grande se a saturacao do



atuador durar bastante tempo. Concluimos, assim, que serd preciso um erro negativo (i.e.
um sobressinal) considerdvel e uma resposta transitoria relativamente deteriorada para
produzir o erro antiwindup necessario para trazer o sinal de controle u.(t) de volta a
faixa linear do atuador (onde nao hé saturacao).

A solucao para esse problema é um controlador antiwindup, o qual “desliga” a
acao integral quando o atuador satura. Duas configuracoes antiwindup equivalentes sao
mostradas abaixo para um controlador PI: a de cima é para fins didaticos, pois é mais

simples de entender; e a debaixo é para fins praticos, pois é mais simples de implementar.
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Figura 30 — Controlador PI com antiwindup: (a) configuracao didética; (b) configuracao
prética (o Bloco Saturacao faz parte do Controlador!)

Nessas configuragoes, enquanto nao ha saturacao do atuador, o controlador an-
tiwindup funciona exatamente como o PI original. Mas, assim que o atuador satura,
a malha de realimentacao em torno do integrador se torna ativa, agindo para que a en-
trada ej(¢) do integrador seja relativamente pequena. Durante tal intervalo de tempo,
o integrador essencialmente se torna um compensador atraso de fase (estavel) de
primeira ordem. Para vermos isso, note que a configuracao pratica apresenta acima é

equivalente ao seguinte diagrama de blocos:
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Figura 31 — Controlador PI com antiwindup: diagrama de blocos equivalente.

A partir desse diagrama de blocos equivalente, é facil ver que

Ks+1/T; K./ T
s+K,/T; s+K, /T s
N——

atraso de fase

Ressaltamos que esta equacao sé é valida enquanto o atuador permanecer saturado em
u(t) = upmar. O ganho antiwindup K, > 0 deve ser grande o suficiente para que o con-
trolador antiwindup mantenha a entrada e;(¢) do integrador em valores relativamente
pequenos sob todas as condigoes do erro. Na prética, é comum tomar K, = 1/T; (a0 menos
como uma primeira escolha, procurando-se entao refinar o valor de K, por tentativa e erro
através de simulagoes).

O efeito do controlador antiwindup ¢ reduzir tanto o sobressinal quanto o esforgo
de controle num sistema realimentado. A implementacao da configuracao antiwindup é
uma necessidade pratica em aplicagoes com acao integral implementada no controlador.
A nao utilizacao desta técnica pode levar a uma deterioracao significativa no desempenho
do sistema em malha-fechada e, inclusive, a instabilidade (a saturagdo é um elemento
nao-linear)! Relembre que, quando ha saturagao, a planta fica efetivamente em
malha-aberta com uma entrada constante u(t) = 4y, € & agao integral do controlador
se comporta como um sistema (BIBO) instavel em malha-aberta tendo o erro
e(t) como entrada. O propdsito do controlador antiwindup é ativar uma malha de
realimentacao em torno do integrador quando h& saturagao, de modo que o controlador
resultante seja estével e o efeito acumulativo do integrador seja revertido (antiwindup)

mais rapidamente.



15.2 Compensacao de Nao-Linearidades Estaticas

Uma nao-linearidade estatica é um sistema que é nao-linear e estatico. Relembre que
um sistema é estatico (sem memdria) quando a saida z(f) do sistema no instante de
tempo ¢ s6 depende na entrada x(¢) do sistema no mesmo instante ¢, ou seja, a descri-
¢ao matemaética da relacao entrada-saida do sistema é dada algebricamente por (ndo hé
estado!)
2(1) = f(x(1)).

Nao-linearidades estaticas estao sempre presentes na pratica como, por exemplo, na sa-
turacao em atuadores, zona morta em motores, folgas (backlash) em sistemas mecanicos,
relé, histerese, etc. Estas e outras nao-linearidade estaticas serao vistas em mais detalhes
no Lab 11. Quando a funcao f: A C R — B C R acima é sobrejetiva, ou seja, para qual-
quer z € B existe x € A com z = f(x), entdo podemos anular o efeito da nao-linearidade
estatica através um compensador nao-linear que implementa uma funcao inversa pela

direita f~!: B— A de f, pois neste caso teremos

(fof @) =f(f"(2)=f(x)=2z, paratodozeB

Tal compensador é denominado de compensador de nao-linearidade estatica.

Isto é ilustrado abaixo:

t =
N uc(t) o] i) u(t) o 1w ue(t) uc(t)r Modelo y(h) o ]

Sinal de controle Compensador Nao-Linearidade Processo Scope
(inversa pela direita) Estatica

Figura 32 — Compensacao da nao-linearidade estatica z = f(x) com f: A — B sobreje-
tiva, onde: Planta = Nao-Linearidade Estatica + Processo, u.(t) é o sinal
de controle, u(t) é o sinal do atuador e u.(f) é a entrada efetiva no pro-
cesso. Aqui, assumimos que u.(t) € B, para todo t > 0. Importante: Quando
consideramos saturagao no atuador, entao: Planta = Bloco Saturagao + Nao-
Linearidade Estatica + Processo.

Ressaltamos que, quando f: A — B é sobrejetiva, poderao existir diversas inversas
pela direita de f, ou seja, f~!': B— A nao é necessariamente tnica. No entanto, se f for
bijetiva (sobrejetiva e injetiva), entdo f~! é tinica.

Exemplo 1: Considere a nao-linearidade estatica

z=f(x)=+vx, x>0,
onde z é a vazao de saida e x > 0 é a abertura de uma valvula. Note que f: [0,00) — [0,00)
é bijetiva. Logo, a funcdo inversa pela direita de f é a funcdo f~!: [0,00) — [0,00) definida

por



e o efeito da nao-linearidade estatica da véalvula por ser anulada por um compensador.
Verificacao: f(f~'(z)) = f(z%) = V/z2 = z, para todo z > 0.
Exemplo 2: A zona morta de um motor é uma nao-linearidade estatica que é descrita

pela funcao f: R — R definida por:

0, se |x| <o
z=f(x)=<¢ —0+x, sex>¥d
0—x, sex<o

Note que f: R — R é sobrejetiva. Logo, o efeito da zona morta pode ser anulado por um
compensador de nao-linearidade estatica. Neste caso, uma inversa pela direita de f é a

funcao f~': R — R definida por:

x:f_l(z): 0+z, sez>0
—8+z, sez<O0

Verificacdo: f(f~'(z)) =z, para todo z € R.

15.3 Procedimentos

1. Seja

o modelo linearizado de um tanque num certo ponto de equilibrio. Assuma que foi pro-
jetado um controlador PI com K =2 e 1/T; = 4. Suponha que a saturagao no atuador é
de +1. Para uma referéncia do tipo degrau, simule o sistema em malha-fechada com e
sem o controlador antiwindup, comparando e analisando os resultados obtidos. Escolha
r(t)=0.1,045,1,2, e K, =1, 4, 10, 20.

2. Considere que um motor CC é modelado por

Y _ 08
U(s) s+1°

G(s) =

onde u(t) é a tensao de entrada no motor e y(r) é a velocidade angular do eixo do motor.
Assuma que o motor apresenta uma zona morta de § =0.5V. Determine uma compensagao
para anular o efeito de tal nao-linearidade estatica. Simule o motor em malha-aberta com
e sem o compensador da zona morta, analisando os resultados obtidos. Escolha u(f) = 0.1
eu(t)=1.

3. No item anterior, projete um PI para que em malha-fechada sejam atendidos os
seguintes requisitos: (i) rastreamento de referéncia com rejeicao de perturbagao do tipo
degrau; (ii) sem sobressinal; e (iil) tyr(5%) = tya(5%)/2. Suponha que a saturagdo no
atuador é de £10V. Simule o motor em malha-fechada sem o controlador antiwindup e sem

a compensagao da zona morta, considerando que r(¢) =0.1, 1, 5, 10. Analise os resultados



obtidos. Note que, na auséncia da compensacao de zona morta, a saida em malha-fechada
apresenta um atraso no tempo quando r(t) = 0.1. Explique tal comportamento.

Agora, implemente o controlador antiwindup e a compensacao da zona morta, ana-
lisando e comparando os resultados obtidos. Escolha inicialmente K, = 1/T7, e entao
procure aprimorar o valor de K, por tentativa e erro através de simulagoes. Dica: no

controlador antiwindup, tome u,,,, = 10 —0.5 =9.5. Justifique esta escolha.



16 Lab 11 — Oscilacoes Periddicas em Malha-
Fechada pelo Método da Funcao Descri-

tiva

Objetivos

Veremos como determinar a provavel existéncia de oscilagoes periédicas na entrada de
uma nao-linearidade estatica de um sistema realimentado. Isto sera realizado com base no
método da funcao descritiva. Compararemos as previsoes fornecidas pelo método da fun-
¢ao descritiva com os resultados de simulacao, considerando as seguintes nao-linearidades

estaticas: relé, saturacao e zona morta.

16.1 Método da Funcdo Descritiva

Considere o sistema realimentado abaixo, onde r(f) = A é uma referéncia do tipo degrau
de amplitude A, z = f(x) é uma nao-linearidade estatica e G(s) é a fungao de transferéncia

de um sistema linear.

F o SN v INE VL CONIN o y() T

r(t) =A Nao-Linearidade Sistema Linear Scope
Estatica

Figura 33 — Sistema linear G(s) realimentado com a nao-linearidade estatica z = f(x).

Assumimos que:
1. A nao-linearidade estatica é descrita por z = f(x);

2. A entrada x(r) da nao-linearidade estética é senoidal:

x(t) =asin(wt), com a >0, ® > 0;

3. A nao-linearidade estatica é uma fungao impar, ou seja, f(x) = —f(—x) (rebatimento

diagonal do grafico);



4. A fungao de transferéncia G(s) é racional, estritamente prépria (mais polos do que
zeros) e com todos os polos no SPE, exceto por um possivel pdlo simples (sem
multiplicidade) em s = 0. Além disso, assumimos que G(s) tem um comportamento
passa-baixas com

G(jk®) =0, k=2,34,...;
5. r(t) =0 (A=0).

Pelas duas primeiras hipdteses, temos que z(f) = f(x(¢)) é uma fungao periédica no

tempo com frequéncia fundamental @, e sua série de Fourier é dada por

z(t) = f(x(t)) = ao+ i aycos(kwt) + by sin(kwt),

k=1
onde
/2
:—/ t, comT =21/0,
T/2
T/2 T/2
/ )cos(kwt)d / ) sin(kot)dt.
T T/z T T/2

A terceira hipétese implica que: (i) ax =0, para k > 0; e (ii) by = %fOT/zz(t) sin(kwt)dt,
para k > 1. Portanto,

Z2(t) = f(x(r)) = i by sin(kt).

k=1
Consequentemente,

=Y bi|G(jko)|sin (kot + LG( jkw)).
k=1

Decorre entao da quarta hipotese que
y(t) 2 bi|G(jo)|sin (0t + £G(jo)).

No entanto, x(f) = —y(r) pela quinta hipétese. Relembre que y=|y|e/? € C, e/(@+6) —
cos(@t + 0) + jsin(wr + ). Logo:

0=x(t) +y(t) = asin(wr) + b |G(jo)|sin (0t + LG(jw)),
= ae’® +bG(jo)e’® = [a+b1G(j)]e/™ =0.

Concluimos entao que (equagao do balango harménico):

1 +%(a)G(jo) =0,

onde (mudando a varidvel de integragao de t para 6 = @t em by)

by 2 (7 . .
Y(a) = Z = anlo f(asin@)sin0dO € R, a>0.



é chamada funcao descritiva da nao-linearidade estética z = f(x).

A equacao do balanco harmonico
1+¥(a)G(jo)=0

é uma condigao necessdria (mas nao suficiente!) para que a entrada x(t) = asin(@t) da
nao-linearidade estatica apresente uma oscilacao periddica de frequéncia @ > 0 e amplitude
a >0 quando r(t) =A=0.

O método da funcao descritiva estabelece entao que (mesmo quando r(t) =A = 0):

1. Se a equag@o do balango harmoénico possui uma solugao (ay, @), entao é provavel
que x(t) oscile periodicamente com amplitude proxima de a; > 0 e frequéncia préxima
de wy > 0. Havendo mais de uma solucao, a amplitude e frequéncia de oscilagao que
esperamos (i.e. ndo temos como garantir!) que x(¢) apresente poderéd depender da
condigao inicial;

2. Se a equagao do balango harmonico nao possui solugao, entao é provavel que x(z)

nao apresente oscilagoes periddicas.

Obs 1: Note que a equacao do balanco harmonico é equivalente a

1
G(jo)= "9

Logo, podemos resolver a equacao do balanco harmonico graficamente: basta tracarmos
o diagrama de Nyquist de G(jw) para @ >0 e o grafico de —1/%¥(a) € R para a > 0.
As intersecoes destes 2 graficos no plano complexo correspondem a solucoes da equacao
do balango harmonico. Nao havendo nenhuma intersegao, entao é provavel que x(¢) nao
apresente oscilagoes periddicas.

Obs 2: Como ¥(a) é real para todo a > 0, temos que a equagao do balango harmonico

é equivalente as 2 equagoes reais
14+ ¥(a)Re[G(jw)] =0,
Im[G(jow)] =0.

Desse modo, a principio poderemos resolver a equacao do balango harmoénico analiti-
camente quando G(s) é de ordem relativamente baixa. Resolvemos a segunda equagao
acima para @ > 0, encontrando assim as possiveis frequéncias de oscilacao @ > 0. Em
seguida, substituimos na primeira equacao acima cada @ obtido, e entao resolvemos para
a > 0. Desse modo, concluimos que: (i) as possiveis frequéncias de oscilagao ® > 0 sé
dependem de G(s), ou seja, as mesmas independem da nao-linearidade estatica z = f(x);
e (ii) as possiveis amplitudes de oscilagao a > 0 dependem de z = f(x) e de G(s).

Obs 3: As equagoes
14+ ¥ (a)Re[G(jw)] =0,
Im[G(jw)] =0,



também nos permitem resolver graficamente a equacao do balan¢co harmonico. Primei-
ramente, determine o diagrama de Nyquist de G(jw) para @ > 0, e encontre as possiveis
frequéncias @ > 0 em que o diagrama cruza o eixo horizontal, ou seja, Im [G( ja))} = 0.
Em seguida, determine Re [G( ja))} para tais frequéncias @ através do diagrama de Ny-
quist. Agora, calcule ¥(a) = —1/Re[G(jw)]. Por fim, determine pelo gréfico de ¥(a) os
possiveis valores a > 0 em que ¥(a) = —1/Re[G(jo)].

Obs 4: O resultados anteriores para o sistema realimentado da Figura acima podem

ser generalizados para a estrutura de controle dada abaixo:

W oo O [ e |00 T v ]

rt)=A Controlador Nao-Linearidade Estatica Processo Scope
do Atuador ou Processo

Figura 34 — Sistema realimentado com controlador C(s), nao-linearidade estatica z = f(x)
do atuador ou processo, e processo modelado pela funcao de transferéncia

Gp(s)-

Ao tomarmos G(s) = C(s)Gp(s), o método da funcao descritiva estabelece que (para
r(t) =A=0):

1. Se a equacao do balanco harmonico
1+%(a)G(jo) =1+¥(a)C(j0)G)(jo) =0

possui uma solugao (as, @y), entao é provavel que a entrada x(¢) da nao-linearidade
estatica oscile periodicamente com amplitude préxima de a; > 0 e frequéncia pro-
xima de @y > 0, podendo assim gerar desgastes no atuador e/ou no processo. Ha-
vendo mais de uma solugao para a equacao do balango harmonico, a amplitude e
frequéncia de oscilagdo que esperamos (i.e. ndo temos como garantir!) que x(r)
apresente podera depender da condigao inicial. Em particular, se (ay, @) é uma so-
lucao da equagao do balanco harmonico, entao é razoavel esperarmos que a saida
y(t) (do processo!) oscile periodicamente com frequéncia préxima de @y > 0 e ampli-
tude proxima de a;W(ay)|G(jws)|, podendo assim gerar desgastes no processo e/ou

comprometer o desempenho;

2. Quando nao hé solugao para a equacao do balango harmonico, entao é provavel que
x() (assim como y(t)) nao apresente oscilagoes periddicas. Desse modo, em situagoes
praticas, a ideia é projetar o controlador C(s) da modo a atender as especifica¢oes
desejadas e assegurar que a equacao do balango harmonico nao tenha solugao. Em

geral, primeiramente projetamos o controlador C(s) através de técnicas lineares para



atender aos requisitos de desempenho desejados, desconsiderando a nao-linearidade
estatica. Em seguida, alteramos os parametros/estrutura de C(s) para que a equagao
do balanco harmoénico

1+¥(a)C(j0)G(jo) =0

a qual leva em conta a nao-linearidade estatica z = f(x) através da sua funcao

descritiva W(a), nao tenho solugao.

16.2 Determinacao da Funcao Descritiva

Exemplo 1: Considere que a nao-linearidade estatica é um relé:

—M, sex<0
z=f(x)=<¢ 0, sex=20
M, sex>0

Assim, a funcao descritiva é dada por:

2 (7 2 (7
‘P(a):—/ f(asin@)sinOdG:—/ Msin0do,
ar Jo arw Jjo

= —%;I[cos(n) —cos(0)],

_4M
am’
Exemplo 2: Considere que a nao-linearidade estatica é a funcao saturacao:
x, se x| <A
z2=f(x)=
A, selx|>A

Pode-se mostrar que a fungao descritiva é dada por:
2 T
W(a) = = / F(asin)sin 046,
am Jjo
1, se0<a<A

% [Sinl(A/a)—i—% 1—(A/a)21 <I, sea>A

Exemplo 3: Considere que a nao-linearidade estatica é a zona morta:

0, se |x| <o
z=f(x)=¢ —8+x, sex>&
0—x, sex<o

Pode-se mostrar que a fungao descritiva é dada por:

2 T
Y(a)= E/o f(asin0)sin0de,

0, se0<a<é

1—%[sin‘1(5/a)+g 1—(6/a)?| <1, sea>¥d



16.3 Exemplo

Considere

G(s) = .

s(s+1)(s+2)

com as seguintes nao-linearidades estaticas: relé com M =1, e saturacao com A = 1.
Temos que

1

Gl®) = olerD(o+2)’
Jjo)(—jo+1)(—jo+2) 1

Sjo)(—jo+)(—jo+2) " jo(jo+1)(jo+2)’
—j@)(—jo+1)(—jo+2)

0? (@2 +1)(w? +4)
 —jjo+1)(—jo+2)
T o(0r+1)(0?+4)

30— j(2— 0?)

oot +50%+4)

J
_(

(
_

Y

Resolvendo a equagao do balango harmonico com @ > 0 (veja a Obs 2):

m(G(jo) =0= -2-0*)=0=|o=V2

3w
O(O*+50%+4) | ,_ /3

14+ ¥(a)Re(G(jm)) lomyz =0=1+¥(a)

=|¥(a)=6|

2
3x
modo, esperamos (i.e. ndo temos como garantir) que a entrada x(¢) da nao-linearidade

Desse

4
e Para o relé com M =1 (veja o Exemplo 1): ¥(a) = P 6=|a
a

estética oscile com uma frequéncia préxima de @ = V2 = l.41rad/s e uma amplitude
préxima de a = % =0.21.

e Para a saturagdo com A =1 (veja o Exemplo 2): ¥(a) <1, para todo a > 0.
Portanto, nao ha solugdo para ¥(a) = 6 e, assim, esperamos que x(f) nao apresente

oscilacoes periddicas.

16.4 Procedimentos

1. Para o exemplo da sec¢ao anterior, simule G(s) em malha-fechada com o relé e também
com a saturacao (separadamente), considerando que r(t) =0.5, 1, 2, 5. Verifique se x(t)
oscila ou nao periodicamente de acordo com a previsao fornecida pelo método da funcao
descritiva.
2. Com base no método da funcao descritiva, investigue a provavel existéncia de
oscilagoes periddicas em x(t) considerando
—s
= Trossts



e que as nao-linearidades estaticas sdo: a saturacao com A= 1, e a zona morta com 0 = 1.
Simule G(s) em malha-fechada com estas ndo-linearidades estaticas (separadamente) para
r(t) =0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 1, 3, 3.5. Verifique se x(¢) oscila ou nao periodicamente de
acordo com a previsao fornecida pelo método da funcao descritiva. Resposta: @ =2 2.83 =
2v/2 e ¥(a) = 0.8 (pelo diagrama de Nyquist); a = 1.455 para a saturacdo, e a = 6.34 para

a zona morta (pelo grafico de ¥(a)).



17 Lab 12 — Introducdo aos Sistemas Dina-

micos Quanticos

Objetivos

Faremos uma breve introducao aos sistemas dinamicos quanticos em dimensao finita. Pri-
meiramente, vamos revisar certos resultados de Algebra Linear, para entao apresentarmos
os principais postulados da mecanica quantica em dimensao finita. Em seguida, veremos
como analisar matematicamente particulas de spin-1/2. Por fim, ilustraremos alguns dos

principais aspectos de sistemas quanticos tomando como exemplo particulas de spin-1/2.

17.1 Revisao de Algebra Linear em C"
Sejam

W:(le"'7ln’/n)/€©n7
¢:(¢17”'7¢H)/€Cn7

onde y1,01,...,¥,, ¢, € C. Entao:
Norma: [y = /[y1[*+---+|yu> > 0.

Vetor unitario: quando ||y = 1.
Produto interno: (y,¢) =vy{¢1+ -+ vy, ¢, € C.
Vetores ortogonais: quando (y,¢) =0.

Conjunto ortonormal: Um conjunto § C C" é ortonormal quando: (i) cada vetor
de S é unitério (||y]| = 1); e (ii) vetores distintos de S s@o ortogonais ({(y,¢) =0).

Seja Q = (gij) € C'"" uma matriz quadrada complexa de ordem n. Entao:

Matriz transposta conjugada: Qf = (q%)-

Matriz hermitiana: quando Q = Q\J’.

Matriz unitaria: quando @LQ =1, ou seja, QT = Q‘l.

Propriedades:

1. Suponha que Q é uma matriz hermitiana. Temos que os autovalores de Q sao reais
e, se ¥ e ¢ sao autovetores de Q associados a autovalores distintos, entao (y, ¢) =0.

Além disso, C" possui uma base ortonormal B = {vy,...,v,} formada por autovetores

de Q Em particular, todo vetor y € C" pode ser escrito como

y=avi+--+ayw,, coma =,y eC,i=1,...,n



e [yl = Vlai?++lan|*

2. Se O ¢ um matriz unitéria, entdo ||Qy| = ||| (preservacao da norma)

17.2 Postulados da Mecanica Quantica

Observavel: grandeza fisica que pode ser medida por um experimento no qual os resul-

tados possiveis sao numeros reais como, por exemplo, posi¢ao, velocidade e spin de uma

particula.

1.

Todo vetor unitario y € C" representa um estado possivel do sistema quantico. Se
k € C é unitério (|k| = 1), entdo ky e y representam o mesmo estado do sistema.
Além disso, todo estado possivel do sistema é representado por um vetor unitario

v € C" e por seus miiltiplos unitarios, e somente por eles;

O espaco de estado de um sistema composto por dois subsistemas é C" @ C" = C™

(produto tensorial);

. A cada observavel Q (com um numero finito de resultados possiveis) esta associado

uma matriz hermitiana Q € C<" (Q = QT) Quando o sistema estd no estado cor-
respondente ao vetor unitario y € C", entao o valor esperado de Q, no sentido usual
de probabilidade, é dado por (y, Ql//> e R;

As medigoes possiveis de um observavel Q sao os autovalores (reais) de Q Se
o resultado de Q é a (real), entdo imediatamente apés a medigdo o estado do
sistema correspondera ao autovetor unitario Yy € C* de Q associado ao autovalor
o (colapso do estado). Quando o sistema estd no estado unitario y € C", entao
a probabilidade de medirmos o valor o é dada por [(we, W)|> €R (e, se de fato

medirmos o, teremos o colapso do estado imediatamente apés a medigao: Y ~~ Yy );

Caso o sistema esteja isolado e nao seja perturbado por nenhum experimento,

a dinamica do estado do sistema é determinada pela equacao de Schrodinger

() = Ay

onde h = h/2m, h é a constante de Planck e H é o observavel correspondente a

energia total do sistema (Hamiltoniano).

Conseqiiéncias:

e Técnicas de controle por realimentagao nao podem ser aplicadas diretamente;

e Controle em malha-aberta;



e Controle em malha-fechada pode ser realizado considerando o efeito das medicoes
no sistema: o sistema em malha-fechada é modelado por equacoes diferenciais es-
tocasticas no caso de tempo continuo, e por equacoes a diferencgas estocasticas no

caso de tempo discreto (cadeias de Markov).

17.3  Particulas de Spin-1/2

Descricao:
e Exemplos de particulas de spin-1/2: elétron, préton;
e Medigoes possiveis: +1/2;
e Espaco de estado: C?;

©2\0 -1
na direcao z);

~ 1({1 O
o S, =— ( ) (matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin

e y. =(1 0),y_=(0 1)": base ortonormal;
e V., y_ sao autovetores de §Z:

~ 1
Sy =+5V

~ 1
Sy =——vy_;
Y 2‘/’

e Estado unitdrio geral (spinor): v = oy, +Bw_ € C?, onde

a=(y;,y) €C,
B=(y_,y)€C,
laP+1BP=1 (=)

e o, € C:. amplitudes de probabilidade;

o |a|>=|{y,,y)[* probabilidade de medirmos +1/2 quando o sistema est4 no estado
y. Se de fato medirmos +1/2, entdo teremos o colapso do estado imediatamente

apos a medicao: Y ~~ Yy ;

o B> ={w_,w)|*> =1—|a|*>: probabilidade de medirmos —1/2 quando o sistema
estd no estado y. Se de fato medirmos —1/2, entao teremos o colapso do estado

imediatamente apds a medi¢ao: Y ~» y_.

Importancia:



Qubit (quantum bit): andlogo quantico do bit usual da teoria de computacdo

classica;

e Particulas de spin-1/2: modelo de qubit (informacao). O estado quantico y_
corresponde ao bit classico 0, e W4 ao bit classico 1. No entanto, a superposigao
Vv = ay, + By_ pode assumir um ndmero infinito de estado quanticos e nao ha

uma correspondéncia direta com bits classicos!;

e Teoria da computagdo quantica e da informacgao quantica: computadores quanti-
cos processando algoritmos quanticos sao mais eficientes computacionalmente que

computadores classicos;

e IBM: implementou a primeira plataforma de computacao quantica, a qual utiliza

um processador quantico de 5 qubits = http://www.research.ibm.com/quantum.
Duas particulas de spin-1/2 (2 qubits):
e Espaco de estado: C?® C? = C*;

e Estado unitdrio geral: v = a[y ]+ By ]+ y[v_.]+8[wy__] € C* onde

o= (v, ¥)€C, B=(y,i_,y)eC,
Y=(y—,¥) €C, §=(yi,y)€C,
@ +[BP+ Y +[67 =1 (=l

e |a|?: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira particula e +1/2 para a
segunda particula;

e |B|>: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira particula e —1/2 para a

segunda particula;

e |y|?>: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira particula e +1/2 para a

segunda particula;

e |5]>: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira particula e —1/2 para a

segunda particula.

17.4 llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Considere uma particula de spin-1/2. Vimos na segao anterior que

s_1f1 o0
200 -1


http://www.research.ibm.com/quantum

¢ a matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin na direcao z, e que

todo spinor pode ser escrito como

v=ay,+py_.

Agora, considere a matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin na

s_1fo1
2l1 0 )

= (V2 1V2), wP =2 —1V2),

direcao x:
Temos entao que

¢ uma base ortonormal de autovetores de S:

e w1l = 1
Sl =+ ulY, Syt = —Jyh

=

Desse modo, todo spinor pode ser escrito como (mudanga de base ortonormal)

t/f=m//++ﬁt/f—=<%) v +< \%ﬁ)w_ :

= B
onde:

a=(y.,y)eC, B=(y_,y)eC,

o=y yec, =" yec

@+ (B> =[al* + B =1 (=lwl)
Assim:

e |a|?: probabilidade de medirmos +1/2 na direcio z (quando a particula estd no
estado y);

e |B|?: probabilidade de medirmos —1/2 na direcio z;
e |ay|?: probabilidade de medirmos +1/2 na direcao x;
e |B:|*: probabilidade de medirmos —1/2 na direcdo x.
Exemplo 1: Suponha que o estado quantico de uma particula de spin-1/2 é

V=y,,

ou seja, a =1, =0. Logo, se formos medir o spin da particula na direcao z, entao é

certo que vamos obter +1/2, i.e. com probabilidade igual a 1. No entanto, como

ax:ﬁle/\/i



se formos medir o spin da particula na dire¢ao x, entdo vamos obter +1/2 com probabi-
lidade |a,|?> =1/2, e —1/2 com probabilidade |B,|?> = 1/2, ou seja, temos 50% de chance
de obter +1/2 ou —1/2.

Assuma que de fato medimos +1/2 na direcao x (a particula estava no estado y =y ).

(x)

Entao, imediatamente apds tal medicao, o estado quantico da particula passou a ser y
(colapso do estado: Y =y ~ Wf)!), ou seja, o = 1, B, =0 e, portanto, a = f = 1//2.
Desse modo, se neste momento formos medir o spin da particula na dire¢ao z (que agora
estd no estado IVJ(FX)), entao teremos 50% de chance de obter +1/2 ou —1/2! Concluimos
assim que a medicao do spin da particula na diregao x alterou significativamente
a probabilidade das possiveis medicoes do spin da particula na direcao z: a
probabilidade de medirmos +1/2 na direcao z passou de 100% para 50%!
Exemplo 2: Suponha que a dinamica de uma particula de spin-1/2 é determinada
pela seguinte equagao de Schrédinger (enquanto a particula nao é perturbada por

nenhum experimento/medi¢ao)

odo
() = (),

(10
A= .

Assuma que o spinor inicial da particula é dado por

onde

w(0) = a(0)yy +B(0)y_ € C?,

com |a|>+|B|> = 1. Entdo, a dinamica y(t), t >0, do spinor é:

!
= k!

R o (__JIge\k
w(e) = e Ny (0) = (Z ﬂ) w(0).

—jt/h . :
WO = e My p)e e
0 e’ / T T

=t =p(t

Note que y(z) é de fato um vetor unitdrio, ja que

lw(@)]l = o) +B0) = |e(0)* +[BO)* = [y (0)] = 1.

Isto era esperado, pois pode-se mostrar que, sempre que H for uma matriz hermitiana,

At serg uma matriz unitéria para todo t > 0. Em particular,

entao e_%
Ly ()| = e+ y(0)[| = || w(0)] = 1.

Mostramos acima que

y(t) = a(0)e My, +B(0)e! My e C.
——— ———



Logo, concluimos que as amplitudes de probabilidade o(t),(¢) € C de y(t) sao calcu-
ladas a partir da solucao da equagao de Schrédinger, que é uma EDO deterministica!
Em outras palavras, as amplitudes de probabilidade seguem uma lei determinis-
tica ao longo do tempo!

Por fim, ressaltamos que

() = |e(0)e " = |e(0)
B@)]* = 1B(0)e’ "> = [B(O)F,

ou seja, as amplitudes de probabilidades iniciais foram preservadas. No entanto, como

(veja o Exemplo 1 acima)

a(0)e /" 4 B(0)ei/ |

V2
_|a(0)e= " — B(0)e/"
B V2

o) +B(1)

V)

a(r) =)
V2

2
|o(1)]* = =

2

B:(1)|* =

isto ndo ocorre para as amplitudes de probabilidade |, (¢)[* e |B:(t)|?.

17.5 Para Saber Mais

Livros:

1. Michael A. Nielsen, Isaac L. Chuang, “Quantum Computation and Quantum Infor-

mation”, Cambridge University Press, 2010. Capitulos 1 e 2;

2. David J. Griffiths, “Introduction to Quantum Mechanics”, 2nd Edition, Prentice-
Hall, 2005. Capitulos 1 a 4;

3. Jim Baggott, “The Quantum Story: A History in 40 Moments”, Oxford University
Press, 2011.

Paradoxo EPR: https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox

Teorema de Bell: https://en.wikipedia.org/wiki/Bell’s_theorem


https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Bell's_theorem
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