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Lab 1 — Simulacdo de Sistemas Lineares e N3o-Lineares

Objetivos:

Primeiramente, vamos apresentar certos conceitos fundamentais
sobre sistemas: sistemas dindmicos, variaveis de estados,
linearidade, invariancia no tempo e modelo em espaco de estado.
Na sequéncia, veremos exemplos de como modelar, simular, e
analisar sistemas dindmicos lineares e nao-lineares.
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1.1. Conceitos Fundamentais

Sistema: é uma entidade em que as varidveis de saida s3o
alterados pelas varidveis de entrada (controles).
Ex: motores elétricos, veiculos, aeronaves, ecossistemas

Sistema dinamico (ou com memdria): quando ao menos uma
das varidveis de saida do sistema no instante t depende de algum
valor passado ou futuro de certas varidveis de entrada.

Sistemas dinamicos SISO, SIMO e MIMO: vamos considerar
sistemas dinamicos que apresentam m varidveis de entrada

ur(t), ..., um(t) e p varidveis de saida yi(t),. .., yp(t). Quando
m = p = 1, dizemos que o sistema é SISO (Single-Input
Single-Output). Quando m =1 e p > 2, dizemos que o sistema é
SIMO (Single-Input Multi-Output). Quando m>2e p > 2,
dizemos que o sistema é MIMO (Multi-Input Multi-Output).
Denominamos u(t) = (u1(t), ..., un(t)) € R™ de vetor de
entrada (ou vetor de controle) e y(t) = (yi(t),...,yp(t)) € RP
de vetor de saida.
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1.1. Conceitos Fundamentais

Vetor de estado de um sistema dinamico: o vetor de estado
x(to) = (x1(to), - - -, xa(t0)) € R" (ou, simplesmente, estado) de
um sistema dindmico no instante de tempo ty > 0 é a informacao
em tp que, juntamente com o conhecimento do vetor de entrada
u(t) = (ur(t),...,um(t)) € R™, t > to (futuro), determina um
tinico vetor de saida y(t) = (yi(t),...,yp(t)) € RP, para todo

t > tp. Isto significa que, para se determinar o comportamento
futuro das saidas, ndo importa a maneira como o sistema atingiu o
vetor de estado x(tp), ou seja, x(tp) contém toda a informag&o
passada do sistema até o instante ty. Assim,

) Y £

u(t), t > to

Dizemos que x(tp) € R" é o estado inicial (ou a condigado
inicial) do sistema no instante inicial typ > 0. Denominamos
x1(t),...,xn(t), t € R, de variaveis de estado do sistema, e
dizemos que o sistema é de ordem n (n =1 é primeira ordem,

n = 2 é segunda ordem, etc).
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1.1. Conceitos Fundamentais

Em muitos sistemas dindmicos, escolhemos as variaveis de estado
como sinais que correspondem aos elementos armazenadores de
energia no sistema. Por exemplo, em circuitos elétricos, as
variaveis de estado s3o: as tensdes nos capacitores (energia
armazenada no campo elétrico) e as correntes dos indutores
(energia armazenada no campo magnético).

De agora em diante, todos os sistemas que trataremos serao
dindmicos. Desse modo, para simplificar, quando dizemos sistema,
estaremos sempre nos referindo a um sistema dinamico.
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1.1.1. Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

e Linear: quando o sistema satisfaz (ki, ko € R):

(Principio da Superposicao) Se

xa(to), xp(to),
— > — >
ua(t), t > to} valt) t2 )T s g vo(t) £ = to
entao,

Xc(to) = klxa(to) + ksz(to),

= >
Uc(t) _ klua(t) + kQUb(t), t> to}_>y6(t) klya(t)+k2)/b(t)) t >t

Ao tomarmos k; = ko = 0 na condicdo acima, concluimos que
todo sistema linear satisfaz:

| x(t) =0, u(t) =0, > to} —> y(t) =0, > to].

No entanto, a reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que ndo
podemos garantir que um sistema é linear apenas porque
x(top) =0, u(t)=0,t > to} —> y(t) =0,t > tp.
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1.1.1. Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

Resposta Entrada Nula yp(t): é a resposta do sistema quando
u(t) = 0,t > to: | x(to), u(t) =0, > to} — yo(t), t > to|

Resposta Estado Nulo y.s,(t): é a resposta do sistema quando
x(to) = 0: [ x(to) = 0, u(t), t > to} — yesn(t),t > to]

Concluimos entdo que resposta total y(t),t > tg, de um sistema
linear é dada por y(t) = yo(t) + Yesn(t), ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em x(to) linear em u(¢)

Propriedade de Decomposicao
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1.1.1. Sistemas Dinamicos Lineares e Nao-Lineares

e Nao-Linear: quando o sistema ndo é linear

Importante! Na pratica, todo sistema fisico possui limitagcdes na
amplitude da entrada u(t) (ex: motor elétrico). Assim, sistemas
reais ndo podem ser lineares pois o principio da separacdo nao é
satisfeito. No entanto, para variagdes ndo muito grandes na
entrada, diversos sistemas reais se comportam como se fossem
lineares. Isto serad visto mais adiante em nosso curso no tépico
“Linearizagdo de Sistemas N3io-Lineares”.
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1.1.2. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

Nocao intuitiva: quando as caracteristicas de um sistema n3do
mudam com o tempo, dizemos que o sistema é invariante no
tempo. Caso contrdrio, dizemos que o sistema é variante no tempo.

A massa de um transatlantico sofre grandes variacoes ao longo do
tempo devido ao consumo do combustivel. Logo, é um sistema
variante no tempo. Em geral, sistemas reais sao variantes no
tempo devido a deterioracdo e ao envelhecimento dos componentes
fisicos ao longo do tempo. No entanto, num certo intervalo de
tempo finito razoavel, diversos sistemas reais se comportam como
se fossem invariantes no tempo. Por exemplo, um automdvel zero
pode ser considerado invariante no tempo no primeiro ano de uso.

Vamos agora definir de maneira precisa este conceito.
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1.1.2. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

e Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é

satisfeita:
Se ()
X(to) = vo,
>
u(t), t> tO} _>}/(t)7 t>to
entao
Y(to -+ T) = v,

a(t) = u(t — T), t>to+r}ﬁy<t>=y(t—w >+ T

llustragdo: (no quadro)

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, ndo importa o
tempo inicial ty em que comecamos a estudar o sistema ou
aplicamos a entrada. Assim, para simplificar, podemos sempre
escolher tg = 0.

e Variante no tempo: quando n3o é invariante no tempo.
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1.2. Modelo em Espaco de Estado

Modelo em espaco de estado: é a modelagem matemdtica que
determina as relagdes entre as varidveis de estado e as entradas do
sistema dinamico por diversas equacoes diferenciais de primeira
ordem (uma para cada varidvel de estado), e que determina as
relacdes entre as saidas, as varidveis de estado e as entradas por
equagdes algébricas (uma para cada saida).

7

Por exemplo, se x(t) = (x1(t),...,xn(t)) € R" é o vetor (coluna)
de estado, u(t) = (u1(t),...,um(t)) € R™ é o vetor de entrada e
y(t) = (va(t),...,yp(t)) € RP é o vetor de saida, entdo o modelo
em espaco de estado do sistema dindmico é dado por:
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1.2. Modelo em Espaco de Estado

dxi(t)/dt = fA(al(t),..., xn(t), u1(t), ..., um(t), t)

dxp(t)/dt = fa(xa(t),..., xp(t), v (), ..., um(t), t)

yi(t) = hi(xa(e),..., xn(t), u1(t), ..., um(t), t)
yp(t) = hp(xa(t),...,xn(t), ur(t), ..., um(t),t)

ou, em notacdo vetorial,

onde fi(x,u,t),...,fo(x,u,t), hi(x,u,t),...., hp(x,u,t) eRe
f(x,u,t) = (A(x,u,t),..., fo(x,u,t)) € R"
h(x, u, t) = (hi(x,u, t),..., hp(x, u, t)) € RP
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1.2. Modelo em Espaco de Estado

Veremos mais adiante que:
e Todo sistema modelado por

dx(t)/dt = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
é linear e invariante no tempo, onde A € R"*" (matriz quadrada

de ordem n), B € R™™ (matriz n x m), C € RP*" (matriz p x n)
e D € RP*™ (matriz p x m) sdo matrizes constantes.

e Todo sistema modelado por
dx(t)/dt = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t), u(t))

¢ invariante no tempo, onde f: R” x R™ — R" e
h: R" x R™ — RP s3o aplicagbes continuamente diferenciaveis.
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1.3. Modelagem de Sistemas Dinamicos

Exemplo 1: Sistema elétrico — circuito elétrico (no quadro)

Exemplo 2: Sistema mecanico — péndulo simples (no quadro)
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1.4. Procedimentos

1. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a
simular o sistema elétrico do Exemplo 1. De acordo com o modelo
em espaco de estado, o sistema é linear? E invariante no tempo?
Comprove sua resposta através de simulacdes. Dica: verifique o
principio da superposi¢do com u(t) =0, u(t) =1 e u(t) = sin(t).

2. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a
simular o sistema mecanico do Exemplo 2. De acordo com o
modelo em espaco de estado, o sistema € linear? E invariante no
tempo? Comprove sua resposta através de simulagdes com £ =1,
g =9.8, e k=0.5, k=0. Dica: teste o principio da superposicao
para u(t) = 0,0(0) = 0 e com A(0) = 0, A(0) = /2, H(0) = 7.

3. No item anterior, justifique o comportamento observado
(solugdo constante) com 0(0) = 0 e (0) = m quando

u(t) = 0,0(0) = 0 . Existe mais alguma outra solugo constante?
Justifique sua resposta.
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Lab 2 — Introducdo ao Problema de Rastreamento de Saida

Objetivos:

Vamos introduzir o problema de rastreamento de saida para um
motor CC e determinar uma realimentagao de estado que soluciona
tal problema de controle. Em seguida, veremos como implementar
a realimentac3o de estado por diagrama de blocos. Por fim, iremos
analisar os resultados de simulagcdo obtidos para diversas saidas de
referéncia.
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2.1. Rastreamento de Saida de um Motor CC

Considere um motor CC (corrente continua), cujo modelo linear
simplificado em espaco de estado é dado por:

x1(t) = x(t)

Xo(t) = —xo(t) + u

y(t) = x(t)
onde u € R é a tens3o externa em Volts aplicada no motor
(controle), x1(t) = 6(t) é a posicdo angular do eixo em rad,
xo(t) = O(t) é a velocidade angular do eixo em rad/s, e
y(t) = x1(t) é a saida do sistema. Assumimos que x(t) = 6(t)
pode ser medido (assim como y(t) = x1(t) = 0(t)). O objetivo é
resolver o problema de rastreamento de saida: determinar uma
lei de controle u que force a saida y(t) = x1(t) = 6(t) do motor
em malha-fechada a rastrear assintoticamente uma saida de
referéncia y(t) escolhida, ou seja,

Jlim [y(£) = 7(£)] = 0

onde y: [0,00) — R é de classe C? (segunda derivada continua).
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2.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Considere a realimentacado de estado u = a(xi, x2, t):
u = alx,x,t) £ x +y(t) = kiba = ¥(t)] - kel = ¥(1)]

onde ki, ko € R sido ganhos a serem escolhidos. Note que o
controle u(t) ao longo do tempo t > 0 é dado por:

u(t) = a(xa(t),x(t), t) = x(t) + ¥(t) — kapa(t) = ¥(1)] — kalxa(t) — ()]
= x(t) +y(t) — kaly(t) = 7(t)] = kel (t) = ¥(t)]
= x(t) + ¥(t) — [ke(t) + kae(t)],

termo PD!

onde e(t) = y(t) — y(t) é o erro de rastreamento da saida.

Ao substituirmos a realimentagdo de estado u = a(x1, x2, t) acima
no modelo do motor, encontramos a dinamica em malha-fechada:

e(t) &(t)

A

fa(t) = x(t), Se(t) =¥(t) — ki ba(t) = v(O)] —ke be(t) = ¥(0)], vy =x
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2.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Desse modo,
y(t) = 3a(t) = %e(t) = y(t) — kee(t) — koé(t)
ou seja,
é(t) + koé(t) + kie(t) =0 (EDO Linear Homogénea!)

Assim, vemos que os pdlos do erro de rastreamento
e(t) = y(t) — y(t) em malha-fechada sdo as raizes de

2+ kos+ k=0

Agora, suponha que os pélos (estdveis!) de malha-fechada
desejados para o erro de rastreamento sdo p1, p2 (partes reais
negativas!). Logo, devemos ter que

S kos+ k= (s—p1)(s—p2) = s*>—(p1+ p2)s + p1p>

polinémio caract. de MF

ou seja, escolhemos ‘ ko = —(p1 + p2), k1 = pip2 ‘

19 /216




2.2. Projeto da Realimentacdo de Estado que Soluciona o

Problema de Rastreamento de Saida

Concluimos entdo que, com tais escolhas de u = a(x1, x2, t), k1 e
ky, garantimos que

lim e(t) = lim [y(t) =y(t)] =0

t—o00

para quaisquer condicdes iniciais x;(ty), x2(tp), to > 0,
resolvendo assim o problema de rastreamento de saida através
de uma realimentacao de estado adequada.

Ao longo do curso, vamos generalizar as ideias acima para sistemas
MIMO lineares e n3o-lineares.
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2.3. Procedimentos

1. Elabore um diagrama de blocos no Matlab/Simulink de modo a
simular o motor CC considerado. De acordo com o modelo em
espaco de estado, o sistema é linear? E invariante no tempo?

2. Agora, implemente a realimenta¢do de estado u = a(xi, x, t)
projetada que soluciona o problema de rastreamento de saida.
Considere que:

Q y(t)=1,t>0, x1(0) =x(0)=0

Q@ y(t)=2(1—et), t>0, x1(0) = —1, x(0) =2

@ y(t) =3sin(5t), t >0, x1(0) = x(0) =0
Em cada um dos casos acima, analise os resultados de simulacdo
obtidos (saida, controle e erro) para uma escolha de pdlos “rapidos’
e “lentos” da dinamica do erro de rastreamento em malha-fechada.
Note que, nos dois primeiros casos acima, a dindmica do erro de
rastreamento € idéntica. Isto era esperado? Justifique sua resposta.

3. Repita o item acima para: y(t) = cos(t?), t >0,
x1(0) = x2(0) = 0. E possivel implementarmos a lei de controle

projetada neste caso? Isto era esperado? Justifique sua resposta.
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Lab 3 — Andlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Objetivos:

Vamos introduzir o conceito de ponto de equilibrio, rever certos
resultados de Algebra Linear, e classificar o comportamento
qualitativo das solucdes de sistemas lineares auténomos no plano
com base nos autovalores da matriz que determina a dindmica do
sistema.
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3.1. Ponto de Equilibrio

Intuitivamente, pensamos que um sistema estd em equilibrio
quando o mesmo apresenta um comportamento estatico, ou seja, o
sistema n3o exibe qualquer dindmica. Veremos agora como definir
matematicamente esta nog¢ao.

Considere o sistema auténomo

Xx = f(x)

7

onde x € D é o vetor de estado, D C R" é abertoe f: D — R" é
uma aplicacdo de classe C! (i.e. a aplicacio Of /Ox: D — R™"
(matriz jacobiana) é continua). Dizemos que x¢ € D é um ponto
de equilibrio (ou ponto de operagdo) do sistema se a solu¢do do
sistema para a condi¢3o inicial x(0) = x¢ em ty = 0 permanece em
x€ para todo tempo futuro, ou seja, x(t) = x¢, parat >0, é a
solugdo do sistema para x(0) = x¢ em to = 0.

Proposicao: Temos que x¢ € D é um ponto de equilibrio do
sistema acima se e somente se f(x¢) =0 (ou seja, x = 0).
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3.1. Ponto de Equilibrio

Demonstracao: Suponha que x¢ € D é um ponto de equilibrio do
sistema. Ent3o, a solugcdo do sistema para a condicdo inicial

x(0) = x© em to = 0 é a curva constante x(t) = x¢, t > 0. Logo,
0= x(t) = f(x(t)) = f(x¢), t >0, ou seja, f(x¢) =0. Agora,
suponha que x¢ € D é tal que f(x®) = 0. Considere a curva
constante x: [0,00) — D definida por x(t) = x¢, t > 0. Assim,
x(t) = 0= f(x®) = f(x(t)), t >0, ou seja, mostramos que

x(t) = x¢, t > 0, é uma solugdo do sistema para x(0) = x¢ em
to = 0. Portanto, concluimos pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de Solugdes que x(t) = x€, t > 0, é a solugdo do
sistema para x(0) = x© em t; = 0.

Teorema: Considere novamente o sistema auténomo x = f(x)
apresentado acima. Seja x(0) = xp € D uma dada condi¢3o inicial
(em to = 0). Se lim;_,00 x(t) =X € D, entdo X € D é um ponto
de equilibrio do sistema, ou seja, f(x) = 0.
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Pontos de Equilibrio do Péndulo Simples

Exemplo 1: Considere o péndulo simples do Lab 1 com u =0
(sem controle)

x1 = xp = fi(x1, x2)

: ) k
Xp = —%sm(xl) — EXQ = f(x1, x2)

onde x;1 = 0, xo = 0, ex= (x1,x2) € R? é o vetor de estado.

Para encontramos todos os pontos de equilibrio x® = (x§, x§) € R?
do péndulo simples, resolvemos:

0=~H(x,%)=x = x5 =0
k
0= f(xF, x5) = —§ sin(xf) — —x§ = sin(xf) = 0

Logo, os pontos de equilibrio sdo x. = (x{,x5) = (¢7,0), com
¢=0,£1,£2,.... Mas, como x; = 6 (dngulo que o péndulo
forma com o eixo vertical), concluimos que o péndulo simples
apresenta apenas 2 pontos de equilibrio: (0,0) (péndulo parado em

baixo) e (7, 0) (péndulo parado em cima). e



Pontos de Equilibrio de Sistemas Lineares no Plano

Exemplo 2: Considere um sistema linear auténomo
x = Ax
onde x € R" é o vetor de estado e A € R"*" é uma matriz
quadrada constante. Note que f(x) = Ax é de classe C!, pois
O0f /Ox = A é constante. Para encontrarmos os pontos de equilibrio
do sistema, devemos resolver Ax¢ = 0. E evidente que xe =0
sempre € um ponto de equilibrio. Relembre de Algebra Linear que
o conjunto N(A) = {x € R" | Ax = 0} (nicleo de A) é um
subespaco vetorial, e que N(A) = {0} se e somente se
det(A) # 0. Logo:
@ Se det(A) # 0, entdo x¢ = (0,0) é o Unico ponto de equilibrio
@ Suponha que det(A) = 0 com A # 0. Ent&o, o sistema possui
infinitos pontos de equilibrio, pois o conjunto N(A) # {0} é
um subespaco vetorial de dimensao maior ou igual a 1. Em
particular, se n = 2 (sistema de segunda ordem), entdo N(A)
é um subespaco vetorial de dimens3o 1, ou seja, uma reta
passando pela origem do plano x3-xo.
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3.2. Revisao de Algebra Linear

Considere uma matriz quadrada ndo-nula A € R"™". Relembre que
A € R é um autovalor de A quando existe um vetor ndo-nulo
v € R" tal que

Av = v

Note que, como v # 0,
Av=2Xv & (A—AX)v=0 < ve NA-Al) & det(A-XI)=0

onde | € R™" ¢ a matriz identidade. Denominamos det(A — \/)
de polindmio caracteristico de A. Logo, os autovalores de A s3o
as raizes reais do seu polinémio caracteristico. No entanto, é
possivel que o polindmio caracteristico possua raizes complexas.
Em tal caso, dizemos que A possui autovalores complexos.
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3.2. Revisao de Algebra Linear

Relembre, ainda, que toda matriz quadrada A € R"*" determina o
seguinte operador no R”"

R"> x— Ax € R"

e que toda matriz quadrada invertivel T € R"*" determina a
seguinte mudanca linear de coordenadas (mudanga de base)

z=Tx
onde x = (xi,...,%,) € R" sdo as coordenadas candnicas originais
do vetor x € R" em relac3do a base canoénica do R”, e
z=(z1,...,2z,) € R" sdo as novas coordenadas do vetor x € R"

em relacdo a nova base.
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3.2. Revisao de Algebra Linear

Considere uma matriz quadrada A € R"*". Temos ent3o que A é a
representacao do operador no R”

R’ x—Xx=AxeR"

em relagdo a base canénica do R”, ou seja, x = (x1,...,x,) €

X =(x1,...,xn) € R" sdo as coordenadas candnicas dos vetores x
e X = Ax € R”, respectivamente. Suponha que T € R"*" ¢
invertivel. Podemos entdo encontrar a matriz A que representa

operador acima nas novas coordenadas z = Tx. Note que
RSz x=T lzX=Ax=AT 125 Z=Tx=TJAT lz=AzcR"
—
=A

onde z = Tx e Zz= Tx = TAx sdo as novas coordenadas dos
vetores x e x = Ax em relacdo a nova base, respectivamente.
Relembre que A e A= TAT ! possuem os mesmos autovalores.
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3.3. Anadlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Motivacao: Considere a seguinte EDO linear de primeira ordem
X = ax, xeR

onde a é um parametro real constante. Relembre que

> k
t
eat:§ (akl), teR
k=0 '

com ;
at at a-0
—e"" = ae eV =1
dt ’
Portanto, para a condic3o inicial x; € R em tg = 0, a solucao
desta EDO ¢é dada por

x(t) = e¥xp, t>0
pois x(0) = xp e
x(t) = ae’'xg = ax(t), t>0
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3.3. Anadlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Considere um sistema linear auténomo
x = Ax
onde x € R" é o vetor de estado e A € R"™" é uma matriz

quadrada constante. Definimos, para cada t > 0, a matriz
quadrada

(e.o]

k
c Ran

Temos que
d At
dt
Portanto, para a condicdo inicial xg € R” em ty = 0, a solucao
deste sistema é dada por

= Ae’t, 0 = | (matriz identidade)

x(t) = e’txg, t>0
pois x(0) = xg e
x(t) = Aetxg = Ax(t), t>0
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3.3. Anadlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Relembre que x¢ = 0 é sempre ponto de equilibrio do sistema
x = Ax

Portanto, se a condicdo inicial é xp = x* =0 em ty = 0, entdo a
solugdo correspondente é x(t) = x€ =0, t > 0.

De agora em diante, vamos considerar apenas sistemas de segunda
ordem (n = 2), ou seja, sistemas em que a dindmica evolui no
plano. Nosso objetivo é analisar de maneira qualitativa o
comportamento do sistema quando xp # 0. Por exemplo, caso

xp # 0, queremos saber:

@ Se as solugBes convergem (retornam) assintoticamente para o
ponto de equilibrio x¢ = 0 e, em tal caso, se isto se da de
maneira oscilatéria ou ndo

@ Se as solugdes oscilam de maneira periddica, sem convergirem
ao ponto de equilibrio x¢ =0

@ As solugdes se afastam (divergem) do ponto de equilibrio

x€=0
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3.3. Anadlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Ao invés de determinarmos as solucées de maneira quantitativa
(analitica), tal andlise qualitativa serd realizada pelo esbo¢o do
retrato de fase do sistema (definido a seguir), o qual serd
determinado a partir dos autovalores da matriz A.

Dada uma condi¢go inicial xp, a trajetéria (ou 6rbita) da solugdo
corresponde x(t), t > 0, é a curva no plano (parametrizada pelo
tempo t > 0)

Oy, = {x = (x1,%) € R? | x = x(t), para algum t > 0}

Assim, as trajetdrias do sistema exibem apenas o comportamento
qualitativo do sistema. Por exemplo, uma trajetéria Oy, que é
uma curva fechada no plano corresponde a uma solugao oscilatéria
periddica. O retrato de fase do sistema é a unido de todas as
suas trajetdrias (drbitas).
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3.3. Anadlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Para um sistema linear auténomo no plano (n = 2)
x = Ax

onde A € R? é uma matriz quadrada n3o-nula, pode-se demonstrar
que sempre existe T € R? invertivel em que a matriz A = TAT !
apresenta uma das seguintes formas

(forma canénica de Jordan — veja o livro do Chen):

A0 A0 Al a —f

0 X |’ 0 x|’ 0 |’ 8 «
No primeiro caso, A1, Ao os autovalores reais de A. No segundo
caso e no terceiro, os autovalores reais de A s3o A\1 = A» = A. No

dltimo caso, A1 2 = o % j3 sdo os autovalores complexos de A.
Relembre que A e A= TAT ! possuem os mesmos autovalores.
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3.3. Anadlise Qualitativa de Sistemas Lineares no Plano

Para determinarmos um esboco do retrato de fase do sistema, a
ideia é:
© Fazemos a mudanca de coordenadas z = Tx, denominada de
coordenadas modais
@ Esbocamos o retrato de fase do sistema nas coordenadas
modais z = Tx
© Voltamos as coordenadas originais por x = T~ 1z, e
esbocamos o retrato de fase na base canonica

Seja x(t), t > 0, a solugdo do sistema (nas coordenadas candnicas
originais) para uma dada condi¢3o inicial xp em ty = 0. Defina
z(t) = Tx(t), t > 0 (solugdo nas coordenadas modais). Assim,

2(t) = Tx(t) = TAx(t) = TAT " z(¢)

=A
Portanto, a solucdo do sistema nas coordenadas modais é dada por
z(t) = ez, t>0, com zg = Txo

e, nas coordenadas originais é x(t) = T~1z(t), t > 0.
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3.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

Neste caso,
- | A 0
A-[5 5
Pode-se demonstrar que
_ e)\1t O
eAtf:[o e)‘2t}’ t>0

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = ez, t > 0, ou seja,
Zl(t) = ZlgeAlt
Zg(t) = ZzoeAQt

onde zZp = (2107 220)/.
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3.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

Desse modo:
@ Se A2 < A1 <0, entdo lim z(t) = lim z(t) = 0. Neste
t—o0 t—o0

caso, denominamos o ponto de equilibrio x¢ = 0 de né
estavel

@ Se A\ > A1 >0, entdo lim z(t) = lim z(t) = co. Neste
. t—o00 L. tﬁ,oo
caso, denominamos x€¢ = 0 de né instavel
© Se A <0< A, entdo lim z(t) =00 e lim z(t) =0.
. t—o00 t—o00
Neste caso, denominamos x¢ = 0 de sela
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3.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

Figura: Retrato de fase de um né estavel nas coordenadas modais.

([ze (=
A %//

Figura: Retrato de fase de um (a) né estavel e (b) né instavel nas
coordenadas originais.
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3.3.1. Caso 1: \; # Ay, com Ay, A\, reais e ndo-nulos

AN
/74

Figura: Retrato de fase de uma sela (a) nas coordenadas modais e (b)
nas coordenadas originais.
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3.3.2. Caso 2: A\;» = a % 8 # 0 (autovalores complexos)

Neste caso,
(5 7]
Pode-se demonstrar que

At_[ et cos St e*tsin Bt

e )
—e%sin Bt e cos St

| 20

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = ez, t > 0, ou seja,

z1(t) = z10€™* cos Bt + z0e™* sin Bt
2(t) = —z10e*" sin Bt + zp0e™ cos Bt

/
onde zZp = (210,220) .
Passando para coordenadas polares

r=1/z22+23, 0=tan"Y(z/z)

obtemos que
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3.3.2. Caso 2: A\;» = a % 8 # 0 (autovalores complexos)

Z2(t) + 23(t) = re™,  O(t) =tan"! (z(t)/z1(t)) = Oo+5t

onde ro = /22 + 23, e o = tan~1(z20/z10). Desse modo:

@ Se a <0, entdo z(t) = (z1(t), z2(t))" converge

assintoticamente em espiral para a origem do plano z;-zp, com
frequéncia (angular) de oscilagdo 3 > 0. Neste caso,
denominamos o ponto de equilibrio x¢* = 0 de foco estavel
Se a > 0, entdo z(t) = (z1(t), z2(t))’ se afasta (diverge) em
espiral da origem do plano z;-z, com frequéncia de oscilagdo
B > 0. Neste caso, denominamos x¢ = 0 de foco instavel

Se a =0, entdo z(t) = (z1(t), z2(t))" oscila periodicamente
com frequéncia 8 > 0, sendo que a amplitude é determinada
pelas condigdes iniciais z19, zog. Neste caso, as trajetdrias das
solugdes z(t) sdo circulos centrado na origem do plano z;-z2,
e denominamos x¢ = 0 de centro
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3.3.2. Caso 2: A\;» = a % 8 # 0 (autovalores complexos)

Figura: Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c)
centro nas coordenadas modais.

4 %

Figura: Retrato de fase de um (a) foco estavel, (b) foco instavel e (c)
centro nas coordenadas originais.
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3.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

Neste caso, temos duas situacoes:

IR H

Na primeira situagao,
At [ e’ 0

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = e*z, t > 0, ou seja,

Zl(t) = Zloe)\t
Z2(t) = Zzoe/\t

onde zp = (210, z20)’. Desse modo:
Q Se A <0, entdo lim z(t) = lim z(t) = 0. Neste caso,
t—o0 t—o00
denominamos o ponto de equilibrio x = 0 de né (ou
estrela) estavel
@ Se A >0, entdo lim z(t) = lim z(t) = co. Neste caso,
t—o00 t—o00

denominamos x¢ = 0 de n6 (ou estrela) instavel 43216



3.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

RZEERN

PN

@ ®)

Figura: Retrato de fase de um (a) né (ou estrela) estavel e (b) né (ou
estrela) instavel nas coordenadas modais.
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3.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

Por fim, na segunda situagao,

At [ e)‘t te)‘t

0 et }’ t=0

Logo, z(t) = (z1(t), z2(t)) = ez, t > 0, ou seja,

Zl(t) = Zloe/\t aF Zzote/\t

Zz(t) = Zgoe)‘t

onde zy = (210, 220)". Desse modo:
@ Se A <0, entdo lim z(t) = lim z(t) = 0. Neste caso,
t—00 t—o00

denominamos o ponto de equilibrio x¢ = 0 de né (impréprio)
estavel

@ Se A >0, entdo lim z(t) = lim z(t) = co. Neste caso,
t—00 t—>00

denominamos x¢ = 0 de né (impréprio) instavel
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3.3.2. Caso 3: A\; = A\, = X\ # 0 (autovalores repetidos)

Figura: Retrato de fase de um (a) né (impréprio) estavel e (b) né
(impréprio) instavel nas coordenadas modais.
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Considere um sistema linear auténomo no plano
x = Ax

Com base nos autovalores A1, A, da matriz A € R?*?, obtemos a
seguinte classificacdo do ponto de equilibrio x¢ = 0:
@ A1 # Ao, com Aq, Ao reais e ndo-nulos: né estavel
()\2 <\ < 0), nd instavel ()\2 > A\ > 0), sela (/\2 <0< Al)
@ M2 =a=£jB #0: foco estdvel (a < 0), foco instavel
(o > 0), centro (o = 0)
© )\ = )Xy =) com Ag, A\ reais e ndo-nulos: né estavel
(A < 0), né instavel (A > 0)

Importante: como em todos os casos acima a matriz A ndo possui
autovalores nulos, concluimos que det(A) # 0, ou seja, x* =0 é o
unico ponto de equilibrio do sistema.
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3.5. Procedimentos

1. Comprove por simulagdo que x¢ = (0,0) e x¢ = (7, 0) sdo
realmente pontos de equilibrio do péndulo simples. Verifique
também que o péndulo simples é n3o-linear. Dica: simule o
péndulo para a condig3o inicial x(0) = (7/2,0).

2. Considere o sistema linear autdnomo no plano
x = Ax

Para cada um dos casos abaixo, classifique o ponto de equilibrio
x€ = 0, esboce a retrato de fase com base nos autovalores de A, e
determine o retrato de fase por simulacdo para diversas condicoes
iniciais. Dica: utilize o pacote pplane do Matlab.
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3.5. Procedimentos

° 0 1
A:[—lo —1}
° 0 1
A:[lo —1]
° 35
=[5
° 10
A=lo 2]
° 2 0
=% 2]
o
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Lab 4 — Andlise Qualitativa de Sistemas N3o-Lineares

no Plano

Objetivos:

Vamos introduzir o conceito de estabilidade estrutural e classificar
o comportamento qualitativo local do retrato de fase de sistemas
nao-lineares auténomos no plano com base nos autovalores da
matriz do sistema linearizado.
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4.1. Estabilidade Estrutural

Seja A = (aj) € R™" uma matriz quadrada. Definimos a norma

euclidiana de A por ||A| = \/Zlgign > 1<j<n ag-. Temos o

seguinte resultado da Teoria de Perturbacdo de Matrizes:

Proposicao (Continuidade dos Autovalores): Seja A € R™"

uma matriz quadrada. Ent3o, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, se

AA € R™" (matriz constante) satisfaz ||AA|| < J, entdo a

distancia entre autovalores das matrizes A+ AA e A é menor que

€, ou seja, [A(A+ AA) — A(A)| <e.

Considere o sistema linear auténomo no plano (sistema nominal)
x = Ax

onde x = (x1,x2)’ € R? é o vetor (coluna) de estado e os

autovalores da matriz A € R?*2 s3o distintos e nao-nulos, € o
sistema perturbado

x = (A+ AA)x

onde AA € R?*? é uma matriz constante. e



4.1. Estabilidade Estrutural

Concluimos assim da proposicao acima que, para pequenas
perturbacoes AA, a estabilidade e o tipo do ponto de
equilibrio x¢ = 0 sao preservados. Mais precisamente, se o
ponto de equilibrio x¢ = 0 do sistema nominal x = Ax é do tipo
né estavel (os autovalores de A sdo reais e negativos), n6
instavel (reais e positivos), sela (A possui um autovalor negativo e
outro positivo), foco estavel (os autovalores de A sdo complexos
conjugados com parte real negativa), foco instavel (complexos
conjugados com parte real positiva), entdo o ponto de equilibrio
x€ = 0 do sistema perturbado x = (A + AA)x serd do tipo né
estavel, né instavel, sela, foco estavel ou foco instavel,
respectivamente.

Dizemos que um sistema (nominal) da forma x = f(x) é

estruturalmente estavel quando o comportamento qualitativo do
seu retrato de fase é preservado sob pequenas perturbacdes no seu
campo de vetores f(x). Assim, sistemas lineares no plano da forma
x = Ax sdo estruturalmente estaveis quando x¢ = 0 é um ponto de

equilibrio do tipo né (com autovalores distintos), sela ou foco. o ot



4.1. Estabilidade Estrutural

Importante: N3o ha estabilidade estrutural quando o ponto de
equilibrio x¢ = 0 do sistema nominal X = Ax é do tipo centro (i.e.
a matriz A possui autovalores complexos conjugados com parte
real nula). Por exemplo, considere que

A:H _é] (A2 =+))

Assim, para

2= ]
0 p
temos que os autovalores da matriz perturbada A + AA si3o
A12 = £ j. Portanto, se u > 0, entdo o ponto de equilibrio
x€ = 0 do sistema perturbado serad do tipo foco instdvel e, se
< 0, serd do tipo foco estdvel. Desse modo, o comportamento
qualitativo do retrato de fase do sistema nominal n3o é preservado

sob pequenas perturbagdes no campo de vetores f(x) = Ax.
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4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Considere um sistema nao-linear da forma
x = f(x)
onde x € D é o vetor de estado, D C R" é abertoe f: D — R" é

de classe C! (i.e. f /Ox: D — R™" & continua). Suponha que
x© € D um ponto de equilibrio, ou seja, f(x¢) = 0.

A expansao em série de Taylor de f em relacao ao ponto de
equilibrio x¢ é dada por
Of (x)

f(x)z@-ﬁ- e

(x —x°)+TOS

xX=x¢

onde TOS denotam os termos de ordem superior. Logo,

f(x) = 3;(;)

(x — x®), para Ax =x—x®%
X:XE\W—/

=Ax
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4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Agora, seja x(t), t > 0, a solu¢do do sistema para uma condi¢do
inicial x(0) € D em tg = 0, e considere o desvio y(t) = x(t) — x
da solugdo x(t) em relagdo ao ponto de equilibrio x¢. Assim, para
y(t) = x(t) — x€ =2 0 (pequenos desvios), temos

e

0= #(0) = () = 202 x(0) —x) = Av(e)

" =y(¥)
2 A € Rnxn

E
=

de sistema linearizado associado ao sistema x = f(x) no ponto
de equilibrio x¢.

Denominamos 9F (x)
; X

y=Ay= [ 3
X
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4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Relembre que a solugcdo do sistema linear autonomo y = Ay para a
condi¢do inicial y(0) € R" é dada por y(t) = ety (0), t > 0.
Portanto, é razodvel esperarmos que

x(t) = x® + y(t) = x® + ety(0) = x® + e (x(0) — x¢), t>0

desde que y(t) = x(t) — x® = 0, ou seja, x(t) = x¢. Em particular,
é razodvel esperarmos que o retrato de fase do sistema
nao-linear x = f(x) apresente, nas proximidades do ponto do
equilibrio x¢, um comportamento qualitativo semelhante ao do
retrato de fase do sistema linear y = Ay = [0f(x€)/0x]y (apds
uma translacdo por x¢). Isto é de fato verdade, conforme o
teorema apresentado a seguir.
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4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Teorema de Hartman-Grobman: Considere um sistema
nao-linear auténomo da forma

x = f(x)
onde x € D é o vetor de estado, D C R"” é aberto, e f: D — R" é
de classe C1. Seja x¢ € D um ponto de equilibrio do sistema, e
considere o sistema linearizado associado

Of (x) ] ,

Y v [ Ox
Assuma que os autovalores de A possuem parte real nao-nula.
Ent3o, o retrato de fase de X = f(x) apresenta, nas proximidades
do ponto de equilibrio x¢, um comportamento qualitativo
semelhante ao do retrato de fase do sistema linearizado associado.
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4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Teorema de Hartman-Grobman (continuagcdo): Em particular,
quando n = 2 (sistema no plano) e os 2 autovalores da matriz A
sao distintos e com parte real nao-nula, se y¢ =0 é um ponto
de equilibrio do sistema linearizado do tipo né estavel, né instavel,
sela, foco estavel ou foco instdvel, entdo o retrato de fase de

x = f(x) apresenta, nas proximidades do ponto de equilibrio x¢,
um comportamento qualitativo semelhante a um né estavel, né
instavel, sela, foco estdvel ou foco instavel, respectivamente.

Devido ao Teorema de Hartman-Grobman acima, dizemos que o
sistema linearizado permite analisar localmente o retrato de fase
de x = f(x) em torno do ponto de equilibrio x©.
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4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Obs: Quando n=2e f: D — R? é uma aplicagdo analitica (por
exemplo, cada componente de f é a soma, diferenca, produto ou
quociente de fungdes polinomiais ou trigonométricas), entdo o
resultado do Teorema de Hartman-Grobman permanece vilido
mesmo quando a matriz A possui 2 autovalores repetidos fora do
eixo imaginario, ou seja, se y© = 0 é um ponto de equilibrio do
sistema linearizado do tipo né estavel ou nd instavel com
autovalores iguais, entdo o retrato de fase de x = f(x) apresenta,
nas proximidades do ponto de equilibrio x¢, um comportamento
qualitativo semelhante a um né estdvel ou né instavel,
respectivamente.

59 /216



4.2. Analise Qualitativa de Sistemas N3ao-Lineares

no Plano nas Proximidades de um Ponto de Equilibrio

Exemplo: Considere o circuito tunnel-diode abaixo:

@ (b)

Figura: (a) Circuito tunnel-diode, e (b) caracteristica v,—i, do diodo.

Considerando que u = E (controle), x; = v e xp = i, temos que
o modelo de estado do circuito é dado por:
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Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

X1 =

( — h(Xl) + X2)

Xo = (—Xl—RX2+U)

~l= 0=

Para u=1.2V, R=15kQ, C =2pF =2 x 10712F, L = 5uH, e
considerando que o tempo é medido em nanosegundos e as
correntes em mA, temos

X1 = fi(x1, x) = 0.5( — h(x1) + x2)
X2 = f(x1,x) = 0.2(—x1 — 1.5x; + 1.2)
Suponha que
h(x1) = 17.76x; — 103.79x7 + 229.62x3 — 226.31x; + 83.72x7
Fazendo f(xf,x§) = (A(x{, x5), (xf,x§)) = (0,0), obtemos 3
pontos de equilibrio:

Q. = (0.063,0.758), Q, = (0.285,0.61), Q; = (0.884,0.21)
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Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

Temos que

—-0.2 —-03

ag(;) _ [ dh(x1)/dx1 0.5 ]

com

dh(x1)/dx; = 17.76 — 207.58x; + 668.86x7 — 905.25x; + 418.6x;

Assim:

A = 32(;‘) = e } . A1 =—3.57,) = —033
A = ag(;) - _1085 _8:2 ] . AL =177,0 = —0.25

As = ag(;) e By } A =-133,0 = —0.4
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Exemplo: Circuito Tunnel-Diode

Portanto: @1 é um né estavel, @, ¢ do tipo sela, e @3 é um nd
estavel. O retrato de fase abaixo comprova nossa anilise local pelo
sistema linearizado. Observe a presen¢a das sepatrizes (uma
separatriz é uma curva que divide o retrato de fase em regides
com comportamentos qualitativos distintos). Assim, um circuito
tunnel-diode real funciona como um circuito biestavel: os 2
estados sdo @ e Q3 (na prética, pequenos ruidos externos for¢ardo
a orbita a sair das separatrizes).
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Figura: Retrato de fase do circuito tunnel-diode. S



4.3. Procedimentos

1. Para o circuito tunnel-diode do exemplo anterior, utilize o
pacote simbdlico do Matlab para calcular os pontos de equilibrio e
o sistema linearizado associado. Classifique os pontos de equilibrio
e esboce o retrato de fase utilizando o pacote pplane. Interprete o
retrato de fase, concluindo que um circuito tunnel-diode real opera
como um circuito biestavel. Ressaltamos que a anilise local pelo
sistema linearizado n3o é capaz de prever o aparecimento das
separatrizes (fendmeno global).

2. Classifique os pontos de equilibrio do péndulo simples e esboce
o retrato de fase. Relembre que o modelo de estado do péndulo
simples com u = 0 (sem controle) é dado por

)'<1:X2

k
)'Q = *% sin(xl) — ;Xz

onde x;1 = 0, xo = 0, x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado,
m={¢=1,g=98e k=0.1.
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4.3. Procedimentos

3. Considere a equacio de Van der Pol

X1 = X2

Xp = —x1 + 6(1 = Xf)XQ

onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, e ¢ = 0.2 é um
parametro. Classifique os pontos de equilibrio e esboce o retrato de
fase. Note a presenca de um ciclo limite (estudaremos ciclos
limite no préximo Lab). Assim, a equa¢do de Van der Pol
corresponde a um oscilador periédico (ndo-linear) em que a
amplitude de oscilacdo independe da condi¢do inicial. Ressaltamos
que a anélise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever
o aparecimento do ciclo limite (fenémeno global).
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Lab 5 — Osciladores, Ciclos-Limite e Caos

Objetivos:

Vamos inicialmente analisar osciladores lineares e suas limitacoes
praticas. Na sequéncia, vamos estudar osciladores nao-lineares
através de ciclos-limite. Por fim, verificaremos o comportamento
cadtico em um péndulo duplo.
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5.1. Osciladores Lineares

Um oscilador é um sistema que exibe comportamento oscilatério.
Quando tal comportamento y(t) é periddico e dado por

y(t) = Ccos(wt + ¢)
denominamos o sistema de oscilador harménico (simples).

Veremos agora que todo sistema descrito por

j}+w2y:0, com w > 0
€ um oscilador harmonico linear. Escolhendo como varidveis de
estado
X1=Yy
X =y

e definindo vetor (coluna) de estado x = (x1,x2) € R?, obtemos o
sistema linear auténomo no plano

X = x| . = v L x = Ax
Tl e | T g | T | =% 0 -
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5.1. Osciladores Lineares

Note que os autovalores da matriz A sdo

A2 = Hjw
Logo, o ponto de equilibrio x¢ = 0 é do tipo centro. Desse modo,
as solugdes x(£) = (a(t), xa(t)) = (y(t)./(8)) € B2, t >0,
oscilam periodicamente com frequéncia w e a amplitude de
oscilacao depende da condic3o inicial.

E facil verificar que a solucdo x(t) = (x1(t), x2(t))’ € R2, t > 0,
para a condi¢do inicial x(0) = xo = (x10,%20) = (¥(0), y(0))" € R?
em tg = 0, é dada por

x1(t) = C cos(wt + @)

x2(t) = —wCsin(wt + ¢)

2
C= \/(X10)2 + <%) , ¢ = —arctan <):1<22J>

Note que a amplitude C e a fase ¢ dependem de xg = (x10, X20)'-

onde
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5.1. Osciladores Lineares

Como
y(t) = x1(t) = Ccos(wt + @), t >0,

concluimos que todo sistema modelado por
y+w?y =0, com >0
corresponde de fato a um oscilador harmoénico linear.

Exemplo 1 (Sistema Massa-Mola): Considere o sistema
massa-mola ilustrado abaixo

Figura: Sistema massa-mola.
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5.1. Osciladores Lineares

onde m é a massa do bloco e y é o deslocamento horizontal do
bloco em relacdo a uma posicdo de referéncia. Considerando que
Fsp = ky (forca restauradora da mola (spring)), F = 0 (for¢a
externa nula) e Fr = 0 (forga de atrito (friction) nula), obtemos
pela 27 Lei de Newton:

my + Fsp = my + ky =0

ou seja,
V4 w?y =0, com w = +/k/m

Portanto, o sistema massa-mola sem atrito é um oscilador
harmdnico linear. Ressaltamos que a frequéncia de oscilagao é

dada por w = \/k/m.
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5.1. Osciladores Lineares

Exemplo 2 (Circuito LC): Considere o circuito LC ilustrado
abaixo

C== L

|
Figura: Circuito LC.

Considere que y = iy (corrente no indutor). Como

diy
v =L—
ET
. dvce
ic=C—
¢ dt
Ve = VL
ic = —IL

obtemos que
71/216



5.1. Osciladores Lineares

i 1. 1, 1. 1. 1
T g2 (Mt T et et T !

ou seja,
1

VILC

Portanto, o circuito LC é um oscilador harménico linear: existe uma
troca periédica entre a energia armazenada no campo elétrico do

capacitor e a energia armazenada no campo magnético do indutor.
Ressaltamos que a frequéncia de oscilacdo é dada por w = 1/\/?

y+w2y:0, com w =

Apesar de um oscilador harmonico linear descrito por
y+wy=0

apresentar um comportamento oscilatério periédico da forma
y(t) = Ccos(wt + ¢), 0 mesmo apresenta os seguintes problemas:
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5.1. Osciladores Lineares

@ O sistema nao é estruturalmente estavel, pois vimos que
x€ = 0 é um ponto de equilibrio do tipo centro da equacgao de
estado x = Ax associada. Portanto, pequenas perturbacdes
AA no sistema nominal x = Ax irdo destruir o
comportamento periddico. Por exemplo, em um sistema
massa-mola real, sempre teremos a presenca de uma for¢ca de
atrito Fr # 0, resultando numa dissipagao de energia e na
destruicdo da oscilagdo periédica. Do mesmo modo, em um
circuito LC real, a resisténcia dos cabos elétricos dissipara a
energia trocada entre o capacitor e o indutor.

@ Mesmo que fosse possivel construir na pratica um oscilador
harmoénico linear, vimos que a amplitude de oscilacao
depende da condigdo inicial xp = (x10, x20) = (¥(0), y(0))’.

Estes 2 problemas podem ser eliminados se considerarmos
osciladores ndo-lineares. Isto serd visto na sequéncia.
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5.2. Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

Relembre que um oscilador é um sistema que exibe comportamento
oscilatério. Assim, uma sistema autonomo da forma

x = f(x)

onde x € D C R" é o vetor de estado, D é um conjunto aberto e
f: D — R" é de classe C!, oscila periodicamente quando o mesmo
possui uma soluc3o periddica x(t) € D, ou seja:

x(t)=x(t+ T), parat>D0,

onde T > 0 é o periodo de oscilagdo (solugdes constantes, i.e.
pontos de equilibrio, ndo serdo consideradas periddicas). Portanto,
no retrato de fase do sistema, temos que toda érbita fechada (que
ndo é um ponto de equilibrio) corresponde a uma solugdo
periddica, e vice-versa.
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5.2. Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

Quando n = 2 (sistema no plano), denominamos uma 6rbita
fechada v € D C R? do sistema x = f(x) de ciclo-limite (ou
oscilagdo auto-sustentada) quando  é uma érbita fechada
isolada do sistema, ou seja, quando existe um conjunto aberto V
com v C V C D e tal que V ndo contém nenhuma outra drbita
fechada diferente de y. Desse modo, percebemos que nao existem
ciclos-limite em sistemas lineares auténomos no plano da
forma x = Ax, pois o sistema sé terad drbitas fechadas (solu¢des
periddicas) caso x¢ = 0 seja um ponto de equilibrio do tipo centro
(autovalores A1 » = £j/3), e é evidente que tais drbitas fechadas
(um continuum de elipses concéntricas centradas em x¢ = 0) ndo
sao isoladas. Concluimos, portanto, que ciclos-limite s6 podem
ocorrer em sistemas nao-lineares auténomos (no plano).
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5.2. Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

Pode-se mostrar que sé existem trés tipos de ciclos-limite (y):
© Estavel: quando existe um conjunto aberto W com
v C W C D e tal que, para toda condi¢do inicial x(0) € W
em ty = 0, a solugdo correspondente x(t), t > 0, tende em
espiral ao ciclo-limite quando t — co
@ Instavel: quando existe um conjunto aberto W com
v C W C D tal que, para toda condi¢do inicial x(0) € W, a
solu¢do correspondente x(t), t > 0, se afasta em espiral do
ciclo-limite quando t — oo
© Semi-estavel: quando existe um conjunto aberto W com
v C W C D tal que: (a) se a condigdo inicial x(0) € W esta
no interior (respectivamente, exterior) do ciclo-limite, entdo
x(t) tende em espiral ao ciclo-limite quando t — oo; e
(b) se a condigdo inicial x(0) € W estd no exterior
(respectivamente, interior) do ciclo-limite, entdo x(t) se
afasta em espiral do ciclo-limite quando t — oo
Além disso, pode-se mostrar que sempre havera um ponto de

equilibrio no interior de um ciclo-limite. o
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5.2. Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

stable unstable half-stable
limit cycle limit cycle limit cycle

Figura: Tipos de ciclos-limite: (a) estavel, (b) instdvel e (c) semi-estavel.

Seja v um ciclo-limite estavel. Portanto, todas as solu¢des do
sistema que comecam suficientemente proximas de v tendem em
espiral para a érbita fechada v quando t — oo, ou seja, para t > 0
suficientemente grande, temos que as solu¢des correspondentes
x(t) oscilam periodicamente com mesma frequéncia e a mesma
amplitude da solug3o periddica associada a v (mas n3o estardo
necessariamente em fase!). Neste sentido, concluimos que a
amplitude de oscilacao independe da condicao inicial!
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5.2. Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

A determinag¢3do dos possiveis ciclos-limite de um sistema nao-linear
ndo é uma tarefa facil. O resultado abaixo é um critério para se
prever a ndo-existéncia de ciclos-limite.

Critério de Bendixson: Considere o sistema

_ [ s ] _ [ A(x1, %) } e

X f(x1,x2)

onde x = (x1,%) € D CR?, D é abertoe f = (f,f): D C R? ¢
de classe C. Seja W C D um conjunto aberto simplesmente
conexo (i.e. W n3o apresenta “buracos”). Se

0f1/Ox1 + 0f,/Ox, # 0 em todos os pontos de W, entdo o
sistema nao apresenta érbitas fechadas em W.
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5.2. Osciladores Nao-Lineares e Ciclos-Limite

Exemplo: Considere o sistema

X1 = Xo
. 2 3
Xo = axy + bxg — X{ X2 — Xj

onde x = (x1,x) € D = R? e a, b € R s3o pardmetros constantes.

Tome W = R2. Assim,
Ofi/Ox1 + 0 /Oxo = b — x12

Portanto, quando b < 0, temos que 9f1/0x1 + 0f/0xa < 0 em
todos os pontos de W = R?. Logo, no hd nenhuma érbita
fechada no plano R2se b< 0 (no entanto, se b > 0, entdo teremos
pontos de R? em que 0f; /Ox1 + 0f/Oxo = 0, e nada podemos
afirmar sobre a existéncia ou ndo de érbitas fechadas no plano!)
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N3o hd uma definicdo universalmente aceita de caos na literatura
de sistemas dindmicos. No entanto, a seguinte definicao é
suficiente para os propdsitos do nosso curso:

Definicao: Caos é um comportamento aperiddico de longo prazo
em um sistema dindmico (deterministico) que exibe sensibilidade
as condicdes iniciais.

Aqui, comportamento aperiédico de longo prazo significa que
existem solucdes que n3o convergem para pontos de equilibrio,
solugdes periddicas ou solu¢bes quasi-periddicas quando t — co. O
termo deterministico significa que o sistema n3o possui entradas,
ruidos ou parametros que variam de maneira randomica. E,
sensibilidade as condicgoes iniciais, significa que solugdes com
condicdes iniciais proximas se separam com rapidez exponencial.
Portanto, uma pequena mudanca, perturbacdo ou incerteza na
condicdo inicial leva a uma solugao com comportamento futuro
significativamente diferente.
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Citando Edward Lorenz (meteorologista e um dos pioneiros no
estudo do caos): “Caos: Quando o presente determina o
futuro, mas o presente aproximado nao determina o futuro
de maneira aproximada.”

Sensibilidade as condicdes iniciais é popularmente conhecido como
efeito borboleta (termo decorrente de um artigo de Lorenz de
1972 entitulado “Predictability: Does the Flap of a Butterfly's
Wings in Brazil set off a Tornado in Texas?): o bater das asas da
borboleta representa uma pequena mudanca nas condi¢des iniciais
do sistema, causando assim uma cadeia de eventos que leva a um
comportamento futuro significativamente diferente. Caso a
borboleta n3o tivesse batido suas asas, a solucdo do sistema
poderia ter sido bem diferente.

81 /216



Diversos sistemas reais apresentam comportamento cadtico:
circuitos eletrénicos, sistemas mecanicos, sistemas meteorolégicos,
sistemas ecoldgicos, sistemas quimicos, etc.

Pode-se mostrar que apenas sistemas n3o-lineares auténomos de
ordem n > 3 podem apresentar comportamento cadtico. Assim,
nao ha caos em sistemas lineares autonomos de qualquer ordem
nem em sistemas n3o-lineares autonomos no plano!

Para maiores detalhes sobre a Teoria do Caos, veja:
https://en.wikipedia.org/wiki/Chaos_theory.
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5.4. Procedimentos

1. Considere um circuito LC com L = C = 1. Simule o sistema
para diversas condi¢Ges iniciais, comprovando pelo retrato de fase e
pelas solucdes no dominio do tempo que a amplitude de oscilacdo
depende da condig3o inicial (elipses concéntricas centradas em

x€ = 0 no retrato de fase).

2. Considere o circuito oscilador abaixo:

i i=h(v)
, g +
i
c L " Resistive

Element
ic iL

}

Figura: (a) Circuito oscilador e (b) caracteristica v-i do elemento
resistivo (resisténcia negativa)
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5.4. Procedimentos

A resisténcia negativa por ser implementada pelo seguinte circuito:

f—ﬁ%

i

= 03V 03V

- 7

Figura: Elemento de resisténcia negativa com um par de tunnel-diodes.
A partir das Leis de Kirchhoff, pode-se mostrar que o circuito
oscilador é modelado por

V+eh(v)v+v=0
onde ¢ = \/L/C e H(v) = dh(v)/dv. Suponha que

h(v) = —v + v3/3 (caracteristica v-i do elemento resistivo). Com
isso, obtemos a famosa equacao de Van der Pol:

V—e(l—v)v+v=0
A equacio de Van der Pol foi utilizada para modelar um oscilador

eletrénico empregado nos primeiros aparelhos de radio. ot



5.4. Procedimentos

Escolhendo x; = v e xo = v, chegamos a equac¢do de estado:
).(1 = X2
Xp = —x1 + 6(1 = X]?)XQ

onde x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado. Considere que € = 0.2,
Note que x¢ = 0 é o unico ponto de equilibrio, e verifique que

x€ = 0 é do tipo foco instavel. Esboce o retrato de fase através do
pplane e note a presenca de um ciclo-limite estavel. Ressaltamos
que a andlise local pelo sistema linearizado nao é capaz de prever
o aparecimento do ciclo-limite (fendmeno global). Simule o
sistema para diversas condicoes iniciais, comprovando pelo retrato
de fase e pelo dominio do tempo que as solugdes tendem em
espiral para o ciclo-limite quando t — oo, oscilando

periodicamente com mesma frequéncia e a mesma amplitude da
solugdo periddica associada ao ciclo-limite (mas sem estar
necessariamente em fase!). Neste sentido, a equa¢do de Van der
Pol corresponde a um oscilador periédico (ndo-linear) em que a
amplitude de oscilacao independe da condicao inicial!
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5.4. Procedimentos

3. Considere o seguinte sistema ecoldgico (presa-predador):

. X1 X1X2
x1=x11——)— ——
y X

A ix+1
(0]

2ﬁ5X1X2 .

X:
Lrx+1
(07

Xo =

onde x; é o nimero de presas, x» € o niimero de predadores,

x = (x1,x2) € R? é o vetor de estado, e a = 5.2, 3 = 2.0, v = 3.5,
0 = 2.5 sdo parametros constantes. Verifique pelo pplane que o
sistema apresenta 3 pontos de equilibrio: (0;0) (sela), (3.5;0)
(sela) e outro préximo de (1.4;1.75) (foco instavel). Observe a
presenca de um ciclo-limite estavel e interprete o retrato de fase
em termos do equilibrio ecolégico.

Obs: Da mesma maneira como um ponto de equilibrio pode ser
visto como um equilibrio estatico, um ciclo-limite estavel pode

ser visto como um equilibrio dinamico (fenémeno nao-linear!).
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5.4. Procedimentos

4. Considere o péndulo duplo. Verifique a caracteristica cadtica do
sistema: pequenas incertezas nas condi¢des iniciais levam a
comportamentos futuros de longo prazo significativamente
diferentes (sensibilidade as condi¢@es iniciais). Para isto, acesse:

Q https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum
@ http://www.physics.usyd.edu.au/ wheat/dpend_html
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Lab 6 — Bifurcacdes em Sistemas Nao-Lineares no Plano

Objetivos:

Vamos introduzir o conceito de bifurcacdo e ver como esbocar o
diagrama de bifurcagdo correspondente. Em seguida,
classificaremos as bifurcagdes locais de sistemas n3o-lineares no
plano. Por fim, analisaremos sistemas que ilustram os diversos tipos
de bifurcagdo e veremos os efeitos qualitativos no retrato de fase.
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6.1. Bifurcacao

Vimos nos Labs 4 e 5 que o comportamento qualitativo de um
sistema n3o-linear no plano (n = 2) é determinado pelos padrdes
exibidos em seu retrato de fase, que por sua vez depende dos tipos
de seus pontos de equilibrio e ciclos-limite.

Relembre do Lab 4 que um sistema (nominal) da forma x = f(x) é
estruturalmente estavel quando o comportamento qualitativo do
seu retrato de fase é preservado sob pequenas perturbacdes no seu
campo de vetores f(x). Vamos agora analisar situagdes em que o
sistema perde a propriedade de ser estruturalmente estavel. Iremos
nos concentrar na situacdo em que pequenas perturbacdes num
parametro do sistema causam mudancas abruptas no
comportamento qualitativo do retrato de fase. Tais mudancgas sao
denominadas de bifurcacoes.
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6.1. Bifurcacao

Mais precisamente, considere um sistema n3o-linear auténomo no
plano da forma
X = fu(X)

onde x = (x1,x) € D C R? é o vetor de estado, D é um conjunto
aberto, © € R é um pardmetro que pode ser variado, e f,: D — R?
é de classe C! para cada i € R. Aqui, ;1 € R pode representar
tanto um parametro fisico do sistema (o valor de uma resisténcia R
em um circuito elétrico, por exemplo) quanto um pardmetro de
controle (a amplitude de um controle constante u(t) =y em
malha-aberta ou o ganho de um controlador em malha-fechada,
por exemplo). Uma bifurcagdo é uma mudanga abrupta nos tipos
de pontos de equilibrio e/ou ciclos-limite a medida que o
parametro pu € R sofre variagdes. Denominamos u de parametro
de bifurcacao, e os valores ;1 = p* nos quais tais mudancas
abruptas ocorrem s3o denominados de pontos de bifurcacao.
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6.2. Classificacao de Bifurcacoes

Uma bifurcagdo é comumente representada graficamente pelo
diagrama de bifurcacao no plano. Tal diagrama esbog¢a uma
medida da amplitude dos pontos de equilibrios e/ou ciclos-limite
em fungdo do pardmetro de bifurcagdo p € R, e indica também o
tipo dos pontos de equilibrios e/ou ciclos-limite: linhas cheias
representam pontos de equilibrio estaveis (i.e. né estavel ou foco
estavel) e ciclos-limite estaveis; e linhas tracejadas representam
pontos de equilibrio instaveis (i.e. né instavel, foco instavel ou
sela) e ciclos-limite instaveis.
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6.2. Classificacao de Bifurcacoes

Temos a seguinte classificagcdo de bifurcagdes (locais):

(a)

Bifurcacao sela-né: para i > p* ha um ponto de equilibrio
do tipo sela e outro do tipo né estdvel; para u = p* a sela e o
né colidem em um ponto de equilibrio; e para p < u* a sela e
0 né desaparecem

Bifurcacao transcritica: hd um ponto de equilibrio estavel e
outro instdvel sempre que p # p*, mas em pu = p* estes 2
pontos de equilibrio trocam de estabilidade e ambos
colidem em um ponto de equilibrio
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6.2. Classificacao de Bifurcacoes

(c)

Bifurcacdo de forquilha (pitchfork) supercritica: para

u < p* hd um ponto de equilibrio estavel; para g > p* ha 3
pontos de equilibrios, sendo 2 estaveis e 1 instavel; e para
1= p* estes 3 pontos de equilibrio colidem em um ponto de
equilibrio

Bifurcacao de forquilha (pitchfork) subcritica: para

< p* ha 3 pontos de equilibrios, sendo 2 instaveis e 1
estavel; para > p* ha um ponto de equilibrio instavel; e
para u = pu* os 3 pontos de equilibrio colidem em um ponto
de equilibrio
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6.2. Classificacao de Bifurcacoes

(¢)

Bifurcacao de Hopf supercritica: para p < p* ha um foco
estavel; para u > p* este foco estavel se torna instavel e ha o
surgimento de um ciclo-limite estavel

Bifurcacao de Hopf subcritica: para ;o < p* ha um foco
estavel e 2 ciclos-limite, sendo um estdvel e outro instdvel;
para p > p* o foco estdvel se funde com o ciclo-limite instdvel,
resultando em um foco instavel (mas um ciclo-limite estdvel
continua existindo)
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6.2. Classificacao de Bifurcacoes

(a) Saddle-node bifurcation

(c) Supercritical pitchfork bifurcation

(e) Superecritical Hopf bifurcation

W
(b) Transcritical bifurcation
— e -
W
(d) Subcritical pitchfork bifurcation
N
[ S
—
I _-
N = 7 -
W

(f) Subcrtitical Hopf bifurcation

Figura: Diagramas de bifurcagdo com ponto de bifurcagdo u = p* (o
ciclo-limite estdvel da bifurcacdo de Hopf subcritica ndo é mostrado por

simplicidade).
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6.3. Exemplos

Nos exemplos abaixo, assumimos que x = (x1,x2) € D = R2.

Exemplo 1 (Bifurcacao Sela-Né): Considere o sistema
X1 = b — x12
X = —X
Note que os pontos de equilibrio sdo x°! = (v, 0) e
x2 = (—/11,0), para p > 0, pois:
B ()P =0 = xf = £ R
—x5=0 = x5=0

Ressaltamos que n3o h4 pontos de equilibrio x® = (xf, x2) € R?
quando p < 0. A matriz jacobiana é dada por

-2 2]
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Exemplo 1 (Bifurcagdo Sela-No)

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas
respectivamente por
of -2 of
)| _[2vE 0], 0f)
ox 0 -1 ox
Logo, quando x> 0, temos que x** = (,/&z,0) é um né estavel e
X2 = (—+/1,0) é do tipo sela. Portanto, ocorre uma bifurcagio
sela-né no ponto de bifurcacdo u* = 0.

AV '
RN N

Figura: Retrato de fase do Exemplo 1 (bifurcagdo sela-nd) para > 0
(esquerda), p = p* =0 (meio) e u < 0 (direita). Note que: (a) se

w>0, entéo im0 x(t) = x* = (\/11, 0) sempre que a condic3o inicial

xo = (xo1,x02) € R? é tal que xp1 > —/1; e (b) se u < 0, entdo n3o h3
pontos de equilibrio e lim;_, o ||x(t)|| = oo para qualquer xp. N

Ay = .

[ 8

x=x¢el x=x¢2




6.3. Exemplos

Exemplo 2 (Bifurcacdo Transcritica): Considere o sistema

g 2
X1 = X1 — Xg

).(2 = —X2

Note que os pontos de equilibrio s3o x¢! = (0,0) e x¢2 = (u, 0),
para u € R, pois:

i — ()2 = xE (i — x§) = 0 = x§ = 0 ou xf = g
—x5=0= x=0

A matriz jacobiana é dada por

8f(X)_ ,u—2X1 0
ox 0 -1
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Exemplo 2 (Bifurcagdo Transcritica)

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas
respectivamente por
I e
e 0 -1

_ { w0 } _ 0f(x)
— Ay =
el 0 -1 Ox
Logo: (a) quando p > 0, temos que x®! = (0,0) é do tipo sela
(instavel) e x2 = (11,0) é um né estavel; e (b) quando u < 0,
temos que x°! = (0,0) é um nd estavel e x°? = (y,0) é do tipo
sela (instavel). Portanto, estes 2 pontos de equilibrio trocam de
estabilidade em p = 0. Desse modo, ocorre uma bifurcagio
transcritica no ponto de bifurcacdo p* = 0.

_ 0f(x)
A= 15)4
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6.3. Exemplos

Exemplo 3 (Bifurcacdo de Forquilha Supercritica): Considere

: 3
X1 = UX1 — Xg

XQ = —X2

Note que os pontos de equilibrio s3o x¢* = (0,0), x*2 = (,/z,0) e
x® = (—/11,0), para p > 0, pois:

g = ()% = xf (= (x)*) =

Observe que o tnico ponto de equilibrio para u < 0 é x¢ = (0,0).
A matriz jacobiana é dada por

of(x) [ u—=3¢ 0
ox 0 -1
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Exemplo 3 (Bifurcagcdo de Forquilha Supercritica)

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas
respectivamente por
| =2n 0
x=x¢€2,3 0 -1

w0 Of (x)
=10 _1 | Az = 3
x=xel N

Logo: (a) quando i < 0, temos que x¢* = (0,0) é um né estavel,
sendo o dnico ponto de equilibrio; e (b) quando x> 0, temos que
x®1 = (0,0) ¢ do tipo sela (instavel) e x**3 = (£,/1,0) s3o nds
estdveis. Portanto, ocorre uma bifurcacido de forquilha supercritica
no ponto de bifurcacdo u* = 0.

_ 0f(x)
A= Ox
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6.3. Exemplos

Exemplo 4 (Bifurcacdo de Forquilha Subcritica): Considere
o 3
X1 = ux1 + Xxq
XQ = —X2

Note que os pontos de equilibrio sdo x¢* = (0,0), x¢2 = (y/—u,0)
e x®3 = (—/—p1,0), para p < 0, pois:

Observe que o tnico ponto de equilibrio para > 0 é x¢ = (0, 0).
A matriz jacobiana é dada por

of(x) [ wu+3¢ 0
ox 0 -1
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Exemplo 4 (Bifurcagdo de Forquilha Subcritica)

Assim, as matrizes dos sistemas linearizados associados sao dadas

respectivamente por
-1 7% 4]
x=x¢€2,3 O =

p 0 Of (x)
=10 1| A3= 3
:X‘él X
Logo: (a) quando y < 0, temos que x¢! = (0,0) é um né estével e
x¢23 = (4,/=11,0) sdo do tipo sela (instaveis); e (b) para u > 0,
temos que x°! = (0,0) é do tipo sela (instavel), sendo o tnico
ponto de equilibrio. Portanto, ocorre uma bifurcagdo de forquilha
subcritica no ponto de bifurcacdo u* = 0.

_ 0f(x)
A= Ox
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Revisao de Calculo

Antes de apresentarmos exemplos da bifurcacao de Hopf,
relembramos os seguintes resultados de Calculo:

Proposicao: Seja g: J — R uma func3o diferencidvel, onde J C R
é um intervalo. Suponha que dg(t)/dt <0 e g(t) > c, para todo
t € J, onde ¢ € R (finito!). Ent3o,

lim g(t) =g >,

t—o00
onde g € R (finito!).

Proposicdo: Seja g: J — R uma funcdo diferencidvel, onde J C R
é um intervalo. Suponha que dg(t)/dt > 0 e g(t) < c, para todo
t € J, onde ¢ € R (finito!). Entdo,

lim g(t) =g <c

t—00

onde g € R (finito!).
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6.3. Exemplos

Exemplo 5 (Bifurcacdo de Hopf Supercritica): Considere

i =xi(p—x2—x3) —x
X0 = xo(p — X2 — x3) 4+ x1

Seja x(t) = (x1(t), x2(t)) € R%, t > 0, a solugdo do sistema para
uma dada condi¢do inicial x(0) = (xo1, x02) € R?. Passando para
coordenadas polares

r(t) = \/x2(t) + x3(t) > 0, 0(t) =tan"' (—x2(t)/x1(t)) € [0,27)
obtemos que

H(t) = %(xl(t)2 +x2(t)?) T2 [2xa(t)a(t) + 2xa(£)%e(t)]

= (a6 + % (8)?) 2 pa(D)x(t) + (D)5 ()]
— pr(t) — r(t)
0(t) =
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Exemplo 5 (Bifurcagdo de Hopf Supercritica)

Logo, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes,
concluimos que (r(t),0(t)), t >0, é a solugdo de
r=pr— r

0=1
para a condigdo inicial r(0) = \/m, 9(0) = tan_l(%)_
Desse modo, podemos reduzir nossa andlise a seguinte EDO
F=pr)=pr =1 120

Note que os pontos de equilibrio sdo ré* = 0 (origem) e
ré2 = /it > 0 (ciclo-limite), para y > 0, pois:

pré —(r)® =re(u—(r*)?)=0 = r*=0ou r¢=,pu>0

Observe que o tnico ponto de equilibrio para ;4 < 0 é r® = 0.
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Exemplo 5 (Bifurcagdo de Hopf Supercritica)

Suponha que i < 0. Entdo, dado r(0) > 0, temos que r(t) > 0
(pois r(t) ndo pode cruzar o ponto de equilibrio r¢ = 0) com
(t) = p(r(t)) = pr(t) — r3(t) <0, para todo t > 0. Logo, pela
primeira proposicao acima, obtemos que

. s

tlrgo r(t)=7>0

Mas, 7 > 0 é necessariamente um ponto de equilibrio de 7 = p(r)
(veja o Teorema da Se¢do 3.1 do Lab 3). Assim, mostramos que,
dado r(0) > 0, temos

lim r(t)=7=r°=0

ou seja, a origem x€ = (0,0) é um ponto de equilibrio do sistema
do tipo foco estavel.

107 /216



Exemplo 5 (Bifurcagdo de Hopf Supercritica)

Agora, suponha que x> 0. Seja 0 < r(0) < /u. Entdo,
0 < r(t) < /p (pois r(t) ndo pode cruzar nem o ponto de
equilibrio r®! =0 nem o ciclo-limite r®? = /1) com
r(t) = p(r(t)) = pr(t) — r3(t) = r(t)(p — r3(t)) > 0, para todo
t > 0. Logo, pela segunda proposicdo acima, obtemos que
: <
Jim r(t) =7 </p
No entanto, r < /i tem que ser um ponto de equilibrio de
i = p(r). Note que ¥ # r¢! = 0, pois r(t), t > 0, é uma fungdo
crescente pelo fato de 7(t) > 0. Desse modo, provamos que, dado
0 < r(0) < /1, temos
o _~__ ,e2 __
tllglor(t)—r—r =./p
ou seja, a origem x€ = (0,0) é um ponto de equilibrio do sistema
do tipo foco instdvel, e toda condic3o inicial ndo-nula no interior
do ciclo-limite ré? = /1t tende ao mesmo em espiral.
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Exemplo 5 (Bifurcagdo de Hopf Supercritica)

Por fim, considere que r(0) > /u. Entdo, r(t) > /i (pois r(t)
n3o pode cruzar o ciclo-limite ré? = V/It) com

r(t) = p(r(t)) = pr(t) — r3(t) = r(t)(p — r*(t)) <0, para todo
t > 0. Logo, pela primeira proposicao acima, obtemos que

lim r(t)=7> />0

t—00

Mas, 7 > /i > 0 tem que ser um ponto de equilibrio de 7 = p(r).
Assim, mostramos que, dado r(0) > ,/z, temos

lim r(t)=7=r2=/n

t—0o0

ou seja, o ciclo limite re? = /1 € estdvel. Portanto, concluimos
que ocorre uma bifurcacdo de Hopf supercritica no ponto de
bifurcagao p* = 0.

109 /216



Exemplo 5 (Bifurcagdo de Hopf Supercritica)

D

|
J
1

Figura: Retrato de fase do Exemplo 5 (bifurcacdo de Hopf supercritica)

para (1 < 0 (esquerda) e 1 > 0 (dlrelta)
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6.4. Procedimentos

1. Para cada um dos 5 exemplos acima, utilize o pplane para
verificar o efeito qualitativo das bifurcagdes no retrato de fase do
sistema. Esboce o diagrama de bifurcagdo correspondente.
Considerando que |p — p*| = 0, quais destas bifurcages pode sem
consideradas seguras e quais podem ser consideradas perigosas
em termos do comportamento em regime permanente (t — oo) do
sistema?

2. Considere o sistema
=xp+ (G +x3) - 0§ +x)%] —x
Yo =xfu+(+x3)— (€ +x3)°] +x

Utilizando o pplane, verifique que este sistema apresenta uma
bifurcacao de Hopf subcritica no ponto bifurcacao p* = 0. Esboce
o diagrama de bifurcacdo correspondente.

111 /216



Lab 7 — Rastreamento de Referéncia e

Rejeicdo de Perturbacdo para Sistemas Lineares

Objetivos:

Trataremos do problema de rastreamento de referéncia e rejeicao
de perturbacdo para sistemas lineares. Para isso, primeiramente
vamos introduzir o conceito de modelo interno. Em seguida,
estudaremos uma estrutura de controle que permite resolver o
problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbacdo através de uma realimentagao de estado. Por fim,
aplicaremos as técnicas de controle vistas num sistema massa-mola
e analisaremos os resultados de simulacdo obtidos.
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7.1. Definicao do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas,
p saidas e g perturbagdes)

x = Ax + Bu+ Ew,
y=Cx+ Fw

onde x € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle,

y € RP é o vetor de saida com , w € RY é o vetor de

perturbacdo ndo-mensuravel, e A € R™" B € R™*" C € R"™P,
E € R9*" ¢ F € R9%P s3o matrizes constantes. Assuma que
r(t) € RP, t > 0, é um dado vetor de referéncia escolhido, e

considere o erro de rastreamento
e(t)=r(t)—y(t) e RP, t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de
perturbacao é encontrar um controlador tal que em
malha-fechada o vetor de saida y(t) da planta rastreie
assintoticamente o vetor de referéncia r(t) com rejeicdo da
perturba¢do w(t), ou seja,

lim e(t) =0
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7.2. Modelo Interno

Vamos considerar que cada componente do vetor de referéncia
r(t) = (r(t),..., rp(t)) € RP e do vetor de perturbacdo

w(t) = (wi(t),...,wy(t)) € R9, t >0, é solucdo de uma mesma
equacdo diferencial linear homogénea conhecida, ou seja,

(D + a1 D+ -+ 1D+ ag) ri(t) =0, i=1,...,p, t>0
=B(D)
(DX + i D* 1+ -+ 1D + o) wi(t) =0, j=1,....,q, t>0
=B(D)
para uma determinada condic3o inicial

k—1 1 0 k—1 1 0
f00),....i1D(0), r2(0) e w (0),..., w™(0), w(0),
respectivamente, onde D = d/dt é o operador diferencial, k > 0 é
a ordem da equacdo diferencial, e ag, a1,

reais. Portanto, a EDO

...,Q)_1 Sao constantes

B(D)g(t) =0

modela a dindmica do vetor de referéncia r(t) e do vetor de
perturbacdo w(t).
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7.2. Modelo Interno

Ressaltamos que apesar do vetor de perturbacao

w(t) = (wi(t), ..., wg(t)) € R9, t > 0, ser ndo-mensuravel,
estamos assumindo que conhecemos a equacdo diferencial
B(D)wj(t) = 0 que cada componente w;(t), t > 0, satisfaz. No
entanto, a principio as condicoes iniciais

w.(kfl)(O), cee vvj(l)(O), w.(o)(O) sdo desconhecidas.

J J

Obs: Podemos sempre escolher

B(s) =| produto dos denomiradores de R;(s) e W;(s)

=Kt 15" T+ Fars+ o

mas tomando o cuidado para se eliminar as redundancias!
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7.2. Modelo Interno

Exemplo 1: Suponha que p = g =1 com r(t) = Ajt (rampa de
coeficiente angular A1) e w(t) = By (degrau de amplitude By
desconhecida em principio), t > 0. Entdo, R(s) = A;/s?,
W(s) = Bi/s e

B(s) = s*

(e ndo B(s) = s% - s = s3!) pois
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7.2. Modelo Interno

Exemplo 2: Suponha que p =g =2 com

r(t) = (n(t), ra(t)) = (

A1 s Agt ), t>0
~— =~
degrau rampa

w(t) = (wi(t), wo(t)) = ( B1 + Basin(2t), B3 + Bssin(5t)), t >0
degrau senoide  degrau senoide
onde A1, Ay, B, By, B3, B, sdo constantes com By, By, Bz, B,

desconhecidas em principio. Assim, Ri(s) = A1/s, Ra(s) = Az/s?,
Wi(s) = B1/s + 2By /(s? + 4), Wa(s) = Bs/s +5B4/(s> +25) e

B(s) = s3(s? + 4)(s? + 25) = s2(s* + 2952 + 100) = | s® + 295* + 1005? |

pois
B(D)g(t) = (D°+29D*+100D?)g(t) = [D*(D?+4)(D?*+25)|g(t) =0, t >0

para g(t) = ni(t), r2(t), wa(t), wa(t), t = 0.

117 /216



7.2. Modelo Interno

Seja g(t) = ri(t), ..., rp(t), wi(t), ..., wy(t), t > 0. E facil ver
que g(t), t > 0, é solugdo da EDO

B(D)g(t) = (D* + ay_1D** + -+ + a1D + ao)g(t) = 0

se e somente se (g(o)(t),g(l)(t), . ,g(k_l)(t))/ eRkK t>0,6
solucdo do sistema auténomo

T g® 7 [ o 1 0 ... 0 17T &9 7
g 0 0 1 ... 0 g®
-2) o 0o o0 0 1 gk=2)
i g(k—l) i | —2 —o1 —a2 ... —Ok-1 | | g(k_l) i

— M € RKxk

Logo, este sistema é a representacdo em espaco de estado da EDO
acima.
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7.2. Modelo Interno

Defina o sistema (p cépias bloco diagonal do sistema anterior)

M N
M N

M N

= A, € Rpkxpk = B, € Rpkxp
Ym=Xm (Ch=1E¢€ Rkapk)

onde x,, € RPk é o vetor de estado, Ym = Xm € RPk & o vetor de
saida, e = r — y € RP é a entrada deste sistema,

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
M = : : : ° : , N=1":
0 0 0 0 1
|~ —oa —oo ... —oe1 [, | 1] fex1

com B(D) = DK 4+ a1 D*1 + .-+ 1D + ap.
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7.2. Modelo Interno

Denominamos o sistema acima de modelo interno (da referéncia
r(t) e da perturbagdo w(t)). Pode-se verificar que o modelo
interno é controlavel, e que sua matriz de transferéncia é dada pela
matriz bloco diagonal

1/8(s)
6o 1/5(s)
1/8(s)
oM Yin(s) = Xm(s) = Gm(s)E(s).

Obs: Considere que 3(D) = D, ou seja, 3(s) =s. Entdio M =0e
N =1, ou seja, Xy, = e (Am é a matriz nula e By, = /). Logo:
t

mm:Aqﬂm+m@.
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7.3. Sistema Aumentado

Relembre que a planta é modelada por (n estados, m entradas,
p saidas e g perturbagdes)
x = Ax + Bu+ Ew,

y=Cx+ Fw
e que o modelo interno é dado por

Xm = AmXm + Bme
onde e=r—y =r—(Cx+ Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = AmXm + Bm(r— Cx — FW) = —BnCx+ Amxm — BmFw + B, r

Considere o vetor de estado aumentado x, = (x, x,,) € R"Pk.
Obtemos assim o sistema aumentado:

[ L ATl Ladw- (2]

=A, —Xa =B,

va=y=]|C O][X}—FFW
—— Xm
C; S——

=Xa 121 /216



7.4. Estrutura de Controle

Considere a estrutura de controle em malha-fechada mostrada
abaixo:

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kinxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K(t). O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops considerando x,(0) = 0 (condi¢o inicial
nula).

O préximo resultado apresenta condi¢des para que esta estrutura
de controle resolva o problema de rastreamento da referéncia r(t)
com rejeicdo da perturbagdo w(t). Veremos que se trata de um
Problema de Estabilizacao por Realimentacao de Estado com

Imposicao de Polos (veja a Se¢do 2.4 da Teoria).
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7.4. Estrutura de Controle

Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controldvel, isto é,
o par (Aa, B,) é controldvel. Escolha uma matriz de ganho

K, € Rm™*(ntPk) de forma que todos os polos de A, — B,K,
estejam no SPE, mas que ndo coincidam com nenhuma raiz de
B(s). Ent3o, a realimentacdo de estado

u=—Kyx; = —Kx — Kmxm

onde K, =[K Kn] € RM*(1+Pk) com K € R™X" e K,,, € RM*Pk
soluciona o problema de rastreamento da referéncia r(t) com
rejeicdo de perturbacdo w(t), ou seja,

Jim e() = r(t) = y(t) = 0
para qualquer condigdo inicial x,(0) = (x(0), x(0)) € R™Pk do
sistema em malha-fechada. Além disso, quando r = w = 0, temos

que x; = 0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente

estavel do sistema em malha-fechada.
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7.4. Estrutura de Controle

Prova: Com base na Figura acima, no sistema aumentado e no
fato de que e = r — y = r — y,, temos que o modelo de estado do
sistema em malha-fechada com a realimentacdo

u=—Kyx; = —Kx — Kmxm é dado por
. | x| _| A=-BK —BKj X n E 0 w
= xn | T | =BmC  An Xm —BmF Bn || r
S—— ~ S~——
= Ae = A—BaK; =% =B. =ue

=te gl |l

e — a =D,
=Xz =Ue

Aqui, consideramos que ue(t) = (w(t), r(t)) € RItP é o vetor de
entrada e que e(t) = r(t) — y(t) = Cexa(t) + Deue(t) € RP é 0
vetor de saida do sistema em malha-fechada.
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7.4. Estrutura de Controle

Como o par (Aa, B,) é controlavel, podemos sempre encontrar uma
matriz de ganho K, € R™*("+Pk) de modo a posicionar
arbitrariamente os polos de Ac = A; — B;K, no SPE, mas de
forma que n3o coincidam com nenhuma raiz de 3(s). Portanto,

Xz = 0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel do sistema em malha-fechada (ve = (w, r) = (0,0)). Em
particular, lims_ oo x(t) = lim;— o0 exp(Aet)xa(0) = 0, para
qualquer condig3o inicial x,(0) = (x(0), x,(0)) € R"*PK,

Relembre que (resposta total = resposta entrada nula + resposta
estado nulo):

E(s) = Ce(sl — Ae) " xa(0) + Ge(5) Ue(s)

:E(:(S) :Eesn(s)

Logo,
lim eg(t) = Ceexp(Aet)xa(0) =0
t—o0
para todo x,(0) € R™ Pk Assim, resta-nos mostrar que
lim eesn(t) = Ge(t) * ue(t) =0
t—o0
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7.4. Estrutura de Controle

Temos que
Ge(s) = (Ge;(s)) = Ce(sl—Ae) 1Be4De, com E(s) = Ge(s)Ue(s)
Pode-se mostrar que a fung¢do de transferéncia entre a j-ésima
componente ug(t) da entrada ue(t) e a i-ésima componente e;(t)
do erro e(t) (assumindo que we,(t) = 0 para ¢ # j) é dada por
ZONNPNIETIG
= G, (s) =
Ue; (s) v det(sl — Ae)
onde 7;i(s) é um polindnimo em s. Portanto,
B(s)nii(s)
Ei(s) = -1y,
(%) = Get(sr — Ay o)

Concluimos entao que

tILn;O esn(t) = Ge(t) x ue(t) =0

pois algum fator do polindmio 3(s) cancelard os polos de Ue(s)
(relembre que os polos da matriz A. = A; — B,K, ndo coincidem
com nenhuma raiz de f3(s), por hipdtese). Isto termina a prova. 15,216



7.4. Estrutura de Controle

Obs 1: A estrutura de controle da Figura acima é robusta. De
fato, a partir da demonstracdo acima, percebemos que os
resultados do teorema permanecem validos para qualquer
perturbacdo nas matrizes A, B, C (planta) e K, = [Km K]
(realimentagdo) que mantenha polos de A = A, — B,K, no SPE e
sem coincidirem com as raizes de [3(s). Pelo resultado de
continuidade dos autovalores de uma matriz (veja a Segdo 4.1
do Lab 4), asseguramos que isto serd atendido para pequenas
perturbacdes em A, B, C, K.
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7.4. Estrutura de Controle

Obs 2: Para determinarmos uma matriz de ganho K, = [K, K]
que soluciona o problema de controle em questdo, necessitamos
apenas montar as matrizes A, e B, do sistema aumentado e
verificar se o par (A,, B,) é controlavel. Caso o par (A,, B,) seja
controldvel, entdo basta determinarmos K, = [K, K] de maneira
que os polos da matriz A, — B, K, estejam no SPE e n3o coincidam
com as raizes de [3(s). Logo, o sistema aumentado € utilizado
apenas para fins de célculo de K; = [K;, K]! Para controlarmos o
sistema em malha-fechada, basta implementarmos o modelo
interno e aplicarmos a realimentacdo u = —Kx — K,x» na planta.
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7.4. Estrutura de Controle

Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de
Referéncia com Rejeicao de Perturbacao:

@ A partir dos vetores de referéncia r(t) = (ri(t),...,rp(t)) e
de perturbagdo w(t) = (wi(t),...,wy(t)), t > 0, determine
B(s) = produto dos denomiradores de R;j(s) e Wj(s) =
s+ g1 1+ + 15 + ag, mas tomando o cuidado para
se eliminar as redundancias!

@ Considere o modelo interno:

M N
M N

S = . Xm + . €

M N

~
= A, € RpPkxpk = B, € RpPkxp

Ym=Xm (Ch=1E¢ Rpkx”k)

onde
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7.4. Estrutura de Controle

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
M = : , N=
0 0 0 0 1 0
|~ —01 o2 ... —Qk—1 | | 1] il

© Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

A 0 B
w=| e m ] 2[5

e verifique se o par (A,, B,) é controlavel. Em caso
afirmativo, determine uma matriz de ganho
K,=[K Kn]€R™+PK) com K € R™*" e K, € R™*PK,
de forma que todos os polos de A, — B,K, estejam no SPE,
mas que n3o coincidam com nenhuma raiz de j3(s).

@ Implemente o modelo interno e aplique a realimentacao
u = —Kx — Knxm na planta, conforme a estrutura de controle

ilustrada na Figura do inicio desta sec3o. 150 /16
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7.5. Exemplo

Considere o sistema massa-mola ilustrado abaixo

’-—» h i——-» n

I b ks
i;w*n._ m =, _m‘n.f
W) —> W
S/ I

Figura: Sistema massa-mola.

o qual consiste de 2 blocos de massas m; e my conectados por 3
molas com constantes de mola ki, ko, k3. As variaveis de controle
sdo as forgas w1, up aplicadas em cada bloco, e as varidveis de saida
sao os deslocamentos y; e y» de cada bloco. Por simplicidade,
assumimos que n3o ha atrito entre os blocos e a superficie.

Com base na 27 Lei de Newton, temos que
miy1 = u1 — kiy1 — ka(y1 — y2)
mays = Uz + koy1 — (k1 + ka2)y2
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7.5. Exemplo

Vamos agora representar o sistema em modelo de estado.
Definindo o vetor de controle u = (uy, up) € R?, o vetor de saida
y = (y1,y2) € R?, e o vetor de estado x = (x1, x2, X3, x4) € R?
com

X1=Y1, X2 = Y1, X3 = Y2, X4 = Y2
obtemos que

0 1 0 0 0 0
ky + k k 1
atle g R 11 = 9
% — mi my X2 + mq u
0 0 0 1] x 0 0 s
~——
ke g _ktk o [ x 0 = | T
L m my I/ L my
=X %,—/
=A =B
X1

=X 132 /216



7.5. Exemplo

Considere que ha uma perturbacdo w = (wy, w») € R? na entrada
do sistema, ou seja, E = B com

X:AX—FBU—F\E,_/W
=B
y = Cx

e suponha que

r(t) = (n(8).ra(8)) = ( AL A2+ Assin(5t)), ¢ 20

degrau senoide
w(t) = (wi(e), wa(t) = ( B, By ). t 20

degrau degrau

onde Aj, As, A3, Bi, B> sao constantes com Bj, By desconhecidas.
Assim, Ri(s) = A1/s, Ra(s) = Ax/s + 5A3/(s? + 25),
Wi(s) = By/s, Wh(s) = By/s, e

B(s) = s(s® +25) = s> +25s5| (k =3)
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7.5. Exemplo

Portanto,

0 1 0 0
M=]10 0 1|, N=
0 -25 0 1
e o modelo interno é dado por
[0 1 00 0 0] [0 0]
0O 0 10 0 O 0 0
i 0 -25 00 0 O S 10 .
m 0o 0 o0 1 of"™™ 00
0O 0 00 0 1 00
|0 0 0 0 —-25 0 | | 0 1 |
——
=Am =B
Ym = Xm (C},::I)

Logo, as matrizes A, e B, do sistema aumentado sao,

respectivamente,

A= |

A

0

—BnC An

:| ) Ba - [ %
10x10

:|10><2 134 /216



7.6. Procedimentos

1. Considere a estrutura de controle da Figura da Sec3o 7.4
referente ao problema de rastreamento de referéncia e rejeicdo de
perturbacdo. Para o sistema massa-mola acima, verifique se o
sistema aumentado é controldvel. Em caso afirmativo, encontre
uma matriz de ganho K, = [K};, K] de modo a posicionar os
polos de malha-fechada em:
—-2,—2,—-10,—10,—11,—-11,—-12,—12,—-13 + i

(n+ pk =4+2-3=10 polos)

2. Assuma que as referéncias sdo ri(t) = 3 (degrau) e

r(t) =24 0.5sin(5t) para t > 0, e que as perturbagdes sdo
wi(t) = 20 e wa(t) = 30, incidindo a partir de t > 6. Implemente
a realimentacdo de estado u = —K,x; = —Kx — K;;xm no sistema
massa-mola em malha-fechada supondo que x(0) = 0, e verifique
se o problema de rastreamento da referéncia r(t) com rejeicdo da
perturbagdo w(t) foi de fato resolvido. Analise os resultados de
simulagdo obtidos (referéncia, perturbagdo, saida, erro, controle).
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Lab 8 — Rastreamento de Referéncia e
Rejeicdo de Perturbacdo para Sistemas Lineares com

Observador de Estado

Objetivos:

Continuaremos a tratar o problema de rastreamento de referéncia e
rejeicdo de perturbacdo para sistemas lineares visto no Lab 7, mas
agora considerando que os estados da planta n3o podem ser
realimentados devido a restricdes praticas. Para isso, utilizaremos
um observador de estado. Aplicaremos entdo as técnicas de
controle vistas num sistema massa-mola e analisaremos os
resultados de simulacdo obtidos.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Relembre a estrutura de controle analisada na Secdo 7.4 do Lab 7
para o problema de rastreamento de referéncia com rejeicdo de
perturbacao:

d(t)

Internal
Model

P e N )

’T (1)

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentacdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kinxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K(t). O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops considerando x,(0) = 0 (condi¢o inicial
nula).

No entanto, agora consideraremos que o vetor de estado x(t) da
planta n3o esta disponivel, ou seja, ndo pode ser realimentado

devido a restricGes praticas.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Mostraremos na sequéncia que a estrutura de controle acima
resolve o problema de rastreamento de referéncia com rejeicao de
perturbagdo se realimentarmos uma estimativa Xx(t) de x(t), ou
seja, se utilizarmos uma realimentac3o da forma u = —KX — Ky xpm.

Primeiramente, relembre que a planta é modelada por (n estados,
m entradas, p saidas e g perturbagdes)

x = Ax + Bu+ Ew,
y=Cx+ Fw

e que o modelo interno é dado por

Xm = AmXm + Bme
onde e=r—y =r—(Cx+ Fw) é o erro de rastreamento. Logo,
Xm = AmXm + Bm(r— Cx — FW) = —BnCx+ Amxm — BmFw + By, r

Com isso, relembre que o sistema aumentado é dado por:
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

o] Lae AL Bl Ladw (2]

—=Aa =Xa =B,

ya=y=]|C 0]|:X:|+FW
~—— Xm
C;, N=—~—

=Xz
Agora, considere o observador de estado:
X=(A—=LC)X+Bu+Ly

Seja £ = x — X o erro de estimacdo. Note que, na presenca de uma
perturbacdo w # 0 sobre a planta, ndo temos que £ = (A — LC)E,
mas sim que:

£=X—X=Ax+Bu+Ew— ((A—LC)R+ Bu+ Ly)
=Ax+Bu+ Ew —(A—LC)x — Bu — L(Cx + Fw)
—_————

=y

=(A-LC)+(E—-LF)w
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

No entanto, isto nao causa nenhuma dificuldade técnica adicional,
pois o proximo resultado estabelece condi¢cdes para que a
realimentacdo (do estado estimado X e do estado do modelo
interno xm,)

u=—Kx — KmnXm

resolva o problema de controle através do projeto independente das
matriz de ganho K, = [K K] € R™("*PK) (realimentag3o) e L
(observador). Veremos que novamente se trata de um Problema
de Estabilizacao por Realimentacao de Estado com
Imposicdo de Polos (veja a Segdo 2.4 da Teoria).
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Teorema: Suponha que o sistema aumentado é controlavel (i.e. o
par (Aa, B,) é controlavel) e que a planta é observavel (i.e. o par
(A, C) é observével). Escolha as matrizes de ganho
K, € Rm*(ntpk) o | ¢ R"P de forma que todos os polos de
A, — B;K; e A— LC estejam no SPE, mas que n3o coincidam com
nenhuma raiz de ((s). Entdo, o observador de estado

%

=(A-LC)x+ Bu+ Ly
e a realimentacdo
u=—Kx — Kmxm
onde K, = [K Kp] € R™*("PK) com K € R™*" e K, € R™*Pk,
solucionam o problema de rastreamento da referéncia r(t) com
rejeicdo de perturbagdo w(t), ou seja,

lim e(t) =r(t) —y(t)=0

t—o00
para qualquer condic3o inicial X(0) = (x(0), x»(0),X(0)) € R2"+rk
do sistema em malha-fechada. Além disso, quando r = w = 0,
temos que x = 0 é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estdvel do sistema em malha-fechada. N



8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Prova: Seja X = (x3,X) = (X, Xm, X) € R?"Pk o vetor de estado
do sistema em malha-fechada com o observador. Com base no
sistema aumentado, no observador de estado e no fato de que
e=r—y=r—y, temos que o modelo de estado do sistema em

malha-fechada com a realimentacio u = —KXx — K,;,x,, € dado por
X A —BKp, —BK X
x=|xm | =] —BnC An 0 P
X | LC —-BK, A-LC-BK X
H:—/
— =5
[ E 0
+ | —BnF Bn
| E—-LF 0

e=[-C 0 0] x); +[-F /][H

C =D,
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Agora, considere a mudanga (linear) de coordenadas

X X /I 0 O X

Z = Xm = Xm = 0 / 0 Xm
& X —X I 0 —I X

=7 =X

Note que T~ = T e x = T~z = Tz. Nas novas coordenadas
z = TX, o sistema em malha-fechada é dado por:
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

k . o~ ~ o~ o~ ~ ~
x',_,, =z=Tx= T(Ae}+ Beue) = TAX+ TB.u. = TA. T 1>+ T Beue
3

A—BK —-BK, —BK X E 0
= —BmC Am O Xm + _BmF Bm ue7
0 0 A—-LC 13 LF 0
—~ ~——
=TAT-1 e =TB.

e= Ee§+ 5eue = EeTflz + beue = zez + beue

com
A—-BK —-BK,

Aa_BaKa: -B.C A )

Ko=[K Kmn] € R™(7HPK)
Concluimos ent3o que os polos da matriz Z\e é igual a unido (com
repeticdo) dos polos de A; — B,K, com os polos de A— LC

(principio da separacgdo).
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Por hipétese, (A,, B,) é controldvel e (A, C) é observavel. Logo,
podemos encontrar matrizes de ganho K, € R™*(n+pk) ¢ | ¢ R7¥P
de modo a posicionar arbitrariamente os polos de A; — B,K; e de
A — LC no SPE, mas de forma que n3o coincidam com nenhuma
raiz de ((s). Portanto, x = 0 é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel do sistema em malha-fechada
(ue = (w, r) = (0,0)), e o restante da prova é analogo ao Teorema
da Secdo 7.4 do Lab 7. Isto conclui a demonstracdo.

Obs: A estrutura de controle com o observador de estado é
robusta. De fato, a partir da demonstracio acima, percebemos
que os resultados do teorema permanecem vélidos para qualquer
perturba¢do nas matrizes A, B, C (planta), L (observador) e

K, = [Km K] (realimentagdo) que mantenha polos de A, — B,K,
e de A— LC no SPE e sem coincidirem com as raizes de f(s).
Pelo resultado de continuidade dos autovalores de uma matriz
(veja a Secdo 4.1 do Lab 4), asseguramos que isto sera atendido
para pequenas perturbacdes em A, B, C, L, K.
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

Algoritmo para Solucionar o Problema de Rastreamento de
Referéncia com Rejeicdo de Perturbacdo com Observador de

Estado:
@ A partir dos vetores de referéncia r(t) = (r(t),...,rp(t)) e
de perturbagdo w(t) = (wi(t),...,wy(t)), t > 0, determine

B(s) = produto dos denomiradores de R;(s) e Wj(s) =
sk 4+ ap_15*1 4+ - + a5+ ap, mas tomando o cuidado para
se eliminar as redundancias!

@ Considere 0 modelo interno:

M N

M N

= Apn € RPkXxpk = B, € RPkXxp
Ym = Xm (Cm = | € RPKXPk)

onde
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
M= : , N=
0 0 0 0 1 0
| —&o —Q1 —Qp ... —OQk-1 | K k L 1 s

© Considere as matrizes A, e B, do sistema aumentado:

A0 B
A= e m ] 2= [0

e verifique se o par (A,, B,) é controlavel e o par (A, C) é
observavel. Em caso afirmativo, determine matrizes de ganho
K,=[K Kmn] € R™<("PK) (realimentacio), com K € R™*"
e Ky € R™<Pk e | € R"P (observador) de forma que todos
os polos de A, — B,K, e A— LC estejam no SPE, mas que
ndo coincidam com nenhuma raiz de j3(s).
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8.1. Estrutura de Controle com Observador de Estado

@ Implemente o modelo interno e o observador de estado
X=(A=LC)X+Bu+Ly

e aplique a realimentacdo u = —KXx — Kxn na planta,
conforme a estrutura de controle ilustrada na Figura do inicio
da Secdo 7.4 do Lab 7. Assim, substituindo-se

u = —KX — Kmxm no observador acima, concluimos que o
controlador resultante é dado por:

X = (A—LC — BK)X + Ly — BKmxm
u=—Kx — KmnXm

Isto resolve o problema de rastreamento da referéncia r(t)
com rejeicdo da perturbagdo w(t). Ressaltamos que os polos
de malha-fechada serd a unido (com repeticdo) dos polos de
A, — B;K, com os polos de A — LC, ou seja, as matrizes de
ganho K, = [K  Kp,] (realimentagdo) e L (observador) sdo
projetadas independentemente (principio da separacao).
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8.2. Procedimentos

1. Considere novamente o sistema massa-mola da Secdo 7.5 do
Lab 7. Refaca os procedimentos da Secdo 7.6 do Lab 7, mas agora
considerando um observador de estado. Determine a matriz de
ganho L de modo que os polos do observador (i.e. da matriz

A — LC) sejam posicionados em: —10, —10, —12, —12.

2. Modifique as referéncias ri(t) e r2(t) com o objetivo de se
diminuir o sobressinal na saida e a amplitude dos sinais de controle
em relagdo ao item anterior. Dica: escolha, por exemplo,
rn(t)=3(1—e "), n(t) =2(1— e ')+ 0.5sin(5t), e reprojete o
modelo interno e o controlador para que os polos referentes a
realimentacdo (i.e. da matriz A, — B,K,) sejam posicionados em:
—4,—4,-10,-10,-12,-12,-14,—-14,—-16 + i, —18 + i /2.
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Lab 9 — Controle Linear de Sistemas Nao-Lineares:
Rastreamento de Referéncia e Rejeicao de Perturbacao do

Tipo Degrau via Sistema Linearizado

Objetivos:

Vamos abordar o problema de rastreamento de referéncia com
rejeicdo de perturbacdo do tipo degrau para sistemas nao-lineares.
Utilizando a mesma estrutura de controle linear vista no Lab 7,
recairemos num problema de estabilizacdo de um ponto de
equilibrio via sistema linearizado. Veremos que o ponto de
equilibrio a ser estabilizado depende das amplitudes da referéncia e
da perturbacgao, e que o controlador linear projetado nao assegura
estabilidade assintética global.
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9.1. Definicao do Problema de Controle

Considere uma planta modelada por (n estados, m entradas,
p = m saidas e g perturbagdes)

x = f(x,u,w)

Yy = h(X7 W)
onde x € D é o vetor de estado, D C R"” é aberto, u €¢ R é o
vetor de controle, y € R™ é o vetor de saida com , w € R
é o vetor de perturbacdo nao-mensuravel, e
f: DxR™xRI—R"e h: DxRI — R™ sio de classe C*.
Assuma que tanto o vetor de referéncia r(t) =7 € R™ quanto o
vetor de perturbacdo w(t) =w € R9, t > 0, sdo do tipo degrau,
e considere o erro de rastreamento

e(t)=r(t)—y(t)=7—y(t) eR™ t>0.

O problema de rastreamento de referéncia e rejeicao de
perturbacao é encontrar um controlador tal que em
malha-fechada o vetor de saida y(t) da planta rastreie
assintoticamente o vetor de referéncia r(t) = 7 com rejeicdo da

perturba¢do w(t) = W, ou seja, lim;_, e(t) = 0. S



9.1. Definicao do Problema de Controle

O rastreamento da referéncia r(t) = 7 com rejeicdo da perturbagdo
w(t) = W serd atingido através da estabilizagdo de um ponto de
equilibrio (x€, u¢) € D x R™ do sistema em que a saida de
equilibrio y¢ = h(x®, w) coincide com 7. Assim, o par

(x¢, u®) € D x R™ deve satisfazer:

Desse modo, percebemos que os pares (x€, u€) € D x R™ que
satisfazem as equacdes acima dependem das amplitudes ¥ e w, ou
seja, x¢ = x¢(F,w) € D e u® = u®(F,w) € R™ com
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9.2. Estrutura de Controle

Para resolvermos o problema de rastreamento de referéncia com
rejeicdo de perturbacdo do tipo degrau para sistemas nao-lineares,
vamos considerar a mesma estrutura de controle em malha-fechada
do Lab 7:

y(t)

Figura: Estrutura de controle em malha-fechada com a realimentagdo de
estado u(t) = —Kx(t) — Kinxm(t), onde d(t) = w(t) é a perturbacio
externa, up(t) = u(t), x,(t) = x(t) e K, = K(t). O modelo interno pode
ser implementado com amp-ops considerando x,,(0) = 0 (condi¢o inicial
nula).
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9.2. Estrutura de Controle

Como a referéncia r(t) e o perturbacdo w(t) sdo do tipo degrau,
temos que 3(s) = s. Assim, A, =0, B, =/, e 0o modelo interno é
dado por (veja o Lab 7):

Xm = €
ou seja, para x,(0) =0,

Xm(t):/ote(T) dr, t>0

Fixe 7 € R™ e w € RY, e suponha que (x¢, u¢) € D x R™ é tal que

0=f(x% u®,w)

0=7— h(x®,w)
Obs: Relembre que

0=f(x%u®,w)

significa que (x¢, u®) é um ponto de equilibrio da planta quando
w(t)=w, t >0, e que

0=7— h(x®,w)

significa que ye = h(Xe,W) =r 154 /216



9.2. Estrutura de Controle

Agora, considere o sistema aumentado com vetor de estado
Xa = (X, xm) € D x R™ (relembre que e = r —y e y = h(x, w)):

x = f(x, u,w)
Xm =T — h(x, W)

Yy = h(X,W)

Logo, (x€, x5, u¢) € D x R™ x R™ é um ponto de equilibrio do

2 7'm?
sistema aumentado, para qualquer x;, € R".
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9.2. Estrutura de Controle

Para resolvermos o problema de rastreamento da referéncia

r(t) =7 com rejeicdo da perturbag¢do w(t) = w do tipo degrau,
basta encontrarmos uma realimentagdo de estado u = a(x, Xm)
para o sistema aumentado, onde a: D x R™ — R™ é de classe C!
e x5, € R™ é tal que a(x®, x5,) = u®, de modo que

(x¢,x5) € D x R™ seja um um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel do sistema aumentado em
malha-fechada

X = f(Xv U7W)‘u:a(x,xm) = f(X,Oé(X,Xm),W)

Xm =T — h(x, W)
Yy = h(X,W)
Note que (x¢,x5,) € D x R™ é de fato um ponto de equilibrio do
sistema aumentado em malha-fechada, pois
0= f(x% u®,w) = f(x° a(x®, x5), W)

0=7— h(x®,w)
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9.2. Estrutura de Controle

Além disso, perceba que se (x¢,x5,) € D x R™ for
assintoticamente estdvel, entdo asseguramos que

lim y(t) = lim h(x(t),w) = h(x®, W) =r

Jim y(8) = fim h(x(t), W) = h(x*, W)
para toda condi¢3o inicial (x(0), x,(0)) pertencente a regido de
atracdo do ponto de equilibrio (x¢, x5,), resolvendo assim

localmente em torno de (x¢, x5,) o problema de rastreamento da
referéncia r(t) = 7 com rejeicdo da perturbagdo w(t) = w.
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9.2. Estrutura de Controle

O sistema aumentado linearizado no ponto de equilibrio

(x€, x5, u) € D x R™ x R™, onde x5, € R™ ¢ arbitrario, tem
como vetor de estado x5, = (X5, Xm,) € R" x R™ e é dado por
(note que o mesmo coincide com o sistema aumentado do Lab 7
com Ay, =0, B, =1):

. [ x 1. [ Ao I L[ E
% = s | T L =C 0] | xm o |®T|-F|"
- —_——— ——  ——

:Aa :X55 :Ba
Yas =[C O] ]+FW(S
~—~— | Xms
C;, N=——~—
:Xa(;
onde
Of , o o _Of o o _Of o o
—&(X , U, W), B—a(x Jutw), E= 8W(X , u€, W)
h h
c=uem), F=iew
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9.2. Estrutura de Controle

Obs: Perceba que o sistema linearizado da planta

x = f(x,u,w)

Yy = h(Xv W)
no ponto de equilibrio (x¢, u¢) € D x R™ é dado por

X5 = Axs + Bus
ys = Cxs

considerando que w(t) = w, t > 0. Assim, as matrizes A, e B,
acima do sistema aumentado linearizado sdo determinadas a partir
da linearizagao da planta.
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9.2. Estrutura de Controle

O préximo resultado apresenta condi¢des para que a estrutura de
controle mostrada na Figura acima resolva o problema de
rastreamento de referéncia com rejeicdo de perturbacdo do tipo
degrau através da estabilizagdo da origem x,; = (X5, Xm;) = (0,0)
do sistema aumentado linearizado por uma realimentagao linear de
estado da forma us = —K,x5; = —Kxs — Kmxms. A ideia central
é: u= a(x,xm) = —Kx — Kmxm assegura que a linearizacado do
sistema aumentado em malha-fechada coincide com o
sistema aumentado linearizado em malha-fechada.
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9.2. Estrutura de Controle

Teorema: Considere o sistema

x = f(x,u,w)
y = h(x, w)
e sejam r € R™ e w € RY as amplitudes nominais da referéncia

r(t) e da perturbagdo w(t) do tipo degrau, respectivamente.
Suponha que (x¢,u¢) € D x R™ é tal que

0=f(x% u®,w)

0=7— h(x®,w)
Considere o sistema aumentado linearizado associado e suponha
que o par (A,, B,) é controldvel. Escolha uma matriz de ganho

Ko=[K Kn]€R™(+m) com K € R™<" e K, € R™*™ de
forma que todos os polos de A, — B,K, estejam no SPE.
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9.2. Estrutura de Controle

Teorema (continuacdo): Entdo, a realimentacio linear de estado
u=a(x,xm) = —Kx — Kjnxm

é tal que:
@ A matriz de ganho K,,, € R™*™ ¢ invertivel
@ Seja x5, € R™ tal que v = a(x®, x5) = —Kx® — Knx5,, i.e.
an = —(Km)fl(ue + KXe) Ent3o, existem 61, 02,093,064 >0
em que, para qualquer (7, w) € Bs,(7) X 854( ) (i.e. para
pequenas variagdes da amplitude de r(t) =7 e w(t) = w em
relagdo aos valores nominais 7 e W, respectivamente), existe
um anico ponto de equilibrio
(x€,x5,) € Bs,(x¢) x Bs,(x5,) C D x R™ assintoticamente
estdvel do sistema em malha-fechada
x = f(x, U, W)|u—a(x,pm) = F(X, =KX — KinXim, W)
y = h(x, w)
e satisfazendo
ye=h(xr)=r

quando r(t) =re w(t)=w, t > 0. 162 /216



9.2. Estrutura de Controle

Teorema (continuagdo): Em particular, para tal ponto de
equilibrio assintoticamente estavel (x¢,x5) = (x°(F, w), x5, (F, w))
correspondente a (r, w) € Bs,(7) x Bs,(W) (pequenas variagdes da
amplitude de r(t) =7 e w(t) = w em relagdo aos valores nominais
T e W, respectivamente), temos

lim y(t) =7

t—o0
para toda condi¢3o inicial (x(0), x,(0)) pertencente a regido de
atracdo de (x¢,X5,), resolvendo assim localmente em torno de
(x¢,x5,) o problema de rastreamento da referéncia r(t) =r com
rejeicdo da perturbagdo w(t) = w do tipo degrau.
Obs: Note que

u(t) = —Kx(£) — Koxom(t) = —Kx — Knm /t e(r) dr, t>0
\%,_/

termo integral!

Além disso, ressaltamos que tal controlador linear ndo assegura que

e~ - ~e ~e P m
a regido de atragdo de (x¢,Xx5,) seja igual a D x R™. e



9.3. Procedimentos

1. Considere o péndulo simples controlado

x1 = xo = fi(x1, x2, u)

u = fo(x1, x2, U)

k 1
Xp = —%sin(xl) - + "

y = x1 = h(x2, x2)

onde x;1 = 0, xo = 0, x = (x1,x2) € R2 é o vetor de estado, u € R
é o controle (torque) e y = x; = 6 € R é a saida. J& vimos que os
pontos de equilibrio s3o (x¢, u¢) € R? x R com

x® = (x£,x5) = (6,0) e u® = mglsin(d), onde x{ =6 € [0, 27)
pode ser arbitrariamente escolhido. Considere que m = k = 0.1,
g =10, £ = 1. Assim, ue = sin(x{) = sin(d). Assuma que

x; =6 = /4 (= 45°). Verifique por simulagdo que: (a) (d,0) ndo
é ponto de equilibrio para u = 0; e (b) ao aplicarmos a entrada
constante u(t) = u® =sin(J), t > 0, temos que x¢ = (J,0) é um
ponto de equilibrio do tipo foco estdvel (os autovalores de %(5, 0)
sdo —0.5 £ j2.6), mas ndo é globalmente assintoticamente estavel

(por exemplo, x(0) = (3.12,0) ndo pertence a regido de atragdo). .



9.3. Procedimentos

2. Considere que hd uma perturbacdo w(t) do tipo degrau na
entrada do péndulo, ou seja,

).(1 = X2 = fl(X17X27 u, W)
1

: g . k
X == sin(x1) — X + Wu—i— "

y=X1= h(X2aX27 W)

w = f2(X17X27 u, W)

Assuma que o valor nominal de w(t) é w =0, e que o valor
nominal para a referéncia r(t) do tipo degrau é 7 = x{ = J. Assim,
¥ = h(xf, x5, W) = x§ =8, e (xf, x5, u®) = (6,0,sin(8)) satisfaz

fi(xg, x5, u®, w)
f(xg, x5, u¢, w)

o o o
Il

T —h(xq, x5, W)

165 /216



9.3. Procedimentos

Determine as matrizes de ganho K € R1*? e K, € R1*! =R de
modo que a realimentac¢do linear de estado

u = a(x,xm) = —Kx — KmXm

assegure que a saida y(t) = 6(t) do péndulo rastreie
assintoticamente referéncias r(t) = r com rejeicdo de perturbagdes
w(t) = w do tipo degrau, ao menos quando r =7 =10e

w = w = 0 (pequenas amplitudes da referéncia e da perturbagao
em relagdo aos valores nominais). Simule e analise os resultados
obtidos (referéncia, perturbagdo, erro, controle, saida, estados),
considerando: (a) diferentes conjuntos de polos para A, — B,K,
(polos rapidos e lentos); (b) grandes e pequenas amplitudes de
r(t) e w(t); e (c) diversas condi¢des iniciais.
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Lab 10 — Controlador Antiwindup e Compensacao de

N3ao-Linearidades Estaticas

Objetivos: Vamos inicialmente relembrar o efeito windup e o
controlador antiwindup. Em seguida, veremos como anular o efeito
de certas n3o-linearidades estdticas através de um compensador
nao-linear. Por fim, projetaremos um controlador Pl com
antiwindup e um compensador de nao-linearidade estdtica para
controlar o modelo de um motor CC com satura¢do no atuador e
zona morta.
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10.1. Controlador Antiwindup

Em todo sistema de controle, o atuador apresenta saturacdo devido
a limitacdes fisicas. Por exemplo, uma vélvula satura quando esta
completamente aberta ou fechada, e a saida de um amp-op é
limitada por valores mdximos e minimos de tensao.

Considere um sistema realimentado através de um controlador Pl e
com saturacdo no atuador mostrado abaixo:

N
Plant *— —O ¥

Figura: Sistema realimentado com saturagdo no atuador.
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10.1. Controlador Antiwindup

Suponha que uma referéncia do tipo degrau faz com que o sinal do
atuador sature em u(t) = Umax. Assim, o integrador continuara a
integrar (windup) o erro e(t), e o sinal de controle uc(t)
continuara a crescer. Com isso, a entrada u(t) da planta ficara
trancada em seu valor maximo u(t) = umax, Ou seja, a planta
estara efetivamente em malha-aberta. Desse modo, o erro
permanecerd grande até que a saida y(t) da planta exceda o valor
da referéncia (i.e. sobressinal), quando ent3o o erro e(t) muda de
sinal e o efeito acumulativo do integrador é revertido
(antiwindup). O aumento no sinal de controle uc(t) em nada
ajuda, pois a entrada da planta esta trancada em u(t) = Umax. No
entanto, a amplitude de uc(t) pode se tornar relativamente grande
se a saturacdo do atuador durar bastante tempo. Concluimos,
assim, que sera preciso um erro negativo (i.e. um sobressinal)
consideravel e uma resposta transitéria relativamente deteriorada
para produzir o erro antiwindup necessario para trazer o sinal de
controle uc(t) de volta a faixa linear do atuador (onde n3o ha

saturac3o). o e



10.1. Controlador Antiwindup

A solucao para esse problema é um controlador antiwindup, o
qual “desliga” a acdo integral quando o atuador satura. Duas
configuracdes antiwindup equivalentes sao mostradas abaixo para
um controlador Pl: a de cima é para fins didaticos, pois é mais
simples de entender; e a debaixo é para fins praticos, pois é mais
simples de implementar.

—o——
Figura: Controlador Pl com antiwindup: (a) configurag¢do didética; (b)

configuracdo pratica (o Bloco Saturacao faz parte do Controlador!) o e



10.1. Controlador Antiwindup

Nessas configuragcdes, enquanto nao ha saturacao do atuador, o
controlador antiwindup funciona exatamente como o Pl
original. Mas, assim que o atuador satura, a malha de
realimentacdo em torno do integrador se torna ativa, agindo para
que a entrada e;(t) do integrador seja relativamente pequena.
Durante tal intervalo de tempo, o integrador essencialmente se
torna um compensador atraso de fase (estavel) de primeira
ordem. Para vermos isso, note que a configuracdo pratica
apresenta acima é equivalente ao seguinte diagrama de blocos:

|
I

+ 1 ju
¢cOo—+ K oY _'T'_—_L— h3 O U
& +
Ky

Figura: Controlador Pl com antiwindup: diagrama de blocos equivalente.
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10.1. Controlador Antiwindup

A partir desse diagrama de blocos equivalente, é facil ver que

Ks + 1/ T Ka/TI Umax

c(8)=—F5 77 EG)+ /(7
s+ K,/ T s+ Ky/T) s
—_————

atraso de fase

Ressaltamos que esta equacdo sé é valida enquanto o atuador
permanecer saturado em u(t) = Umax. O ganho antiwindup

K, > 0 deve ser grande o suficiente para que o controlador
antiwindup mantenha a entrada e;(t) do integrador em valores
relativamente pequenos sob todas as condi¢coes do erro. Na
pratica, é comum tomar K, = 1/T; (ao menos como uma primeira
escolha, procurando-se entao refinar o valor de K, por tentativa e
erro através de simulagdes).
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10.1. Controlador Antiwindup

O efeito do controlador antiwindup é reduzir tanto o sobressinal
quanto o esforco de controle num sistema realimentado. A
implementagao da configuragao antiwindup é uma necessidade
pratica em aplicagdes com acdo integral implementada no
controlador. A nao utilizagcdo desta técnica pode levar a uma
deterioracdo significativa no desempenho do sistema em
malha-fechada e, inclusive, a instabilidade (a saturagcdo é um
elemento n3o-linear)! Relembre que, quando ha saturagao, a
planta fica efetivamente em malha-aberta com uma entrada
constante u(t) = umax, € a acao integral do controlador se
comporta como um sistema (BIBO) instavel em
malha-aberta tendo o erro e(t) como entrada. O propésito do
controlador antiwindup é ativar uma malha de realimenta¢cdo em
torno do integrador quando ha saturacdo, de modo que o
controlador resultante seja estavel e o efeito acumulativo do
integrador seja revertido (antiwindup) mais rapidamente.
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10.2. Compensacao de Nao-Linearidades Estaticas

Uma nao-linearidade estatica é um sistema que é n3o-linear e
estatico. Relembre que um sistema é estatico (sem memoria)
quando a saida z(t) do sistema no instante de tempo t s6 depende
na entrada x(t) do sistema no mesmo instante t, ou seja, a
descricao matematica da relacdo entrada-saida do sistema é dada
algebricamente por (ndo h3 estado!)

N3o-linearidades estaticas estdo sempre presentes na pratica como,
por exemplo, na saturacdao em atuadores, zona morta em motores,
folgas (backlash) em sistemas mecanicos, relé, histerese, etc. Estas
e outras n3do-linearidade estdticas serdo vistas em mais detalhes no
Lab 11.
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10.2. Compensacao de Nao-Linearidades Estaticas

Quando a fun¢do f: AC R — B C R acima é sobrejetiva, ou
seja, para qualquer z € B existe x € A com z = f(x), entdo
podemos anular o efeito da nao-linearidade estdtica através um
compensador nao-linear que implementa uma funcio inversa
pela direita f': B — A de f, pois neste caso teremos

(fo f‘l)(z) =f(fY(z))=f(x)=2z paratodozec B

Tal compensador é denominado de compensador de
nao-linearidade estatica. Isto ¢ ilustrado abaixo:

t =
I S S S

Sinal de controle Compensador Néo-Linearidade Processo Scope
(inversa pela direita) Estatica

Figura: Compensacio da n3o-linearidade estdtica z = f(x) com

f: A — B sobrejetiva, onde: Planta = N3o-Linearidade Estética +
Processo, uc(t) é o sinal de controle, u(t) é o sinal do atuador e u.(t) é a
entrada efetiva no processo. Aqui, assumimos que u.(t) € B, para todo
t > 0. Importante: Quando consideramos saturacdo no atuador, ent3o:

Planta = Bloco Saturagdo + N3o-Linearidade Estatica + Processo. —



10.2. Compensacao de Nao-Linearidades Estaticas

Ressaltamos que, quando f: A — B é sobrejetiva, poderdo existir
diversas inversas pela direita de f, ou seja, f': B — A n3o é
necessariamente (nica. No entanto, se f for bijetiva (sobrejetiva e
injetiva), entdo f~! é Gnica.

Exemplo 1: Considere a n3o-linearidade estdtica
z=f(x)=+vx, x>0

onde z é a vazao de saida e x > 0 € a abertura de uma valvula.
Note que f: [0,00) — [0, 00) € bijetiva. Logo, a fungdo inversa
pela direita de f é a fungdo f~1: [0,00) — [0, 00) definida por

x=FfYz2)=2% z>0

e o efeito da n3o-linearidade estatica da vélvula por ser anulada
por um compensador. Verificagio: f(f1(z)) = f(z?) = V22 = z,
para todo z > 0.
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10.2. Compensacao de Nao-Linearidades Estaticas

Exemplo 2: A zona morta de um motor é uma n3o-linearidade
estdtica que é descrita pela funcdo f: R — R definida por:

0, se [x| <o
z=f(x)=¢ —0+x, sex>9
d—x, sex<d

Note que f: R — R é sobrejetiva. Logo, o efeito da zona morta
pode ser anulado por um compensador de n3o-linearidade estatica.
Neste caso, uma inversa pela direita de f é a fungdo f~1: R = R
definida por:

_ 0+ z sez>0
_ 1 _ ) =
x=f (Z)_{—(H-z, sez<0

Verificagdo: f(f~1(z)) = z, para todo z € R.
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10.3. Procedimentos

1. Seja

o modelo linearizado de um tanque num certo ponto de equilibrio.
Assuma que foi projetado um controlador Pl com K =2 e

1/T; = 4. Suponha que a saturagdo no atuador é de +1. Para
uma referéncia do tipo degrau, simule o sistema em malha-fechada
com e sem o controlador antiwindup, comparando e analisando os
resultados obtidos. Escolha r(t) = 0.1, 0.45, 1, 2, e

K, =1, 4, 10, 20.
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10.3. Procedimentos

2. Considere que um motor CC é modelado por

onde u(t) é a tensdo de entrada no motor e y(t) é a velocidade
angular do eixo do motor. Assuma que o motor apresenta uma
zona morta de § = 0.5V. Determine uma compensa¢3o para anular
o efeito de tal ndo-linearidade estdtica. Simule o motor em
malha-aberta com e sem o compensador da zona morta, analisando
os resultados obtidos. Escolha u(t) =0.1 e u(t) = 1.
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10.3. Procedimentos

3. No item anterior, projete um Pl para que em malha-fechada
sejam atendidos os seguintes requisitos: (i) rastreamento de
referéncia com rejeicdo de perturbacdo do tipo degrau; (ii) sem
sobressinal; e (iii) tmr(5%) = tma(5%)/2. Suponha que a
saturacdo no atuador é de +10V. Simule o motor em
malha-fechada sem o controlador antiwindup e sem a compensacio
da zona morta, considerando que r(t) = 0.1, 1, 5, 10. Analise os
resultados obtidos. Note que, na auséncia da compensacio de
zona morta, a saida em malha-fechada apresenta um atraso no
tempo quando r(t) = 0.1. Explique tal comportamento.

Agora, implemente o controlador antiwindup e a compensa¢ao da
zona morta, analisando e comparando os resultados obtidos.
Escolha inicialmente K, = 1/ T, e entdo procure aprimorar o valor
de K, por tentativa e erro através de simulacGes.

Dica: no controlador antiwindup, tome u,,x = 10 — 0.5 = 9.5.
Justifique esta escolha.
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Lab 11 — Oscilacdes Periédicas em Malha-Fechada pelo

Método da Funcao Descritiva

Objetivos: Veremos como determinar a provavel existéncia de
oscilacBes periddicas na entrada de uma n3o-linearidade estatica de
um sistema realimentado. Isto serd realizado com base no método
da func3o descritiva. Compararemos as previsoes fornecidas pelo
método da funcdo descritiva com os resultados de simulac3o,
considerando as seguintes nao-linearidades estaticas: relé,
saturacdao e zona morta.
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Considere o sistema realimentado abaixo, onde r(t) = A é uma

referéncia do tipo degrau de amplitude A, z = f(x) é uma

ndo-linearidade estatica e G(s) é a fungdo de transferéncia de um

sistema linear.

y(®

| X(t) z(t) = f(x(t
U] 221x) (t) = f(x(t) » G
rt)=A Nao-Linearidade Sistema Linear
Estatica

Scope

Figura: Sistema linear G(s) realimentado com a n3o-linearidade estética

z = f(x).
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Assumimos que:
@ A n3o-linearidade estatica é descrita por z = f(x)

@ A entrada x(t) da n3o-linearidade estatica é senoidal:
x(t) = asin(wt), coma>0, w>0

© A n3o-linearidade estatica é uma fungdo impar, ou seja,
f(x) = —f(—x) (rebatimento diagonal do grafico)

© A fungio de transferéncia G(s) é racional, estritamente
prépria (mais pdlos do que zeros) e com todos os polos no
SPE, exceto por um possivel pdlo simples (sem multiplicidade)
em s = 0. Além disso, assumimos que G(s) tem um
comportamento passa-baixas com

G(kw) =0, k=23,4,...
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Pelas duas primeiras hipéteses, temos que z(t) = f(x(t)) é uma
funcdo periddica no tempo com frequéncia fundamental w, e sua
série de Fourier é dada por

z(t) = f(x(t)) = ao + Y ay cos(kwt) + by sin(kwt)

k=1
onde
T/2
/ t, com T =27/w
T/2
T/2 2 T/2
/ ) cos(kwt)dt, by = / z(t) sin(kwt)dt
T/2 TJ 1)

A terceira hipdtese implica que: (i) ax = 0, para k > 0; e (ii)
by = F fT/2 t)sin(kwt)dt, para k > 1. Portanto,

z(t) = f(x(t)) = Z by sin(kwt)
(S
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Consequentemente,
y(t) = bi|G(jkw)|sin (kwt + £G(jkw))
k=1
Decorre entdo da quarta hipdtese que
y(t) = b1|G(jw)| sin (wt + £G(jw))

No entanto, x(t) = —y(t) pela quinta hipétese. Relembre que
v = |y|ef“7 € C, e/t = cos(wt + 6) + jsin(wt + 6). Logo:

0 = x(t) + y(t) = asin(wt) + b1|G(jw)|sin (wt + ZG(jw))

= ae“t + by G(jw)et = [a+ b1 G(jw)] &t =0
Concluimos entdo que (equacado do balango harménico):

11+ ¥(a)G(jw) = 0]

onde (mudando a varidvel de integragdo de t para = wt em by)

b 2 [T
\U(a):—l:— f(asinf)sinfdd e R, a>0.
0

a anm

é chamada func@o descritiva da n3o-linearidade estdtica z = f(x),.. , .



11.1. Método da Funcao Descritiva

A equacdo do balanco harménico
1+V¥(a)G(jw) =0

é uma condicdo necessaria (mas n3o suficiente!) para que a
entrada x(t) = asin(wt) da n3o-linearidade estdtica apresente uma
oscilacdo periddica de frequéncia w > 0 e amplitude a > 0 quando
r(t)=A=0.

O método da fungao descritiva estabelece entdo que (mesmo
quando r(t) = A= 0):
© Se a equacdo do balanco harmdnico possui uma solucao
(as,ws), entdo é provavel que x(t) oscile periodicamente com
amplitude préxima de a; > 0 e frequéncia préxima de ws > 0.
Havendo mais de uma solu¢ao, a amplitude e frequéncia de
oscilagdo que esperamos (i.e. ndo temos como garantir!) que
x(t) apresente podera depender da condigdo inicial
@ Se a equacido do balanco harménico n3o possui solucio, entdo

é provavel que x(t) n3o apresente oscilagdes periddicas
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Obs 1: Note que a equacdo do balango harménico é equivalente a

1
v(a)

G(jw) = -

Logo, podemos resolver a equag¢io do balango harménico
graficamente: basta tragarmos o diagrama de Nyquist de G(jw)
para w > 0 e o grafico de —1/W(a) € R para a > 0. As interse¢des
destes 2 graficos no plano complexo correspondem a solugdes da
equacao do balangco harmonico. Nao havendo nenhuma intersecao,
entdo é provdvel que x(t) ndo apresente oscilagdes periddicas.
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Obs 2: Como W(a) é real para todo a > 0, temos que a equagao
do balango harménico é equivalente as 2 equacdes reais

1+ W(a)Re[G(jw)] =0
Im[G(jw)] =0

Desse modo, a principio poderemos resolver a equacdo do balango
harménico analiticamente quando G(s) é de ordem relativamente
baixa. Resolvemos a segunda equacdo acima para w > 0,
encontrando assim as possiveis frequéncias de oscilacdo w > 0. Em
seguida, substituimos na primeira equacdo acima cada w obtido, e
entdo resolvemos para a > 0. Desse modo, concluimos que: (i) as
possiveis frequéncias de oscilagdo w > 0 sé dependem de G(s), ou
seja, as mesmas independem da n3o-linearidade estdtica z = f(x);
e (ii) as possiveis amplitudes de oscilagdo a > 0 dependem de

z = f(x) e de G(s).
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Obs 3: As equagdes

1+ W(a)Re[G(jw)] =0
Im[G(jw)] =0

também nos permitem resolver graficamente a equagdo do
balan¢o harménico. Primeiramente, determine o diagrama de
Nyquist de G(jw) para w > 0, e encontre as possiveis frequéncias
w > 0 em que o diagrama cruza o eixo horizontal, ou seja,
Im[G(jw)] = 0. Em seguida, determine Re[G(jw)] para tais
frequéncias w através do diagrama de Nyquist. Agora, calcule
V(a) = —1/Re[G(jw)]. Por fim, determine pelo gréfico de W(a)
os possiveis valores a > 0 em que W(a) = —1/Re[G(jw)].
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Obs 4: O resultados anteriores para o sistema realimentado da
Figura acima podem ser generalizados para a estrutura de controle
dada abaixo:

) x(t) 221 2(t) = f(x(t)) -Gp © y(t) :

rt)=A Controlador Nao-Linearidade Estatica Processo Scope
do Atuador ou Processo

Figura: Sistema realimentado com controlador C(s), ndo-linearidade
estdtica z = f(x) do atuador ou processo, e processo modelado pela
funcdo de transferéncia Gp(s).
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Obs 4 (continuacao): Ao tomarmos G(s) = C(s)Gp(s), o
método da fungdo descritiva estabelece que (para r(t) = A= 0):
@ Se a equacdo do balango harménico
14+ V(a)G(jw) =1+ V(a)C(jw)Gp(jw) =0

possui uma solugdo (as,ws), entdo é provavel que a entrada
x(t) da nao-linearidade estatica oscile periodicamente com
amplitude préxima de a5 > 0 e frequéncia préoxima de ws > 0,
podendo assim gerar desgastes no atuador e/ou no processo.
Havendo mais de uma solucdo para a equacdo do balanco
harmdnico, a amplitude e frequéncia de oscilagdo que
esperamos (i.e. ndo temos como garantir!) que x(t)
apresente podera depender da condicdo inicial. Em particular,
se (as,ws) é uma solugdo da equagdo do balango harménico,
entdo é razoavel esperarmos que a saida y(t) (do processo!)
oscile periodicamente com frequéncia préxima de ws > 0 e
amplitude préxima de a;W(as)|G(jws)|, podendo assim gerar

desgastes no processo e/ou comprometer o desempenho.
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11.1. Método da Funcao Descritiva

Obs 4 (continuacdo):

@ Quando n3o hd solucio para a equacdo do balanco harmonico,
entdo é provavel que x(t) (assim como y(t)) ndo apresente
oscilagbes periddicas. Desse modo, em situagdes praticas, a
ideia é projetar o controlador C(s) da modo a atender as
especificacOes desejadas e assegurar que a equagao do balango
harmdnico n3o tenha solucdo. Em geral, primeiramente
projetamos o controlador C(s) através de técnicas lineares
para atender aos requisitos de desempenho desejados,
desconsiderando a nao-linearidade estdtica. Em seguida,
alteramos os parametros/estrutura de C(s) para que a
equacao do balanco harmoénico

1+ W(2)C(jw) Gyljw) = 0

a qual leva em conta a n3o-linearidade estatica z = f(x)
através da sua fun¢do descritiva W(a), ndo tenho solug3o.
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11.2. Determinacdo da Funcdo Descritiva

Exemplo 1: Considere que a n3o-linearidade estdtica é um relé:

—M, sex<0
z="f(x)=4 0, sex =0
M, se x >0

Assim, a funcdo descritiva é dada por:

2 (7 2 (7
V(a) = / f(asinf)sin0do = / M sin 6d6
an Jo anm Jo
2M
= —;[COS(?T) — cos(0)]

_ 4M

anm
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11.2. Determinacdo da Funcdo Descritiva

Exemplo 2: Considere que a n3o-linearidade estdtica é a funcio

saturagao:
. [ x, selx] <A
Z_f(x)_{A, se [x| > A

Pode-se mostrar que a fun¢do descritiva é dada por:

V(a) = 2/ f(asinf)sin0do
0

am
1, se0<a<A

= i[ 1a/a)+ 2 W] 1, sea>A
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11.2. Determinacdo da Funcdo Descritiva

Exemplo 3: Considere que a n3o-linearidade estdtica é a zona
morta:
0, se |x] <0
z=f(x)=¢ —0+x, sex>9J
d—x, sex<d

Pode-se mostrar que a funcdo descritiva é dada por:

V(a) = 2/ f(asinf)sin0d6
an Jo

0, se0<a<d
2

1—[sin_1(5/a)+i 1—(6/a)?| <1, sea>d
e
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11.3. Exemplo
Considere 1
G(s) = —F——F——
() s(s+1)(s+2)
com as seguintes n3o-linearidades estaticas: relé com M =1, e
saturacao com A = 1. Temos que

. 1
6U) = T e+ 2)
(=jw)(=jw + 1) (—jw +2) 1
(—jw)(—jw+1)(—jw+2)  jw(w+1)(jw +2)
(=) (—jw + 1) (—jw + 2)

w?(w? + 1)(w? + 4)
_ i+ (o +2)

w(w? + 1)(w? + 4)

—3w — j(2 — w?)
w(w* + 5w? + 4)
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11.3. Exemplo

Resolvendo a equa¢do do balango harménico com w > 0 (veja a

Obs 2):

Im(G(jw)) = 0= —(2—w?) = 0=

1+ W(a)Re(G(jw))|,ys = 0= 1+ W(a)

- [¥0 =

e Para o relé com M =1 (veja o Exemplo 1):
2
3m
temos como garantir) que a entrada x(t) da n3o-linearidade
estdtica oscile com uma frequéncia préxima de

w = /2 = 1.41rad/s e uma amplitude préxima de a = 3% ~0.21.

—3w
w(w?* + 5w? + 4)

w=v2

4
V()= —=6=|a= . Desse modo, esperamos (i.e. ndo
am

e Para a saturagdo com A =1 (veja o Exemplo 2): W(a) <1,
para todo a > 0. Portanto, ndo ha solugdo para W(a) = 6 e, assim,

esperamos que x(t) ndo apresente oscilagdes periddicas.
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11.3. Procedimentos

1. Para o exemplo da se¢do anterior, simule G(s) em
malha-fechada com o relé e também com a saturacdo
(separadamente), considerando que r(t) = 0.5, 1, 2, 5. Verifique
se x(t) oscila ou ndo periodicamente de acordo com a previsdo
fornecida pelo método da func3do descritiva.

2. Com base no método da fun¢do descritiva, investigue a provavel
existéncia de oscilagdes periddicas em x(t) considerando
—s

)= a8 18
e que as nao-linearidades estaticas s3o: a saturaciocom A =1, e
a zona morta com § = 1. Simule G(s) em malha-fechada com
estas ndo-linearidades estéticas (separadamente) para
r(t) = 0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 1, 3, 3.5. Verifique se x(t) oscila ou
nao periodicamente de acordo com a previsdo fornecida pelo
método da funcdo descritiva. Resposta: w =£2.83 = 2/2 e
V(a) =0.8 (pelo diagrama de Nyquist); a = 1.455 para a

satura¢do, e a = 6.34 para a zona morta (pelo grafico de W(a)).
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Lab 12 - Introducdo aos Sistemas Dindmicos Quanticos

Objetivos: Faremos uma breve introducdo aos sistemas dindmicos
quanticos em dimens3o finita. Primeiramente, vamos revisar certos
resultados de Algebra Linear, para entdo apresentarmos os
principais postulados da mecanica quantica em dimens3o finita.
Em seguida, veremos como analisar matematicamente particulas de
spin-1/2. Por fim, ilustraremos alguns dos principais aspectos de
sistemas quanticos tomando como exemplo particulas de spin-1/2.
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12.1. Revisao de Algebra Linear em C”

Sejam

¥ = (Y1,...,9,) €C"
é=(¢1,...,0n) €C"

onde Y1, P1,...,%n, &, € C. Entdo:

Norma: [[4]| = v/[¢1? + - + [1hs]2 2 0

Vetor unitario: quando ¢ =1

Produto interno: (¢, ¢) = i1+ -+ Yo € C

Vetores ortogonais: quando (¢, ¢) =0

Conjunto ortonormal: Um conjunto S C C” é ortonormal
quando: (i) cada vetor de S é unitario (||¢|| = 1); e (ii) vetores
distintos de S sdo ortogonais ({1, ¢) = 0)
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12.1. Revisao de Algebra Linear em C”

Seja Q= (gij) € C™" uma matriz quadrada complexa de ordem
n. Entdo:

Matriz transposta conjugada: Qf = (qJ’fi)

Matriz hermitiana: quando @ = Q'

Matriz unitaria: quando QTQ = /, ou seja, @1 = Q!
Propriedades:

© Suponha que (AQAé uma matriz hermitiana. Temos que os
autovalores de @ s3o reais €, se 1) e ¢ sdo autovetores de @
associados a autovalores distintos, entdo (¢, ¢) = 0. Além
disso, C" possui uma base ortonormal B = {vi,..., vy}
formada por autovetores de Q. Em particular, todo vetor
1 € C" pode ser escrito como

Y=avi+---+apv,, coma = (v,Y)eC,i=1,...,n
e 9l = V]arl? + - + Jan[?.

@ Se Q é um matriz unitaria, ent3o H@@ZJH = ||¢|| (preservagdo
da norma)
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12.2. Postulados da Mecanica Quantica

Observavel: grandeza fisica que pode ser medida por um
experimento no qual os resultados possiveis sdo nlimeros reais
como, por exemplo, posicao, velocidade e spin de uma particula

© Todo vetor unitario @ € C" representa um estado possivel do
sistema quéntico. Se k € C é unitario (|k| = 1), entdo ki e ¢
representam o mesmo estado do sistema. Além disso, todo
estado possivel do sistema é representado por um vetor
unitdrio ¥ € C" e por seus miultiplos unitdrios, e somente por
eles.

@ O espaco de estado de um sistema composto por dois
subsistemas é C" @ C™ = C™" (produto tensorial).

© A cada observavel Q (com um nimero finito de resultados
possiveis) estd associado uma matriz hermitiana Q e Crxn
(Q = Q). Quando o sistema est4 no estado correspondente
ao vetor unitdrio 1) € C", ent3o o valor esperado de @, no
sentido usual de probabilidade, é dado por (v, azb) € R.
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12.2. Postulados da Mecanica Quantica

Q As medicoes possiveis de um observavel @ sido os autovalores
(reais) de Q. Se o resultado de Q é o (real), entdo
imediatamente apds a medicdo o estado do sistema
correspondera ao autovetor unitdrio ¢, € C" de Q associado
ao autovalor o (colapso do estado). Quando o sistema est3
no estado unitario ©» € C", entdo a probabilidade de medirmos
o valor a é dada por |{14,%)|? € R (e, se de fato medirmos
«, teremos o colapso do estado imediatamente apds a

medigdo: ¥ ~~ 1y)
© Caso o sistema esteja isolado e nao seja perturbado por

nenhum experimento, a dindmica do estado do sistema é
determinada pela equacao de Schrédinger

jh () = Ao

onde h = h/27, h é a constante de Planck e H é o observavel
correspondente a energia total do sistema (Hamiltoniano).
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Postulados da Mecanica Quantica

Conseqiiéncias

@ Técnicas de controle por realimentacao nao podem ser
aplicadas diretamente

@ Controle em malha-aberta

@ Controle em malha-fechada pode ser realizado considerando o
efeito das medicdes no sistema: o sistema em malha-fechada é
modelado por equacdes diferenciais estocdasticas no caso de
tempo continuo, e por equacdes a diferencas estocasticas no
caso de tempo discreto (cadeias de Markov)
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12.3. Particulas de Spin-1/2

@ Exemplos de particulas de spin-1/2: elétron, préton

o Medi¢des possiveis: +1/2
@ Espaco de estado: C?

~ 1 -
0 S, = 5 ( é _01 ) (matriz hermitiana correspondente ao

momento angular de spin na direcdo z)
e ¢y =(1 0),y— =(0 1): base ortonormal
@ 1 ,1_ sdo autovetores de S,:
Setpy = +%¢+

- 1
Szw— = —§¢—
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12.3. Particulas de Spin-1/2

o Estado unitario geral (spinor): 1 = atpy + B1p_ € C?, onde

a = <w+7¢> eC
B=(-,9)eC
ol + 1617 =1 (= [I¥l)

@ «, [ € C: amplitudes de probabilidade

o |al? = |(14,9)|?: probabilidade de medirmos +1/2 quando o
sistema estd no estado 1. Se de fato medirmos +1/2, entdo
teremos o colapso do estado imediatamente apds a medicao:

b~y

o |37 = |(x_, )| =1 — |a|?: probabilidade de medirmos
—1/2 quando o sistema estd no estado 1. Se de fato
medirmos —1/2, entdo teremos o colapso do estado
imediatamente apds a medicdo: ¥ ~» _

Q6 / 216




12.3. Particulas de Spin-1/2

@ Qubit (quantum bit): andlogo quéntico do bit usual da
teoria de computagao classica

o Particulas de spin-1/2: modelo de qubit (informagdo). O
estado quantico t_ corresponde ao bit cldssico 0, e 1/ ao bit
cladssico 1. No entanto, a superposicao ) = ap + By_
pode assumir um ntmero infinito de estado quanticos e ndo
ha uma correspondéncia direta com bits classicos!

@ Teoria da computacdo quantica e da informacdo quantica:
computadores quanticos processando algoritmos quanticos sdo
mais eficientes computacionalmente que computadores
classicos

@ IBM: implementou a primeira plataforma de computagao
quantica, a qual utiliza um processador quantico de 5 qubits
= http://www.research.ibm.com/quantum
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12.3. Particulas de Spin-1/2

Duas particulas de spin-1/2 (2 qubits)
o Espaco de estado: C? ® C? = C*
@ Estado unitdrio geral:
¥ = afp4] + Bl -] +[Y—+] + d[y—_] € C*, onde
a=(Yi+,) €C, B=(ps_,9) €C
7T=W-+,9)€C, =@, eC
> + 18P+ P +16F =1 (=)

o |a|?: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira
particula e +1/2 para a segunda particula

@ |3]?: probabilidade de medirmos +1/2 para a primeira
particula e —1/2 para a segunda particula

@ |v|?: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira
particula e +1/2 para a segunda particula

o |§|%: probabilidade de medirmos —1/2 para a primeira
particula e —1/2 para a segunda particula

28 / 216




12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Considere uma particula de spin-1/2. Vimos na secdo anterior que

~ 1/1 0
%_2(0-4>

€ a matriz hermitiana correspondente ao momento angular de spin
na direcido z, e que todo spinor pode ser escrito como

Y = apy + By
Agora, considere a matriz hermitiana correspondente ao momento
angular de spin na direcao x:

~ 1/0 1
&_2<1o)
Temos ent3o que

W= @/vz yvay, ¢=/v2 -1/v2y
€ uma base ortonormal de autovetores de §Z:

° X 1 X c X X
B0 = 4140, B = L0
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12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Desse modo, todo spinor pode ser escrito como (mudanga de base
ortonormal)

b= onpy + Bip_ = <‘”5>w+ <“‘5)w<x>
N— N—

V2 V2
=0 —Bx
onde:
a=<¢+,w>€<C B={p_,¢)eC
ax= @ e, Bo=@Y g ecC
o + |8 = |ax* + B2 =1 (= [¥l)
Assim:

o |a|?: probabilidade de medirmos +1/2 na direcdo z (quando a
particula estd no estado 1))

@ |3]?: probabilidade de medirmos —1/2 na direcdo z

@ |ay|?: probabilidade de medirmos +1/2 na direcdo x

@ |Bx|?: probabilidade de medirmos —1/2 na direcdo x
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12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 1: Suponha que o estado quantico de uma particula de
spin-1/2 é
Y =14

ou seja, « = 1,8 = 0. Logo, se formos medir o spin da particula
na direcdo z, entdo é certo que vamos obter +1/2, i.e. com
probabilidade igual a 1. No entanto, como

axzﬂle/\ﬁ

se formos medir o spin da particula na direcao x, entdo vamos
obter +1/2 com probabilidade |ax|?> = 1/2, e —1/2 com
probabilidade |3x|?> = 1/2, ou seja, temos 50% de chance de obter
+1/2 ou —1/2.
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12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 1 (continuagdo): Assuma que de fato medimos +1/2
na direcdo x (a particula estava no estado ¢ = ). Ent3o,
imediatamente apds tal medicdo, o estado quantico da particula
passou a ser 1,[15? (colapso do estado: 1) = 14 ~ 1/)9)!), ou seja,
ax =1,8x =0 e, portanto, a = 3 = 1/\@ Desse modo, se neste
momento formos medir o spin da particula na diregdo z (que agora
estd no estado ngf)), entdo teremos 50% de chance de obter +1/2
ou —1/2! Concluimos assim que a medicao do spin da particula
na direcao x alterou significativamente a probabilidade das
possiveis medicoes do spin da particula na direcao z: a

probabilidade de medirmos +1/2 na diregdo z passou de
100% para 50%!
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12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 2: Suponha que a dindmica de uma particula de spin-1/2
é determinada pela seguinte equacdo de Schrédinger (enquanto
a particula ndo é perturbada por nenhum experimento/medi¢3o)

. d o
jhe() = Hu()

~ (1 0
=5 4)

Assuma que o spinor inicial da particula é dado por

¥(0) = a(0)¢+ + B(0)y— € C*

com |a|? + |B]? = 1. Entdo, a dindmica v(t), t > 0, do spinor é:

. 0 (K
u(t) = e Hty(0) = (Z (fk’f”) ¥(0)

onde

—jt/ . )
= ( ! d-?/h ) $(0) = a(0)e "y, + B(0)*/ 9 € C°
N——— N—_——

=a(t) =5(t) 213 /216



12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 2 (continuagdo): Note que v(t) é de fato um vetor
unitario, ja que
()l = la(e)? + 18(2)|* = [(0)* + [B(0)* = [l (0)]| = 1

Isto era esperado, pois pode-se mostrar que, sempre que H for uma

. .. oo _J
matriz hermitiana, entdo e #Ht

todo t > 0. Em particular,

_iH
()l = lle” 59 (0)I = ¥ (0)]| = 1

Mostramos acima que

p(t) = a(0)e /" + B(0) " y_ € C?

N—— N——
=a(t) =6(t)

Logo, concluimos que as amplitudes de probabilidade
a(t), B(t) € C de 9(t) sdo calculadas a partir da solugdo da
equacao de Schrodinger, que é uma EDO deterministica! Em

outras palavras, as amplitudes de probabilidade seguem uma
lei deterministica ao longo do tempo!

serd uma matriz unitdria para
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12.4. llustracdo dos Aspectos de Sistemas Quanticos

Exemplo 2 (continuagdo): Por fim, ressaltamos que
|a(t)]* = a(0)e /" = |a(0)?
B(1)? = 15(0)e/*/"2 = | 5(0)

ou seja, as amplitudes de probabilidades iniciais foram preservadas.
No entanto, como (veja o Exemplo 1 acima)

()2 = |2 AE) 2 _|a(0)e /" + p(0)elt/n 2
X ﬁ \/5

_|o) = B0 _ |a(@e " — o)e/|*
‘5X(t)‘2 = T _ \/§

isto n3o ocorre para as amplitudes de probabilidade |a.(t)[? e

|Bx(t)[?.
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12.5. Para Saber Mais

Livros:
© Michael A. Nielsen, Isaac L. Chuang, “Quantum Computation
and Quantum Information”, Cambridge University Press, 2010.
Capitulos 1 e 2
@ David J. Griffiths, “Introduction to Quantum Mechanics”, 2nd
Edition, Prentice-Hall, 2005. Capitulos 1 a 4

© Jim Baggott, “The Quantum Story: A History in 40
Moments”, Oxford University Press, 2011.

Paradoxo EPR:
https://en.wikipedia.org/wiki/EPR_paradox

Teorema de Bell:
https://en.wikipedia.org/wiki/Bell’s_theorem
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