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RESUMO

A presente tese aborda dois problemas distintos e independentes: triangularizacao de
sistemas nao-lineares com duas entradas e controle de sistemas sem arrasto que evoluem
no grupo especial unitdrio SU(n). Em relacdo ao primeiro, estabeleceu-se, através da
generalizagao de resultados bem conhecidos, condigoes geométricas para que um sistema
com duas entradas seja descrito por uma forma triangular especifica apés uma mudanca
de coordenadas e uma realimentacao de estado estatica regular. Para o segundo pro-
blema, desenvolveu-se uma estratégia de controle que forca o estado do sistema a rastrear
assintoticamente uma trajetoria de referéncia periddica que passa por um estado objetivo
arbitrario. O método de controle proposto utiliza os resultados de convergéncia de tipo-
Lyapunov que foram estabelecidos pela presente pesquisa e que tiveram como inspiracao
uma versao periddica do principio da invariancia de LaSalle. Apresentou-se, ainda, os
resultados de simulacao obtidos com a aplicacao da técnica de controle desenvolvida a um
sistema quantico consistindo de duas particulas de spin-1/2; com o objetivo de gerar a

porta logica quantica C-NO'T.

Palavras-chave: Sistemas nao-lineares; Formas triangulares; Platitude diferencial; Te-
oria de controle geométrica; Sistemas diferenciais exteriores; Controle nao-linear; Grupo

especial unitario; Estabilidade de Lyapunov; Controle de sistemas quanticos; Porta logica
quantica C-NOT.



ABSTRACT

This thesis treats two distinct and independent problems: triangularization of nonli-
near systems with two inputs and control of driftless systems which evolve on the special
unitary group SU(n). Concerning the first, one has established, by means of the gene-
ralization of well-known results, geometric conditions for a system with two inputs to be
described by a specific triangular form after a change of coordinates and a regular static
state feedback. For the second problem, one has developed a control strategy that forces
the state of the system to track in an asymptotic manner a periodic reference trajectory
which passes by an arbitrary goal state. The proposed control method uses Lyapunov-
like convergence results that were established in this research and which were inspired
in a periodic version of LaSalle’s invariance principle. Furthermore, one has shown the
simulation results obtained from the application of the developed control technique to
a quantum system consisting of two spin-1/2 particles, with the aim of generating the

C-NOT quantum logic gate.

Keywords: Nonlinear systems; Triangular forms; Differential flatness; Geometric con-
trol theory; Exterior differential systems; Nonlinear control; Special unitary group; Lya-

punov Stability; Control of quantum systems; C-NOT quantum logic gate.
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Capitulo 1

Introducao

A presente pesquisa de doutorado, financiada pela CAPES, é composta de duas partes.
A primeira, que foi realizada principalmente no Laboratorio de Automacgao e Controle
(LAC) do Departamento de Telecomunicagoes e Controle (PTC) da Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo (USP), trata do problema de triangularizagao de sistemas de
controle nao-lineares com duas entradas. A segunda parte, desenvolvida majoritariamente
no Centre Automatique et Systémes (CAS)! na Franca sob a orientacao do Prof. Dr. Pierre
Rouchon durante um estiagio de doutorado no exterior com bolsa de estudos da CAPES,
aborda o problema de controlar sistemas sem arrasto que evoluem no grupo especial
unitario SU(n). A motivagdo para o estudo de tal classe de sistemas de controle teve
como origem suas importantes aplicacoes em sistemas quanticos. Ressaltamos, desde jé,
que apesar de ambas as partes estarem baseadas em teoria de controle geométrica, elas

sao, em principio, independentes.

Neste trabalho, mostraremos os resultados obtidos sobre a existéncia de descrigoes
triangulares para sistemas nao-lineares com duas entradas (referentes a primeira parte)
e apresentaremos as solugoes encontradas para o problema de planejamento periédico de
trajetérias para sistemas de controle sem arrasto em SU(n) (segunda parte). Exibiremos
também os resultados de simulagao obtidos na geragao da porta logica quantica C-NOT
(Controlled-NOT) em um sistema quantico composto de duas particulas de spin-1/2, que
é um sistema que evolui em SU(4). Observamos que a porta C-NOT é de fundamental

importancia na teoria de computagao quantica [81], [54].

ICentre Automatique et Systémes (CAS) da Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris (ENSMP)
(atualmente Mines ParisTech).
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Enfatizamos, uma vez mais, que os resultados alcancados na segunda parte nao estao
relacionados com os resultados sobre formas triangulares da primeira, de modo que esses

nao foram utilizados no desenvolvimento daqueles.

A primeira parte da pesquisa estd baseada na bem conhecida teoria de controle geomé-
trica de dimensao finita (veja [41], [82], [105], [96], [46]), em sistemas diferenciais exteriores
(veja [10], [105], [26], [130], [43]) e na teoria de controle geométrica de dimensao infinita
desenvolvida mais recentemente em [29], [30], [94] e aprofundada em [87], [88], [20], [19],
[90], [91]. Aplicacoes de sistemas diferenciais exteriores em problemas de controle podem
ser vistas em [105], [76], [68], [69], [70], [121], [124], [84], [98], [85], [32], [86], por exemplo.
Em relacao a teoria de controle geométrica de dimensao infinita, merece ser destacada
a referéncia [19] pela excelente exposicao diddtica e ao mesmo tempo minuciosa, assim

como por sua grande influéncia no desenvolvimento deste trabalho.

Vejamos entao os resultados obtidos sobre descri¢oes triangulares. Considere um sis-

tema de controle nao-linear com duas entradas dado por

&= f(z) + g1(x)ur + ga(x)us, (1.1)

onde z € R" é 0 estado, n > 2 e u = (uy,uz) € R? é o controle. Em [76], sdo apresentadas
condigoes geométricas necessarias e suficientes para que o sistema (1.1) com f = 0, ou
seja, sem arrasto, seja descrito em torno de xg € R™ pela seguinte forma em cascata

(chained form)

21 = 2901

Zo = 2301
73n—3 = Zp—2U1 (12)
Zp—2 = Zp—1U1
Zp—1 = U2

Zn = U1,

onde v = (vy,v9) € R? é a nova entrada. Mais precisamente, foi provado em [76] que
determinadas condigoes geométricas sao atendidas em torno de xy € R™ se e somente se
existe uma mudanga de coordenadas z = W(x) (difeomorfismo local) e uma realimentagao
de estado estdtica regular da forma u = ((z)v, com B(zg) € R**? invertivel, ambas
definidas em torno de zy, tais que o sistema de controle (1.1) com f = 0 é descrito pela
forma triangular (1.2) (veja o Teorema 3.7 do Capitulo 3, no qual o leitor notard também

que a forma em cascata esta diretamente relacionada com a Forma Normal de Goursat).



Introducdo 3

E importante ressaltar que diversos problemas de controle para sistemas descritos pela
forma em cascata (1.2) foram tratados na literatura como, por exemplo, planejamento de
trajetérias ([79], [105]), rastreamento de trajetérias ([45], [104], [13]), estabilizagao ([104],
[115], [118]), linearizacdo por realimentagdo dinamica e platitude diferencial ([68]). O

conceito de platitude diferencial seré explicado mais adiante.

Fortemente inspirados no resultado supracitado de [76], e acrescentando ao mesmo
algumas condigbes geométricas de modo a considerar o arrasto f no sistema (1.1), obtive-
mos condigbes geométricas necessarias e suficientes para que o sistema de controle (1.1)

(com ou sem arrasto) seja descrito em torno de zy € R™ pela seguinte forma triangular

21 = ¢1(z1, 22, 2n) + 2201

2y = ¢a(21, 22, 23, 2) + 2301
Sns = On_s(21,22, ..y Zn_2,2n) + Zn_oU1 (1.3)
fny = Pno(2) + 2p1v1
Zn_1 = Vg

Zn = U1,

onde v = (vi,v2) € R? é a nova entrada. Em outras palavras, demonstramos que de-
terminadas condigoes geométricas sao atendidas em torno de xy € R™ se e somente se
existe uma mudanga de coordenadas z = ¥(x) e uma realimentacao de estado estatica
regular da forma u = a(z) + B(x)v, com [(zg) € R**? invertivel, ambas definidas em
torno de g, tais que o sistema de controle (1.1) é descrito pela forma triangular (1.3)

(veja o Teorema 3.10).

Além disso, baseados em [68] (veja o Teorema 3.8), que também considera (1.1) com
f = 0 e apresenta condigoes suficientes para que a descrigao (1.2) seja valida em torno
de cada ponto de um conjunto aberto e denso, estabelecemos, por meio de um corolario
imediato do Teorema 3.10 mencionado acima, condigoes geométricas suficientes para que
em torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso o sistema (1.1) seja descrito por
(1.3) (veja o Corolario 3.12).

Portanto, devido ao fato de termos acrescentado condicoes geométricas nos resultados
supracitados de [76] e [68] de modo a levar em conta o arrasto f no sistema (1.1), os teo-
remas que obtivemos podem ser vistos como generalizagoes destes trabalhos. Observamos
que estes dois resultados sao as contribuicoes principais da primeira parte da presente

tese.
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Diversos resultados importantes sobre sistemas de controle nao-lineares descritos por
formas triangulares especificas sdo encontrados na literatura [41], [42], [96], [105]. Res-
saltamos que a bem conhecida forma normal ¢ um exemplo de forma triangular de fun-
damental importancia na teoria de controle nao-linear. Em [65], é abordado o problema
de planejamento de trajetérias para sistemas nao-holonomicos sem arrasto com multiplas
entradas que podem ser descritos pela forma triangular estrita (strict triangular form).

Condigoes para que tal descrigao seja possivel foram estabelecidas no trabalho [64].

Antes de apresentarmos o terceiro e ultimo resultado obtido nesta pesquisa referente
a formas triangulares, iremos descrever, baseado em [100], [30], [91], [92], [113], [60], uma
propriedade de extrema importancia na teoria de controle de sistemas nao-lineares, a de
platitude diferencial. O conceito de platitude diferencial foi introduzido na literatura de

controle em [28] (veja também [30]). Um sistema de controle da forma

T = f(x,u), (1.4)

onde x € R™ é o estado e u € R™ o controle, é planar quando existe uma saida y =

h(z,u) € R™, denominada de saida planar, tal que:

1. O estado e o controle podem ser determinados a partir de y e de um nimero finito

de suas derivadas, ou seja,

= Ay, 5,...,y?), (1.5)
w=B(y,9,...,y?), (1.6)

onde A e B sao fungoes suaves (i.e. infinitamente diferencidveis);

2. As diferenciais dyq,...,dym,, ..., de]), e dyT(g) sao linearmente independentes em

todos os pontos.

Isto significa que

u(t) = B@(t),y(t), ....79(1),

parat € R, onde y: Ry — R™ é uma aplicacao suave arbitraria.
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Uma formalizagao geométrica do conceito de platitude diferencial serda apresentada
na Secao 3.4.1, que trata sobre geometria diferencial de dimensao infinita, seguindo a
definicao de [30], [87], [88], [20] [19], [91], [60], [67]. Veremos agora que a propriedade do
sistema (1.4) ser planar estd fortemente relacionada com o problema de planejamento de
trajetérias, que consiste em encontrar uma entrada u: [0,7] — R™ tal que a trajetéria
correspondente de (1.4) com condicdo inicial z(0) = zo, satisfaz z(T") = x7 no instante
t =T, onde zg, zp € R" e T' > 0 sdo arbitrarios. Quando (1.4) é planar, obtemos a partir
de (1.5) que

7o = A(y(0),5(0), -, y'(0)),
vr = A(y(T),§(T), ....y(T)).

Assim, ao determinarmos y: [0,7] — R™ que satisfaz as condigdes de contorno
(y(0),9(0),. ..,y 2(0)) e (y(T),y(T),. ..,y P(T)) por métodos algébricos ou numéricos,
decorre de (1.6) que u(t) = B(y(t),9(t),...,y?(t)), t € [0, T], soluciona este problema de
controle de maneira trivial. £ mostrado em [60] (veja também [113]) que as condicdes de
contorno acima podem sempre ser interpoladas por métodos polinomiais. Desse modo, é
de se esperar que todo sistema planar é localmente controlavel (no sentido de [60]). Isto

¢ de fato verdade, como é demonstrado em [60] (veja também [30]).

Acabamos de ver que, para um sistema planar, a solu¢ao para o problema de planeja-
mento de trajetérias é relativamente trivial. Como pode ser visto em [60], [113], [67], os
problemas de rastreamento de trajetorias e de rastreamento da saida planar também sao
facilmente tratados para sistemas planares. Além disso, estas referéncias reinem diversas
condigdes conhecidas na literatura para que o sistema (1.4) seja planar (veja também [66]
e [86]), e apresentam, ainda, uma grande variedade de exemplos de sistemas elétricos,

mecanicos e quimicos que sao planares.

Na forma em cascata (1.2), é facil ver que y = (21, 2,) é uma saida planar em torno dos
pontos em que vy ¢ diferente de zero. De fato, podemos determinar as aplicacoes suaves
A e B em (1.5) e (1.6), respectivamente, em torno de tais pontos. Portanto, quando o
sistema (1.1) com f = 0 pode ser descrito por (1.2) apés uma mudanca de coordenadas
e uma realimentacao de estado estatica regular, o mesmo ¢ planar em torno dos pontos
correspondentes a v; nao-nulo. Para o sistema triangular (1.3), nao ¢é dificil verificar

através do Teorema da Fungao Implicita ou do Teorema 3.15 que y = (21, z,,) é uma saida
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planar em torno dos pontos que satisfazem

v + %(z) £ 0,

agbn—Q
v+ 97

(2) £0.

Desse modo, se (1.1) é descrito por (1.3) apdés uma mudanca de coordenadas e uma
realimentagao de estado estatica regular, entdo (1.1) é um sistema planar em torno dos

pontos que correspondem as condicoes de regularidade acima.

O terceiro e tltimo resultado desenvolvido nesta pesquisa sobre descrigoes triangulares
trata de sistemas planares da forma (1.1) com 2 < n <5 (veja o Teorema 3.17). Demons-
tramos, utilizando as ferramentas da teoria de controle geométrica de dimensao infinita e
com base na interpretacao geométrica do Algoritmo da Extensdo Dinamica (AED) feita
em [88], [87], [19], [91] (veja também [20]), que se o sistema (1.1) com 2 < n < 5 é planar,
e a saida planar satisfaz algumas condigoes de regularidade, entao existe uma mudanca de
coordenadas z = W(x) e uma realimentagao de estado estdtica regular u = a(x) + ((z)v,

tais que (1.1) é descrito pela seguinte forma triangular

L = 20+ ¢1(21, 22, 201,

Zo = z3+ @21, 22, 23, 2n)V1,
Zn-3 = Zn—2t On-a(21, 22, ., Zn2, 2001, (L.7)
Zn_e = Zpn_1+ On_o(21,22, ..., Zn_2, Zn)V1,
Zn-1 = Vg,

Zn = U1

(note que (1.7) difere de (1.3)). Em particular, a saida y = (z1, 2,,) ¢ planar em torno dos

pontos que satisfazem

¢
1+ Ula—zz(Z) 7£ 0,

a(bnfB

a271—2

1+ (z) #0.

De fato, aplicando o Teorema da Funcao Implicita em cada uma das primeiras n — 2



Introducdo 7

equagoes da forma triangular (1.7), obtemos as aplicagoes suaves A e B em (1.5) e (1.6),
respectivamente, em torno de tais pontos. Alternativamente, podemos utilizar o Teo-

rema 3.15.

Todos os trés resultados descritos acima sao contribuigoes desta pesquisa referentes a
primeira parte. O tltimo deles (Teorema 3.17) foi publicado nos anais do simpdsio “3rd
IFAC Symposium on System, Structure and Control — SSSC” com o artigo [111] (veja o
Apéndice F).

Exporemos agora o contetido da segunda parte da presente pesquisa, que trata o pro-
blema de controlar sistemas sem arrasto que evoluem no grupo especial unitario SU(n).
Antes de descrevermos de maneira precisa o problema de controle que abordaremos, re-
lembramos que X € M™ é um elemento de SU(n) se e somente se X'X = I e det(X) =1,
onde XT € M™ é a matriz transposta conjugada de X e M" é o conjunto das matrizes
quadradas de ordem n com elementos complexos. Além disso, su(n), que é a élgebra de
Lie associada a SU(n), é o conjunto formado pelas matrizes X € M™ tais que X7+ X = 0
e tr(X) = 0 (traco nulo).

Considere entao o seguinte sistema de controle sem arrasto

m

X =Y wHX, X(0)=I, (1.8)

k=1

onde X € M™ é o estado, H ={Hy,...,H,} Csu(n), ux € R sao os controles e I denota
a matriz identidade de M"™. O problema de planejamento periodico de trajetorias para
este sistema é formulado da seguinte maneira. Dado um estado objetivo X, € SU(n) e
um numero real 7" > 0, encontrar uma trajetoria de referéncia periddica continuamente
diferenciavel X,: R, — SU(n) de periodo T, com X,(0) = X, e determinar leis de
controle continuas por partes ui: Ry — R, 1 < k < m, de modo que o erro de rastreamento

entre a trajetéria X: Ry — SU(n) de (1.8) e X, convirja para zero quando ¢ — oo, isto é,

Jim (X (t) — X,(t)) = 0. (1.9)
Em particular, (¢ € N)
elim X(UT) = X. (1.10)

Isto é ilustrado na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Problema de planejamento peridédico de trajetorias.

O motivo pelo qual abordamos tal problema de controle é devido a existéncia de

obstrucoes referentes a estabilizacao de sistemas nao-holonomicos sem arrasto da forma

b= upfu(x), (1.11)

onde x € R™ é o estado, ug € R sao os controles e as aplicagoes f; sao suaves. Se m < n e
f1(0), ..., fn(0) sdo linearmente independentes, entao a origem do sistema (1.11) ndo pode
ser estabilizada através de realimentagoes continuas invariantes no tempo ug = ug(z). Isto
é provado em [93] com base na condiciio necessaria estabelecida em [11]. E por esta razao
que desejamos determinar entradas wuy que forcem o estado X de (1.8) a rastrear uma

trajetéria de referéncia periddica X, que passa pelo estado objetivo X .

Mostramos que, quando o sistema (1.8) é regular (no sentido da Definigao 4.2 do
Capitulo 4) ou p-controldvel (no sentido da Defini¢ao 4.12), que é uma forma especial de
controlabilidade? do sistema (1.8) em SU(n), o problema de planejamento periddico de

trajetérias sempre tem solucao. Observamos que os resultados do Método do Retorno de

20 sistema (1.8) é controldvel em SU(n) quando, dado X; € SU(n), existem t; > 0 e entradas
constantes por partes ug: [0,¢7] — R, 1 < k < m, tais que a solugdo correspondente X: [0,t7] — SU(n)
de (1.8) satisfaz X (ty) = Xs. Esta propriedade é equivalente a Lie(H) = su(n), onde Lie(H) é algebra
de Lie gerada pelo conjunto H.
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Coron, que foi desenvolvido em [16] (veja também [17], [18]), estabelecem que se (1.8)
é controlavel em SU(n), entdo o mesmo também é regular (veja o Teorema 4.4). Além
disso, decorre de (1.10) que ao resolvermos o problema de controle formulado acima,
estaremos encontrando entradas que conduzem o estado X de (1.8) até uma vizinhanga

arbitrariamente pequena do estado objetivo X, em algum instante de tempo finito.

A grosso modo, com a especificagao de uma trajetéria de referencia X, adequada,

utilizando a mudanca de coordenadas variante no tempo
7 =7Z(X,t) = XTX,(t),

o qual corresponde ao erro de rastreamento no grupo SU(n), e definindo uma realimenta-
¢ao apropriada, determinamos um algoritmo que obtém, em um numero finito de passos,
leis de controle continuas por partes uq, . . ., u,, que asseguram (1.9) (veja o Teorema 4.23).
O algoritmo esta fundamentado nos resultados de convergéncia de tipo-Lyapunov que de-
senvolvemos nesta pesquisa, os quais foram inspirados na versao periédica do principio
da invariancia de LaSalle apresentada em [125, Teorema 77, pag. 178] e no método de
estabilizagao pela condigao ad (ad-condition) de [47]. Em um certo sentido, utilizamos
a parte real do traco do erro de rastreamento Z como uma funcao de tipo-Lyapunov, ou
seja, V(Z) = R(tr(Z)). Como os resultados mencionados que estabelecemos nao pos-
suem convergéncia global, ou seja, existe uma regiao de convergéncia local, o proposito
do algoritmo é garantir uma convergéncia global em (1.9) através de um ndmero finito
de translacoes a esquerda do erro rastreamento. Estas translagoes fazem com que sem-
pre estejamos dentro da regiao de convergéncia a cada passo do algoritmo. Portanto,
tudo se passa como se o algoritmo proposto contornasse as singularidades da funcao de
tipo-Lyapunov V(Z) = R(tr(Z)). Observamos, ainda, que apesar de os resultados con-
vergéncia de tipo-Lyapunov que desenvolvemos serem nao-triviais, as suas demonstragoes
dependem basicamente de propriedades bem conhecidas de algebra linear e de argumentos
topologicos elementares em espacos de Banach. Mais precisamente, compacidade, conti-
nuidade e convergeéncia de seqiiéncias. Relembramos que SU(n) é um conjunto compacto

no espago de Banach real M™ (com a norma Euclidiana, por exemplo).

As referidas realimentagoes que definem as leis de controle continuas por partes
Uy, ..., Uy, sao especificadas com base na hipdtese de que o sistema (1.8) é regular ou
p-controlavel. Infelizmente, no primeiro caso, nem sempre seremos capazes de determi-
nar estas realimentacoes de maneira explicita e analitica. Isto acontece, por exemplo,

quando o sistema ¢é controldvel em SU(n). Conforme afirmado anteriormente, o Método
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do Retorno de Coron implica que o sistema é regular. No entanto, o Método do Retorno
garante apenas a existéncia das realimentacoes desejadas, sem fornecer expressoes expli-
citas e analiticas para as mesmas. Foi com o objetivo de superar esta dificuldade, a qual
pode impossibilitar a solu¢gao do problema de planejamento peridédico de trajetérias em
situagoes praticas, que introduzimos o conceito de p-controlavel. Neste caso, ao contra-
rio do caso regular, as realimentagoes que definem uq, ..., u,, sao determinadas de modo
explicito e analitico. Além disso, estabelecemos um critério algébrico para que o sistema

(1.8) seja p-controlavel (veja a Proposicao 4.15).

Tanto os resultados de convergéncia de tipo-Lyapunov estabelecidos quanto o algo-
ritmo desenvolvido sao contribui¢oes da segunda parte da presente pesquisa. Adiantamos,
desde ja, que, na realidade, determinamos leis de controle uy = u((T, X)), X, t), para
1 < k < m, que solucionam o problema de planejamento periddico de trajetérias. Estas
leis de controle dependem do periodo T especificado, do estado objetivo X, escolhido,
do estado X do sistema de controle (4.1) e do tempo ¢. Por causa da dependéncia em
relagao ao par (T, X ), as leis de controle devem ser obtidas através da execugao off-line
do algoritmo. Quando o estado X nao puder ser medido continuamente, as entradas con-
tinuas por partes correspondentes u(t) = ui((T, Xoo), X (t),t) precisam ser determinadas

por integracao numérica.

O problema de planejamento de trajetdrias para sistemas sem arrasto da forma (1.8),
do qual o problema de planejamento periddico de trajetérias que formulamos pode ser
considerado como um caso mais geral, é tratado em [116] utilizando a teoria de controle
6timo, em [56] de maneira aproximada com base em técnicas de média (averaging) (veja
também [102] para o caso de sistemas quanticos) e em [89] para um sistema quantico de
um qubit (quantum bit), o qual evolui em SU(2), através de uma abordagem de platitude
diferencial. Observamos que o qubit é o analogo quantico do bit usual da teoria de
computagao cldssica. Além disso, no livro recentemente publicado [23] (veja também as
referéncias nele citadas), é tratado o problema de encontrar entradas constantes por partes
Up, ..., Uy [0,tf] — R que conduzem o estado de sistemas da forma (1.8) com arrasto a um
estado final arbitrario Xy € SU(n) em algum instante de tempo ¢ty > 0, com a utilizacao de
decomposigdes do grupo de Lie SU(n). Nesta mesma referéncia, a qual também aborda o
problema de atingir um dado estado final Xy € SU(n) em tempo minimo, é ressaltado que
entradas constantes por partes podem excitar dinamicas nao-modeladas devido ao fato
de as descontinuidades acarretarem em componentes de Fourier de alta freqiiéncia e que,
no caso especifico de sistemas quanticos, podem gerar amplitudes de probabilidade nao-

nulas em niveis de energia que haviam sido desconsiderados na modelagem. Em relagao a
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estratégia de controle aqui desenvolvida, observamos que, dependendo do estado objetivo
Xo € SU(n) desejado, podemos encontrar entradas que sao de fato continuas, ao invés
de continuas por partes. Neste caso, decorre de (1.10) que as entradas continuas obtidas
conduzem o estado do sistema até uma vizinhanca arbitrariamente pequena do estado
objetivo X, em algum instante de tempo finito e, além disso, evitam, a principio, as

dificuldades praticas decorrentes da utilizagao de entradas constantes por partes.

Aplicaremos a estratégia de controle proposta a um sistema quantico que consiste
de duas particulas de spin-1/2 acopladas com interagao de Heisenberg e controladas por
um campo eletromagnético externo. A deducao do modelo que descreve sua dinamica é
explicada em detalhes no livro [23, Capitulos 2 e Segao 5.5]. Temos que a dinamica do
propagador (operador de evolucao) do sistema quantico é dada por (1.8) com n = 4 e
acrescida de um termo de arrasto do tipo HypX. No entanto, é possivel eliminarmos o
arrasto apds uma mudanga de coordenadas (referencial de interagao), a qual preserva as
amplitudes de probabilidades do estado quantico, e uma aproximagao (aproximacao da
onda girante (rotating wave approzimation — RWA)), de modo que o sistema resultante
seja dado por (1.8). Estas técnicas sdo bastante utilizadas em problemas quanticos. Como
o sistema resultante é tanto regular quanto p-controlavel, podemos resolver o problema
de planejamento periddico de trajetérias para o mesmo. Mostraremos os resultados de
simulagao na geracao da porta légica quantica C-NO'T, ou seja, escolheremos como estado
objetivo X, a matriz em SU(n) que corresponde a porta C-NOT. Observamos que a
porta C-NOT é de fundamental importancia na teoria de computagao quantica [81], [54].
Ressaltamos, ainda, que o sistema quantico considerado se enquadra naturalmente em
nosso problema de controle em malha-aberta, pois é uma conseqiiéncia dos principios da
mecanica quantica que as equagoes que regem a dinamica do sistema sao véalidas apenas
enquanto o sistema permanece isolado de medigoes do seu estado. Mais precisamente, a
medigao causa um colapso no (redugao do) estado do sistema [117]. Assim, técnicas de

controle por realimentacao de estado nao podem ser aplicadas diretamente.

A solucao que desenvolvemos para o problema de planejamento peridédico de trajetorias
para sistemas da forma (1.8) que sdo regulares, foi publicada nos anais do congresso “/8th
IEEE Conference on Decision and Control — CDC” com o artigo [112] (veja o Apéndice G).
O referido trabalho apresenta também alguns resultados de simulacao obtidos com a

aplicagao da estratégia de controle proposta no sistema quantico descrito acima.

Para o estudo de mecéanica quantica, sugerimos como textos introdutérios [36], [33],
[107], como textos mais avangados [117], [53], [3], [39], [109], [103], [71] (veja também a
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referéncia classica [14]), e como textos mais rigorosos do ponto de vista matemadtico [37],
[4], [5], [120], [95], [106]. Em relacao ao controle em malha-aberta de sistemas quanticos,
recomendamos os recentes [23], [99], [51], [126] e as referéncias neles citadas. Observamos
que o livro [23] aborda em profundidade muitas das técnicas de controle quantico em
malha-aberta utilizadas na literatura como, por exemplo, controle 6timo, decomposic¢oes
de SU(n) e métodos de controle de Lyapunov. A realimentagao de estado em sistemas
quanticos é tratada em [123], [8], [128], [129], [61], [44], [83]. No entanto, é necessario
que o préprio controlador seja um sistema quantico, e a dinamica do sistema resultante é
modelada por equagoes diferenciais estocasticas quanticas. O problema de desacoplamento
de perturbagoes em sistemas quanticos é abordado em [31]. Uma boa exposi¢ao sobre a

teoria de computagao quantica e informagao quantica pode ser vista em [81], [54].

Iremos agora descrever a organizacao deste trabalho. Como a presente pesquisa é
composta de duas partes independentes, este texto estd divido de maneira correspon-
dente: Parte I — Formas Triangulares para Sistemas Nao-Lineares com Duas Entradas; e
Parte II — Controle de Sistemas sem Arrasto em SU(n) com Aplicagbes em Mecanica
Quantica. A primeira parte é composta pelos Capitulos 2 e 3, e, a segunda, consiste
unicamente do Capitulo 4. Observamos que as duas partes podem ser lidas em qualquer

ordem. Na seqiiéncia, explicamos o conteudo de cada capitulo.

O Capitulo 2 trata de fundamentos de sistemas diferenciais exteriores. O objetivo é
apresentar, de maneira concisa e auto-contida, todas as ferramentas geométricas de di-
mensao finita necessarias para estabelecermos no Capitulo 3 os resultados referentes a
triangularizacao de sistemas de controle nao-lineares com duas entradas. Na Secao 2.1,
fixamos as notacoes e convencoes de geometria diferencial que serao adotadas em toda
a Parte I. Reunimos na Se¢ao 2.2 as definicoes de geometria diferencial e de sistemas
diferenciais exteriores que sao consideradas nos teoremas sobre descri¢oes triangulares
do Capitulo 3 como, por exemplo, os conceitos de distribuicao, codistribuicao, produto
interior, ideal diferencial, sistema Pffafiano, espago associado (ou espago caracteristico
de Cauchy) e espaco de retracdo. Em relagao a estas defini¢oes, exibiremos algumas de
suas propriedades assim como certos teoremas que sao considerados fundamentais em
sistemas diferenciais exteriores e na teoria de controle geométrica como, por exemplo, a
Forma Normal de Goursat. E importante observar que, como foi constatado que diversos
resultados concernentes a sistemas diferenciais exteriores estao, infelizmente, espalhados
pela literatura e sao, por vezes, apresentados de maneira imprecisa, procuramos tornar
toda a exposicao da Secao 2.2 a mais auto-contida e precisa possivel, tomando o cuidado,

no entanto, para nao sobrecarrega-la. Por esse motivo, uma parte considerdavel do con-
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teido desta secao é bem conhecida pelo leitor com experiéncia em geometria diferencial.
Neste caso, pode-se fazer apenas uma leitura diagonal para se familiarizar com a notacao
empregada. Além disso, pela mesma razao de completude, elaboramos no Apéndice A
uma compilacao de varias propriedades importantes sobre distribuicoes, codistribuicoes,
colchete de Lie, derivada exterior e derivada de Lie que serao utilizadas no decorrer da
Parte I.

No Capitulo 3, serao mostradas as contribuicoes desta pesquisa em relacao a triangula-
rizacao de sistemas de controle nao-lineares com duas entradas. Inicialmente, na Segao 3.1,
apresentamos os conceitos de campo de vetores parametrizado e de campo de vetores au-
mentado associados a um sistema de controle da forma (1.1), os quais sdo exigidos nas
secoes seguintes. Observamos que apesar de estas definicoes serem amplamente conhe-
cidas na literatura de controle geométrico, as mesmas sao, muitas vezes, aplicadas sem
esclarecer os aspectos sutis que estao envolvidos. Por esta razao, exibimos no Apéndice B

uma formalizacao detalhada destes dois conceitos.

Na Segao 3.2, mostraremos os teoremas bem conhecidos de [76] e de [68] mencionados
anteriormente, que tratam da triangularizagao de sistemas de controle sem arrasto com
duas entradas. Relembramos que o primeiro estabelece condigoes geométricas necessarias
e suficientes para que (1.1) com f = 0 seja descrito em torno de um dado ponto pela forma
triangular (1.2) (veja o Teorema 3.7). E, o segundo, estabelece condicoes suficientes para
que esta descricao seja valida em torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso
(veja o Teorema 3.8). Exibiremos as demonstragoes destes dois teoremas com o objetivo
de tornar evidente a estreita relacao entre os mesmos e a Forma Normal de Goursat
exposta na Sec¢ao 2.2. O Apéndice C expoe a prova de alguns resultados conhecidos da

teoria de controle geométrica.

Apresentaremos na Segao 3.3 as duas principais contribuigoes desta pesquisa referentes
a Parte I, que correspondem ao Teorema 3.10 e ao Corolario 3.12. Mostraremos, ainda,
um exemplo académico com o objetivo de ilustrar a aplicacao do Teorema 3.10. Estes
resultados podem ser vistos como generalizacoes dos resultados de [76] e de [68], respec-
tivamente. De fato, acrescentamos aos mesmos certas condigoes geométricas de modo
considerar o arrasto f no sistema de controle (1.1). Com estas condigoes adicionais, o Te-
orema 3.10 estabelece condi¢oes geométricas necessarias e suficientes para que (1.1) (com
ou sem arrasto) seja descrito em torno de um dado ponto pela forma triangular (1.3),
enquanto que o Corolario 3.12 estabelece condicoes suficientes para que esta descricao

seja possivel em torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso.
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Na Secao 3.4, faremos, primeiramente, um breve resumo sobre a teoria de controle ge-
ométrica de dimensao infinita que nos referimos previamente. Com base nesta ferramenta,
enunciaremos em seguida o Teorema 3.17, que estabelece que quando o sistema (1.1) com
2 < n <5 é planar, e a saida planar satisfaz algumas condigoes de regularidade, existe
uma descrigao triangular da forma (1.7) apés uma mudanga de coordenadas e uma reali-
mentacao regular. A demonstracao deste resultado, que é a terceira e ultima contribuicao
da presente tese em relacao a Parte I, é exibida no Apéndice D. O Apéndice F contém o
artigo [111], que foi publicado nos anais do simpésio “3rd I[FAC Symposium on System,
Structure and Control — SSSC”. Este trabalho apresenta o Teorema 3.17.

O Capitulo 4, que corresponde a Parte II, descreve as solugoes obtidas nesta pesquisa
para o problema de planejamento periddico de trajetérias para sistemas de controle sem
arrasto em SU(n) da forma (1.8). Na Secao 4.1, explicamos as notagoes que serao adotadas
ao longo de todo o capitulo. Definiremos de maneira precisa o referido problema de
controle na Secao 4.2, tomando o cuidado em esclarecer do modo mais elementar possivel

todos os aspectos envolvidos.

A solucao que estabelecemos para o problema de planejamento periédico de trajetorias
é construida progressivamente na Secao 4.3. Procuramos explicar em cada passo os argu-
mentos que sao necessarios para continuarmos caminhando em dire¢ao a uma solugao final
para o problema de controle. Dessa maneira, a necessidade de introduzirmos os conceitos
de regularidade e de p-controlabilidade para o sistema (1.8) é justificada. Apresentaremos
também dois critérios algébricos: um determina quando que (1.8) é regular, enquanto que
o outro estabelece quando que (1.8) é p-controlavel. O primeiro critério é uma conseqiién-
cia do Método do Retorno de Coron e, o segundo, decorre basicamente da identidade
de Jacobi. Com base no resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20,
formularemos um algoritmo que determina as entradas desejadas em um nimero finito de
passos. Apéndice E apresenta alguns lemas que desenvolvemos para demonstrarmos o Te-
orema 4.20. A solucao que estabelecemos para o problema de controle é entao sintetizada
no Teorema 4.23, sob a hipdtese de que o sistema é regular ou p-controldvel. Ressalta-
mos que tanto o resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20 quanto o
algoritmo desenvolvido sao contribuicoes da presente pesquisa em relacao a Parte II. O
Apéndice G corresponde ao artigo [112], que foi publicado nos anais do congresso “48th
IEEE Conference on Decision and Control — CDC”. Observamos que o referido trabalho

apresenta somente a solu¢do proposta para o caso em que (1.8) é regular.

Exibiremos na Secao 4.4 os resultados de simulacao obtidos com a aplicacao da estraté-
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gia de controle desenvolvida no sistema quantico formado por duas particulas de spin-1/2

que descrevemos anteriormente, com o objetivo de gerar a porta logica quantica C-NOT.

Nas Consideracoes Finais, apresentaremos uma visao geral sobre os resultados estabe-

lecidos nesta pesquisa e sugeriremos alguns assuntos a serem investigados futuramente.



Parte 1

Formas Triangulares para Sistemas

Nao-Lineares com Duas Entradas



Capitulo 2

Fundamentos de Sistemas

Diferenciais Exteriores

Este capitulo trata de fundamentos matematicos de sistemas diferenciais exteriores.
O objetivo da exposicao que faremos aqui é reunirmos, de maneira precisa, concisa e
auto-contida, todas as ferramentas geométricas de dimensao finita que serao exigidas no
préximo capitulo, o qual apresenta os teoremas estabelecidos nesta pesquisa referentes a
triangularizacao de sistemas de controle nao-lineares com duas entradas. Primeiramente,
na Secao 2.1, fixamos as notagoes e convencoes de geometria diferencial que serao adota-
das em toda a Parte I, ou seja, até o fim do Capitulo 3. Na Secao 2.2, apresentamos as
defini¢oes de geometria diferencial e de sistemas diferenciais exteriores consideradas nos
teoremas sobre descrigoes triangulares do Capitulo 3 como, por exemplo, os conceitos de
distribuicao, codistribuicao, produto interior, ideal diferencial, sistema Pffafiano, espaco
associado (ou espago caracteristico de Cauchy) e espago de retragdo. Exibiremos também
algumas de suas propriedades assim como certos teoremas que sao considerados funda-
mentais em sistemas diferenciais exteriores e na teoria de controle geométrica, como o
Teorema de Frobenius para sistemas Pffafianos, o Teorema de Pffaf e a Forma Normal de
Goursat. Na maioria dos casos, apresentaremos demonstracoes completas. Quando nao
o fizermos, indicaremos as referéncias nas quais o leitor podera encontra-las. Exibimos,
ainda, dois exemplos que tornarao evidentes a parte computacional envolvida em certas
defini¢oes e os aspectos sutis de alguns resultados. Conforme explicado na Introdugao,
uma parte consideravel do conteudo desta secao é bem conhecida pelo leitor com experién-
cia em geometria diferencial. Se este for o caso, pode-se fazer apenas uma leitura diagonal

para se familiarizar com a notacao empregada. O Apéndice A exibe uma compilac¢ao de
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uma série de propriedades sobre distribuigoes, codistribuicoes, colchete de Lie, derivada

exterior e derivada de Lie que serao utilizadas ao longo da Parte I.

2.1 Notacoes e convencoes

Seja R o conjunto dos niimeros reais, R™ " o espaco vetorial real de dimensao n? das
matrizes quadradas reais de ordem n e N = {0, 1,2, ...} o conjunto dos niimeros naturais.
O simbolo ‘o’ é usado para denotar a composigao de aplicagdes e ‘|’ para a restrigao de
uma aplicagao. Escrevemos A = (a;;) para enfatizar que a;; € R sdo os elementos de
A e R™. Se A e R"™ entao A" € R"™™" denota a sua matriz transposta. Chamamos
de fung¢ao uma aplicacao de um conjunto em R. Usaremos o termo suave para um objeto

matematico como sinonimo de infinitamente diferencidvel.

Salvo mencao contraria, todas as defini¢oes e resultados apresentados na seqiiéncia sao
encontrados em [6], [55], [58] e [130] (sugerimos também [74], [80], [127] e [25]).

Seja M uma variedade suave de dimensao finital e U C M um aberto em M. Deno-
tamos o conjunto das fungoes suaves em U por C*(U), o conjunto dos campos de vetores
suaves em U por X(U) e o conjunto das r-formas em U por Q"(U), para todo r € N.
Se M possui dimensao n € N, entao escrevemos dim(M) = n. Observamos que, com as
operagoes usuais de adigao e de multiplica¢ao, C*°(U) é um anel comutativo com elemento
unidade e que X(U), Q(U) sio C®(U)-médulos. A grosso modo, um C(U)-médulo é
definido pelos mesmos axiomas de um espaco vetorial real, exceto que os escalares sao
substituidos por fungoes suaves em U. Seja A um C*°(U)-mddulo. Dizemos que um sub-
conjunto nao-vazio B C A é um submddulo de A se vi +vy € B e aws € B, para quaisquer
vy, V9,03 € B, a € C*(U). Note que B é de fato um C>*(U)-médulo. Assim, os conceitos
de C*(U)-médulos e submédulos podem ser vistos como generalizagoes dos conceitos de
espaco vetorial real e de subespaco, respectivamente. As definicoes completas de anel, mé-

dulo e submddulo podem ser vistas em [12] e [59], por exemplo. Recomendamos também

[25].

Dado p € M, denotamos o conjuntos dos tensores alternados de ordem covariante r
em T),M (isto é, o conjunto dos funcionais reais r-lineares alternados em T, M) por {1y M,

onde T, M ¢ o espaco tangente a M em p. Relembramos que Q}?M = T,;M, onde T;M

sto é, M é um espaco topoldgico de Hausdorff com base enumersvel, localmente euclidiano e com
uma estrutura diferencidvel suave.
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¢ o espago cotangente a M em p, e que T,M e T;M sao espagos vetoriais reais com
dim(7,M) = dim(TyM) = dim(M). Temos entao que o conjunto ,M = ;2 M
(soma direta) equipado com o produto exterior ‘A’ é uma algebra (sobre R) graduada,
associativa, anti-comutativa e com elemento neutro, denominada de dlgebra exterior sobre
T,M, onde QM =R e U M = {0}, para todo r > dim(M). Seja QU) = @,~,Q"(U) o
conjunto das formas diferenciais exteriores em U, onde Q°(U) = C>*(U) e Q"(U) = {0},
para todo r > dim(M). Do mesmo modo, o produto exterior ‘A’ torna Q(U) um algebra
(sobre R) graduada, associativa, anti-comutativa e com elemento unidade, denominada
de dlgebra exterior em U. Dizemos que uma forma w € Q(U) é homogénea quando existe
0 <r < dim(M) tal que w € Q"(U). Relembramos que se w € Q"(U), entao w, € M,
para todo p € U.

Considere que f € C*(U), X,Y € X(U) ew € Q(U). Entao, Ly f € C°(U) denota a
derivada de Lie de f em relacao ao campo de vetores suave X; [X,Y] € X(U) é o colchete
de Liede X e Y; Lyw € Q(U) é a derivada de Lie de w em relagao a X; e dw € Q(U)
é a derivada exterior de w. Os Teoremas A.1 e A.2 (veja o Apéndice A) apresentam as
principais propriedades do colchete de Lie e da derivada exterior, respectivamente. Além
disso, se p € U, a, € UM = T3 M e Z, € T,M, entao (o, Z,) = a,(Z,) € R. Do mesmo
modo, (w, X), = (wy, X,) € Re {(w, X) £ w(X) € C®(U). Sejam X' ..., X" € X(U)
eV C U. Entao, dado ¢ € V, {X',..., X"}|, denota {X],..., X/} e, se X},..., X}
sao vetores (linearmente) independentes, para todo p € V, diremos simplesmente que
X1, ..., X" sdo independentes em V. Estas mesmas convencoes serdo adotadas também

para 1-formas.

Suponha que F: U — N ¢é uma aplicacao suave, onde U C M é aberto e N é uma
variedade suave. Entao, Fy: T,M — Tp) N denota a aplicacdo tangente (push-forward)
de FempeUeF*: T;i(p)N — TyM denota a aplicagao cotangente (pull-back) de F' em
F(p) € N.

2.2 Sistemas diferenciais exteriores

No Teorema 3.10 do Capitulo 3, sao apresentadas condigoes geométricas necessarias e
suficientes para que um sistema da forma (1.1) possa ser descrito pela forma triangular
(1.3) em torno de um dado ponto. No entanto, nestas condigoes, estdo envolvidos os
conceitos de distribuicao, codistribuicao, anulador, espaco associado e espaco de retracao

da teoria de sistemas diferenciais exteriores. A referéncia classica para o estudo de sistemas



Fundamentos de Sistemas Diferenciais Exteriores 20

diferenciais exteriores é [10]. Recomendamos também [105]?, [26], [130] e [43]. Para
entendermos o que é o espaco associado, precisaremos, ainda, apresentar as defini¢oes de
produto interior e de ideal algébrico homogéneo. Veremos que o produto interior esta
diretamente relacionado com a derivada de Lie e com o produto exterior. Comegaremos
entao pelos trés primeiros conceitos mencionados. Ao longo de todo este capitulo, M é

uma variedade suave de dimensao finita.

Definicao 2.1. [12], [105], [41], [19] Seja U C M um aberto. Um submddulo A de X(U)
é denominado de distribuicao em U. Definimos, para todo p € U, o sequinte subespaco
vetorial de T, M

A, ={X,€eT,M | X,=Y,, ondeY € A}.

Dizemos que p € U € um ponto regular de A se existe uma vizinhanca aberta V-C U de
p tal que, para todo q € V, dim(A,) =r, onde r € N. Se todo p € U é um ponto regular
de A, entdo A ¢ demominada de distribuicao regular. Dizemos que A € de dimensao
constante se, para todo p € U, dim(Ap) =1, onde r € N. Neste caso, usamos a nota¢ao
dim(A) = r. Se A = spancer(G), onde G C X(U), entao dizemos que A € a distribui¢do
em U gerada por G. Denominaremos A de involutiva se [X,Y] € A, para todo X, Y € A.

Dado um aberto V-C U, definimos a sequinte distribuicio em V'
AV = spancey{X € X(V) [ X =YV, onde Y € A}.

Observagao 2.2. Note que o conjunto {X € X(V) | X = Y|V, comY € A} nao é
necessariamente uma distribuicao em V. Foi por este motivo que tornamos preciso o
significado de A|V.

Para o leitor nao familiarizado com a notacao acima, é necessario esclarecer o que que-
remos dizer por spance ;) (G) de um subconjunto G' C X(U). Por definigao, spance ) (G)
é o conjunto formado por todas as combinagoes lineares (finitas) de elementos de G com
coeficientes em C*(U). E claro que spange (i) (G) ¢ um submédulo de X(U). Obviamente,

existem defini¢oes andlogas quando X(U) é substituido por Q'(U).

Definicao 2.3. [105], [68], [19] Seja U C M um aberto. Um submddulo A de Q' (U) ¢

denominado de codistribuicao em U. Definimos, para todo p € U, o sequinte subespaco

2Este livro apresenta diversas aplicacoes importantes de sistemas diferenciais exteriores em teoria
de controle ndo-linear. Veja também o artigo [121] para uma breve revisdo sobre sistemas diferenciais
exteriores.
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vetorial de Ty M
Ap ={w, € TyM |wp, =, onde a € A}

Os conceitos de ponto regular, codistribuicao regular, codistribuicao de dimensao cons-
tante e codistribuicao gerada por um subconjunto G C QY (U) sdo definidos de maneira

andloga aos de distribuicao.

Dado um aberto V-C U, definimos a sequinte codistribuicao em V
AlV = spangee{w € Q' (V) |w=alV, onde a € A}.

Definigao 2.4. [105], [19] Seja A uma distribuicao em U e A uma codistribui¢ao em U,

onde U C M ¢é aberto. Definimos a sequinte codistribuicao em U
At ={w e QYU) | {w, X) =0, para todo X € A},

denominada de codistribuicao anuladora de A ou, simplesmente, anulador de A, e a

sequinte distribuicao em U
A ={X € X(U) | (w,X) =0, para todo w € A},

denominada de distribuicao anuladora de A ou, simplesmente, anulador de A.

Definigao 2.5. [105] Sejam Ay, Ay distribuicoes em U, onde U C M € aberto. Definimos

as distribuicoes em U

A1—|—A2 = {X E%(U) ‘ XIX1+X2, onde X1 € Al,XQ € AQ},
[A1, Ag] = spance (n{X € X(U) | X = [X1, Xy, onde X; € Ay, Xy € Ay}

Observacao 2.6. E‘fcicil ver que se A1, Ag, A3 sdao distribuicoes em U, entao

Al + [AQ,Ag] = spancoo(U){X € %(U) | X = X1 + [XQ,Xg], onde Xz € Ai, 1 < 1 < 3}

O Apéndice A exibe uma compilacao de uma série de propriedades importantes sobre
o colchete de Lie, derivada exterior, derivada de Lie e distribuicoes que serao amplamente
utilizadas neste capitulo e no préximo. Ressaltamos que, apesar de existirem versoes
duais para codistribuicoes, isto é, resultados analogos, optamos por nao apresenta-las
para nao sobrecarregar a exposicao. E importante também destacar que, em relacao a

distribuicoes, as propriedades agrupadas no Apéndice A sao freqiientemente aplicadas
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na literatura sem qualquer mencao aos detalhes técnicos envolvidos. Além disso, estes
resultados deixam claro que a definicao de distribuicao aqui adotada, ou seja, como um
submodulo, se comporta em torno de um ponto regular exatamente como a definicao

pontual de distribuicao suave que é geralmente apresentada na literatura.

Definicao 2.7. [55], [105] Sejam p € M e X, € T,M. O produto interior com X,, € a
aplicagao ix,: QM — Q;flM definida por

(ixpwp)(ypl, . YPH) = wy(X,, Y}, ... ,Y;"’l),

P> tpo

para todo Ypl,...,YpT’1 € T,M, onde r € N, Q;lM 2 {0} e ix,Wp £ 0, para todo
wp € Qg]\/[ = R. FEstendendo entdo esta definicao por linearidade, obtemos a aplicacdo

ix,: QM — Q,M. Denotaremos também ix,w, por X, Jw,.
Teorema 2.8. [55], [105] Sejam p € M, X, Y, € T,M, wy,v, € &M, a,b € R. Entdo:
1. (aX, 4+ bY,) sw, = a(X, swy) + b(Yy, swy);
2. X, s(aw, +buy) = a(X, swy) + (X, Jvp);
3. ix,0tx, =0,
4. ix, € uma anti-derivagao, isto €, se 0, € QM e o, € Q M, entao

X, a0, Nop) = (Xp20p) Nop+ (—1)"0, A (X, 50p).

Observamos que a Definicao 2.7 é um conceito pontual. A préxima definicao considera

o produto interior como uma aplicacao de Q(U) em Q(U).

Definicao 2.9. [55/, [105] Seja X € X(U), onde U C M ¢é aberto. O produto interior
com X € a aplicagao ix: QU) — Q(U) definida por

(ixw)p = Xp 1wy,
para todo w € Q(U), p € U. Denotaremos também ixw por X Jjw.

O teorema seguinte mostra que o produto interior e a derivada exterior caracterizam

completamente a derivada de Lie.

Teorema 2.10. [55] Sejam X € X(U) e w € QU), onde U C M ¢ aberto. Entao,

Lxw=X,(dw)+d(Xw).
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As principais propriedades da derivada de Lie estao reunidas na Proposicao A.3 (veja

o Apéndice A).

Definicao 2.11. [43/, [130] Seja U C M um aberto, com dim(M) = n. Um subconjunto

I C Q(U) € denominado de ideal algébrico homogéneo em U se:

1. I € subespago vetorial real de Q(U);
2. Para todo B € Q(U) e todo o € I, tem-se que BN« € I;

3. I=@_,I", onde I" = INQ"(U). Portanto, sea =Y " a" € I, ondea” € Q"(U),
entao " € I" C 1.

Se, além disso, temos que da € I, para todo o € I, entao dizemos que I é um ideal

diferencial em U.

Observacao 2.12. Note que a condi¢cao 3 € independente das condi¢oes 1 e 2. De fato,
considere que I C Q(U) € um conjunto que satisfaz as condi¢oes 1 e 2 da defini¢ao acima.
Se ay +ay € I, onde ay € QYU), a9 € Q*(U), nao podemos concluir somente a partir

das propriedades 1 e 2 que oy, € 1.

Definicao 2.13. Sejam U,V C M conjuntos abertos com V C U. Suponha que I é um
ideal algébrico homogéneo (respectivamente diferencial) em U. Definimos entdo o sequinte
ideal algébrico homogéneo (resp. diferencial) em V
k
IV={weQV)|w=> 6 A(a|V), ondeb; € AV),q; € I},

i=1

onde k = k(w) depende de w. Para todo p € U, definimos o conjunto

I, ={w, € QM | w, = o, onde a € I}.

E facil ver que I |V é de fato um ideal algébrico homogéneo em V. Além disso, segue
do Teorema A.2 que se I é um ideal diferencial em U, entao |V é um ideal diferencial

em V.

Observacao 2.14. Note que o conjunto {w € Q(V) | w = a|V, onde « € I} nao é

necessariamente uma ideal algébrico homogéneo em V.
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Proposicao 2.15. Sejam U,V C M conjuntos abertos com V C U. Suponha que I é um

1deal algébrico homogéneo em U. Entao, para todo p € V', temos que
V) = 1.

Demonstragio. Sejap € V C U. E claro que I, C (I|V),. Decorre entao da demonstragao
da Proposicao 2.16 dada abaixo que (I|V), C I,. O

Proposicao 2.16. [130] Seja U C M um aberto, com dim(M) = n. Suponha que I é um
ideal algébrico homogéneo em U. Entao, para todo p € U, o conjunto I, tem as sequintes

propriedades:

1. I, é um subespago vetorial real de Q,M ;
2. Para todo 3, € Q,M e todo o, € I,, tem-se que B3, N\ o, € I,;

8. I, = @,_,1I;, onde I} = I, N QWM. Portanto, se a, = > " _jor € I,, onde

r=0"p’ r=0""p
T T ~ T (s
a, € M, entao ay € I} C I,

Em outras palavras, 1, € um ideal algébrico homogéneo de Q,M, no sentido de [130]

(compare com a Defini¢ao 2.11).

Demonstracdo. A primeira e a terceira propriedades sao evidentes, pois I é um ideal
algébrico homogeéneo em U. O ponto crucial da demonstragao da segunda propriedade é
mostrar que, dados p € U e (8, € M, existe B € Q' (U) tal que Bp = [3,. Extensoes
como esta surgem freqiientemente em geometria diferencial e sdo construidas de maneira
candnica® através da Proposicao A.7. De fato, sejam p € U e 3, € QM. Existe entao

uma carta local p = (z!,...,2") definida em uma vizinhanga aberta V' C U de p tal que

By = Z ail,,,irdx? ARERWA dxlij,
i< iy
onde a;,. ;. € R. Sabemos também que existe um conjunto compacto A em U tal que
p € A C V, onde a topologia de U é a topologia de subespago. Portanto, a Propo-
sicdo A.7 assegura que existe ¢ € C*(U) tal que o(p) = 1 e supp ¢ C V. Definimos
B, =0(q) > cci iy dxi A Ndalr para g € V, e 3, =0, para ¢ € U — supp o.
Note que Bp = (3, e que Bq =0, paraqg € VN (U —supp o) = V —supp 0. Como

3Veja, por exemplo, [55, demonstracio do Lema 4.5 e da Proposi¢ao 19.9].
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U—(V —supp o) = (U —V)Usupp o, temos que V — supp ¢ é um aberto em U. Logo,
B e (U). O

Definicao 2.17. [105], [150], [43] Seja U C M um aberto. Um conjunto ¥ de formas
diferenciais exteriores homogéneas de Q(U) € denominado de sistema diferencial exterior
em U ou, simplesmente, sistema exterior em U. Se ¥ = {ay,...,a,,} C QYU), onde
a1, ..., 0y sao independentes em U, entdo dizemos que 3 € um sistema Pfaffiano. O ideal

algébrico homogéneo gerado por um sistema exterior X € definido por

k
Iy ={w € QU) |w =Y 6; AB;, onde ;€ QU), B € L},

i=1

onde k = k(w) depende de w. Seja Sq o conjunto de todos os ideais diferenciais que

contém Y. O ideal diferencial gerado por X € definido por

Iy = () I.

I1eS,

ou seja, Iy, € o menor ideal diferencial que contém 3.

Observe que Iy, é de fato um ideal algébrico homogéneo em U, que Zy, é realmente um
ideal diferencial e que Sy é um conjunto nao-vazio, pois 2(U) é um ideal diferencial que
contém Y. Além disso, se Iy, é um ideal diferencial, entao Zy, = Iy;. O proximo resultado

nos mostra como construir e caracterizar Zs.

Teorema 2.18. [105], [130] Seja U C M wum aberto. Suponha que ¥ é um sistema
exterior em U. Definimos ¥ = X UdE, com d¥ = {w € QU) | w = da, onde o € ©}.
Entao,

Iy = Iy

Demonstracio. Como, por definicdo, ¥ C Zs, temos que Iy, C Zy. Decorre do Teo-
rema A.2 que I;v é um ideal diferencial que contém . Portanto, é imediato da definigao
de Iy, que Iy, C Iy. O

Defini¢ao 2.19. [105] Seja I um ideal algébrico homogéneo em um aberto U C M.
Dizemos que wy,wy € Q(U) sdo equivalentes mod I quando wy — wy € I. Esta é uma
relagdo de equivaléncia e € denotada por wy = ws mod I. Se ¥ = {ay,...,an} C QY U),

denotaremos wy = we mod Ix, simplesmente por wy = ws mod o, . .., Q.
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As defini¢oes acima nos permitem, finalmente, apresentar os conceitos de espaco asso-

ciado e de espaco de retragao.

Definicao 2.20. [130], [43], [105], [26] Seja U C M um aberto. Suponha que I é um
1deal algébrico homogéneo em U. Definimos o espago associado ou espaco caracteristico

de Cauchy de I em p € U por
A(I), ={X, € T,M | ix,(Lp) C Ip},

e o espaco de retracao de I em p € U port

Note que A(I), é um subespaco vetorial de T, M e que C(I), é um subespago vetorial
de T M.

Proposicao 2.21. [130], [26], [43] Seja U C M um aberto. Suponha que A é uma

codistribuicao em U e seja Iy o ideal diferencial gerado por A. Entao, para todo p € U,
A(Zp), ={X, € T,M | (o, X},) =0 e X, sday, € A, para todo a € A}.
Em particular, se A = spancoo(U){ozl, ...,a™}, entdo
A(Zp), ={X, e T,M | (a}, X,) = 0 e X, 2daj, € spang{a’,....a"}|,, para 1 <i<m},
para todo p € U. Além disso, dado um aberto V C U, temos que
A(Za)p = AZaw ),

para todop € V.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que (Zp)? = Iy N QYU) = I, N C>®(U) = {0}
(veja a Definigao 2.11). Assim, (Z,)5 = (Zp), N QO(U) = (Zx), NR = {0}, parap € U.

Seja p € U e considere o conjunto

B, ={X, € T,M | (o, Xp) =0e X, sda, € A, para todo o € A}.

4Veja a Definicio A.6.
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Suponha que X, € A(Zy), C T,M e o € A. Entao, a,da € Iy e ap,day, € (Zy),. A

0
p?

também que X, 1day, = w, € (Z4),, onde w = S ol € Ty, com b € C®(U) e o € A,
de acordo com o Teorema 2.18. Logo, X, sda, € A,. Portanto, A(Zy), C B,. Assuma

Proposigao 2.16 implica que X, 1o, = (a,, X,) € (Zyp),, ou seja, (a,, X,) = 0. Temos

entdo que X, € B, C T,M. Isto significa que (o, Xp) =0 e X, sday, € A, C (Zp),, para
todo a € A. Seja wy, € (Zy),. Pelo Teorema 2.18, temos que

wp = Tzl i(bij Aah), + TZQ i(cke A da®),,
i=1 j=0 k=1 (=0

com dim(M) = n, b € Qs (U), ** € Q= (U) e o', a* € A. Utilizando o Teorema 2.8,

obtemos que

71 n 79 n
Xpawpy = ZZXP_I(bij Aah), + X, 2 (" Adah),

i=1 j=0 k=1 (=0

=D D (X, ) A+ (—1)™B A (X, o))
i=1 j=0
) n

+ 3 (X adhh) Adal + (1) kA (X, S dak).
k=1 ¢=0

Como X, 1a), = (a}, X,) =0 e X, 1dal € (Za),,; concluimos a partir da Proposigao 2.16
que X, swy, € (Zy),, ou seja, X, € A(Zp),. Assim, B, C A(Zy), e A(Z4), = By.

Agora, suponha que A = spancen{@',...,@"}. Seja X, € T,M tal que (@, X,) =0
e X,adaj, € A, C (Zy),, para 1 < i < m. Considere que o = Z?Zl ba’ € A, onde
W e Ce(U). E claro que (ap, Xpp) = 0. E, pelo Teorema A.2, temos que

k
do = " d A& + b da.
j=1
Desse modo, o Teorema 2.8 implica que
k
X, adoy, = (X, adb))a) — (X, 2@))db) + b(X, 2 dad).

Jj=1

Logo, X, sda, € Ay, pois X, s = (@), X,) = 0.
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Finalmente, considere que V' C U é um aberto, p € V., X, € A(Zp), CT,M e

w=Y V(V)eAV,

J=1

ondet € C*(V)eal € A. Como (a), X,) = 0, para 1 < j < k, obtemos que {(wy, X,) = 0,

k
dw, = db) Aol + b (p)da),
j=1
k
Xy adw, =Y (X, adb))ad + 1 (p) (X, 2dad).

J=1

Mas, (A|V), = A,, pela Proposicao A.4. Desse modo, X, € A(Zyv),. Suponha entdo
que X, € A(Zpv)p e w € A. Portanto, w|V € AV e (wp, X)) = ((w|V)p, Xp) = 0. Logo,
o Teorema A.2 implica que d(w|V), = dw, ¢ X, 1dw, = X, sd(w|V), € (A|V), = A,.
Assim, X, € A(Zy),. O

Exemplo 2.22. Seja o = (x',...,2") uma carta local de M definida em uma vizinhanga
aberta U C M. Considere a 1-forma w = —z*dz! +dz? — ¢pda"™ € QY (U), onde ¢ € C*(U)
€ tal que ¢ = ¢(®, 2%, 2™), isto ¢, /0xl(¢) =0, para i = 1,4,...,n—1, e todo p € U.
Seja A a codistribuicao em U gerada por w e Ip o ideal diferencial gerado por A. Vamos
agora determinar A(Zy),, para todo p € U. Considere que p € U. De acordo com a

Proposi¢ao 2.21, temos que
A(Zp), ={X, € T,M | (wp, X}) =0 e X, 1dw, = cw,, onde ¢ € R}.
Observe que A(Zx), C (Ap)*+ e que
{0/0a®,...,0/02" 1, (0)0x" + 2°0/02?), (p0/0x* + D/0x™)},
¢ uma base (A,)*. Seja X, € T,M. Utilizando o Teorema A.2, obtemos que

dw, = (dz' A dz® — (dg,0/0x*)dx* A dx™ — {dp, D/02°)dx* A dx™),,
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e, com o Teorema 2.8, que

X, adw, = — [(da, X,)|dx, + [(ddy, 0/0x2) (day, X,)|dx
+ [(doy, 8/8x§><d:pg,Xp> + <dx;,Xp>]dx§
— {ddy, 0/022)(dx2, X, + (doy, /003 (dal, X, )]da

Portanto, dado c € R, temos que
X, sdw, = cw, = (—cx’da’ + cdx® — cpda™),
se e somente se
(day, Xp)
(doy, 3/ax ><dxna Xp) = ¢
)
)

(2.1)
(dop, 0/0xp)(dayy, Xp) +

{
(dp, 0/0xp)(day, Xp) + (dy, 0/ Oxp)(day, X,
Suponha que X, € A(Zy), C (A,)t C T,M. Entao,
X, =a30/0x) + -+ + a,_10/0x) " + b (0/0x" + 2°0/0x%),, + bo(¢0/0x” + 0/0x™),,
onde ag,...,a,_1,b1,b0 € R, e (2.1) implica que

c = by(dg,0/0z7),,
bl = _62 <d¢, a/3$3>p,
ag = cx’(p) = bya*(p)(de, 8/0x?),,

onde ¢ € R. Desse modo, X, € spang(B,), onde
B, =1{0/0z",...,0/02""" a}|, C T,M
com

= —[(d¢, /02)]9/dz" + [ — 2®(dp, /D)) /0x? + [2®(dp, D)9z /D> + 8Dz
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Assim, A(Zp), C spang(B,). Agora, considere que
X, = a,0/0z, + -+ + a,-10/0x) " + bey, € spang(B,),
onde ay, ...,a,-1,b € R. Observe que X, € (A,)*, pois (w,, X,) = 0. Defina
¢ £ (doy,0/0x3)(da), X,) = b{de,, 0/0x3) € R.

E facil verificar que (2.1) € satisfeita. Logo, X, € A(Ty), e spang(B,) = A(Zr),.

Como B, € linearmente independente e spang(B,) = A(Zp),, concluimos que B, €
uma base de A(Zp),. Em particular, dim(A(Zy),) =n — 3, dim(C(Zy),) =3 e

ép = {71a’72773}|p - T;M
¢ uma base de C(Zp), = (A(Zp),)*, onde

v = da' + [(d¢, 0/9z))dx",
V2 = da® — [ — 2*(d¢, /D)) dx",
VP = da® — [2%(d¢, /92| da",

Os proximos cinco teoremas que mostraremos na seqiiéncia, como o Teorema de Fro-
benius para sistemas Pfaffianos, o Teorema de Pfaff e a Forma Normal de Goursat, sao
considerados fundamentais na teoria de sistemas diferenciais exteriores e na teoria de
controle geométrica. Eles também evidenciam a relevancia das definigoes descritas ante-
riormente nesta secao. Além disso, foi detectado que os mesmos estao espalhados pela
literatura e sdo, as vezes, enunciados de maneira imprecisa. A Forma Normal de Goursat
desempenha um papel fundamental na demonstracao do Teorema 3.7 e do Teorema 3.8
da Secao 3.2 do Capitulo 3, que correspondem aos resultados bem conhecidos de triangu-
larizagao de sistemas de controle sem arrasto com duas entradas obtidos por [76] e [68],
respectivamente. Relembramos que nosso objetivo é generalizar estes dois teoremas de

modo a considerar sistemas com arrasto. Isto sera estabelecido na Segao 3.3.

Teorema 2.23 (Teorema de Frobenius para sistemas Pffafianos). [105/, [150],
[43] Seja U C M um aberto, ¥ = {a!,...,a™} C QYU) um sistema Pfaffiano em U e
Ix, o ideal algébrico homogéneo gerado por . Assuma que Is, é um ideal diferencial em

U. Entao, para todo p € U, existe uma carta local ¢ = (x',... 2") definida em uma
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vizinhanga aberta V- C U de p tal que
Is|V = Iy = e,

onde XV ={a'|V,...,a™V} C QY(V) e © = {dz?,... dz™} C QY(V).

Demonstragdo. Seja A a codistribuicao gerada pelo sistema Pfaffiano ¥ = {a!,... a™} e
A = At a distribuicio anuladora de A. De acordo com a versdo dual da Proposicdo A.11
para codistribuicoes, temos que A = AL. Como dim(A) = m < n, segue da versao dual

da Proposigao A.8 e da Proposicao A.5 que dim(A) =n —m e que
A, = (A))* =spang{al, ..., a™}|,,

para todo p € U. Por hipétese, Iy, é um ideal diferencial em U e ¥ C A C Iy. Temos

entao que, para 1 <1 < m,
m
do' = Z”y"j Ao,
j=1

onde v € Q' (U). Desse modo, obtemos a partir da Proposigao A.5 e das versoes cldssicas
do Teorema de Frobenius® que, para todo p € U, existe uma carta local p = (z!,...,2")

definida em uma vizinhanca aberta V' C U de p tal que
A, = spang{9/0x™" ... 0/0x"}|,,
para todo g € V. Logo, para todo ¢ € V,
A, = (AT = spang{dx', ... dz™}|, = spang{a’,...,a™}|,.

Assim, temos que®
AV = spangey{dz!, ... dz™}.

Portanto, concluimos que Is|V = Iy = Iyy = I, onde S|V = {a!|V,...,a™|V},
O = {dz',... dz™} C QY (V). O

Teorema 2.24. [26] Seja U C M um aberto, ¥ = {at,...,a™} C QYU) um sistema
Pfaffiano em U e Iy, o ideal diferencial gerado por ¥. Considere o subconjunto V- C U

>Veja, por exemplo, [6, Teorema 8.3 do Capitulo 4 e Teorema 8.3 do Capitulo 5], [55, Lema 19.8 e
Lema 19.10], [74, Teorema 2.21], [80, Teorema 2.11.11].

60s detalhes da validade desta igualdade podem ser vistos na demonstracio da Proposicdo A.9. Re-
lembramos que dz!, ..., dz™ e o!,... o™ sdo independentes em V e que (A|V), = A,, para g € V.
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formado por todos os pontos p € U em que existe uma vizinhanca aberta W, C U de p tal

que dim(A(Zy),) = 1, para todo g € W, onde r, € N. Entdo, V € aberto e denso em U.
Demonstragao. Veja [26, pag. 101] e utilize a Proposigao 2.21. O]

O teorema dado a seguir estabelece condi¢oes para que o ideal diferencial 7y, gerado
por um sistema Pfaffiano ¥ C Q!(U) seja localmente descrito por apenas n — 7 varidveis
em torno de p € U, onde dim(M) = n e dim(A(Zy),) = r. Decorre entao que, em algumas
situagoes, tudo se passa como se determinados objetos geométricos de M pertencessem
a uma variedade suave N de dimensdo reduzida dim(N) = n — r. Um caso como este
sera ilustrado logo mais adiante no Exemplo 2.28. Observamos também que, de acordo
com o Teorema 2.24, a condicao de regularidade exigida no teorema abaixo em relacao
a dimensao do espaco associado, é sempre satisfeita em torno de todos os pontos de um

conjunto aberto e denso em U.

Teorema 2.25. [26], [105], [130] Seja U C M um aberto, ¥ = {a?,...,a™} C QYU)
um sistema Pfaffiano em U e Iy, o ideal diferencial gerado por X. Suponha que V C U é
um conjunto aberto tal que dim(A(Zyx),) = r, para todo p € V, onde r € N. Entdo, para
todo p € V, existe uma carta local ¢ = (x',... 2") definida em uma vizinhanga aberta
W CV dep tal que

Is|W =T,

onde © = {w', ..., wm} C QY W) e w’, dw' ndio dependem de z*,...,z", para 1l <i < m.
Mais precisamente, w' € QY (W) e dw' € Q*(W) sdo tais que

wfo,l(x) = Z b (" :E")dxfp_l(x),
j=r+1
dwfp_l(x) = Z g (prtt ,x”)dwi},l(m) A dx];,l

r+1<j1<j2<n

(z)’

para todo x = (z',...,2") € (W) C R*, 1 < i < m, onde b, 12 € C®(n(p(W)))
e m: R" — R™" € a projegio candnica definida por w(x) = (z"1,... 2", para todo
r= (2 ... ,2") e R".

Demonstracao. Uma prova relativamente detalhada deste teorema estd essencialmente
contida em [26, pags. 103-104], onde certos resultados apresentados em [80, pag. 117

e demonstragdo da Proposigao 2.11.7] sao diretamente aplicados. Sugerimos também
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a referéncia [130, pdg. 30] para a demonstragao de um resultado mais geral do que o

estabelecido pelo teorema acima. O

Teorema 2.26 (Teorema de Pfaff). [105], [130], [43] Seja U C M um aberto e o €
QYU). Suponha que eriste uma vizinhanga aberta V C U de p tal que

(doy)" Aoy, # 0,
(doyy)" N day, A oy, = 0,

para todop € V, onder € N e (doy,)" denota da, A --- ANday, (r vezes). Entdo, existe uma

carta local o = (x',... 2" definida em uma vizinhanga aberta W C V de p tal que
spance il W} = spancw gy {da' + 2°da® + - - + 2 da* 1},

Demonstracao. A prova deste resultado esta fortemente baseada no Teorema 2.23 e no
Teorema 2.25. Os detalhes podem ser vistos em [105, Teorema 12.60] e [130, pdg. 35]. O

Teorema 2.27 (Forma Normal de Goursat). [105] Considere que ¥ = {a!, ..., a" %}
¢ um sistema Pfaffiano em U, onde U C M € aberto e dim(M) =n > 3. Seja A C QY(U)
a codistribuicao gerada por ¥ e p € U. Suponha que existe m € QY(U) tal que m, ¢ (Is),

e que T satisfaz as congruéncias de Goursat

do/ = - AT mod o, af, paral < j<n-—3,

ala},}’2 ¢ (I),.

Entao, existe uma carta local p = (2, ..., 2") definida em uma vizinhanga aberta V-C U

de p tal que

AV = spancoo(v){de — 2?dxt dot — 2dxt, ... da" — 2" et

Demonstragao. Veja [105, Teorema 12.66]. Observamos que a demonstracao apresentada

em [105] esta fundamentada no Teorema de Pfaff dado acima. O

O exemplo dado a seguir, que foi inspirado em [68, demonstragdo do Teorema 7], o
qual corresponde ao Teorema 3.8 da presente tese, descreve uma situagao em que certos
objetos geométricos de M podem ser tratados como se pertencessem a uma variedade

suave N de dimensdo reduzida dim(N) =n —r, onde dim(M) =nel <r <n-—1.
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Exemplo 2.28. Seja U C M uma vizinhanga aberta dep € M e ¥ = {a} C QY(U), com
dim(M) = n > 3. Assuma que dim(A(Zy),) =n —3 e doy A oy # 0, para todo q € U.
Observe que ay # 0, para todo ¢ € U. De acordo com o Teorema 2.25, existe uma carta

local o = (z*,...,2") definida em uma vizinhanga aberta W C U de p tal que

Sp@"cw(W){a|W} = Spa"cw(W){W},

onde w € QY (W) satisfaz

Wy1(z) = Z bj(x”_2,x”_1,x”)dxi,1(m),
j=n—2
para todo x = (x',....2") € (W) C R", com b € C®(m(p(W))) e m: R" — R? € a
projecio canénica definida por w(x) = (2" 2, 2", a2"), para todo x = (z*,...,2") € R".
Note que (p(W)) C R3 € um aberto em R3. Assim, w = 0(a|W), onde § € C*(W) e
0, # 0, para todo p € W. O Teorema A.2 implica entao que dw, N\ w, # 0, para todo
q € W. Como w depende apenas das 3 varidveis x"2, "1, 2", € natural esperarmos que
dwNdwAw =0, de modo que o Teorema de Pfaff (Teorema 2.26) possa ser aplicado, pois
Q°(N) = {0} quando N € uma variedade suave com dim(N) = 3. Isto é de fato verdade,
como pode ser facilmente verificado de maneira computacional através do Teorema A.2.
No entanto, optamos por mostrar uma maneira possivelmente mais elegante de se chegar

a esta mesma conclusao.

Defina A\ =mop: W — W, onde W = w(o(W)) C R3. Considere W com a estrutura

usual de variedade suave e seja P = (y',y%,vy*) a carta global canénica de W. Definimos
3 . .
©= ) by e QY(W).
j=1

Seja \*: QW) — Q(W) o homomorfismo injetivo entre dlgebras exteriores induzido” pela

submersao sobrejetiva X\. Por construgdo, temos que® \*(w) = w. Além disso,

A (dw ANw) = dN (W) A XN(©) = dw A w,
N (dw N dw AN@) = dXN (@) AdN (W) A XN (@) = dw A dw Aw.

" Para maiores detalhes sobre as propriedades de \*: QW) — Q(W), veja [6] e [55], por ezemplo.
8A igualdade \*(W) = w € uma conseqiiéncia direta de resultados bem conhecidos em geometria dife-
rencial. Veja, por exemplo, [6, Coroldrio 1.7 do Capitulo 5].
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Decorre do fato de X\ ser sobrejetiva que dw, Aw, # 0, para todo y € W. E, como \* é
linear e do A do Aw € Q>(W) = {0}, obtemos que dw Adw Aw = 0. Em particular, seque
do Teorema A.2 que dag N\ doy N\ g = 0, para todo ¢ € W.

Agora, como dw ANdw Aw = 0, o Teorema de Pfaff estabelece que existe uma carta local

= (24...,2") definida em uma vizinhanca aberta P C W de p tal que
spanceepy{w|P} = spancoo(P){dzl + 22d23}.
A Proposicao A.4 implica entao que

spancepialP} = spancoo(P){dzl + 22d2*}.

No que se seque, explicaremos como podemos chegar a esta mesma conclusao caso
o Teorema de Pfaff fosse vdlido apenas para variedades suaves M com dim(M) < 3.
Relembramos que dw, Nw, # 0 e dw, A\ dw, Nw, =0, para todo y € W. Dessa maneira,
o Teorema de Pfaff assequra que existe uma carta local ¢ = (24,22, 2%) definida em uma
vizinhanga aberta P C W C R3 de A(p) € W tal que

spancoo(ﬁ){wm} = spancoo(ﬁ){dil + Z2dz*}.
Considere a vizinhanca aberta P = \"Y(P) C W de p e defina as funcées suaves
2 A (N P)*(Z) =2 o (A\|P) € C™(P),

para 1 <i < 3, onde (\|[P)*: Q(P) — Q(P) € o homomorfismo entre dlgebras exteriores
induzido por \|P. E claro que dz', dz?,dz? sdo linearmente independentes em P. E, para
todo 1 <1< 3 etodoqe P, temos que
dzy " = d((MP)*(Z'))g = (MP)*(dZ')g = N (dZ)y)):

onde, no lado direito da ltima igualdade, \* denota a aplica¢ao cotangente (pull-back)
de X\ no ponto N(q) € P C R®. Como X\ € uma submersdo, seque que \*|yq) € uma
aplicacdo linear injetiva e, portanto, dz"~2,dz""1,dz" sdo linearmente independentes em
P. Ezistem entao dz',... dz""3 € {dz*',... dx"} tais que dz*,...,dz" sdo linearmente

independentes em P (restringindo P se necessdrio)®. Assim, ¢ = (2',...,2") é uma carta

90s detalhes deste argumento podem ser vistos na demonstracdo da Proposicdo A.5.
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local de M definida na vizinhanca aberta P C W C U de p (restringindo P se necessdrio).
Defina
v = (\|P)*(dz' +7Z%dz*) € Q'(P).

E fdcil verificar que
v=dz"% 4 2"

Por fim, observe que (\|P)*(W|P) = w|P e W|P = ¢(dz' + z%dz3), onde ¢ € C>=(P).
Logo, (A\|P)*(@|P) = ¢y = w|P, onde ¢ = (A\|P)*(¢) = ¢o (\|P) € C®(P). Mas, w, # 0,
para todo g € P C W. Assim, ¢(q) # 0, para todo ¢ € P e, desse modo, 1/c € C®(P).

Portanto, concluimos que

spangeepy{ | P} = spange py{w| P} = spancecpy{dz""% + 2" ~'d="}.

Na proximo capitulo, veremos em detalhes como que as ferramentas geométricas que
apresentamos aqui sao aplicadas em teoria de controle nao-linear. Ficara evidente a grande
importancia que os conceitos e resultados de sistemas diferenciais exteriores possuem na
solugao de problemas de triangularizacao de sistemas de controle nao-lineares com duas

entradas.



Capitulo 3

Formas Triangulares para Sistemas

Nao-Lineares com Duas Entradas

Neste capitulo, apresentaremos as contribuicoes da presente pesquisa referentes a trian-
gularizacao de sistemas de controle nao-lineares com duas entradas. O principal resultado

é a determinagao de condigoes geométricas para que um sistema da forma
&= f(x) + g1(x)ur + ga(x)us, (3.1)

onde z € R" é 0 estado, n > 2 e u = (uy,us) € R? é o controle, seja descrito pela seguinte

forma triangular

21 = ¢1(21, 22, 20) + 2201

Zy = ¢a(21, 22, 23, 2n) + 2301
P = Ons(21,22, oy Zn_2,2n) + Zn_oU1 (3.2)
fno = Qno2(2) +2zn1v
Zno1 = U

Zn = V1,

onde v = (v, v5) € R? é a nova entrada, apés uma mudanga de coordenadas z = ¥(z) e

uma realimentagao de estado estatica regular v = a(x) + 5(z)v.

Comecaremos, na Secao 3.1, definindo os conceitos de campo de vetores parametrizado
e de campo de vetores aumentado associados a um sistema de controle da forma (3.1).

Estas definigoes, juntamente com as ferramentas geométricas do capitulo anterior, sao
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exigidas nas duas segoes subseqiientes. Observamos que apesar de estes dois conceitos
serem amplamente conhecidos na literatura de controle geométrico, os mesmos sao, por
vezes, aplicados sem qualquer mencao aos aspectos sutis envolvidos. Por este motivo,
exibimos no Apéndice B uma formalizacao detalhada das defini¢oes de campo de vetores

parametrizado e de campo de vetores aumentado.

Apresentaremos na Secao 3.2 os resultados bem conhecidos de [76] e de [68] sobre a
triangularizagao de sistemas de controle (3.1) sem arrasto, ou seja, com f = 0. O primeiro,
dado pelo Teorema 3.7, estabelece condicoes geométricas necessarias e suficientes para que
o sistema de controle (3.1) sem arrasto seja descrito em torno de um dado ponto pela forma
triangular (3.2) com ¢ = -+ = ¢,_2 = 0, apés uma mudanca de coordenadas z = ¥(x)
e uma realimentagao de estado estatica regular da forma v = G(x)v. E, o segundo, dado
pelo Teorema 3.8, estabelece condigoes suficientes para que esta descrigao seja valida em
torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso. Exibiremos as demonstragoes destes
dois teoremas com o objetivo de tornar evidente a estreita relacao entre os mesmos e a
Forma Normal de Goursat que foi mostrada na Secao 2.2. Observamos que as condigoes
geométricas estabelecidas por [76] e [68] estao relacionadas com uma certa regularidade
do flag de Lie e do flag derivado da distribuicao gerada por g;, g2 em (3.1). O flag de
Lie e o flag derivado serao definidos e mostraremos, ainda, algumas de suas propriedades
geométricas conhecidas. A demonstragao destas, assim como a prova do Teorema 3.7,

serao expostas no Apéndice C.

Na Secao 3.3, desenvolveremos as duas principais contribuicoes desta pesquisa em
relagdo a triangularizacdo do sistema de controle com duas entradas (3.1) (com ou sem
arrasto), que correspondem ao Teorema 3.10 e ao Corolario 3.12. Apresentaremos também
um exemplo académico com o objetivo de ilustrar a aplicacao do Teorema 3.10. Estes
resultados podem ser vistos como generalizagoes do Teorema 3.7 (estabelecido por [76])
e do Teorema 3.8 (estabelecido por [68]), respectivamente. De fato, acrescentamos a
estes certas condigoes geométricas de modo considerar o arrasto f no sistema de controle
(3.1). Com estas condigoes adicionais, o Teorema 3.10 estabelece condi¢bes necessdrias e
suficientes para que (3.1) seja descrito em torno de um dado ponto pela forma triangular
(3.2), apés uma mudanca de coordenadas z = W(x) e uma realimentacao de estado estatica
regular u = a(x) + f(z)v, enquanto que o Corolario 3.12 estabelece condigoes suficientes
para que esta descricao seja possivel em torno de cada ponto de um conjunto aberto e
denso. Adiantamos, desde j4, que sao de fato os resultados de [76] e [68] que garantem a
existéncia da mudanca de coordenadas z = ¥(z) e da matriz 8 em u = a(z) + 5(x)v que

necessitamos para triangularizar o sistema de controle (3.1).
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Na Secao 3.4, mostramos, primeiramente, um breve resumo sobre a teoria de controle
geométrica de dimensao infinita. Com base nesta ferramenta, enunciaremos em seguida o
Teorema 3.17, que estabelece que quando o sistema (3.1) com 2 < n < 5 é planar, e a saida
planar satisfaz algumas condigoes de regularidade, existe uma mudanga de coordenadas e

uma realimentacao regular em que o sistema é descrito pela seguinte forma triangular

L = 20+ ¢1(21, 22, 201,

Zo = z3+ @21, 22, 23, 2n)V1,
P = Zno+ Ons(21,22, - Zn g, 2n)V1, (3.3)
Zn_o = Zpn_1+ On_o(21,22, .., Zn_2, Zn)V1,
Zp-1 = Vg,

Zn = U1

(note que (3.3) difere de (3.2)). Esta é a terceira e tdltima contribui¢do da presente tese

concernente a Parte 1.

Faremos agora algumas convengoes e simplificagoes a respeito da notacao utilizada
neste capitulo, a fim de tornar a exposicao deste trabalho mais leve, clara e objetiva. Seja
M uma variedade suave de dimensao finita e U C M um aberto. Relembramos que se
X € X(U) e p = (y',...,y") é uma carta local de M definida em um aberto V C U,

entao

X, Z (p)0/ 0y},

para p € V, onde a' = Lxvy' = (dy’, X|V) € C*(V). Logo, a'(p) = X,(y") = (dy}, Xp),
paratodop eV, e

n

o) = D a0 WO/ = Y Xi(W)D/ Oy,
i=1 i=1
onde X;(y) = a'(¢ *(y)) € R, paray € (V) C R™. Note que X; = a’op~' é um elemento
de C*(¢(V)). Nos momentos em que nao hé possibilidade de confusao, abusaremos da
notagao, escrevendo X (y) = (X1(y), ..., Xu(y)) € R", paratodoy € ¢(V). Denominamos
X(y) = (Xi(y),...,X,(y)) de expressao do campo de vetores suave X € X(U) na carta
local ¢ = (y',...,y"). Além disso, definimos §* = Lxjyy' e y = (y',...,y"). Portanto,
Yo (y) = X(y) = (Xi(y),..., X,(y)), para todo y € (V). Por abuso de notagao,
escreveremos simplesmente § = X (y) = (X1(v), ..., Xn(v)).
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3.1 Campos de vetores parametrizados e aumentados

Observamos que as definicoes de campo de vetores parametrizado e de campo de
vetores aumentando que apresentaremos nesta secao sao necessarias nas duas segoes sub-
seqiientes. Como estes conceitos sao bem conhecidos na literatura de controle, nao seremos
muito rigorosos do ponto de vista matematico nesta se¢ao para nao sobrecarregar a ex-
posicao. Optamos por reservar ao Apéndice B uma formalizacao detalhada destes dois

conceitos.

Considere o sistema de controle com duas entradas (3.1)

&= f(x) + g1(x)ur + g2(z)ue = f(2) + g(2)u, (3.4)

onde x € U C R™ é o estado, U é aberto, u = (uy,us) € R? é o controle, f, g1, g2: U — R"

sao aplicagoes suaves e g = (g1, g2).

Equipamos R™ com a estrutura usual de variedade suave e seja ¢ = (2!, ..., 2") a carta

local candnica de R™ definida em U, isto é, a aplicacao identidade em U. Relembramos que
¢ ¢ uma carta local de R™ definida no aberto V' C R™ se e somente se ¢: V — (V) C R
¢ um difeomorfismo local, ou seja, uma mudanca de coordenadas. Naturalmente associado
ao sistema de controle (3.4) estd o campo de vetores parametrizado F: R? — X(U) definido
por

F, = (f + giuy + gous)0/0z,  para todo u = (uy,us) € R?,

ou, mais precisamente,
F, = f +7g,u1 +gyus, paratodo u = (uy,uy) € R?

onde
i=1 i=1 i=1

com f=(fY.... f"), 91=10(gt,...,9%), 92 = (ga,...,9%). De fato, a expressao de F, na

carta local ¢ = (z',...,2") de R" ¢ dada por

Fu(z) = f(x) + gi(x)ur + ga(x)us,
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ou seja,
&= [(x) + g1(x)ur + ga()ug,
para todo u = (uj,up) € R% Escreveremos F = (f,g,,7,) (tripla ordenada). Dessa

maneira, dada uma carta local ¢ = (y',...,4") de R" definida em um aberto V C U,

quando dissermos que
y=h(y,u)

é a expressao do sistema de controle (3.4) na carta local ¢, queremos realmente dizer que

g =y, u) = f(y) + G (y)w +Gs(y)uz
é a expressao de F, na carta local ¢, para todo u = (uy,us) € R".

Agora, considere a variedade produto R x R"™, com R munido da estrutura usual de
variedade suave. Por abuso de notacao, denotamos por ¢ a carta global canonica de R
(funcao identidade). Seja d/dt o campo de vetores suave usual em R, isto é, d/dt|:(a) é
a derivada de funcao suave o no ponto ¢t € R, onde « esté definida em uma vizinhanca
aberta de t € R. Podemos entao associar ao sistema de controle (3.4) o campo de vetores

aumentado F*: R? — X(R x U) definido, com notagoes ébvias, por

Fy = d/dt+ (f + guus + g2u2)0/ 0w = (dfdt + [) + Gyus + Gz = [ + Gl + G,

para todo u = (u1, us) € R?. De fato, a expressio de F® na carta local (t,¢) de R x R™ ¢

dada por

Fi(tx) = (L f(2) + g1(@)ur + ga(2)us) = (1, Fu())
(L, (@) + (0, 1(2))ur + (0, ga(x))uz = f(t,2) + g7 (¢, 2)ur + g5 (t, )us,

ou seja,
=1
&= f(x) + g1(z)ur + ga(x)ug,

para todo u = (uy,us) € R?. Escreveremos F* = (f, 3%, 7%).

Observacao 3.1. Defina, para cada k € N, as sequintes distribui¢oes

Go = spancee 191, 92} G§ = spanceewxi)191: 95 1
Gk+1 = Gk + [Gk,Gk] D) Gk, G%Jrl = GZ + [ %,Gz] D) GZ
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Seja m: R x R™ — R™ a projecoes canonica definida por w2(t,p) = p, para (t,p) € R x R™.
Como §7,7% € X(R x U) sao m-relacionados com §,,G, € X(U), respectivamente, é um
resultado bem conhecido em teoria geométrica de controle que w2|G4(t, p) € uma aplicagio
linear injetiva e que

w2 (Gi(t,p)) = Gi(p),

para todo k € N, (t,p) € Rx U. Em particular, dim(G§(t,p)) = dim(Gk(p)), para k € N,
(t,p) e R x U. Além disso,

<dt, Xa>(t’p) - X(C;’p) (t) — O,

para todo k € N, X* € GY, (t,p) € R x U. Para maiores detalhes, veja a Proposi¢ao B.1
do Apéndice B.

Por simplicidade, em todo o restante deste capitulo, identificaremos as aplicacoes sua-
ves f, g1, go do sistema de controle (3.4) com os campos de vetores suaves correspondentes

.91, 72 € X(U), respectivamente.

3.2 Resultados conhecidos para sistemas sem arrasto

Considere o seguinte sistema de controle com duas entradas

&= f(x) + gi(x)ur + g2(x)uz = f(z) + g(x)u, (3.5)

onde x € U C R™ é o estado, U é aberto, n > 2, u = (ui,us) € R? é o controle,
f,91,92: U — R™ sdo aplicagbes suaves e g = (g1, g2). Quando f = 0, dizemos que (3.5) é

um sistema sem arrasto.

O objetivo desta se¢ao é apresentar os resultados bem conhecidos de [76] e de [68]
referentes a triangularizagao de sistemas da forma (3.5) sem arrasto, ap6s uma mudanga
de coordenadas e uma realimentacao de estado estatica regular. As condig¢oes geométricas
estabelecidas nestes dois trabalhos estao relacionadas com uma certa regularidade do flag
de Lie e do flag derivado da distribui¢ao gerada pelos campos de vetores suaves g;, go em
(3.5). No que se segue, definiremos de maneira precisa os conceitos de realimentagao de
estado estatica regular, de flag de Lie e de flag derivado de uma distribuigao. Mostraremos
também algumas de suas propriedades geométricas que sao amplamente utilizadas na

teoria de controle.
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Definicao 3.2. [82],[41] Considere o sistema de controle (3.5). Dizemos que u = o+ v
¢ uma realimentacao de estado estatica regular definida no aberto V-C U se as aplicagoes
a=(a,a0): V—=>R? e = (0): V — R¥? sao suaves e 3(z) = (5;;(x)) € R*? € uma

matriz invertivel para todo x € V, onde v = (v, v2) € R? € a nova entrada.

A composicao do sistema (3.5) com uma realimentagdo de estado estédtica regular

u = « + (v definida em V' C U, resulta no seguinte sistema de controle

t = f(z)+g@)a(z)+ g(x)B(zx)v
= f(z) +ai(z)gi(z) + aa(z)g2(x) + (B (2)g1(x) + Sra()ga(z)) 1
+(Ba1()g1(7) + Baz(x)ga2() )02

~ -~

f(@) +qi(@)vr + gi(x)v = f(z) +g(2)v,

(3.6)

A

para todo z € V, v = (v,15) € R? onde g = (g1,32). O sistema (3.6) é também
denominado de sistema em malha-fechada. Associamos entao a (3.6) o campo de vetores

parametrizado F= (f, T1,32), onde

~

f=(f+g0)|V=(f+ g1+ azg)|V,
91 = (B1191 + B1292)|V,
G2 = (Bo191 + B2202)|V.

Escrevemos também g = (g/3)|V. Note que ]/f\,?jl,?]\g e xX(V).

As distribuigoes introduzidas na defini¢ao abaixo possuem grande relevancia na teoria
de controle geométrica, como pode ser visto em [76], [68], [105], [75], [121], [84], [98], [85],
[77], [78], [79], por exemplo.

Definigao 3.3. [84/, [98], [85] Seja A uma distribui¢ao em U, onde U C M ¢é aberto.

Definimos, para cada k € N, as sequintes distribuicoes em U

FO = GO = Aa
Fip1 = Fy + [Fy, Fo] D Fy,
Gri1 =G+ [Gk, Gk] O G D Fy.

Denominamos a seqiiéncia de distribuicoes (Fy) de flag de Lie de A e a seqiiéncia de
distribuicoes (Gy,) de flag derivado de A.
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As proximas duas proposigoes estabelecem uma definigao alternativa de (Fy) e (Gy)
para o caso em que A = spancer){ X1, Xa}. E importante destacar que, apesar de
estes resultados serem afirmados em [76], [75], [105], os mesmos sao apresentados de uma

maneira relativamente imprecisa e sem demonstracao.

Proposicao 3.4. Seja (Fy) o flag de Lie da distribuicdo A = spancen{ X1, Xo} C X(U),

onde U C M ¢ aberto. Considere, para cada k € N, os conjuntos

AO == {X17X2}7
Ak-i—l = {X € X(U) | X = [Ykn [Yk—h [ R [Yé,Yi] - ]]’ onde }/17 cee aYk € {XlaXQ}}’

Entao, para cada k € N, temos que

Fo = A = spance ) (Ao),
k+1
Fry1 = Spa/nCoo(U)(U Aj) = I+ Span(AkH).
=0

Demonstracao. Veja o Apéndice C. O

Proposigao 3.5. Seja (Gy) o flag derivado de A = spancen{X1, X2} C X(U), onde

U C M € aberto. Considere, para cada k € N, 0os conjuntos

By = { X3, Xa},
k
By ={X € X(U) | X =11, Ya], onde Y1,z € | Bj} C Biyo

J=0

Entao, para cada k € N, temos que

Go = A = spance(i7)(Bo),
Gri1 = Go + spance ) (Bi+1) = G + spancee ) (Br+1)-

Demonstracao. Veja o Apeéndice C. O

Observagao 3.6. Considere a distribuicao A = spancoo(U){gl,gg}, onde ¢1,gs Sao0 0s
campos de vetores suaves do sistema (3.5). E um resultado bem conhecido na teoria de
controle geométrica que o flag de Lie (Fy) e o flag derivado (Gy) de A sao invariantes por
realimentacao de estado estdatica regular. Mais precisamente, suponha que u = o + (v €

uma realimentacao de estado estdtica reqular definida em U C R™. Defina a distribuicdao
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A= SPancss (1) {91, 92}, onde g1, Gs sao os campos de vetores suaves do sistema em malha-
fechada (3.6). Seja (F\k) o flag de Lie e (@k) o flag derivado de A. Entio, Fj, = F e
Gy = @k, para todo k € N. Para maiores detalhes, veja a Proposicao C.1 do Apéndice C.

Neste momento, podemos apresentar os resultados bem conhecidos de [76] e de [68] a
respeito da triangularizagao de sistemas de controle (3.5) sem arrasto, ou seja, com f = 0.
O leitor notara em suas demonstragoes que a Forma Normal de Goursat do Teorema 2.27
desempenha um papel fundamental. Observamos, ainda, que utilizaremos o conceito de
campo de vetores parametrizado que descrevemos na segao anterior na prova do teorema
dado abaixo, o qual foi estabelecido por [76], com o objetivo de torna-la precisa do ponto

de vista geométrico.

Teorema 3.7. [76], [75], [105] Considere o sistema de controle (3.5) com f = 0. Defina
A = spancenig1, 92} e A = AL, Seja (Fy) o flag de Lie e (G},) o flag derivado de A.

Dado p € U, temos que as sequintes afirmacoes sao equivalentes quando n > 3:

1. Para cada 0 < k <n—2,p € U € um ponto reqular de Fy, Gy com dim(Fy(p)) =
dim(Gr(p)) =2+ k;

2. Eziste uma vizinhanga aberta V-.C U de p, uma 1-forma m € QY(V) e um sistema
Pfaffiano X = {a!,...,a" 2} C QY (V) em que dim(A|V) = 2,

T & (I)p,
AlV = Spancw(\/)(z),

e as congruéncias de Goursat do Teorema 2.27 sdo satisfeitas para 3, p, 7, ou seja,

do/ = =o' AT mod ot .. ad, paral < j<n-—3,

day, ™ ¢ (Is)p;

1

3. Existe uma carta local b = (y',...,y") definida em uma vizinhanga aberta Vcu

de p tal que dim(A|V) =2 e

AV = spange gy {dy? — y*dy', ... dy" ™" — y"dy'};

4. Exziste uma carta local ¢ e uma realimentagao de estado estdtica reqular da forma

u = (v, ambas definidas em uma vizinhancga aberta V CU de D, em que a expressao
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do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local p = (2*,...,2") € dada

pela forma em cascata (chained form)

o= 2
2 = 2
(3.7)
2'/,n—2 _ Zn—l,Ul
anl 1)2
Mmoo = Ul
Além disso, dado p € U, as afirmagoes 1 e 4 sao equivalentes quando n = 2.
Demonstracao. Veja o Apéndice C. O

O préximo teorema é um resultado genérico de triangularizacao para sistemas de

controle com duas entradas sem arrasto, que foi obtido por [68].

Teorema 3.8. [68], [34], [75], [76] Considere o sistema de controle (3.5) com f = 0.
Defina A = spancoo(U){gl,gg}. Seja (Gy) o flag derivado da distribuicao A. Suponha que
dim(G(q)) =2+ k, para todo 0 < k <n —2 e todo g € D, onde D C U é um conjunto
aberto e denso em U. Entao, existe um conjunto V C U que € aberto e denso em U em
que, para todo p € V, existe uma carta local p e uma realimentacdao de estado estdtica
reqular da formau = (v, ambas definidas em uma vizinhanca aberta W C V' de p, tais que
a expressdo do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local p = (21, ..., 2")

¢ dada pela forma em cascata

z = Z'N"
2 3
z = Z'U
2n72 _ anlvl
2'/,n—1 — U2
o= ol

Em particular, para todop € V C U e todo 0 < k <n—2, p éum ponto reqular de Fy, Gy,
com dim(Fy(p)) = dim(Gk(p)) = 2+ k, onde (Fy) € o flag de Lie de A.

Demonstragdo. Assuma que n > 3 e que dim(Gg(q)) =2+ k, paratodo 0 <k <n—2e
todo g € D, onde D C U é um conjunto aberto e denso em U. Considere a codistribui¢ao

anuladora A = A+ de A = spance {91, g2}-
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Com base em ferramentas geométricas semelhantes as apresentadas na Segao 2.2 sobre
sistemas diferenciais exteriores, ¢ mostrado em detalhes em [68, Teorema 7] que existe
um conjunto V' C U que ¢é aberto e denso em U tal que, para todo p € V| p é um ponto
regular de A com dim(A,) = 2 e existe uma carta local ¢ = (y',...,y") definida em uma

vizinhanga aberta W C V' de p em que
AW = span{dy® — y*dy’, ..., dy" " — y"dy'}.

Portanto, basta aplicarmos o Teorema 3.7.

E importante destacar que o resultado de [68] descrito acima foi também observado e

ressaltado por [34], conforme mencionado em [68], [75], [76]. O

Na secao seguinte, iremos, num certo sentido, generalizar os dois teoremas anteriores

ao considerarmos sistemas de controle (3.5) com arrasto.

3.3 Condicgoes necessarias e suficientes para sistemas

com arrasto

Acabamos de ver na Secao 3.2 dois resultados bem conhecidos de triangularizagao de
sistemas de controle com duas entradas sem arrasto. Nosso objetivo, neste momento, ¢é
acrescentar condigoes geométricas ao mesmos de modo a considerarmos o arrasto f em
(3.5). Isto é estabelecido pelo Teorema 3.10 e pelo Coroldrio 3.12 apresentados mais
adiante. O primeiro, determina condigbes necesséarias e suficientes para que (3.5) seja

descrito em torno de um dado ponto pela seguinte forma triangular

21 = ¢1(21, 22, 20) + 2201

Zy = ¢a(21, 22, 23, 2n) + 2301
Sns = On_s(21,22, ..y Zn_2,2n) + Zn_o1 (3.8)
fno = Qno2(2) +2zn1vn
Zno1 = U2

Zn = V1,

onde v = (vy,v7) € R? é a nova entrada, apés uma mudanca de coordenadas z = W¥(z)

e uma realimentacao de estado estdtica regular u = o + fv. O segundo, determina
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condicoes suficientes para que esta descricao seja possivel em torno de cada ponto de
um conjunto aberto e denso. Portanto, podemos considerar que, num certo sentido, o
Teorema 3.10 e o Corolario 3.12 generalizam o Teorema 3.7 e o Teorema 3.8 da secao
anterior, respectivamente. Estes dois resultados sao as principais contribuicoes desta tese

em relagao a formas triangulares para sistemas nao-lineares com duas entradas (Parte I).

Observamos que as referidas condigoes geométricas adicionais que estabelecemos re-
lacionam os trés campos de vetores suaves f, g, go em (3.5) com espacos de retracao’
determinados a partir do campo de vetores aumentado® F'* = (f¢, gf, g$) associado ao
sistema de controle (3.5). Além disso, o leitor notard nas demonstragoes do Teorema 3.10
e do Corolario 3.12 que sao de fato o Teorema 3.7 e o Teorema 3.8, respectivamente, que
garantem a existéncia da mudanca de coordenadas z = W(x) e da matriz § em u = o+ v
que necessitamos para triangularizar o sistema de controle (3.5). Portanto, resta-nos en-
contrar o e mostrar que as fungoes ¢, . . ., ¢,,_o em (3.8) possuem a dependéncia triangular

desejada em relagao a (z1,..., 2,).
Para demonstrarmos o Teorema 3.10, utilizaremos o resultado dado abaixo.

Lema 3.9. Seja U C M um aberto, com dim(M) =n > 3, e R x M a variedade produto,
com R munido da estrutura usual de variedade suave. Por abuso de notacao, denotamos
por t a carta global canénica de R (fungdo identidade). Assuma que p = (2',...,2") ¢é
uma carta local de M definida em U e seja (t, ) a carta local correspondente de R x M

definida em R x U. Considere as sequintes codistribuicoes em R x U
AF = $Panceo vy 1) 1dt, dzt — 22dz", d2% — 22d2™, ..., de" R = Ry
para cada 1 < k < n —3. Entao,
Cé‘;p) = spang{dt,dz*, ... dz""'7F, dz"}p)

para todo (t,p) € R x U e cada 1 < k < n — 3, onde C’ép) £ C(Zpr)uyp) € 0 espago de
retracdo do ideal diferencial gerado por A* em (t,p) € R x U.

Demonstracdo. Sejam ¢ € R x U, 1 < k <n — 3. Considere, para 1 <7 <n—2—k, as

'Relembre a Definicao 2.20 da Secdo 2.2.
2Relembramos que este conceito foi apresentado na Secdo 3.1.
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seguintes 1-formas em Q'R x U)

a® = dt,

of =dz' — 2"
Decorre do Teorema 2.21 que

AI; ={X, € T,(R x M) | (o, X;) =0 e X, sda, ¢ um elemento de

spang{a’, ..., a" 27"}, paratodo 0 <i<n—2—k}.

onde AF £ A(Zyr ), Note que A" = spance@en{a’, ..., 2}, dim(A*) =n—1—ke
Ak (AF)*. Além do mais,

R, =1{0/02""*"% ...,0/0:"" a}|, C T,(R x M) (3.9)
é uma base de (A})*, onde
a=2%0/02" -+ 2"1F9/02"72R 10/
Seja X, € T,(R x M). O Teorema A.2 implica que

dO[Q = O,
da' = —dz"™ A d2",

e o Teorema 2.8 que

Xy adoy =0,
Xy adol, = (dz)}, Xo)dz" — (d20, X )dz)
para todo 1 <7 <n — 2 — k. Desse modo, temos que
X, d&g € spang{a’, ..., a" " F},,

X, adal, € spang{a’, ... ,a" 2R paral <i<n—2-—k,
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se e somente se

n—2—k
X, aday = “ag, onde ¢ € R
g 1ac, = c-ag, onde c” € K,
J=0
n—2—k
i ij i
Xqaday, = g Yoy
j=0

= Oty + N(d2t = 22d2")g 4+ AT - ),
+i(det — 2, + D (da Y — 2, o+

+ =2k (g n=2k 2R, paral <i<n—2—k, onde ¢’ € R,
se e somente se
COO R CO(n72fk) — O,

n—2—k)0

C( T C(n727k)(n727k) — O)

<d2(?717k, Xq> = <dZ¢;L>Xq> = 07

G0 = .= @l = i @) — L = n2k) —

i+ (dz1', X,) =0,

Ci(’i+1)zi+2(q> = <dZ;+1’Xq> = O’ para 1 S 1 S n — 3 _ k,
se e somente se
Xyadal = X, odal = - = X, 1dal 2 =0
se e somente se

(dzg,Xq> == {dz" R X)) = (dz}, X,) = 0. (3.10)

q

Suponha que X, € AF C (A})+ C T,(R x M). De (3.9), obtemos que

Xy=a"""7%0/0207F - 4 a"710/02) " + bay,

onde a" 1% ... a""1 b € R. Entdo, (3.10) exige que

Up_1_p = (d2""17F X,) =0,

q Y

b= (dzI', X,) = 0.
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Logo, X, € spang(B}), onde
B ={0/02"7%,...,0/02"" "}, C Ry C (AN C T,(R x M)
Assim, A’; C spanR(Bg). Agora, seja
X, =a""0/0207" 4+ - +a"'0/02)" € spang(BLY) C (A},

onde a”*,... a" ' € R. E claro que X, € (Ah)* e que (3.10) ¢ atendida. Isto significa

que X, € A% e spang(B)) C AF, ou seja, mostramos que A% = spang(BY).

Concluimos entdo que B} é uma base de AF e dim(Af) = k. Como CF = (AF)*, segue

que dim(CF) =n+1—k e que
Br = {dt,dz",....dz""""* dz"}|, C TX(R x M)

¢ uma base de C’é“. O

Teorema 3.10. Considere o sistema de controle (3.5) e o campo de vetores aumentado
associado F* = (f% g¢,95). Seja (Fy) o flag de Lie e (Gy) o flag derivado da distribui-
¢do A = spanceqnigr, 925 € X(U). Para cada 1 < k < n — 3, considere as sequintes

codistribuicoes em R x U

AF = (Gg)l’
H" = (spanceemxin 1./} + Gt

onde (G%) € o flag derivado da distribuicio A® = spancewy)191: 95} € X(R x U). Além
disso, para todo 1 < k <n—3, (t,q) € Rx U, definimos C&q) = C(Zpr)(t,q), 18t0 €, C@,q)
¢ 0 espago de retragdo do ideal diferencial gerado por A¥ em (t,q) (veja a Definicdo 2.20).

Entao, dadosty € R ep e U, existe uma carta local p e uma realimentagao de estado
estatica reqular da forma u = o+ (v, ambas definidas em uma vizinhanca aberta V- C U

de p, tais que a expressao do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local
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©=1(21,...,2,) € dada pela forma triangular
2= ¢1(2, 22, 2n) + 2001
Zy = a2, 22, 23, 2n) + 2301
Zneg = On_3(21,22, ..., Zn_2, 2n) + Zn_2U1 (3.11)
Znog = @n_a(2) + 2n_1vn
Zn—1 = U
Zn = U,

se e somente se existe uma vizinhanca aberta J C R de tg e um vizinhanca aberta W C U

de p, em que as sequintes condigcoes geométricas sao satisfeitas:
1. Para todo 0 < k <n—2 etodo g€ W, dim(Fy(q)) = dim(Gk(q)) =2+ k;
2. Para todo1 <k <mn—3, todo (t,q) € J x W e todo w € H*, temos que
Lfau)(t7q) - O(Izq),

k
Ly‘fw(t,q) S O(t,q)’

k
Lggwitg) € C(t,q)‘

Observacao 3.11. Note que a condi¢ao 1 deste teorema € precisamente a afirmag¢ao
1 estabelecida no Teorema 3.7 para sistemas sem arrasto. O propdsito da condi¢do 2
€ justamente levar em conta o arrasto f do sistema (3.5). Veremos na demonstragao
do teorema acima que é de fato o Teorema 3.7 que assegura a existéncia da carta local

o= (21,...,2n) € da aplicagiao § em uw = a+ Pv que necessitamos.

Antes de provarmos o teorema, explicaremos algumas das convengoes e simplificagoes

a respeito da notacao que serao adotadas em sua demonstragao.

Seja M uma variedade suave, A uma distribuigao em U C M e X' ... X" € X(U),
onde U é aberto em M. Se

A= spancoo(U){Xl, X
escreveremos simplesmente A = span{X!,..., X"}. Seja V C U um aberto. Se

A, = spanR{X;, . ,X;},
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para todo ¢ € V, escrevemos A = span{ X!, ..., X"} em V. Seja W C U um aberto tal
que VCW CU eassuma que Y, ... Y™ € X(W). Caso

AV = spance i {Y'V,..., Y|V},

escrevemos A|V = span{Y?, ... Y™} sobre C>(V). Utilizaremos, ainda, notagoes analo-
gas para codistribuigoes. Observamos também que abusaremos da notagao e nao faremos
qualquer distingao entre dt e sua restrigao a um subconjunto aberto de R x R”. O dominio

de definicao de dt estara claro de acordo com o contexto.

Demonstracao do Teorema 3.10. Por simplicidade, provaremos o Teorema 3.10 su-
pondo que n > 4. O leitor nao tera dificuldades em verificar que os argumentos apresen-
tados também comprovam a validade do resultado para 2 < n < 3. Comecamos entao

demonstrando a necessidade.

(Necessidade) Primeiramente, reescrevemos (3.11) da seguinte maneira

~

5= F(2) + Gu(2)os + Gal2)on, (3.12)

para v = (vi,v9) € R?, onde

~

f=(f+aig + ag)|W,
g1 = (81191 + Br2ga) |W, (3.13)
92 = (Bo191 + B2292)|W

sdo determinados pelo sistema em malha-fechada resultante (3.6). Seja (F\ 1) o flag de Lie

e (G}) o flag derivado da distribuicdo A = spance (191, 92} C X(W). De (3.11), temos

que as expressoes de f,ﬁl,fjg € X(W) na carta local ¢ = (z1,..., z,) sdo dadas por
f(Z) = (¢1(21, 22, Zn)7 ¢2(21a 22, 23, Zn)7 ey ¢n—3(217 29500ty Rn—2, Zn)a ¢n—2(z)a 07 O)a
g1(2) = (22,23, .-+, 20-1,0, 1),
92(2) = (0,0,...,0,1,0),

et

(3.14)

respectivamente. Decorre entao do Lema C.2 que
Fy = Gy = spanceeyy{91,0/02n1,0/02p 3, ..., 0/02p 11}

possuem dimensao constante com dim(ﬁk) = dim(ak) =2+k para0<k<n-—2e
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g2 = 0/0z,_1. Observe que a Proposigao A.4 e Proposi¢ao A.12 fornecem que

GO‘W = span{glﬂ/V, g2‘W}7
G |[W = Gi|W + [Gi|W, G| W],

para cada k € N. Assim, como 3 = (f;;) em (3.13) é invertivel em W, concluimos pela

Observacao 3.6 que
F W = F, = Gy = Gu|W = span{§1, 0/0zn_1,0/02p_2,...,0/0z0_1_1}  (3.15)

possuem dimensao constante com dim(Fy|W) = dim(Gx|W) =2+ k, para 0 < k < n —2.

Agora, seja Fo = (f”,ﬁf,fjg) o campo de vetores aumentado associado ao sistema
em malha-fechada resultante (3.6). E claro que (3.14) implica que as expressoes dos
campos de vetores suaves [¢, 97,95 € X(Rx W) na carta local (£, ) de R x R" sdo dadas

respectivamente por

fa(t’ 2) = (1a ¢1(21, 22, Zn)7 ¢2(217 22, 23, Zn)a ) ¢n—3(21a 22y vy Zn—2, Zn)7 ¢n—2(2)7 Oa O))
93 (t,z) = (0,29, 23, ..., 2p-1,0,1),

2

95(t,z) = (0,0,0,...,0,1,0).
(3.16)
Além disso, ¢ facil ver que
fo = (f*+ angf + azgd)|R x W,
3¢ = (81198 + B12g3)|R x W € GER x W C G¢|R x W, (3.17)

95 = (Pa1gf + Pg3)|R x W € G§IR x W C G¢R x W, para k € N.

Por (C.2), obtemos também que?

0/02"77,37] = [72(8/02"70), 7 (1)) = 72([0/92"77, G1]) = w2(9/02""17)
=0/02"""7 € X(R x W),

para todo 1 < j <n — 2. Segue entao de (3.15), da Observagao 3.1, da Proposicao A4 e

30 fato de que g1 = 72(g}), g2 = m2(9%), onde 72: R x R"® — R™ é a projecdo candnica, pode ser
visto em (B.3). Para a validade da segunda igualdade, isto é, a comutatividade, veja, por exemplo, [6,
Teorema 7.9 do Capitulo 4].
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da Proposicao A.12 que
GY¢R x W = span{g¥,0/02zp—1,0/0zn—2,...,0/0zn—1-k} C X(R x W) (3.18)

com dim(G¢R x W) =2+ k, paracada 0 < k <n—2,e g5 = 0/0z,-1 € X(R x W).
Resulta de (3.16), da Proposicao A.10 e da Proposicao A.9 que existe uma vizinhanga
aberta J C R de t5 € R tal que

dt
dz1 — z9dz,
AF|J x W = (GY]J x W)* = span dzy — z3dz, ,

L dznf2fk - anlfkdzn )

sobre C*(J x W), para 1 < k < n—3, restringindo W se necessério. Portanto, o Lema 3.9

e a Proposicao 2.21 implicam que
C* = span{dt,dz, ..., dzp 1k, dz,}
em J x W (pontualmente), para 1 < k < n — 3, ou seja,
C"*7" = span{dt,dzy, ..., dzi1,d2z,} (3.19)

em J x W paral <i<n-—3.

Como f* = (f*+ a1g] + a299)|R x W (veja (3.17)), é facil concluir a partir de (3.16),
(3.18), da Proposigao A.10, da Proposicao A.12 e da Proposicao A.9 que

le — ZQdZn — (bldt
d22 — 23dzn — gbgdt

H*JxW = (span{f*|JxW }+G%|Jx W) = span

dzn72fk - anlfkdzn - ¢n72fkdt
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sobre C*(J x W), para 1 < k <n — 3, ou, de forma equivalente,

le — ZQdZn — (bldt

4 dzo — z3dz, — Padt
H™ 27| x W = span 2 #2 , (3.20)

dz; — zip1dz, — ¢;dt
sobre C*(J x W), para 1 <i < n — 3, restringindo J e W se necessério.

Utilizando (3.16) e a Proposi¢ao A.3, obtemos que

Lo(dzi = zip1dz, — ¢idt) = doi — ¢igadzy — (Las)dt,
Lg% (dZZ — ZiJrlen — ¢Zdt> = dziJrl — ZZ'JerZn — (Lg%QﬁZ)dt,
ng(dzl- — Zip1dz, — ¢idt) = _(ng(bi)dta

para 1 <i <n —3. De (3.16), é claro que
dgi € spancee wunnidz1, dza, . . ., dzit1, dz, ),
para cada 1 <i < n — 3. Logo, (3.19) fornece que

L}?a (dZZ — ZZ'Jrldzn — ¢Zdt)(t7q) c 0727271"
L (dzi — zip1dzn — ¢idt)rg) € Cliyy ™, (3.21)

(t,q)

Las(dz; — zipadz, — ¢idt) g € CLL,

(t,9)

para todo 1 < i < n—3, (t,q) € J xW. Sejam 1 < i < n—3, (t,q) € J x W e
w € H" 7% Por (3.19) e (3.20), temos que H"27(t,q) C C(’;’q?’i. Assim, (3.20), (3.21)

e a Proposicao A.3 implicam que

Lt € CL2, LygWg € O™, LygWg € O™,

onde w = w|R x W. Obtemos entao de (3.17) e da Proposigao A.3 que

n—2—1 n—2—1 n—2—1
Lyswwg) € Cgy s Logwua € Clgy s Lggwia) € Cligy

-a -a

pois (W, 97) .y = (@, 95) w.¢) = 0, para (t',¢') € J x W (veja (3.20)).

(Suficiéncia) Por hipétese, temos que p é um ponto regular de Fy, Gy com dim(F(p)) =
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dim(Gk(p)) = 2 + k, para todo 0 < k < n — 2. Entdo, aplicando o Teorema 3.7 e
restringindo W se necessario, sabemos que existe uma carta local ¢ e uma realimentagao
de estado estatica regular da forma u = v, ambas definidas em W, tais as expressoes dos

seguintes campos de vetores suaves

g1 = (81191 + B1292) |W,
G2 = (82191 + Ba2g2) |W

na carta local ¢ = (z1, ..., 2,) sdo dadas por

g1(2) = (22,23, ..., 20-1,0,1),

7 (3.22)
92(2) = (Oa 07 ERIRE) Oa ]-7 0),

respectivamente. Devido a Proposicao A.7, podemos assumir, restringindo W se necessa-

rio, que* 8 = B|W, onde § = (8,;): U — R?*? ¢ uma aplicagao suave.
Agora, definimos h = f|W. Seja F' = (h®,§% 3%) o campo de vetores aumentado em
relacdo ao campo de vetores parametrizado F = (h, g1, g2). Note que
pt = IR X W,
g7 = (Bugi + Prags) R x W, (3.23)
95 = (Bag? + Pazgs)|R x W.

Além disso, temos que as expressoes de h%, g%, g5 na carta local (¢, p) de R x R sao dadas

respectivamente por

ha(tv Z) = (17 f(z)) = (1771(Z>7 s a’Yn(z))a
(t,2) = (0,22,23,...,2,-1,0,1), (3.24)
(t,z) =(0,0,0,...,0,1,0).

N

Relembramos que 3 = (3;;) é invertivel no aberto W. Assim, segue de (3.22) e da

demonstracao da necessidade acima que (veja (3.18))
GS¢|R x W = span{g{,0/02p,-1,0/0zn—2,...,0/0zn—1-k} C X(R x W) (3.25)

com dim(G¢R x W) =2+ k, paracada 1 <k <n—2,egy = 0/0z,-1 € X(R x W).

4A construcio da extensao  pode ser deduzida da demonstracio da Proposicao A.8.



Formas Triangulares para Sistemas Nao-Lineares com Duas Entradas 58

Portanto, obtemos da Proposicao A.10 e da Proposi¢ao A.9 que existe uma vizinhanga
aberta J C R de #, € R tal que

dt
dzy — z9dz,
AT x W = (G¢|J x W)* = span dzy — 23dz, , (3.26)

. dzn—2—k - Zn—l—kdzn )

sobre C*®(J x W), para cada 1 < k < n — 3, restringindo W se necessario. Da Observa-
¢do 3.1, temos que dt € AF = (G¢)1, 1 < k < n — 3. Note também que a Proposi¢iao A.7

e a Proposicao A.9 garantem que podemos assumir que®

le—szZn = 91|JXW,
dZQ—ngZn = 02|JXVV,

' (3.27)
dzp—3 — Zp_odzy, : On_s|J x W,
onde 0y,...,0, o € A* para cada 1 < k < n — 3, restringindo J e¢ W se necessario.
Desse modo, (3.26), o Lema 3.9 e a Proposi¢ao 2.21 implicam que
C* = span{dt,dz, ..., dzp 1k, dz,}
em J x W (pontualmente), para 1 < k <n — 3, ou seja,
C"*7" = span{dt,dzy, ..., dzi1,dz,} (3.28)
em Jx W paral <i<n-—3.
Considere as seguintes 1-formas em Q'(R x U)
N = 0 (6, [,
A2 : Oy — (02, f*)dt, (3.20)

AR = 9n73 - <0n737 fa>dt-

50s detalhes da prova deste argumento sdo similares aos descritos na demonstracao da Proposicao A.8.
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Por definicao,
(dt, f*) = 1. (3.30)
Logo, para cada 1 < k < n — 3, temos que
M, AR e gE (3.31)

pois dt, 0y,...,0" 2% sao elementos de AF = (G¢)+. Além disso, segue de (3.24) e (3.25)
que {h®, g7, 0/02p-1,0/02p—2,...,0/0zn—1-1} C X(R x W) é um conjunto formados por
34k campos de vetores independentes em R x W (pontualmente), para todo 1 < k < n—3.

Assim,
(SpanR{h((lt,q)} + Gg(ta Q))L = SpanR{)‘la ] A71_2_'I<;:'l’|(t,q)> (332)

para todo 1 < k <n—3, (t,q) € J x W, ja que {\},..., A" 27%} ¢ H* é um conjunto
formado por (n —2 — k) 1-formas independentes em J x W (veja (3.27) e (3.29)). Decorre
da Proposicao A.9 que

HE|J x W = span{\!, ... An~27F}
sobre C*(J x W), para 1 < k <n — 3, ou, de forma equivalente,
H" 27 J x W = span{\',... \} (3.33)

sobre C*(J x W), para 1l <i<n —3.

Agora, definimos (veja (3.24))

a = —(dzp, h*) = —v, € C¥(R x W),

(6} —<dZn,1, ha) = —Yn-1 € COO(R X W),
« é (O[l,OéQ) - (_7n7_,yn—1)a

Foo= Rt oGl + gt € X(R x W),

(3.34)

¢ = (dzi — zipz1dzn, h*) € C2(R x W),
Ons = (dzn_s, [*) € C®(R x W),
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para cada 1 <i <n —3. De (3.32) e (3.25), temos que

~

<)\Et7Q)’ f((;q)) =0,

onde (veja (3.23), (3.27), (3.29) e (3.34))

ft,q) = (dz; — zip1dz, — <Z5z'dt)(t,q), (3.35)

para (t,q) € J x W, 1 < i < n — 3. Portanto, segue de (3.23), (3.24), (3.30), (3.34) e
(3.35) que
dt, o) = Lyt = 1,

{

(dzi, )T X W = Lzl J x W = 4] J x W,
(3.36)

{

dznfla ]/l'\a> = Lfaznfl = 07
(dzp, f“> = Lfazn =0,
para 1 < i < n—2. De fato, como {dz, %) = (dzn1,38) = 1 ¢ (dzn1,39) = {dn, 35) = 0,

temos que (dz,—;, f*) = (dzp—j, h*) + a1(dzn—;, §7) + aa(dzn—j, G5) = Yn—j — Yn—j = O,
para 0 < j < 1. Além disso, dado 1 < i < n — 3, temos que, restringindo a J x W,

<>\i|R x W, J/m> = (dz;, ]?a> — Zip1(dzn, J?a> — ¢i(dt, fa)

= (dzi, [*) — zig1 (dzn, [*) — &

- <d227 fa> — Zi+1 <dZn7 ha)

— a12i41(d2n, 91) — Q2ziy1{dzn, Gy) — O

= <de'7 J?a> - Zi+1<dzn7 ha) — 0 Zip1 — G

= (dz;, [*) + a12i41 — 01 2i41 — @

~

= (dz;, f*) — ¢i.

Devido ao fato de (X, ., fa = 0, concluimos que dzl-,fa o) = 0i(t,q), para todo
(t.q) 7 (t,q) (t.9)
(t,q) € J x W.

Vamos mostrar que
doi(t,q) € spang{dz, ..., dzi41, dzn}1q),

para todo (¢t,q) € J x W, 1 <i<n-—2. Sejam (t,q) € J xWel<i<n-—3. Por
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hipdtese, para todo w € H"27% temos que

n—2—1

(tq) Lawtq Cn 2 Z Laa)(tq EC 72 Z.

De (3.28), (3.33) e (3.35), obtemos que
H" *7'(t,q) C C(’;Tq?*".

Podemos assumir, restringindo W se necessario, que o = @|W, onde @ = (ay,as) e
ay,q € C(U). Desse modo, como 3 = B|W e G& C G¢, k € N, segue de (3.23), (3.31),
(3.34) e da Proposicao A.3 que

L7 (VR X W)pq) € Ol 27"

(t,9)

Por (3.35), (3.36) e pela Proposicao A.3, obtemos que

Lfa(/\lﬂR X W)(t’q) = (dgbz - ¢i+1dzn — (Lfa¢z)dt)( e (C* 2— z.

(t.9)

Conseqiientemente, (3.28) implica que
do(t,q) € spang{dt,dz1, ..., dzip1, dzn}| 1)
Assim, (3.24) e a definigao de ¢; em (3.34) resultam em
doi(t,q) € spang{dz, ..., dzi41, dzn}(1q), (3.37)

para todo (t,q) € J x Wecadal<i<n-—2.

Relembre que

dei(t, q) = [0/0t] ) (00)|dt 1) + Y _[0/025](1.0) (01)]d21 | 1.0)

J=1

para (t,q) € J x W, 1 <i <n—2. Logo, (3.37) implica que

0/ 0t|(1,q)(9i) = 0/0zis2|,q) (i) = -+ - = 0/ Dzp—1](1,9)(¢5) = O, (3.38)
para (t,q) € J x W, 1<i<n-—3.

Na seqiiéncia, mostraremos que a realimentagao de estado estatica regular u = Sa+ (v,
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onde v = (v, v9) € R? assegura que a expressao do sistema em malha-fechada resultante
(3.6) na carta local ¢ = (z1,...,2,) de R” é dada pela forma triangular (3.11). Ficard
claro o motivo do aparecimento do termo fa em u = fa+ fv. Relembre que u = Sa+ (v

e o= I(z1,...,2,) estao definidas na vizinhanga aberta W C U C R* de p € U.

Dado v = (v, v2) € R?, considere o campo de vetores suave
Xy = (h" 4+ a1g} + a2g3) + g1v1 + Gova € X(R x W),

Por (3.24), (3.34), (3.36) e (3.38), temos que expressao de X2 na carta local (¢,¢) de
R x R™, a qual estd definida em J x W, é dada por

t =1
21 = ¢1(21, 22, 20) + 2201
2y = (21,22, 23, 2) + 2301
Zng = On-3(21,29,. .+, Zn-2,2n) + Zn_2V1
fny = Pn2(2) + 2pv1
Zno1 = Vg
in = 1,

restringindo J e W a conjuntos abertos conexos, se necessario. Decorre entao que a

expressao do campo de vetores suave

Xy = (h+ a1g1 + 22g2) + G1v1 + Gavg € X(W)

na carta local ¢ = (z1,...,2,) de R" é dada por
2= ¢1(2, 22, 2n) + 2001
Zy = Qa2 20, 23, 2n) + 2301
Z"n73 = ¢n73(z17 29y ey Rn—2; Zn) + zZp—2v1
Zneg = @n_2(2) + 2n_1vn
Zn—1 = U
Zn = .

Portanto, u = Ba+fv é a realimentacao de estado estética regular desejada, pois h = f|W,
g1 = (Brig1 + B1292) W, Go = (B2191 + B2292)|W, a = (a1, a2) € B = (Byy). O
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Como conseqiiéncia imediata do teorema anterior e do Teorema 3.8, obtemos o resul-

tado genérico mostrado abaixo.

Corolario 3.12. Considere o sistema (3.5) e o campo de vetores aumentado associado
Fe=(f%g%,95). Seja (Gy) o flag derivado de A = spancee {91, 92} € X(U). Para cada
1 <k <n-—3, considere as sequintes codistribuicoes em R x U

AP = (G
H" = (spanceemxin 1./} + Gt

onde (G}.) € o flag derivado da distribuicdo A® = spanceryxir)191, 95} € XR x U). Além
disso, para todo 1 < k <n—3, (t,q) € Rx U, definimos C(’j/,q) = C(Ipr)(t,q), isto €, C’éq)
€ o espago de retracio do ideal diferencial gerado por A* em (t,q). Dado ty € R, suponha

que existe uma vizinhanca aberta J C R de ty e um conjunto D C U que é aberto e denso

em U, em que as sequintes condi¢oes geométricas sao satisfeitas:

1. Para todo 0 < k <n—2 etodoqe D, dim(G(q)) =2+ k;

2. Para todo 1 <k <n—3, todo (t,q) € J x D e todo w € H*, temos que

k

Lyawit,q) € C(t,q)a
k

Lgswiiqg) € O(t,q)’
k

Ly‘g‘w(t,q) S O(t,q)'

Entao, existe um conjunto V- C U que € aberto e denso em U tal que, para todo
p €V, existe uma carta local ¢ e uma realimentacao de estado estdtica reqular da forma

u = a+ [v, ambas definidas em uma vizinhanca aberta W C U de p, em que a expressao

do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local ¢ = (z1,. .., 2,) € dada pela
forma triangular
21 = $1(21, 22, 20) + 2201
Zo = ¢a(21, 22,23, 20) + 2301
P = Ons(21,22, oy Zn_o, 2n) + Zn_oU1 (3.39)
Zn_o = On_o(2) + zp_1v1
Zn-1 = Ug

2n = 1.
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O exemplo académico mostrado em seguida ilustra os aspectos computacionais envol-
vidos na aplica¢ao do Teorema 3.10 em um sistema de controle com quatro estados (i.e.
n=4).

Exemplo 3.13. Considere o sistema

&= f(x) + g1(v)ur + g2()uz

0 ()2 +1 0
)2 + 22 23— 22Y) ((2*)? + 1 0
B I I I [(C eV I I I
1 0 1
vt (") +2?)((z")* + 1) 0
onde v = (xt,...,z%) € R € 0 estado e uj,us € R sdo os controles. Mostraremos que

este sistema pode ser descrito pela forma triangular (3.11) em torno de cada ponto de R*.

Para cada v € R*, temos que

0
wo) =l gl = | TV
0
0
ga(z) = [91, g3)(x) = e +O$2)((1’4)2 i ’

95(x) = [g2, g3](z) = 0.
Assim, a Proposicao 3.4 e a Proposicao 3.5 implicam que

dim(Fy) = dim(Gy) =2+ k, para cada 0 < k < 2.
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Como G{ = spancoo(R4){g?,g§,g§} €

1 0 0 0

0 (z4)2 4+ 1 0 0
(*(2) gi(@) g3(x) g8(@) = | @) 427 (@@ 2@ +1) 0 —((@)+1)

1 0 1 0

Bt (@)@ ) 00

para todo v € R*, resulta da Proposicdo A.9 que
A = (G = 8panceo g4y dt, at,

H' = (spange sy { [, 97, 95, 95})" = spancee(gsy{z'adt + ((2')* + 2)da’ — da'},

onde
a = ((z')? + 2%)dz' — da* € Q' (R x RY).

No que se seque, iremos provar, com base na demonstragcao do Lema 3.9, que
Cligy & C(@n) ) = spang{dt, da', da®, da'} |1,
para todo (t,p) € R x R%.
Seja (t,p) € R x R* e defina A(lt,p) = A(Zx1)@p). Da Proposicao 2.21, obtemos que

Al = {Xwp) € Tl (R X RY) [ (dt 1), X)) = (e X)) = 0,
X(t,p) N d(dt)(t7p), X(t,p) N dOé(t,p) = spanR{dt, Oé}|(t7p)}.

Note que A} ) C (A% ). Seja Xt p) € Tiipy (R x R*). Pelo Teorema A.2, temos que

(t.p t.p)
d(dt) =0,
da = d((x')* + 2*) Ada' = d(2')? A dat + do® A dat = da* A dat,

e pelo Teorema 2.8 que

X(tm) - d(dt)(typ) =0,
X(t,p) _ dOé(t,p) = X(tvp) _ (dx2 A d:L‘l) = <dl‘%t7p), X(t,p)>dx(1t,p) — <dx(1t,p), X(t7p)>dl'2

(t,p)
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Desse modo,
Xp) 2 doey) € spang{dt, ot|p)
se e somente se
Xp) adap = adtp) + bagy = adty + b((x')? + 2*)da' — bdx*,  onde a,b € R,

se e somente se
se e somente se

se e somente se
<dx%t7p)’ X(t7p)> = <d'r%t,p)7 X(t,p)) =0. (341)

Considere entio que X ) € A%t,p) C (A%t,p)

)t C T (R x RY). Logo,
X = a191(t,p) + c295(t, p) + c395(L, p),

onde c1,c9,c3 € R. Usando (3.40) e (3.41), devemos ter que ¢; = c3 = 0, ou seja,
Xup) € spang{g3(t,p)}. Desse modo, A%W) C spang{g5(t,p)}. Suponha entio que
Xp) € spang{gs5(t,p)} C (AY(t,p))*. Logo, (3.40) e (3.41) implicam que X ) € A(lt’p).
Portanto, spang{g3(t,p)} C Aj,, €

Afey) = spang {95 }H ),
C'(ltp) = spang{dt, dz", dz?, dz"}| 1 p)-

E‘fcicil verificar que (3.40) e a Proposi¢iao A.3 estabelecem que

Lya¥p)s Loz Vem)s LogView) € Clpy:

onde
v = atatdt + ((2M)? + 2B da' — do* € QYR x RY).
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Como H' = spangem {7} e H'(t,p) C C, ), concluimos que
Lyewep)s Lozwen, Lo € Clop):

para todo w € HY, (t,p) € R x R*, ou seja, mostramos que as condi¢oes do Teorema 3.10

sdo atendidas em R x R%.

Na proxima secao, estabeleceremos condigoes suficientes para a triangularizacao de

uma classe de sistemas planares.

3.4 Condicoes suficientes para sistemas planares com

até cinco estados

Faremos primeiro na Segao 3.4.1 um breve resumo sobre a teoria de controle geomé-
trica de dimensao infinita desenvolvida em [29], [30], [94] e aprofundada em [87], [88], [20],
[19], [90], [91], seguindo de perto a exposicao de [88] e [19]. Para um tratamento completo
e auto-contido desta teoria, direcionamos o leitor a [19], [90], [91]. Merece ser destacada a
referéncia [19] pela excelente exposigao didética e a0 mesmo tempo minuciosa, e também
por sua grande influéncia no desenvolvimento da presente tese. Com base nesta teoria
de controle geométrica de dimensao infinita, definiremos, ainda na Secao 3.4.1, o con-
ceito de sistema planar de uma maneira geométrica precisa. Em seguida, na Segao 3.4.2,
enunciaremos o Teorema 3.17, que estabelece que quando o sistema de controle (3.1) com
2 < n <5 é planar, e a saida planar satisfaz algumas condigoes de regularidade, existe
uma mudanca de coordenadas e uma realimentacao regular em que o sistema é descrito
pela forma triangular (3.3). Observamos que a demonstragao deste resultado estd forte-
mente baseada na interpretacao geométrica do Algoritmo da Extensao Dinamica (AED)
feita em [87], [88], [19], [91] (veja também [20]).

3.4.1 Geometria diferencial de dimensao infinita

3.4.1.1 RA-variedades

Seja A um conjunto enumeravel. Como podemos identificar A com N (respectiva-

mente, com um subconjunto finito de N), seja R o conjunto de todas as seqiiéncias reais
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infinitas (resp. finitas). Este conjunto se torna um espago topoldgico com a topologia
produto, isto é, a topologia menos fina tal que todas as projecoes naturais sao continuas.
Uma funcao ¢ definida em um aberto V C R4 é denominada de suave se, para cada
p € V, existe uma vizinhanga aberta V,, C V de p e algum n € N tal que ¢|V, = honl|V,,
onde 7 é a projecdo de R? sobre R™ e h é uma funcio suave no sentido usual definida no
conjunto aberto m(V,) C R". Seja B um outro conjunto enumerdvel. Dizemos que uma
aplicacdo ¢ de um conjunto aberto de R4 em R? é suave se cada funcdo componente
é suave. A partir destas definicoes, podemos estabelecer os conceitos de RA-variedade,
aplicacdo suave entre R*-variedades, aplicacao tangente, fibrado tangente, campo de veto-
res suave, pull-back, diferencial de uma funcao suave, distribuicao, codistribuicao e assim
por diante, de maneira analoga a geometria diferencial de dimensao finita. Estes concei-
tos apresentam muitas das propriedades do caso de dimensao finita, pois, localmente, os

mesmos se comportam como se fossem de dimensao finita.

Sejam M, N RA-variedades ¢ V' C M um aberto. Se ¢ é uma funcdo suave em V,
entao d¢ denota a sua diferencial. Se ® = (¢1,...,¢,) é uma aplicagao suave de V' em
R™ e £ € V, entao d® denota (d¢y,...,do,) e d®(€) denota (dp1(€),...,dp,(£)). Se X
é um campo de vetores suave em M, entao Lx¢ é a derivada de Lie de ¢ em relagao
a X e L’;;rl(b = Lx(L%¢), k € N, onde L%¢ £ ¢. Se X e Y sdo campos de vetores
suaves em M, entdao [X,Y] denota o colchete de Lie e ad%™'Y = [X, ad% Y], k € N, onde
ad%Y 2 Y. Uma imersdo (resp. submersiao) F : M — N é uma aplicacdo suave tal que,
para cada p € M, existem cartas locais (V, ¢) e (W,%) de p e F(p), respectivamente, de
modo que F(V) C W e que, nessas coordenadas, F'(z) = (z,0) (resp. F(x,y) = y). Se
v=(21,...,2,), ¥y = (Y1, ...,yn) € R", entdo xy denota z1y; + - - + 2,y, e card(x) = n.

Além disso, * C z significa que as componentes de T sao também componentes de z.

3.4.1.2 Diffieties

Uma diffiety M é uma R4-variedade equipada com um campo de vetores suave fixo
Our, denominado de campo de Cartan. Considere que M e N sao diffieties. Uma aplicacao
de Lie-Bdcklund ¢ de M em N ¢é uma aplicagao suave que é compativel com os campos de
Cartan, isto é, v.(On(p)) = In(p(p)), para todo p € M, onde ¢, é a aplicacdo tangente

de ¢. Uma imersao de Lie-Bdcklund é uma aplicacao de Lie-Bécklund que é uma imersao.
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3.4.1.3 Sistemas

Um sistema é uma tripla (S, d/dt, T), onde S é uma diffiety com campo de Cartan d/dt
e1: S — R é uma submersao de Lie-Béacklund com R munido da estrutura diferenciavel
usual. Por abuso de notacao, denotaremos (S, d/dt, ) simplesmente por S. Se ¢ é uma

aplicacao suave em um conjunto aberto de S, entao ¢p*+1) = Ld/dtqﬁ(k), para cada k € N,
Onde (b(o) é (b e (b = (b(l)

3.4.1.4 Representacoes de estado e saidas

Seja S um sistema. Uma representacao de estado de S em £ € S é uma carta local
(V,o = (t,z,U)) de € tal que t = 7|V, # = (z1,...,2,) € u§-k+1) = Ld/dtuﬁ»k), k € N,
onde U = {uﬁk) : 1 < j <m,k € N}. Denominamos x e u = (u(lo), o ,u,(g)) de estado e
entrada, respectivamente. Como z e u determinam ¢ completamente, denotamos (V)

simplesmente por (z,u). Nestas coordenadas, o campo de Cartan é dado por

dfdt =0/ot+_ f:0/0x;+Y > ulVo/ou. (3.42)
=1

j=1 k=0

Note que o campo de Cartan fica completamente determinado por #; = f;. Se (x,u)
e (z,v) sao representacoes de estado em &, entdao devemos ter que® card(u) = card(v).
Uma aplicagdo suave y = (yi,...,Y,) em torno de £ é chamada saida de S em £. Ela é
denominada de saida planar se ((),y) é uma representacao de estado em & (isto é, ndo ha

estado). Nestas coordenadas, o campo de Cartan é dado por

P [e%s)
djdt =0ofot+> >y Majoy

j=1 k=0
onde p = card(y).

Seja (x,u) uma representacao de estado de S e y = (y1,...,y,) uma saida de S.
Assuma que o dominio de y esteja contido no de (z,u). Dizemos que (z,u) (resp. y)
é classica se &; (resp. y¢) nao depende de ug.k), para 1 < i < n (resp. 1 < ¢ < p),
1 <j<m,k>1(stoé i = f(t,z,u) (resp. y = h(t,z,u))). E, (x,u) (resp. y) é
independente do tempo se &; (resp. y;) nao depende de ¢, para cada 1 < i < n (resp.

1 < ¢ < p). Uma saida planar y é denominada de 0-planar se y = h(x). Dizemos que

6Veja, por exemplo, [30], [87], [19], [91].
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duas representagoes de estado (x,u) e (z,v) em £ estdo relacionadas por realimentagdao
de estado estdtica invariante no tempo se: (i) card(z)=card(z), card(u)=card(v); (ii)
spang{dz(v)} = spang{dz(v)}, spang{dz(v), du(v)} = spang{dz(v),dv(v)}, para todo v

em torno de &.

Adotaremos em toda esta secao uma notacao mais concisa, escrevendo simplesmente
span{dz} = span{dz}, span{dz,du} = span{dz,dv}, em torno de . Faremos também
simplificagoes similares para propriedades que sao validas em todos os pontos de deter-

minado conjunto.

Teorema 3.14. [87], [91] Seja S um sistema, (x,u) uma representacao de estado clds-
sica independente do tempo em & € S, e z,v aplicacoes suaves definidas em torno de
¢ com card(x) = card(z) e card(u) = card(v). Suponha que span{dxr} = span{dz} e
span{dz,du} = span{dz,dv}, em torno de . Entao, (z,v) € uma representacao de estado
classica independente do tempo em & que estd relacionada a (x,u) por realimentacao de

estado estatica invariante no tempo.

Uma outra caracterizacao de platitude é fornecida pelo teorema abaixo.

Teorema 3.15. [87], [20], [91] Seja S um sistema e (x,u) uma representacao de estado
cldssica independente do tempo em & € S. Suponha que y € uma saida cldssica indepen-
dente do tempo em & com card(y) = card(u). Entao, y € uma saida planar local em & se
e somente se existe k* € N tal que span{dx, du} C span{dy, ..., dy*")}, em torno de €, e
{dy,...,dy*)} ¢ independente em €.

Portanto, segue da definicio de aplicacdo suave entre espacos R* que a formalizacao
geométrica de platitude apresentada neste secao esta de acordo com a nocao de platitude

descrita na Introdugao deste trabalho. Para maiores detalhes, veja [30], [87], [20], [88],
19], [91], [60], [67]

3.4.1.5 Sistemas associados a sistemas de controle

Considere um sistema de controle da forma

(3.43)

onde x € U C R™ é o estado, U é aberto e u € R™ é o controle. E possivel associar a

estas equagoes um sistema S com representacao de estado global classica independente
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do tempo (x,u) e saida global classica independente do tempo y = (v1, . ..,y,). De fato:
S=RxUx (RN, t, x;, ug-k) sao as coordenadas canonicas; 7 = t; e o campo de Cartan
de S ¢é definido por (3.42) com card(x) = n e card(u) = m.

Na secao seguinte, apresentaremos, com base nas ferramentas geométricas de dimensao
infinita que explicamos acima, a terceira e ultima contribuicao da presente tese referente

a formas triangulares para sistemas nao-lineares com duas entradas.

3.4.2 Resultado de triangularizagao

Considere o seguinte sistema de controle com duas entradas e duas saidas

&= f(x) + g1(x)ur + g2(z)ue = f(2) + g(2)u, (3.44)
y = h(z), (3.45)

onde € U C R" é o estado, U é aberto, 2 < n < 5, u = (uj,us) € R? é o controle,

y = (y1,y2) € R?¢asaida, f, g1, go: U — R", h: U — R? sdo aplicagoes suaves, g = (g1, g2)
eh= (hl, hg)

Definicao 3.16. Seja S um sistema e (x,u) uma representacao de estado de S definida
em um conjunto aberto V. C S. Suponha que y = (y1,...,Yy,) € uma saida 0-planar
de S definida em V. Dizemos que y é O-regular se yil) depende de uw em V', isto €,
8y§1)/8u\,, # 0, para todo v € V.

Teorema 3.17. Considere o sistema de controle (3.44)-(3.45) e suponha que distribui¢do
G = spancsn{g1, 92} € involutiva. Seja S o sistema associado a (3.44)-(3.45) com
representacao de estado global cldssica independente do tempo (x,u) e saida global cldssica
independente do tempo y = (y1,y2). Assuma que y é uma saida 0-reqular local em & € S
tal que yik)(f) =0, para k € N, onde £ = (E,z,ﬂl,m,aﬁ”,ag),...) € S é um ponto
reqular das sequintes codistribuicoes

Vi = spancssy{dr, dy, . . ., dy®)}, (3.46)

para 1 < k < n. Entao, existe uma mudanga de coordenadas z = V(z) e uma realimen-

tacao de estado estdatica reqular u = a + Pv, ambas definidas em torno de * € U e com
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’ng) (&) =0, para k € N, tais que (3.44) € descrito pela forma triangular

21 = 22+ ¢1(217 22, Zn)vla
2‘;n73 = Zp—9o+ ¢n73(217 22y 00y Rn—2, Zn)vla (3 47)
271—2 = Zp-1 + ¢n—2(217 29y o0y Rn—2, Zn)vla
'én—l = U9,
2n = 1.
Em particular, § = (21, 2,) € um saida O-planar local de S em &.
Demonstracao. Veja o Apéndice D. U

Conforme mencionado anteriormente, este resultado esta fortemente baseado na in-
terpretagao geométrica do Algoritmo da Extensao Dinamica (AED), que é fornecida pelo
Teorema D.4 do Apéndice D. Alguns pontos importantes sobre o teorema sao destacados

abaixo.

Observacgao 3.18. O fato de que § = (z1, z,,) € um saida 0-planar local de S em & é uma
conseqiiéncia direta da forma triangular (3.47), do Teorema A.2, da Proposicio A.3 e do
Teorema 3.15. Alternativamente, pode-se chegar a esta mesma conclusdao aplicando o Te-
orema da Funcao Implicita em cada uma das primeiras n—2 equacoes da forma triangular
(3.47), de modo a obter as aplicag¢des suaves A e B em (1.5) e (1.6), respectivamente,
da Introdugao deste trabalho. O Teorema 3.15 implica entao que § = (z1,2,) € um saida

0-planar local de S em &.

Observagao 3.19. Seja S o sistema associado a (3.44) e considere que y = (y1,ys) €
uma saida 0-planar definida em um aberto W C S. A Proposi¢cao D.3 do Apéndice D
estabelece que sempre existe uma saida O-regular y = (y,,7,) de S que é determinada a

partir de y e que estd definida em um conjunto aberto nao-vazio V.C W,

Observagao 3.20. Considere que & = (t,T,Uy,Us,0,0,0,0,...) € S. E facil verificar
que se hi(T) = 0 em (3.45) e (T, (u1,us)) € um ponto de equilibrio de (3.44) (isto é,
f(@) + g1 (@) + o)z = 0), entdo yi (€) = 0, para k € N,

Observacao 3.21. Em [87], [90], é mostrado que o conjunto dos pontos requlares das
codistribuicoes (3.46), para 1 < k < n, € aberto e denso.
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Observacao 3.22. Como pode ser visto ma demonstracao do teorema, nao € exigido
que a distribuicao G seja involutiva para a existéncia da forma triangular (3.47) quando
2 <n < 4. Neste caso, no entanto, Z,_o = zp_1+ Gn_o(21, 22, - - -, Zn—2, 2n)V1 € substituida

POT Zpo = Zn—1 + Pn2(21, 22, - - ., Zn—1, Zn) V1.

Os resultados do Teorema 3.17 foram publicados nos anais do simpédsio “3rd IFAC
Symposium on System, Structure and Control — SSSC” com o artigo [111], o qual pode

ser visto no Apéndice F.

Neste ponto, chegamos ao final do capitulo e ao término do Parte I deste trabalho. Re-
lembramos que as trés contribuicoes da presente pesquisa referentes a formas triangulares
para sistemas nao-lineares com duas entradas sao: o Teorema 3.10, o Corolario 3.12 e o
Teorema 3.17. Acrescentamos, ainda, que esperamos ter evidenciado o papel fundamental
que a geometria diferencial desempenha no estabelecimento de importantes resultados na

teoria de controle nao-linear.

O préximo capitulo, que corresponde a Parte II desta tese, trata do problema de
controlar sistemas sem arrasto que evoluem em SU(n). As conclusoes gerais sobre ambas
as partes do presente trabalho assim como sugestoes de assuntos de pesquisa futuros, serao

apresentadas nas Consideragoes Finais.



Parte 11

Controle de Sistemas sem Arrasto
em SU(n) com Aplicagoes em

Mecanica Quantica



Capitulo 4

Planejamento Periddico de

Trajetorias para Sistemas sem
Arrasto em SU(n)

Este capitulo corresponde integralmente a Parte II da presente tese e trata o pro-
blema de controlar sistemas sem arrasto que evoluem no grupo especial unitario SU(n).
Formularemos o problema de planejamento periodico de trajetorias para tal classe de sis-
temas, que, em poucas palavras, consiste em encontrar entradas que forcem o estado do
sistema a rastrear assintoticamente uma trajetoria de referéncia de periodo T que passa
por X, com T > 0, X, € SU(n) arbitrarios. Em particular, se resolvermos este pro-
blema, seremos capazes de especificar entradas que conduzem o estado do sistema até
uma vizinhanca arbitrariamente pequena de X, em algum instante de tempo finito. O
proposito deste capitulo é apresentar as solugoes obtidas nesta pesquisa para o referido

problema de controle.

As notagoes que serao adotadas ao longo de todo o capitulo serao explicadas na Se-
cao 4.1. Em seguida, na Secao 4.2, definiremos de maneira precisa o problema de plane-
jamento periédico de trajetdrias para sistemas de controle sem arrasto em SU(n). Toma-
remos, ainda, o cuidado em esclarecer do modo mais elementar possivel todos os aspectos
envolvidos. Na Segao 4.3, a solucao que estabelecemos para o problema de controle consi-
derado ¢é construida progressivamente. Procuramos explicar em cada passo os argumentos
que sao necessarios para continuarmos caminhando em diregao a uma solugao final para

o problema de controle. Dessa maneira, a necessidade de introduzirmos os conceitos de
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regularidade e de p-controlabilidade para tal classe de sistemas é justificada. Apresenta-
remos também dois critérios algébricos: um determina quando que o sistema é regular,
enquanto que o outro estabelece quando que o mesmo é p-controlavel. O primeiro critério
é uma conseqiiéncia do Método do Retorno de Coron e, o segundo, decorre basicamente
da identidade de Jacobi. Com base no resultado de convergéencia de tipo-Lyapunov do
Teorema 4.20, formularemos um algoritmo que determina as entradas desejadas em um
numero finito de passos. A solucao que estabelecemos para o problema de planejamento
periddico de trajetérias é entao sintetizada no Teorema 4.23, sob a hipdtese de que o sis-
tema é regular ou p-controlavel. Por fim, exibimos na Segao 4.4 os resultados de simulagao
obtidos com a aplicagao da estratégia de controle proposta a um sistema quantico formado
duas particulas de spin-1/2, com o objetivo de gerar a porta ldgica quantica C-NOT. Ob-
servamos que tanto o resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20 quanto

o algoritmo desenvolvido sao contribuicoes da Parte II da presente pesquisa.

4.1 Notacoes

O conjunto dos nimeros complexos serd denotado por C, os nimeros reais por R, o
conjunto dos nimeros reais maiores ou iguais a zero (nao-negativos) por R, o conjunto
dos inteiros por Z, o conjunto dos nimeros naturais (incluindo o zero) por N e o conjunto
das matrizes quadradas de ordem n com elementos complexos por M™, onde n > 1. A
unidade imaginaria de C é denotada por 2 e a matriz identidade de M™ por I. Escrevemos
X = (z;5) para enfatizar que z;; € C s@o os elementos de X € M™. Se z € C, entao R(z) é
sua parte real e §(z) sua parte imaginaria. Chamaremos de fun¢do uma aplicagao de um

conjunto em R e usaremos o termo suave como sinonimo de infinitamente diferenciavel.

O conjunto M™ é um espaco de Banach real de dimensao dim(M™) = 2n? munido com
a estrutura usual de espaco vetorial e com a norma usual de Hilbert-Schmidt definida
por || X|| = (327, lz5|*)'/?, para todo X = (z;;) € M", onde | - | é a norma Euclidiana
em C. Observamos que na literatura a norma de Hilbert-Schmidt é também denominada
de norma FEuclidiana ou norma de Frobenius. Se X € M" e ) C M"™ é um conjunto
nio-vazio, entdao d(X,Q) £ infycq |[|[Y — X||. Quando X = (z;;) € M™ é uma matriz tal
que x;; = 0, para todo i # j, escrevemos simplesmente X = diag(zi1,...,%n,). Dado
A€ M", tr(A) € C é seu tracgo, det(A) € C sua determinante, AT € M"™ sua transposta
conjugada e A1 € M™ sua inversa, caso a mesma exista. Relembramos que o traco é
linear e que tr(AB) = tr(BA), para A, B € M".



Planejamento Periddico de Trajetdrias para Sistemas sem Arrasto em SU(n) 7

Dizemos que A € M™ é Hermitiana se At = A, anti-Hermitiana se AT + A = 0 e
unitdria se AYA=1. Se A,B € M", entdo AB € M™ denota o produto matricial usual e
o colchete comutador [A, B] € M™ ¢ definido da maneira usual como [A, B] = AB — BA.
Temos que o espago M™ munido com o colchete comutador é uma algebra de Lie real. Mais
precisamente, isto significa que M™ é um espaco vetorial real e que o colchete comutador

satisfaz as seguintes propriedades:

1. O colchete comutador é R-bilinear;
2. [A, B] = —[B, A], para todo A, B € M™;

3. [A,[B,C)]|+[B,[C, A]]+ [C,[A, B]] =0, para A, B,C € M" (identidade de Jacobi).

Definimos, ainda, adB = B e adj;rlB = [A,adJAB], para todo j € N. O subconjunto
su(n) C M™ é o conjunto de todos os A € M™ em que AT+ A =0 e tr(A) = 0. Temos
que su(n) é uma subdlgebra de Lie de M™ com dim(su(n)) = n? — 1, ou seja, su(n) é
um subespago vetorial (real) de M™ tal que [A, B] € su(n), para todo A, B € su(n). O
subconjunto SU(n) C M™ é o conjunto de todos os A € M™ em que ATA = I e det(A) = 1.
Temos que SU(n) é um grupo algébrico sob o produto matricial e é denominado de grupo
especial unitdrio. Além disso, SU(n) é um subconjunto conexo e compacto (fechado e
limitado) de M", exp(X) é uma matriz unitaria se X é anti-Hermitiana e exp(X) € SU(n)
se X € su(n). Quando consideramos SU(n) como um grupo de Lie, temos que a algebra
de Lie associada a SU(n) é canonicamente isomorfa a dlgebra de Lie su(n). Observamos
que todos os detalhes técnicos mencionados acima podem ser encontrados em [55] e [38],

por exemplo.

Por fim, seja H C M"™ um conjunto nao-vazio. Denotamos por Lie(H) a menor
subalgebra de Lie de M™ que contém H. Note que Lie(H) estd bem definida, pois M™ é

um algebra de Lie que contém H. Pode ser mostrado que!
Lie(H) = span{ [ Xk, [Xk—1, [ - -, [X2, X1]...]], para todo k > 1, Xy,...,X; C H}.

Dizemos que Lie(H) é a algebra de Lie gerada por H C M™.

Veja, por exemplo, [82, Proposigao 3.25].
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4.2 Definicao do problema de controle

Considere o seguinte sistema de controle sem arrasto

X =) wHX, X(0)=I, (4.1)
k=1

onde X € M™ é o estado, uy € R sao os controles e H = {Hy,..., H,} C su(n).

Primeiramente, relembraremos alguns resultados negativos bem conhecidos na lite-
ratura referentes a estabilizacao de sistemas nao-holonomicos sem arrasto. Considere o

sistema

B= upfu(x), (4.2)
k=1

onde x € R™ é o estado, u; € R sao os controles e as aplicacoes f; sao suaves. Se m < n e
f1(0), ..., fin(0) sdo linearmente independentes, entao a origem do sistema (4.2) nao pode
ser estabilizada através de realimentagbes continuas invariantes no tempo wu, = ug(x).
Isto é provado em [93] com base na condigao necessaria estabelecida em [11]. Além disso,
foi mostrado em [11] que existem sistemas controldveis da forma (4.2) que nao podem
ser estabilizados por realimentacoes continuas invariantes no tempo. No entanto, quando
(4.2) é controlavel, é possivel estabilizd-lo com realimentacoes suaves variantes no tempo

u = ug(t,x) que sao periddicas em ¢ [93], [15] (veja também [17], [18]).

Agora, baseados em [119, pag. 70], [23, pag. 26|, [1], explicaremos uma maneira em
que sistemas da forma (4.1), os quais evoluem? em SU(n), aparecem naturalmente em
problemas de controle. Neste caso, no entanto, X € M™ nao corresponde a um estado

fisico do sistema real.

Considere o sistema de controle
b= upHgp, $(0) = €S, (4.3)
k=1

onde ¥ € C" é o estado, u, € R sao os controles e S*~! é a esfera unitdria em C".

Assuma que as entradas ug: Ry — R em (4.1) foram especificadas. E f4cil verificar que

20 fato de que o sistema (4.1) evolui em SU(n) serd demonstrado mais adiante.
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se X: Ry — SU(n) é a solucao correspondente de (4.1), entao
Y(t) =Xty € C", teRy, (4.4)
¢ a solucao de (4.3) com as mesmas entradas. Em particular, como X (¢) € SU(n), temos

[P = X @)l = l[voll =1, para todo t € Ry,

ou seja, ¥(t) € S* !, parat € R,. Do mesmo modo, suponha que as entradas uy: R, — R

em (4.3) foram escolhidas. Se existe X: R, — M™" tal que, para todo 1)y € S"~1,
Y(t) = X(t)o € C", tEeRy,

¢ a soluc@o correspondente de (4.3), entdo X: Ry — M™ é a solugao de (4.1) com as
mesmas entradas. Em particular, X(t) € SU(n) e ¥(t) € S*!, para todo t € Ry. O
mapeamento X: R, — SU(n), que é solugao de (4.1) para certas entradas, é denominado
de propagador ou operator de evolu¢iao do sistema (4.3) com as mesmas entradas [23].

Denominaremos (4.1) de sistema propagador do sistema de controle (4.3).

Seguindo [1], podemos definir dois tipos de problemas de controlabilidade. O primeiro,
consiste em encontrar entradas uy, ..., uy: [0,1f] — R que conduzem o estado v do sis-
tema (4.3) a um estado final arbitrdrio ¢y € S*~! em algum instante de tempo ¢t; > 0. O
segundo problema, que é andlogo ao anterior, porém mais geral no caso de considerarmos
o sistema propagador de (4.3), refere-se a especificacao de entradas uy, ..., up,: [0,t7] — R
que conduzem o estado X de (4.1) a um estado final arbitrario X; € SU(n) em algum
instante ¢; > 0. Desse modo, concluimos a partir de (4.4) que ao resolvermos o pro-
blema de controlabilidade do sistema propagador do sistema de controle (4.3), estamos,
essencialmente, controlando operadores que atuam na condigao inicial g de (4.3) e que
determinam seu estado futuro ¢ (¢) no instante ¢ > 0. Isto se torna muito importante no
caso de sistemas quanticos. Por exemplo, quando (4.3) modela a dinamica de um sistema
formado por n-qubits, a controlabilidade do sistema propagador implica na possibilidade

de geracao de portas logicas quanticas arbitrarias que atuam em um n-qubit.

E um resultado bem conhecido na teoria de controle geométrica que o sistema (4.1) é
controldvel® em SU(n) se e somente se Lie(H) = su(n) [1], [48], [101] (veja também [46] e

3Mais precisamente, dado X ¢ € SU(n), existe um ndmero real t; > 0 e entradas constantes por partes
ug: [0,t7] — R, 1 < k < m, tais que a solugdo correspondente X: [0,t5] — SU(n) de (4.1) satisfaz
X(ty) = Xy.



Planejamento Periddico de Trajetdrias para Sistemas sem Arrasto em SU(n) 80

97]). Em [1], é mostrado que, quando este é o caso, o sistema (4.3) é controldvel em S"~1.
Uma maneira direta de comprovarmos esta segunda propriedade é utilizando o fato de que
a a¢ao natural do grupo de Lie SU(n) em S*~! é transitiva, ou seja, dados v, ¢y € S",
existe X € SU(n) tal que ¥y = X1} [22]. No entanto, o simples conhecimento de que (4.1)
é controlavel em SU(n) nao significa que sabemos como especificar as entradas wuy, . . ., Uy,

que conduzem o estado do sistema para um estado desejado X; € SU(n).

A presente pesquisa tem como objetivo determinar entradas ug, . .., u,, que resolvam,
ao menos de maneira aproximada, o problema de controlabilidade descrito acima do sis-
tema de controle (4.1). Em poucas palavras, dados T" > 0, X, € SU(n), desejamos
encontrar entradas uy, ..., u, que forcem o estado X de (4.1) a rastrear assintoticamente
uma trajetéria de referéncia de periodo T' que passa por X,. Em particular, se resol-
vermos este problema de controle, seremos capazes de especificar entradas u, . .., u,, que
conduzem o estado de (4.1) até uma vizinhanga arbitrariamente pequena de X, em al-
gum instante de tempo finito. Na seqiiéncia, definimos de maneira precisa o problema de

controle a ser solucionado.

O problema de planejamento periédico de trajetorias para o sistema de controle (4.1)
¢ formulado da seguinte maneira. Dado um estado objetivo X, € SU(n) e um nimero
real T' > 0 (arbitrarios), encontrar uma trajetoria de referéncia peridédica continuamente
diferenciavel X,: Ry — SU(n) de periodo T, com X,(0) = X, e determinar leis de
controle continuas por partes* u;: R, — R, para cada 1 < k < m, de modo que o erro de
rastreamento entre a trajetéria (continuamente diferencidvel por partes) X: Ry — SU(n)
de (4.1) e X, convirja para zero quando ¢ — 00, isto é,

lim (X(6) ~ X,(£)) = 0.
Em particular, (¢ € N)
zlggo X(UT) = Xoo.

Faremos agora alguns comentarios sobre o exposto acima. Apesar de desenvolvermos
uma estratégia de controle que resolve o problema de planejamento periédico de traje-
térias para o sistema (4.1) somente na préoxima secdo, adiantamos, desde ja, que, na
realidade, serdo determinadas leis de controle uy = up((T, X&), X,t), 1 < k < m, que
solucionam o referido problema. Estas leis de controle dependem do periodo T', do estado

objetivo X, do estado X do sistema de controle (4.1) e do tempo ¢. Portanto, quando

4Mais precisamente, continuas por partes em cada intervalo compacto de R
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o estado X na@o puder ser medido continuamente, como no caso de (4.1) corresponder
ao sistema propagador do sistema de controle (4.3), as entradas continuas por partes

up(t) = up((T, Xo), X (t),t) desejadas deverao ser obtidas por integra¢ao numérica.

Em segundo lugar, se as entradas continuas por partes ui: R, — R, 1 < k < m, sao
dadas, resultados cléssicos de equacoes diferenciais ordindrias estabelecem que® a solucao
X:J — M™ de (4.1) é continuamente diferencidvel por partes e estd definida em um
intervalo maximal J = [0,b) C R,, onde b > 0. Da regra de diferenciacdo do produto,

temos que

dt

=

L (ixf ) (1) + X1(0) S X (1) = X)X (1) + XN )X ()

ZukXT HHIX (t +ZukXT (H)HLX (t) =0,
k=1

;_A

para cada t € J, pois H] + Hj, = 0. Como X (0)1X(0) = I, obtemos que X ()X (t) = I,
para t € J. A formula de Abel® estabelece que

det(X(t)) = det(X(0)) exp [/Ot tr <i uk(s)Hk> ds] = det(X(0)) =1,

para todo t € J, pois tr(Hy) = 0. Logo, X(t) € SU(n) C M™, parat € J. Como SU(n) é

compacto em M™, concluimos que” J =R, e que X: R, — SU(n).

Por fim, nao ha perda de generalidade em assumir que X (0) = I em (4.1). De fato,
suponha que o problema de planejamento peridédico de trajetérias foi resolvido para o
sistema (4.1) com X(0) = I. Sejam T > 0 e Xy, X, € SU(n) arbitrdrios. Defina
X = 70073 € SU(n). Decorre entao que existe uma trajetéria de referéncia periddica
continuamente diferencidvel X, de periodo T, com X,.(0) = X = 70072], e entradas
continuas por partes uq, ..., u,: Ry — R tais que

tlim (X(t) — X,.(t) =0.
Defina X = XX, e X, = X, X,. Note que X(0) =
diferencidvel e periédica de perfodo T' com X, (0) = XT(O)

e que X, é continuamente

0= Xoo. E facil ver que, com

>Veja, por exemplo, [52, Corolario do Teorema 8, pdg. 199, demonstracio do Teorema 7, pdg. 198,
demonstracao do Teorema 2, pag. 374, e demonstragao do Teorema 3, pag. 375].

SVeja, por exemplo, [9, Teorema 2.3].

70 fato de que J = Ry decorre de [55, demonstragao do Lema 17.10], por exemplo.
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as entradas uy, ..., uy,: R, — R obtidas, X: R, — SU(n) satisfaz
7(1&) = Z up(t)H, X (t), paratodot € R,.
k=1

Em outras palavras, o sistema de controle (4.1) é invariante a direita. Desse modo,

lim (X (t) — X,(t)) = lim (X ()Xo — X,(t)Xo) = lim (X(t) — X,(£)) X = 0.

t—o0 t—o0 t—o0

Portanto, concluimos por unicidade de solucoes® que o problema de controle também est4,
resolvido para (4.1) com condigdo inicial X (0) = X, € SU(n).

4.3 Solucao do problema de controle

Assumiremos em todo o restante desta secdao, assim como no Apéndice E, que T > 0 e

Xoo € SU(n) (estado objetivo) foram fizxados de modo arbitrdario.

Baseado em (4.1), definimos o sistema de referéncia
X, =Y upHX,, X,(0) = X € SU(n), (4.5)
k=1
onde X, € M" e as fungoes continuas uj: R — R restam ainda ser determinadas.

Pelo momento, considere que as funcoes continuas uy: R — R do sistema de referéncia
(4.5) foram especificadas de maneira que a solugao (continuamente diferenciavel) corres-
pondente X,: R, — SU(n) possua periodo T. Em outras palavras, X, é uma trajetéria
de referéncia tal que X, (0) = X, (T) = X.

E fécil verificar a partir de (4.1) e (4.5) que a mudanca de coordenadas dependente do
tempo
Z=27(t,X)=X'X,(t), paratodo (t,X)eR x M", (4.6)

juntamente com a mudanga de controle variante no tempo

vp = up(t) —ug, paratodote R, 1<k <m, (4.7)

8Veja, por exemplo, [52, demonstracio do Teorema 3, pag. 375].
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determina o sistema invariante a esquerda
Z=ZXI)> wH.X,(t), Z(0)=X € SU(n), (4.8)

para todo (t,7) € R x M™.
Seja V: M™ — R a func¢ao linear continua definida por
V(X)=R(tr(X)), paratodo X € M". (4.9)
Para
we(t, Z2) = V(ZXI () Hp X, (1), (t,Z) € R x M™,

temos, por construgao, que

V(t,Z) = ka(t, Z)* >0, paratodo (t,Z) € R x M".
k=1

Assim, V se qualifica como uma candidata a funcao de tipo-Lyapunov. Note também que,
dado X € SU(n),
n>V(X)> —n,

=
=
I
3
¢
S
I
~

Com base nestas propriedades de V', e inspirados na versao periddica do principio da
invariancia de LaSalle apresentada em [125, Teorema 77, pag. 178] e no método de es-
tabilizacao pela condigao ad (ad-condition) de [47], estabeleceremos mais adiante certos
resultados de convergéncia de tipo-Lyapunov e formularemos um algoritmo que obtém,
em um numero finito de passos, leis de controle continuas por partes uq,...,u, que as-
seguram a convergéncia assintotica do erro de rastreamento X — X, para zero (veja o
Teorema 4.23). Como os resultados de convergéncia desenvolvidos nao possuem conver-
geéncia global, ou seja, existe uma regiao de convergéncia local, o propésito do algoritmo é,
a grosso modo, garantir uma convergéncia global do erro de rastreamento para zero através
de um numero finito de translagoes a esquerda do mesmo. Estas translacoes fazem com
que sempre estejamos dentro da regiao de convergéncia a cada passo do algoritmo. Por-
tanto, tudo se passa como se o algoritmo proposto contornasse as singularidades da funcao
de tipo-Lyapunov V(Z) = R(tr(Z)). Observamos, ainda, que apesar de os resultados de
convergéncia de tipo-Lyapunov que estabelecemos nao serem triviais, suas demonstragoes

dependem basicamente de propriedades bem conhecidas de algebra linear e de argumentos
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topologicos elementares em espacos de Banach. Mais precisamente, compacidade, conti-
nuidade e convergéncia de seqiiéncias. Relembramos que SU(n) é um conjunto compacto

no espaco de Banach M™.

No que se segue, descreveremos os pontos chave que nos conduzirao em direcao a uma
solugao para o problema de planejamento periédico de trajetérias do sistema (4.1). Se
determinarmos fungoes continuas por partes vi: Ry — R, para cada 1 < k < m, de

maneira que

lim Z(t) = lim XT(t)X,(t) = I, (4.10)

t—o0 t—o0
onde Z: R, — SU(n) é a solugao correspondente do sistema (4.8), e X: R, — SU(n) é a

solugao do sistema de controle (4.1) com as entradas continuas por partes (veja (4.7))
up(t) = up(t) —vg(t), paratodote Ry, 1 <k <m,
decorre da Proposicao 4.1 apresentada abaixo que

lim (X (t) — X, () = 0, (4.11)

t—o0

resolvendo assim o problema de planejamento periddico de trajetérias. A Proposicao 4.1
estabelece que (4.10) e (4.11) sdo equivalentes. Desse modo, Z(t) = XT(t)X,(t) corres-

ponde, no grupo SU(n), ao erro de rastreamento X (¢) — X,.(¢) no instante t € R,.

Proposicao 4.1. Sejam A, B: Ry — SU(n). Entao,

lim A'(t)B(t) = I < lim (A(t) — B(t)) = 0.

t—o00 t—o00

Demonstragao. Como SU(n) C M™ é compacto (limitado), existe um nimero real ¢ > 0

tal que ||A(t)|| < ¢, [|[AT(t)| < ¢, para todo t € R,. Temos também que

1A() = B = IA@ — AT BO)]] < el — A6 B)],
17— AT&)B(t)|| = [[AT0)[A() — BOI < cllAt) = BE)Il,

para todo t € R,. O resultado é imediato destas desigualdades. O

Concluimos, entao, que para encontrarmos uma solucao para o problema de planeja-

mento periédico de trajetérias do sistema (4.1), devemos:

1. Para cada T'> 0 e X € SU(n), determinar fungoes continuas uj: R — R em (4.5)
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de modo que a solugao correspondente X,: R, — SU(n) possua periodo T' (ou seja,

X, é uma trajetoria de referéncia);

2. Obter fungdes continuas por partes vx: Ry — R 1 < k < m, tais que (4.10) é

satisfeita para o sistema (4.8).

Na seqiiéncia, mostraremos como podemos satisfazer estas duas exigéncias. Para a
primeira, torna-se necessario introduzir os conceitos de T-regular e de p-controlavel para
o sistema de controle (4.1). Em relagdo a segunda exigéncia, estabeleceremos alguns
resultados de convergéncia de tipo-Lyapunov e formularemos um algoritmo que determina
as fungoes desejadas vy, ..., v, em um numero finito de passos. Comecamos entao com a

defini¢ao de T-regular.

Definigao 4.2. Dado T' > 0, dizemos que o sistema (4.1) € T-regular quando existem
fungoes periddicas suaves ul: R — R de periodo T, para cada 1 < k < m, tais que a
solugdo suave X : R — SU(n) de (4.1) com uy = ul(t) também € periédica de periodo T

e satisfaz
su(n) = span{Bi(O), para todo 1 < k <m, j € N},

onde

A(t) =) uf (t)Hy € su(n),

By(t) = Hy X" (1),
Bl (t) = Bi(t) — A()BL(t),

para todo j € N, 1 <k <m, t € R. Quando (4.1) é T-regular para todo T > 0, diremos

simplesmente que o sistema (4.1) é regular.

Observagao 4.3. Note que A: R — su(n), Bi, Bi R — M™ sao suaves e periddicas de
periodo T', para cada j € N, 1 < k < m. Logo, cada uma destas aplicagoes é limitada.

Além disso, definindo

Cp(t) = Hy,
CLH () = Cl(t) + [CL(L), A(t)],
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para todo j € N, 1 < k <m, t €R, € facil provar por inducao que
CIWXT(t)=Bl(t), paraj €N, 1<k<m, tcR

Em particular, C1(0) = BL(0), para j €N, 1 <k < m.

Considere que (4.1) é T-regular. Seja X: R — SU(n) a solugao suave de (4.5) com
XT0)=Te

T

up, =uj, paracadal<k<m, (4.12)

onde u} é como na Definigao 4.2. Sabemos entdo que uj, = u} assegura que X, é periédica

de periodo T e que
su(n) = span{B.(0), para todo 1 <k <m, j € N}, (4.13)
onde
A(t) = 3251y vy () Hi € su(n),
BY(t) = HXT (1), (1.14)
BT (t) = Bi(t) — A(t)BJ(#),

para cada j € N, 1 <k <m, t € R. Definimos a trajetéria de referéncia X,: R — SU(n)

por
X, = X"'X,. (4.15)

Note que X, é a solucio suave de (4.5) com X, (0) = Xo. e u} dada por (4.12). E evidente
que X, também tem periodo 7. Veremos mais adiante que (4.13) e (4.14) ser@o cruciais
para encontrarmos uma solucao para o problema de planejamento periédico de trajetorias

no caso em que (4.1) é T-regular.

Em todo o restante desta secao e no Apéndice E, sempre que assumirmos que o sistema
(4.1) € T-regular, estaremos considerando que uj, no sistema de referéncia (4.5) estd
definida por (4.12) e X, por (4.15).

O préximo teorema apresenta um critério algébrico para que (4.1) seja regular.

Teorema 4.4 (Método do Retorno de Coron). [16, pag. 377, [18, pdgs. 187-192,
296-298] Considere o sistema de controle (4.1). Entao, dado T > 0, existem realimenta-
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¢oes suaves variantes no tempo Ui : R x M™ — R, para cada 1 < k < m, tais que

al(t,Y) = —al(T ~1,Y),

(4.16)
ur(t+T,Y)=ul(t,Y),
para todo (t,Y) € R x M™, e de modo que
Lie(H) = span{BL(0), para todo 1 <k <m, j € N}, (4.17)
onde
A() = 3 (6, X7 (0) H € su(n).
k=1

By(t) = He X' (1),
BITN(t) = Bl(t) — A()BL(t),

para todo j EN, 1 <k<m,t€R, e XT: R — SU(n) € a solugio suave de (4.1) com as

realimentagoes de estado variantes no tempo uy = i (t, X).

Em particular, a solugao XT € periddica de periodo T e, se Lie(H) = su(n), entio o

sistema de controle (4.1) é reqular.

Julgamos importante esclarecer alguns pontos a respeito deste resultado.

Observacao 4.5. A prova deste teorema € apresentada em [16], e envolve certos con-
ceitos e resultados referentes a espacos de fungoes (topologia de Whitney, jatos, etc.).
Para o estudo de tais assuntos, direcionamos o leitor a [65], [40], [35], [72] (veja também
[73], [49], [50]). Além disso, ressaltamos que o Método do Retorno de Coron foi desen-
volvido para uma classe muito mais ampla de sistemas de controle do que (4.1) e possui

importantes conseqiiéncias em problemas de estabilizacao.

Observacao 4.6. Resultados cldssicos de equagoes diferenciais ordindrias estabelecem
que® a solugio XT: J — M™ de (4.1) com uy, = ul (t, X) estd definida em um intervalo
aberto maximal J C R contendo t = 0. Prossequindo do mesmo modo que na se¢ao
anterior, a regra de diferenciacdo do produto e a formula de Abel implicam que, para todo
te J, XT(t) € SU(n). Como SU(n) é compacto em M™, concluimos que!® J =R e que
XT: R — SU(n).

9Veja, por exemplo, [52, Teorema 7, pdg. 388].
00 fato que J =R decorre de [55, demonstragido do Lema 17.10], por ezemplo.
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Observacgao 4.7. [16]/, [18] Note que o sistema linearizado de (4.1) ao longo da trajetdria
(XT(t),at (t, XT(t)),...,ul (t, XT(t))), t € R, € dado pelo sequinte sistema de controle
linear variante no tempo .
X = AXe+ S w1,
k=1
onde Xy € M™ € o estado e w, € R sao os controles. Mais precisamente, reescrevendo
(4.1) como

X=FXu,... up) =Y wHX

temos que
aF T =T T —T T - T n
A(t) = S (XT(0), 7 (1, X7 (1)), (t, X = w(t, X" () Hy € M™,
k=1
OF

Bi(t) = B S (X7 (1), a1 (6 X7 (1), - Ty (6, X7 (1)) = He X' (1) € M™,

para cada 1 < k <m,t € R.

Observagao 4.8. [18] Mostraremos que (4.16) implica que a solu¢io X*: R — SU(n) de
(4.1) com uy, =} (t, X) € periddica de periodo T'. Considere as aplicagoes Y : R — SU(n)
e Z: R — SU(n) definidas por

Y(t) = X"(T —t), paratodot € R,
Z(t)=XT(t+T), paratodotcR,

respectivamente. Temos que

(6, X (T — 1)) = =, (T — t, X (T = 1)),

Y(t) = -XT(T i T—t, X"(T — t))H X™(T —t)
i (t, XT(T — t))H X (T i H.Y (t),

para todo t € R. Como Y (T/2) = XT(T/2), concluimos por unicidade de solucoes que'*

1 Veja, por exemplo, [52, Teorema 3, pdg. 375].
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Y(t) = XT(T —t) = XT(t), para todo t € R. Logo, XT(0) = XT(T) = I, ou seja, as
realimentacoes de estado variantes no tempo UL (t, X) garantem que o sistema “retorna”

a XT(0) = I no instante t = T. Do mesmo modo, temos que

T (T, X+ T)) = (8, X (¢ + 1)),

Z(t) = XTt+T:Z (t+T, X"t +T)HXT(t+T)

= w6 X+ T)HXT(t+T) = mf, H.Z (),

k=1 k=1

para todo t € R, com Z(0) = XT(T) = XT(0) = I. Portanto, Z(t) = XT(t+T) = XT(t),
para todo t € R, e XT: R — SU(n) € periddica de periodo T.

Segue entdao que se Lie(H) = su(n), entdo o sistema de controle (4.1) € regular.
De fato, para cada 1 < k < m, basta definirmos as funcoes suaves ul: R — R na
Definicao 4.2 por ul(t) = wu} (t, X" (t)), para todo t € R. Note que u} € periddica de
periodo T .

Agora, considere novamente a fungao linear continua V: M" — R definida em (4.9)

da seguinte maneira
V(X)=R(tr(X)), paratodo X € M". (4.18)

Definimos o sistema auxiliar por
W =WXI(t)> fua(t, W) Hy X, (t), (4.19)
para cada (t,/W) € R x M™, onde f; € R é ndo-nulo e

ar(t, W) = fi VIWXI(t)H. X,.(t)) € R. (4.20)

Observe que o sistema (4.8) com as realimentagoes vy = frax(t, Z) nada mais é do que o
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sistema auxiliar (4.19)—(4.20). Além disso, por construgao,

V(t,W) = Zak(t, W)? >0, paratodo (t, W)€ R x M". (4.21)

k=1

Relembramos que, dado X € SU(n),

(4.22)

O Teorema 4.11 apresentado logo abaixo foi inspirado em [125, Lema 71, pag. 177],
o qual é aplicado na demonstracao da versao periddica do principio da invariancia de
LaSalle apresentada em [125, Teorema 77, pag. 178], e estabelece um importante resultado
de convergéncia de tipo-Lyapunov para o sistema auxiliar (4.19)—(4.20) com funcao de
tipo-Lyapunov V(W) = R(tr(W)). Observamos que, apesar de as propriedades (4.13) e
(4.22) nao serem exigidas em sua demonstragao, (4.14) e (4.21) desempenham um papel
fundamental. De crucial importancia também é a utilizacdo do Lema de Barbalat que

enunciamos em seguida.

Necessitaremos da seguinte versao mais geral do Lema de Barbalat.

Lema 4.9 (Lema de Barbalat). Seja a: [0,00) — R um func¢do que satisfaz as sequintes

hipoteses:

1. « € continuamente diferencidavel;

2. tlim a(t) =a, onde @ € R;

3. Eziste uma funcgdo limitada (: [0,00) — R tal que, para cada nimero real b > 0,

existe um conjunto finito N, C [0,b] de modo que a restrigao (3|[0,b] € continua por

partes e
a(t) = p(t), para cadat € [0,0] \ Ny.
Entao,
tlim a(t) = 0.

Demonstragdao. As hipdteses 1 e 3, juntamente com o Teorema do Valor Médio!'?, implicam

12Veja [27, pag. 43] ou [52, demonstracdes do Teorema 5, pag. 313, do Coroldrio 1, pag. 314, e do
Corolario do Teorema 9, pag. 200].
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que ¢ é uniformemente continua. O resultado segue entao da versao usual'® do Lema de
Barbalat. O

Observacao 4.10. Em todo o restante desta secao, abusaremos da nota¢ao sempre que

formos aplicar o Lema de Barbalat acima, escrevendo simplesmente & = (3.

Teorema 4.11. Assuma que o sistema (4.1) € T-reqular. Dado q = (to, Wy,) € RxSU(n),
seja W,: R — SU(n) a solugao do sistema auziliar (4.19)-(4.20) com condi¢do inicial
W, (to) = Ws,. Entao:

1 limy oo V(W,(O) X () Hy X, (1)) =0,  para cada 1 < k < m;
2. limy,oo d(W,(t), Er) =0 e Eg € nao-vazio, onde
Er={W € SU(n) : V(WX BJ(0)X) =0, para todo j €N, 1 <k <m}

e B] ¢ como em (4.14).

Demonstragao. Seja Q(W,) o conjunto limite da solucao W, (este conceito é relembrado na
Definigao E.1 do Apéndice E). Devido a Observacao E.2 e a Proposigao E.3 do Apéndice E,
basta provarmos que Q(W,) C Ex.

Primeiramente, como V' é uma funcao linear continua (veja (4.18)), existe um nimero

real ¢ > 0 tal que
[V(X)| <¢||X]||, paratodo X e M". (4.23)

Além disso, decorre de (4.5), (4.19)—(4.20), da Observacao 4.3 e da compacidade de SU(n),

que cada uma das seguintes aplicacoes
X, XTI, Wq,Bi,Xr,Xj, Wq, B,Z, para todo j € N, 1 <k <m, (4.24)

¢ limitada.

13Veja, por exemplo, [114, Lema 4.2].
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Considere as funcoes a: R — R, bi: R x M"— R, ﬁ,f; R — R definidas por

a(t) = V(W,(1)), para todo t € R,
bi(t, W) =V(WXI(t)Bl(t)X.), paratodo (t, W)€ R x M",
Bl(t) = bl.(t, W,(t)), para todo t € R,

respectivamente, para todo j € N, 1 < k < m. Vamos provar por indugao que
lim Bl(t) = Jim V(W)X (t)BL(t)Xs) =0, (4.25)

para cada j € N, 1 < k < m. A partir de (4.5), (4.14), (4.15), (4.18), (4.19)—(4.20) e da

defini¢ao de Y, temos que

V(W) =Y [l (8, W) > 0,

k=

S}—‘

V(E W) =23 SO WRE W),
k=1
onde f; € R nao-nulo é como em (4.19) e
0t W) = V(WX f200(t, W) H BR(t) Xoo) + bi(t, W)
=1

para todo (¢,W) € R x M™. Como V é uma funcio continua nao-negativa, concluimos
que « é uma funcao nao-decrescente limitada superiormente tal que & é continuamente
diferenciavel e @ ¢ limitada (por (4.23) e (4.24)). Logo,

lim a(t) =@,

onde @ € R. Esta relagdo, juntamente com o Lema de Barbalat (Lema 4.9), fornece

lim é(t) =) [frbp(t, Wy(t)]* = 0.
t—o0 e
Desse modo, devido ao fato de fi, ..., f;, € R serem nao-nulos, obtemos a partir de (4.14)

14 Aqui, é necessario utilizar o fato de que Hy, ... H,, € su(n) e que a derivada de X, comuta com ‘T’
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e (4.15) que

lim BO(t) = lim V (W, ()X (1) BA(t)Xs) = lim V(W,(t) X1 () H, X, (1)) =0,  (4.26)

t—o00 t—o0 t—o00

para cada 1 < k < m. Logo, (4.19)-(4.20) e (4.24) implicam que

lim W,(t) = 0. (4.27)

t—o00

Agora, considere a hipotese de indugao
lim Blt) = Jim V(W)X (t)Bl(t)Xs) =0, (4.28)

para todo 1 < k£ < m, onde j € N. Temos que

b (t, W) = V(WXI(t)[zm: FEOR( W) HA B (1) Xo) + 07 (8, W), (4.29)

(=1

para todo (t,W) € Rx M™ e cada 1 < k < m. Note que bi é continuamente diferenciavel.
Com base em (4.23) e (4.24), computagoes mateméticas elementares mostram que a fungao

ﬁfz ¢é de fato limitada, pois ﬁ,jg(t) = by (t,W,(t)), para todo t € R, 1 < k < m. Portanto,
resulta de (4.23), (4.24), (4.26), (4.28), (4.29) e do Lema de Barbalat que

lim BN (t) = lim V(W)X (6B (H)Xs) =0,
para cada 1 < k < m. Demonstramos assim que (4.25) é verdade.

Neste momento, é simples provar que Q(W,) C Eg. De fato, seja W € Q(W,) C SU(n).
Entao, (4.25), (4.27) e o Lema E.5 (veja o Apéndice E) estabelecem que

VXL B(0)Xe) = 0.
paracada j € N, 1 <k <m. O

Este teorema ¢ um primeiro resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov que desen-
volvemos para o caso que o sistema (4.1) é T-regular. No entanto, para determinarmos
fungdes continuas por partes vy: Ry — R, 1 < k < m, tais que (4.10) é satisfeita para o
sistema (4.8), ainda precisamos, a grosso modo, relaxar as propriedades do conjunto Eg

do Teorema 4.11 de modo que I € Er e n € V(ER). Isto sera feito mais adiante de ma-
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neira gradual em duas etapas: o Lema 4.18 e o Teorema 4.20. Observamos que o tltimo é
o principal resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov que estabelecemos para o sistema
auxiliar (4.19)-(4.20). No entanto, antes de prosseguirmos nesta diregao, introduziremos
a propriedade de p-controlabilidade para o sistema (4.1) e demonstraremos um resultado

analogo ao Teorema 4.11 para tal caso.

Mesmo quando sabemos que o sistema (4.1) é T-regular, podemos nao ter a nossa
disposicao expressoes analiticas explicitas para as funcoes continuas uj do sistema de
referéncia (4.5). Isto ocorre, por exemplo, quando (4.1) é controlavel em SU(n), ou seja,
Lie(H) = su(n). Quando este é o caso, o Método do Retorno de Coron implica que
o sistema é regular (veja o Teorema 4.4). Entretanto, o Método do Retorno garante
apenas a existéncia das fungoes ul que definem uj em (4.12), sem fornecer expressoes
analiticas explicitas para as mesmas. E com o objetivo de contornar esta dificuldade, a
qual pode impossibilitar a solu¢cao do problema de planejamento periédico de trajetorias
em situacoes praticas, que introduzimos o conceito de p-controlavel dado abaixo. Neste
caso, ao contrario do caso regular, veremos que as fungoes uj, sao determinadas de modo

explicito e analitico.

Definigao 4.12. Dizemos que o sistema de controle (4.1) é p-controlavel quando existem

H,,...H, € span(H) tais que

su(n) = span{adijk, para todo j €N, 1 <k <m, 1 </{<p}.

E evidente que se (4.1) é p-controldvel, entdo Lie(H) = su(n), isto é, (4.1) é controlével
em SU(n). Em suma, temos que

p-controlavel = controlavel em SU(n) < Lie(H) = su(n) = regular.

Relembramos que a segunda implicacao decorre do Teorema 4.4.

Suponha que (4.1) é p-controldvel. Logo, existem H;, ... H, € span(H) tais que
su(n) = span{ad%sz, paratodo 1 </ <p, 1 <k<m, jeN} (4.30)

Temos que

H, = Zcin, para cada 1 < /¢ < p,
k=1
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onde ¢ € R. Seja
T,=T/p (4.31)
e, para 1 < k < m, definimos as fungdes uj: R — R em (4.5) por

( sin(27t/T,)c}, para (T <t </lT +1T,,

sin(27t/T,)c2, para (T + T, <t < (T + 2T,

u) =4 (132)
sin(27t/T,) ™", para (T + (p — 2)T, <t < (T + (p— 1)T),

| sin(2mt/T,)cy, para (T + (p — 1)1, <t <lT + pT, = ({+ 1)T,

para todo ¢ € Z. Assim, obtemos que
X, = F.(t, X,) = sin(27t/T,)H,.()X,, X,(0) = Xo € SU(n), (4.33)

para todo (t, X,) € R x M", onde H,: R — su(n) é dada por

e

H,, para (T <t </IT +1T,,

H,, para (T + T, <t < /{T + 2T,

H,(t)=1{ : (4.34)
H, 1, paralT+ (p—2)T,<t<(T+ (p—1)T,,

H,, para (T + (p— 1)1, <t < AT +pT, = ({+ 1)T,

\

para todo £ € Z. E facil ver que a solucio (continuamente diferencigvel) X,: R — SU(n)

de (4.33) ¢ dada por

exp(T,,/27[1 — cos(2mt)T,) | H1) X, para T <t < (T +T,,
X0 exp(T,/27[1 — cos(2mt)T,) | H2) X, para {T +T, <t < (T +2T,,
exp(T,/27[1 — cos(2mt)T,)|H,) X, para {T + (p—1)T, <t < (¢ +1)T,
(4.35)
para todo ¢ € Z. Portanto, X, é periddica de periodo T e, além disso,
X,({T,) = Xo, paratodo (€ Z. (4.36)

Observacao 4.13. Note que H, é constante por partes em cada intervalo compacto de

R, limitada e periddica de periodo T'. Apesar disso, a aplicacao F,: R x M™ — M™ em
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(4.33) € continua. De fato, H, é constante por partes com as descontinuidades nos pontos
t = (T, para todo ¢ € Z. A funcdo sin(2nt/T,) que multiplica H, em (4.33) garante que o
produto sin(27t/ Tp)ﬁr € continuo em R e periodico de periodoT'. Portanto, F,. € continua.
Do mesmo modo, temos que uj, em (4.32) é continua e de periodo T. Ressaltamos que
a defini¢ao de uj, em (4.32) € dada de maneira explicita e analitica. Além do mais,
estabeleceremos um critério algébrico para que o sistema (4.1) seja p-controlavel (veja a

Proposi¢ao 4.15 mostrada logo abaixo).

Observacao 4.14. Note, ainda, que a definicao de H, acima corresponde a uma co-
mutacdo periddica de periodo T entre os elementos Hy, . . . ,Fp € span(H) que satisfazem
(4.30). Os instantes de comutagio sio emt = (T,, para { € N. Veremos mais adiante que
tal comportamento serd fundamental para encontrarmos uma solug¢ao para o problema de
controle considerado no caso em que (4.1) € p-controldvel (veja o Lema E.6, o Lema E.7
e o Teorema 4.16).

Em todo o restante desta secao e no Apéndice E, sempre que assumirmos que o sistema
(4.1) € p-controldvel, estaremos considerando que u}, no sistema de referéncia (4.5) estd
definida por (4.32) e X, por (4.35).

Relembre que p-controlavel = controldvel < Lie(H) = su(n) = regular. A proxima
proposicao estabelece condigoes algébricas para que a reciproca da primeira implicagao

seja valida.

Proposicao 4.15. Considere o sistema (4.1). Suponha que existe G C Lie(H) tal que:

1. G é uma base vetorial de Lie(H);

2. G C span{[ X1, [Xa, X3]|,ad}, X4, para todo X,,..., X, € H, Y € span(H), j € N}.

Entao, existem Hy, ..., H, € span(H) tais que

Lie(H) = span{adjﬁer, para todo j €N, 1 <k<m, 1<{<p,}.
Em particular, se Lie(H) = su(n), entao (4.1) € p-controldvel.
Demonstracao. Defina

L = span{[X1, [Xg,Xg]],ad{,X4, para todo Xy,..., X, € H, Y € span(H), j € N}.
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Por hipétese, temos que G C L C Lie(H) ¢é finito e Lie(H) = span(G). Portanto, basta
mostrarmos que, dados X,Y,Z € H = {Hy,...,H,,}, existem H,,...,Hs € span{H}
tais que

(X, Y, Z]] € span{ad%[X, ad%eY, ad%eZ, para todo 1 < ¢ < 5}.

De fato, se isto for verdade, entdo existem H, ... ,ﬁp € span{H } tais que

G C span{ad%lHk, paratodo j €N, 1 <k <m, 1 <{¢<p}C L CLie(H).
Logo, obtemos que
Lie(H) = span(G) C span{ad%lHk, para todo j € N, 1 <k <m, 1 </¢<p} C Lie(H),
ou seja,

Lie(H) = span{ad%lHk, para todo j € N, 1 <k <m, 1 </ <p}.

Agora, sejam X,Y, Z € H. Temos que

ad. Y = adyY +adyY — [X,[Y, Z]] + [Z,[X, Y]],
adg(—YZ = adg(Z_'_ad%’Z T [Xa [Y7 ZH + [Ya [Za X]]

Utilizando a identidade de Jacobi
XY 2N+ Y [2, X)) + 2, [X, Y]] = 0,
encontramos que
=3[X,[Y, Z]] = ad%_ ;Y +adkx_yZ — (ad%Y +adZY +adxZ + ady, Z).

Assim, escolhendo Hy = X, Hy =Y, Hy =7, Hy =X+ 7, H; = X — Y, completa a

demonstracao. O

Quando o sistema de controle (4.1) é p-controlavel, temos entao o seguinte resultado
de convergéncia de tipo-Lyapunov, que é analogo ao Teorema 4.11 referente ao caso em
que o sistema é T-regular. Observamos que sua demonstracao, apesar de nao utilizar as
propriedades (4.22) e (4.30), tem por base (4.34), (4.36) e o Lema de Barbalat.

Teorema 4.16. Suponha que (4.1) € p-controldvel. Dado q = (to,W;,) € R x SU(n),
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seja W,: R — SU(n) a solugao do sistema auziliar (4.19)-(4.20) com condi¢do inicial
W, (to) = Wi, Entao:

1. limy oo V(W ()X () Hp X, (1)) =0,  para cada 1 < k < m;

2. limy o d(W,(t), Ec) = 0 e E¢ € nao-vazio, onde
Ec={W € SU(n) : V(WXlo[adijk]Xoo) =0, paraj €N 1<k<m, 1</{<p},

e Hy é como em (4.54).

Para demonstrarmos este teorema, necessitamos da definicao dada baixo, que é um
conceito generalizado de derivada de uma funcao ao longo das trajetérias do sistema
auxiliar (4.19)-(4.20). Observamos que esta generalizacdo é necessaria devido ao fato
de H, em (4.34) ser constante por partes (em cada intervalo compacto de R) com as

descontinuidades em ¢ = ¢T),, para todo ¢ € Z.

Definigao 4.17. Considere o sistema auxiliar (4.19)-(4.20). Seja a: R x M™ — R uma
fungdo tal que, para todo (t, W) € R x M™, da /Ot (t, W) € R e Oa/OW (t, W) existem'®.
Definimos entao a fun¢ao &: R x M™ — R por

vt = 2wy + 2% wyi todo (t, W) € R x M"

& = _— — ara todo

) at+ Y aW ) Y p Y 7

onde W ¢ como em (4.19)-(4.20). Denominamos & de derivada de o ao longo das
trajetérias do sistema auxiliar (4.19)-(4.20).

Demonstragao (do Teorema 4.16). A prova deste resultado segue essencialmente as mes-
mas linhas de raciocinio utilizadas na demonstracao do Teorema 4.11. Faremos, no en-

tanto, uma apresentacao independente.

De acordo com a Observacao E.2 e a Proposigao E.3, basta mostrarmos que o conjunto

limite Q(W,) da solugao W, estd contido no conjunto Ec¢.

15 Mais precisamente, da/Ot, (t,W) € R denota a derivada parcial & direita de o em relagdo a t
em (t,W) e 0a/OW (t, W) denota a derivada parcial de o em relagio a W em (t,W). Isto significa
que da/OW (t,W): M™ — R € uma aplicagio linear continua. Note que quando o € continuamente
diferencidvel, esta defini¢do coincide com a defini¢cdo usual de derivada ao longo das trajetorias do sistema
auziliar (4.19)-(4.20) que temos utilizado até o presente momento.
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Em primeiro lugar, como V ¢é uma fungao linear continua (veja (4.18)), existe um

numero real ¢ > 0 tal que
[V(X)| <c||X]||, paratodo X € M". (4.37)

Além disso, segue de (4.33)—(4.34), (4.35), (4.19)—(4.20) e da compacidade de SU(n) que

cada uma das seguintes aplicagoes
H,., X, X!, W, X, X1, W,, ad%er: R — M", paratodoj €N, 1 <k<m, (4.38)
¢ limitada.
Considere as aplicacoes a: R — R, bi: Rx M"— M", ﬁ,jg R — R definidas por

a(t) = V(W,(1)), para todo ¢t € R,

bp(t, W) = V(W X](#)[ads o WX (1), para todo (t,W) € R x M",

Blt) = bl.(t, W,(1)), para todo t € R,

respectivamente, para todo j € N, 1 < k < m. Mostraremos por inducao que
Jim Bl(t) = lim bl (t, W,(t)) =0, (4.39)

para todo j € N, 1 < k < m. De (4.18), (4.19)-(4.20), (4.33)-(4.34) e da definigao de b?,

obtemos que

Z [£:00(t, W)]? > 0,
Z FR0(, WY, W),
—1
onde f; € R nao-nulo é como em (4.19) e'¢
90, W) = VWX O[S F200(6, WY HHX, (1) — sin(2nt/T,)bi(t, W),
=1

para todo (¢, W) € R x M™. Note que b2, 62, V e V sio continuas, para cada 1 < k < m.

Como V' é uma fungao nao-negativa, concluimos que o é uma funcao nao-decrescente

16 Aqui, é necessério utilizar o fato de que Hy,... H,, € su(n) e que a derivada de X, comuta com ot
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limitada superiormente tal que ¢ é continuamente diferencidvel e ¢ ¢é limitada (por (4.37)
e (4.38)). Assim,
lim a(t) = lim V(W,(t)) =@,

t—o0 t—o0

onde @ € R. Esta relacdo, juntamente com o Lema de Barbalat (Lema 4.9), estabelece

que
lim &(t) = lim VW, (1) =) _[fibh(t, W,(t))]* = 0.
k=1
Portanto, como fi,..., f,, € R sao nao-nulos, obtemos que
lim B(t) = lim V(W, ()X (t)H, X, (t)) = 0, (4.40)

para cada 1 < k < m. Logo, resulta de (4.19)—(4.20) e (4.38) que

lim W,(t) = 0. (4.41)

t—o0
Agora, considere a hipotese de indugao

lim B1(t) = lim V(W, ()X} (D)fady, , Hi]X, (1) =0, (4.42)

para cada 1 <k <m, onde j € N. Seja 1 <k < m. Defina ¢: R x M™ — M" por

(L) 2 s (2t T 0, W)
V(W X](t) sin2(27rt/Tp)[ad% (t)Hk]XT(t)), para todo (¢, W) € R x M",

com T, = T/p (veja (4.31)). O propésito de multiplicar b pela fungio sin?(2rt/T,) é

garantir uma certa regularidade de CZC para que seja possivel aplicar o Lema Barbalat.

Vejamos entdo os detalhes. De (4.34), temos que H, é constante por partes com as

descontinuidades em ¢ = ¢T,,, para cada ¢ € Z. Assim, C,Q é continuamente diferencidavel

em cada (t,W) € Rx M" tal que t # (T, com { € Z. Seja { € Z. Em t = (T, temos que
sin? (27 (¢T, + h)/T,,)

lllin% - = d/dt|,_, sin?(27t/T,,) = (47 /T,) sin(0) cos(0) = 0.
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Obtemos entao de (4.34) que

sin2(27(¢T, + h)/T,)ad’-. Hy
H) = lim 2n((T, + h) /T, )ady,
) h—0— h
= [d/dt_|,_y, sin*(27t/T)|ady; Hy, =0,

dfdt |y, (sin®(2mt/T,)ady «

sin?(2r(¢T, + h)/T,)ad’.  H,
. ] . H 1
d/dtJr‘t:ng (31n2(27rt/Tp)adjﬁr(t)Hk) = hlg(% . e+

= [d/dty|,_yr, sin2(27rt/T)]ad%MHk =0,

onde Hy, Hyyy € {Hy,...,H,}. Desse modo, mostramos que dcl/dt(t, W) existe para
todo (t,W) € R x M™. Além disso, é uma conseqiiéncia de (4.33)—(4.34) que

0cy, JOt(t, W) = V(WX]I(t)sin®(2nt/T,)[adl, o H X (1)

+ (47 T,)V (W X1 (t) cos(2nt/T,,) sin(27t/Tp) [adL. . H] X, (1))

H.(t)

+V (WX (t) sin®(27t/T,,) [ad%r " H]X, (1))

= (4n/T,) V(W X[ (t) cos(2nt/T,) sin(27t/T}) [adl )Hk]Xr(t))

H(t
. i+1
VWX sin® (2t /T acky ) X, (1)
para todo (t,W) € R x M™. E facil ver que 80,7%/((% ¢ uma funcao continua. De fato,
apesar de as aplicacoes ad% Hk,adjﬁ+ 'H,: R — M™ serem constante por partes com
as descontinuidades nos pontos t = (1), para todo ¢ € Z, a funcdo sin(27t/T,) que
as multiplica assegura a continuidade do produto. Como 80,1 JOW também é continua,

decorre que c,i ¢é continuamente diferencidvel e
W) =V(WXHt)di(t, W)X,(t)), para todo (t, W) € R x M™, (4.43)
onde '
di(t, W) = sin®(2mt/T,)[> ., f200(¢, W)Hg]adjﬁr(t)Hk
+(4m/T,) cos(2mt/T,) sin(27rt/Tp)ad%r(t)Hk (4.44)

. +1
_ 51n3(2ﬁt/Tp)adjﬁt(t)Hk.

Assim, (4.34) (H, é constante por partes) assegura que ¢,: R x M™ — M" existe no
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sentido mais geral da Definicao 4.17 e é dada por

GEwW) = VIVXI()d(t, W)X, (t) + WXT(#)di(t, W)X, (1) + WXT(t)di(t, W) X, (1))
HV (WX (t)er(t, W)X, (1)),

para todo (¢,W) € R x M™, onde

ex(t, W) = sin?(2nt/T,) S0, f200(t, W)Hylad  Hy

H.(t)

+(47/T,,) cos(2mt /T, sin (27t /T, [S o, f700(t, W) HyladZ  Hy

H.(t)

+(87/T2)[cos* (2t /T,) — sin® (2t /Ty Jacy;  Hy

—(67/T,,) cos(2nt/T,) sin? (2t /Tp)adgl(t)ﬂk.

Definimos entao ~v;: R — R por
Ye(t) 2 cL(t, W,(t)) = sin®(2nt/T,)Bl(t),  para todo t € R.
E claro que i é continuamente diferenciavel e que d;: R — R definida por
op(t) = &L(t,W,(t)), para todo t € R,

é limitada e continua por partes em cada intervalo compacto de R. Além disso, v = g,
conforme a Observacao 4.10. Portanto, a hipétese de indugao (4.42) e o Lema de Barbalat

(Lema 4.9) implicam que

tlim Ye(t) = tlim Yi(t) = tlim & (t, W,(t)) = 0.
Logo, (4.37), (4.38), (4.40), (4.42) e (4.43)—(4.44) estabelecem que

lim sin® (27t /T,)V (W, (1) X[ (t)[ad’ " H,] X, (t)) = 0.

r Hi(t)

Desse modo, concluimos a partir de (4.41) e do Lema E.7 que

lim 37 (t) = lim V/(W,(t) X[ (t) [adgl( H,]X,(t)) = 0.

t—o00 t—o0 r(t)

Mostramos entéo a validade de (4.39).

Por fim, é imediato provar que Q(W;,) C E¢. De fato, pela Observagao E.2, temos que
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Q(Wy,) € SU(n) é um conjunto nao-vazio. Logo, (4.39), (4.41) e o Lema E.6 asseguram

que Q(Wy,) C E¢, completando assim a demonstracao do teorema. O

Neste momento, recapitulamos que quando o sistema de controle (4.1) é T-regular
ou p-controldvel, sabemos como definir as fungoes continuas uj: R — R, 1 < k < m,
do sistema de referéncia (4.5) de modo que a solugdo correspondente X, seja uma tra-
jetéria de referéncia continuamente diferenciavel de periodo 7' com X, (0) = X. Além
disso, determinamos critérios algébricos para que (4.1) seja T-regular ou p-controlavel
e estabelecemos os resultados de convergéncia de tipo-Lyapunov do Teorema 4.11 e do

Teorema 4.16.

Resta-nos agora determinar fungdes continuas por partes vp: Ry, — R, 1 < k < m,
que asseguram a validade de (4.10) para o sistema (4.8). Isto é o que descreveremos na
seqiiéncia. Mostraremos como que o Teorema 4.20 apresentado logo mais adiante, o qual
¢é o principal resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov estabelecido na Parte II desta
pesquisa, juntamente com alguns resultados bem conhecidos de algebra linear e argumen-
tos topoldgicos elementares em espagos de Banach, permite formular um algoritmo que
obtém, em um numero finito de passos, as funcoes desejadas vq,...,v,,. A estratégia
de controle que propomos para solucionar o problema de planejamento peridédico para o

sistema (4.1) é entdo sintetizada no Teorema 4.23.

Para demonstrarmos o Teorema 4.20 supramencionado, necessitamos do lema dado
abaixo, que foi inspirado no método de estabilizagdo pela condigao ad (ad-condition)
desenvolvido em [47]. Observamos que as propriedades (4.13) e (4.30), referentes a T-
regularidade e a p-controlabilidade do sistema de controle (4.1), respectivamente, desem-

penham um papel fundamental na demonstragao deste lema.

Lema 4.18. Suponha que o sistema de controle (4.1) é T-regular ou p-controldvel. Dado
q = (to, Wy,) € R x SU(n), seja W,: R — SU(n) a solugdo do sistema (4.19)-(4.20) com
condigao inicial Wy(ty) = Ws,. Entao:

1 limy oo V(W ()X () Hy X, (1)) =0,  para cada 1 < k < m;
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2. limy oo d(W,(t),F)=0,1 € F e ErUEc- CF, onde

n

F={WeSUn): V(W)= Zﬂ?(/\i), onde \; € C sao tais que |\;| =1,

[[h=1300 =" =30)

e Er, Ec sao como no Teorema 4.11 e no Teorema 4.16, respectivamente.

Observacao 4.19. Seja

T={WeM":W = diag(z,...,z2,), onde H’Zi =1, |z =1, z,€ C} C SU(n)

i=1
o toro mazimal usual de SU(n) [2, Proposi¢ao 10.10]. Considere o conjunto
S={WeM":W = diag(z,...,z), onde z € C, 2" =1} C SU(n).

Note que S C T C SU(n) e S C F C SUn). Se W € SU(n), entao existem M € SU(n)
e D € T tais que W = MDM?' [2, Teorema 10.13] (veja também [59, Teorema 13.8 e
Teorema 13.16]).

Demonstragao. Se o sistema (4.1) é T-regular, segue do Teorema 4.11 que é suficiente
mostrarmos a inclusdo Er C F. E, se (4.1) é p-controldvel, o Teorema 4.16 implica que

basta demonstrarmos que EFo C F.

Seja W € ErU Ec C SU(n). Pela Observagao 4.19, temos que
W = Mdiag(\, ..., \) M,

onde M € SU(n), Ay,..., A\, € C, [T, i =1 e |\ = 1. Assim, por (4.18),

V(W) = Z%(Ao,

VWX BL0)X.) = V(diag( A, . . ., An)(Xoo M) BL(0)(X o M) = 0,
V(WXL [ad), HilXo) = V(diag(Ar, ..., M) (Xoo M) [ady, Hi)(XoM)) =0,

para cada j € N, 1 <k <m, 1 < ¢ < p, onde B(0) e H; sio como em (4.14) e (4.34),

respectivamente. Como X, M ¢é unitdria, é imediato que a aplicagdo N: su(n) — su(n)
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definida por
NY) = (XooM)'Y(XoM), paratodo Y € su(n),

¢ um isomorfismo linear sobrejetivo.

Agora, se (4.1) é T-regular, entao (4.13) é satisfeita e V(diag(\, ..., A\,)X) = 0, para
X € su(n). E, quando (4.1) é p-controlavel, (4.30) é valida e V(diag(A1,...,A,)X) = 0,

para todo X € su(n). Suponha entdo que (4.1) é T-regular ou p-controlavel. Assim,
V(dlag()\l, ey )\n)Dk) = O,
para cada 1 < k < n, onde
D, = diag(s, —,0,...,0),
Dy = diag(0,1, —1,0,...,0),
D,,_1 = diag(0,...,2,—1),
D,, = diag(2,0,...,0,—1)

sdo as matrizes diagonais canonicas de su(n). A partir da estrutura diagonal de

Dy, ..., D,, concluimos que Aq,...,\, devem satisfazer
S() = =S,
Isto implica que W € F'. Portanto, Er U Ec C F. O

O lema anterior e as propriedades (4.22) da fungao de tipo-Lyapunov V = R(tr(W)),
estabelecem o importante resultado de convergéencia de tipo-Lyapunov para o sistema
auxiliar (4.19)-(4.20) que apresentamos em seguida. E com base neste resultado que

formularemos o algoritmo mencionado anteriormente.

Teorema 4.20. Sejam T > 0 e X, € SU(n). Suponha que o sistema de controle (4.1)
¢ T-regular ou p-controldvel. Dado q = (to, Wy,) € R x SU(n), seja Wy,: R — SU(n) a
solugao do sistema auziliar (4.19)-(4.20) com condi¢ao inicial W, (tg) = Ws,. Entao:

1. limy o V(W () X[ () Hi X, (1)) =0, para cada 1 < k < m;
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2. 0O conjunto

G={reR:z= Z?R()\i), onde \; € C sao tais que |\;| = 1’H)‘i =1,

i=1 i=1

¢ finito, n € G e n = max(G). Além disso, sendo'™ § o elemento mazimal do

conjunto G'\ {n}, temos que

V(W) >0 = tlim W,(t) =1.
Observacgao 4.21. Note que V(S) C V(F) C G, onde F C SU(n) é como no Lema 4.18
e S C SU(n) é como na Observacao 4.19. Além disso, € facil ver que

V(S)={x €eR:z=nR(2), onde z€ C, 2" =1} CG.

Ressaltamos que o conjunto G pode ser determinado com base na demonstragcao do Teo-
rema 4.20 apresentada na seqiéncia. Paran = 2, temos que V(S) = G = {-2,2} e, para
n =4, V(S) =G = {—4,0,4}. No entanto, nem sempre € verdade que V(S) = G. Por
exemplo, paran =3, V(S) = {-3/2,3} e G ={-3/2,—-1,3}.

Demonstragao. E claro que n € G e n = max (G). Primeiramente, mostraremos que G é

um conjunto finito. Seja x € G. Existem entdo A, ..., A, € C tais que z =37, R();) e
1. H?:l )\j7
2. [Nl =1
3. S(A) = =S3(\)

A propriedade 2 implica que \; = e’ onde 0, € R, e resulta da propriedade 3 que
Aj =M = e ou \; =™ %) para cada 1 < j < n. Seja n; o ntimero de j € {1,...,n}

em que A\; = A;. Defina ny =n —ny. Assim,

xr = Z R(Aj) = nqcos(0y) + ng cos(m — 1) = (ng — ng) cos(6,),
j=1

17Neste teorema, consideramos que max({ }) £ —oc.
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com ny, (ng + 1) € {1,...,n} e ny +ny = n. Se n; = ny, entdo x = 0. Desse modo,

assuma que nj # ny. A partir da propriedade 1, obtemos que

emﬂlemg(ﬂfﬁ) — ez(n191+n2(7r791)) -1

Portanto, existe k € Z tal que ni0; + no(m — 01) = 2kw. Esta relagao implica que

(2]€ — n2)7r
n—2mny

0, =

Observamos que nq,n9, k dependem de x € G e que ny, n; — ny podem assumir apenas
Y ) Y

um numero finito de valores. Se mostrarmos que cos(6;) pode assumir apenas um numero

finito de valores, entao teremos provado que o mesmo ¢é vélido para x € GG, o que implica

que G é um conjunto finito. E evidente que a funcio n: Z — R definida por

(20 — no)m
n — 2ny

n(¢) = cos ( ) ,  para todo { € Z,

tem periodo |n —2ns| > 0. Assim, os valores assumidos por cos(f;) devem ser em nimero
finito.

Agora, demonstraremos o resultado de convergéncia de W,. Por (4.22), dada uma

matriz X € SU(n), temos que
(4.45)

Seja § = max(G \ {n}). Logo,
<zx<n=x=n, paratodozxeG. (4.46)

Suponha que V(W;,) > 6. Como SU(n) é um conjunto compacto em M"™ e V: M™ — R é
continua (veja (4.18)), decorre que a restrigao V|SU(n) é uniformemente continua. Defina

a funcao a: R — R por

a(t) =V (W,(t)), paratodoteR.
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Relembre que (veja (4.21)), por construcao,
V(t,W) = Zak(t, W)?>0, paratodo (t, W) e R x M",
k=1

onde ay é como em (4.20). Assim, V' é continua. Devido ao fato de V' ser uma fungao

nao-negativa, concluimos que « é uma fungao nao-decrescente. Portanto,
V(W,(t)) > V(W) >0, paratodot > t.
A continuidade uniforme de V|SU(n) implica que existe um nimero real g > 0 tal que
| X —W,(@®)|| < p=V(X)>9, paratodot>t;etodoX € SU(n) (4.47)

(de fato, escolha e = V(Wy,) — 0 > 0). O resultado de convergéncia de W, do Lema 4.18

significa que
Ve>03T e RVt >T 3B(t) € F t.q. [|B(t) — W,()|| <e.
Seja € > 0 e defina € = min(e, u). Logo,
vt > T 36(1) € F ta. |B() — W (8)] <<,

onde T € R. Defina T = max(T, t,) e seja t > T. Como ((t) € F c SU(n) e V(F) C G,
(4.47) fornece que
I < V(B() €eq.

Entretanto, § < V(5(t)) < n, por (4.45). Desse modo, é uma conseqiiéncia de (4.46) que
V(B(t)) = n. Obtemos entao que [(t) = I (veja (4.45)). Acabamos de mostrar que

lim W,(t) = I.

t—o0

O

Veremos agora como o teorema anterior permite formular um algoritmo que obtém,
em um numero finito de passos, fungoes continuas por partes vp: Ry — R, 1 < k& < m,
que asseguram a validade de (4.10) para o sistema (4.8), resolvendo, assim, o problema
de planejamento periddico de trajetorias. Observe que o resultado de convergéncia do

Teorema 4.20 nao ¢é global, isto ¢, existe uma regiao de convergéncia local para o sistema
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auxiliar (4.19)—(4.20) que é determinada por V(W;,) > . O propésito do algoritmo é, a
grosso modo, garantir uma convergéncia global através de um nimero finito de translagoes
a esquerda do estado W do sistema auxiliar. Estas translagoes fazem com que sempre
estejamos dentro da regiao de convergéncia a cada passo do algoritmo. Portanto, tudo

se passa como se o algoritmo proposto contornasse as singularidades da funcao de tipo-

Lyapunov V(W) = R(tr(W)).

Suponha que V(X ) > §. No Teorema 4.20, escolhemos ¢ = (0, X)) € R x SU(n).
Portanto,

lim W, (t) = I.

t—o0

Assim, as realimentagdes continuas vy: Ry — R definidas por (veja (4.6) e (4.20))
ve(t) £ fra(t, Z(8) = [V(XT () He X, (1),  para todo t € Ry,

1 <k <m,onde Z: R, — SU(n) é a solugao correspondente de (4.8) e X: Ry — SU(n)
a solucdo do sistema de controle (4.1) com as entradas continuas u(t) = uj(t) — v (%),
t € Ry (veja (4.6) e (4.7)), asseguram que Z(t) = XT(t)X,.(t) = W,(t), parat € R,. De
fato, basta comparar (4.8) com o sistema auxiliar (4.19)—(4.20). Logo, (4.10) é atendida
e o Teorema 4.20 implica também que

lim v (1) = lim fEV(XT(0) H X, (1)) = Jim V(W ()X (D) HiX, (1) = 0,

t—o00

1 <k < m. Note que os f# > 0 podem ser vistos como “ganhos de realimentagao”.

Assuma entdo que V(X) < 0. Para este caso, iremos determinar, com base em
argumentos de continuidade, um caminho (continuo) de extremidades X, e I adequado
que, em um certo sentido, reduz o problema a situagao em que V(X ) > ¢. Para isto, a
idéia principal é encontrar um caminho Z: [0,1] — SU(n) de extremidades Z(0) = X, e

Z(1)=1,eobter 0 =0y <6, <--- <0y_; <Oy =1 de modo que
V(Z(00:1)7Z(0,)) > 6, paratodo0 << N —1.
Seguira entao do Teorema 4.20 que

lim Z(0,)W,(t) = Z(6,), paratodo1 < /¢ <N,

t—o00
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onde Wi: R — SU(n) é a solucao do sistema auxiliar (4.19)—(4.20) com condicao inicial
Wo(Ty) = Z(0,)7Z(0,_1) € SU(n)
e0=1T1) <--- <Tyy1 sao tais que
Wo(Tpyq) = I.

A grosso modo, o proximo passo serd “colar” juntas as N translagoes a esquerda

Z(0)Wh, ..., Z(0n)Wy de maneira apropriada de modo a definirmos uma solugao
(Z(t),v1(t), ..., vm(t)), t € Ry, do sistema (4.8) que satisfaz (4.10). Ressaltamos que,
para cada 1 < ¢ < N, tudo se passa como se estivéssemos no caso V(X ) > J. Na
seqiiéncia, iremos formalizar estes argumentos em detalhe e determinar um algoritmo que

obtém, em N passos, fungoes continuas vg: Ry — R, 1 < k < m, tais que (4.10) é valida.

Pela Observagao 4.19, temos que
X = MTdiag(e™, ..., e )M, (4.48)

onde M € SU(n), Ai,..., A\, € Re > i A, = 0. Considere o caminho Z: [0,1] — SU(n)
de extremidades Z(0) = X, e Z(1) = I definido por

Z(0) = MTdiag(eM=9 . M=)\ para todo 6 € [0, 1].

Sejam a,b € [0, 1]. Logo,

e, portanto,

Como a fungao ~: [0, 1] — R definida por
~(0) = Zcos()\jﬂ), para todo 6 € [0, 1],

j=1

é continua com v(0) = n, sabemos que existe um numero real v > 0 tal que

0] <v=-~v(0) >0, paratodo 6 € [0,1]
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(de fato, escolha e =n —§ > 0). Assim,
b—a| <v=V(Z(b)Z(a)) >5, paratodo a,be [0,1],

e existe 7 € N nao-nulo tal que

Zz+1Z€ Zcos (AjA) > 6, paratodo N>necada0</{<N-—1,  (4.49)

onde Z, = Z({A), para cada 0 < ¢ < N, com A = 1/N. Observe que Zy = Z(0) = X, e
Zy = Z(1) = I. Relembramos que \i,...,\, € R sdo como em (4.48).

Seja N > n e considere a funcao continua 3: M"™ x M"™ — R definida por
B(X,Y)=V(YTX), paratodo (X,Y)e€ M" x M".

Como SU(n)xSU(n) é um conjunto compacto em M"™x M™, a restri¢ao 5|(SU(n) xSU(n))

é uniformemente continua. Portanto, (4.49) implica que existe > 0 tal que
X —Z| < p= V(7Z+1X) >0, paratodo X € SU(n)ecada0<{¢< N —1 (4.50)

(de fato, escolha e = 37| cos(A\;A) — & > 0 e considere a norma do sup em M™ x M").

O algoritmo que necessitamos para resolver o problema de controle considerado é

descrito abaixo.

Algoritmo 4.22. Seja X, € SU(n). Escolha qualquer N € N néao-nulo de maneira que
(4.49) € satisfeita. Defina Ty =0, Wo(0) =1 e Ty = +00. Para cada 1 << N —1,

escolha um numero real positivo Ty 1 > Ty tal que
_T J—
V(21 ZeWie(Ti1a)) > 6,

onde § é como no Teorema 4.20 e Wy: R — SU(n) € a solugao do sistema (4.19)—(4.20)
com condi¢ao inicial
Wg(Tg) = 7;7g_1Wg_1(Tg) € SU(TL)
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Para 1 < { < N, defina (veja (4.20))

Z(t) = ZeWe(f) € SU(n), para t € [Ty, Tyiq),

or(t) £ fran(t, Wet) = f2V(ZL2(8) X[ (0 H X, (1))
= FV(ZXT(OH X, (1) €R, parat € [T, Te), 1<k <m,

ou, de maneira equivalente,

Z(t) = ~v(t)Wy(t) € SU(n), para t € Ry,

u(t) = fiV (v () Z(0) X (8) HeX, (1)),
= VOO'XT (O HX, (1) €R, parat €Ry, 1<k <m,

onde v: Ry — SU(n) € a aplicagdo constate por partes dada por

e

71, set e [O,Tg),
?2, set e [TQ,Tg),

7]\[_1, set e [TN—la TN),
Zn =1, seté€[Ty,~+).

E importante esclarecermos alguns pontos. Primeiramente, com base na linha de
raciocinio que precede o Algoritmo 4.22, sabemos que sempre existe N € N nao-nulo
tal que (4.49) é verdade. Além disso, o Teorema 4.20 e a propriedade (4.50) asseguram
que Ty11 > Ty sempre pode ser escolhido conforme exigido no Algoritmo 4.22, para cada
1 <¢< N-—1. E também evidente que a aplicagdo continua Z: R, — SU(n) e as
fungoes continuas por partes vp: Ry — R, 1 < k£ < m, determinadas pelo algoritmo
sdo tais que Z é a solugdo (continuamente diferenciavel por partes) correspondente do
sistema (4.8). De fato, compare (4.8) com o sistema auxiliar (4.19)—(4.20). Temos também
que Z(t) = X1(t)X,(t), para t € R, onde X: R, — SU(n) ¢é a solucdo do sistema
de controle (4.1) com as entradas continuas por partes ux(t) = uj(t) — vi(t), t € Ry
(veja (4.6), (4.7), (4.12) e (4.32)). Note, ainda, que cada vy possui no maximo N — 1
pontos de descontinuidade. Mais precisamente, v, é possivelmente descontinua somente

nos instantes t = Ty, para 2 < ¢ < N. Por fim, como

V(ZEV?Nflefl(TN)) = V(7N71WN71(TN>> > 57
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o Teorema 4.20 implica que

lim v (t) = lim FAVWN (X () HLX, (1) = lim f2V(XT(t)Hy X,(t)) = 0,

t—o0 t—o0
tlim Z(t) = tlim Wy(t) =1,

pois Z(t) = XT(¢)X,.(t) = Wy(t), para t > Ty. Desse modo, as fungdes continuas por
partes vg: R, — R determinadas pelo Algoritmo 4.22 séo tais que (4.10) é satisfeita.

Mostramos assim a existéncia de uma estratégia de controle que soluciona o problema
de planejamento periddico de trajetdrias para o sistema (4.1). Esta estratégia é sintetizada

no teorema abaixo.

Teorema 4.23. Sejam T > 0, X, € SUn) e fi,..., fm € R nao-nulos. Suponha que
o sistema de controle (4.1) é T-regular ou p-controldvel. Entao, existem leis de controle

limitadas e continuas por partes up: Ry — R, 1 < k < m, tais que

lim (X (t) — X,(t)) = 0. (4.51)

t—o0

Mais precisamente, se V(X)) > §, onde d é como no Teorema 4.20, entdo as entradas

continuas
up(t) = up(t) — [AV(XT () H X, (1)), parat € Ry, 1<k <m,
obtidas por integra¢ao numérica, garantem que (4.51) € atendida e satisfazem

lim (uy(t) — ux(t)) = tlirglo fV(XT () HLX, (1) =0, paral<k<m. (4.52)

t—o0

Caso contrdario, quando V(X)) < 6§, a execucao do Algoritmo 4.22 determina N € N
nao-nulo, Zy,...,Zy € SU(n), T, ..., Ty € R, os quais dependem'® do periodo T e do
estado objetivo X, com Zy =1, T =0 e Tyy1 > Ty, paral <0 < N —1, de modo que

as entradas continuas por partes dadas por

ur(t) = up(t) = KV (O X (OHX, (1), parat Ry, 1<k <m,

8 Nq realidade, N, Z1,...,Zx, dependem apenas de Xoo.
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onde B
Zl, set e [O,Tz),

ZQ, set e [TQ,Tg),

Zn-1, set € [Ty-1,Tn),
Zn=1, setc[Ty,+x),

\
assequram a validade de (4.51), satisfazem (4.52) e sdo possivelmente descontinuas so-

mente nos instantes t =Ty, para 2 < £ < N.

Em particular, o problema de planejamento periodico de trajetorias sempre possui

solugdo quando o sistema de controle (4.1) € controldvel em SU(n) ou p-controldvel.

Observacao 4.24. Relembramos que mesmo quando sabemos que o sistema de controle
(4.1) é T-regular, podemos nao ter a nossa disposi¢ao expressoes analiticas explicitas para
as fungoes continuas uj, do sistema de referéncia (4.5) que determinam as entradas uy
do sistema no teorema acima. Isto ocorre, por exemplo, quando (4.1) € controldvel em
SU(n), ou seja, Lie(H) = su(n). Neste caso, o Método do Retorno de Coron implica que o
sistema € regular (veja o Teorema 4.4). No entanto, o Método do Retorno garante apenas
a existéncia das funcgoes ul que definem uj em (4.12), sem fornecer expressoes analiticas
explicitas para as mesmas. Felizmente, quando o sistema (4.1) € p-controldvel, no qual
estabelecemos o critério algébrico da Proposi¢ao 4.15, tanto as funcgoes uj, do sistema de
referéncia (4.5) quanto a propria trajetoria de referéncia X, correspondente, sao dadas

analitica e explicitamente em (4.32) e (4.35), respectivamente.

Observagao 4.25. Note que quando o estado X do sistema (4.1) pode ser medido continu-
amente, o Teorema 4.23 estabelece, na realidade, que a execucao off-line do Algoritmo 4.22

determina as sequintes leis de controle

ou seja, leis de controle dependentes do periodoT', do estado objetivo X, do estado X do
sistema e do tempo t, que solucionam o problema de planejamento periodico de trajetorias
caso (4.1) seja reqular ou p-controldvel (note que a aplicagdao v depende do par (T, Xo.) e
deve ser obtida off-line). Desse modo, se ndo € possivel medirmos o estado X continua-
mente, como na situagio em que (4.1) corresponde ao sistema propagador do sistema de
controle (4.3), as entradas limitadas e continuas por partes ug(t) = ur((T, Xoo), X (t), 1)

desejadas deverao ser obtidas por integra¢ao numérica.
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A solugao proposta para o problema de planejamento periédico de trajetérias para
sistemas (4.1) que sao regulares, foi publicada nos anais do congresso “48th IEEE Con-
ference on Decision and Control — CDC” com o artigo [112], o qual pode ser visto no
Apéndice G.

Ressaltamos que tanto o resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20

quanto o Algoritmo 4.22 sao contribui¢oes da presente pesquisa em relagao a Parte II.

Na proxima secao, aplicaremos a estratégia de controle desenvolvida a um sistema

quantico formado duas particulas de spin-1/2, com o objetivo de gerar a porta C-NOT.

4.4 Aplicacao em mecanica quantica

Apoés algumas aproximagoes (aproximacao do comprimento de onda longo (long wa-
velength approximation) e considerando baixa intensidade do campo) e a mudanga de
coordenadas global linear

b =T¢eC,

onde T' € M* ¢é a matriz unitaria dada por

—_
~
[a)
|
—_

3
O -~
|
-
S

um sistema quantico consistindo de duas particulas de spin-1/2 acopladas com interagao
de Heisenberg e controladas por um campo eletromagnético externo, pode ser modelado

pela seguinte equagao de Schrodinger [23, Capitulo 2 e Segao 5.5], [122], [21],

hw = (JD + e:v’lez + ey’ley + ezﬁ)/lDz)wa w(o) = 1/}0 € 837 (453)

onde ¢ € C* é o estado, as entradas e,, e,, e, € R sdao as componentes z,y, z do campo
eletromagnético, respectivamente, S é a esfera unitaria em C*, i = h/27, h é a constante
de Planck, J € R ¢ a constante de acoplamento entre as duas particulas, v;,7 € R

sdo as razoes giromagnéticas (gyromagnetic ratios) da primeira e da segunda particula,
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respectivamente, r = vy,/v1, e D, D,, D, D, € su(n) sao dadas respectivamente por

D = diag(31, —1, —1, —1),

0 0 0 (r—1)
D, _ 0 0 —(147r 0 |
0 (1+7) 0 0
—(r—=1) 0 0 0 (4.54)
0 0 (r—1) 0
D, - 0 0 0 (r+1) |
—(r—1) 0 0 0
0 —(14+7r) 0 0
0 (r—1) 0 0
b —(r—=1) 0 0 0
0 0 0 —(r+1)
0 0  (r+1) 0

Assumimos, ainda, que o acoplamento entre as duas particulas é fraco, no sentido de [57,
pag. 363]. Observamos que quando as duas particulas sdo heteronucleares, esta hipétese
sempre é atendida [57, pag. 366]. Em [62, pags. 8 e 137], sdo apresentados diversos valores
experimentais de razoes giromagnéticas e de constantes de acoplamento. Os primeiros
sao da ordem de 107-10% rad T~ 's~! e os ltimos da ordem de 10-100 Hz. Além disso,
h 1,054 x 1073 Js (Joule - segundo) [57, pdg. 6].

E uma conseqiiéncia dos principios da mecanica quantica que a equagao de Schrédinger
(4.53) modela a dinamica do sistema apenas enquanto o sistema permanece isolado de
medigoes do seu estado. Mais precisamente, a medi¢ao causa um colapso no (reducao do)
estado do sistema, e a relagao entre o estado no momento da medida e o imediatamente
posterior & mesma nao pode ser deduzida da equagao diferencial deterministica (4.53), mas
sim de maneira probabilistica pelo Postulado da Projecao da teoria da mecanica quantica
(veja, por exemplo, [117]). Concluimos, assim, que nao é possivel aplicar diretamente

técnicas de controle por realimentagao de estado.

Temos que o sistema propagador de (4.53) é definido por

hz = (JD + e, 1Dy + ey Dy +e.nD,)Z, Z(0)=1, (4.55)
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onde Z € M*. Relembre que se as entradas e,, e,, e, sdo especificadas e Z: Ry — SU(4)

¢ a solugao correspondente, entao a solugao 1: Ry — S* de (4.53) é dada por
V() =Z(t)hy €S?, parateR,.

Os resultados de [21] estabelecem que, se r # 1 em (4.54), entao (4.55) é controlavel em
SU(4), ou seja, Lie({D, D,, Dy, D.}) = su(4). No entanto, o simples fato de sabermos que
(4.55) é controlavel em SU(4) nao significa que, dado Z; € SU(4), saibamos especificar
entradas e, ey, e,: [0,t7] — R que conduzem o estado Z de (4.55) da condigao inicial
Z(0) = I até Z(ty) = Z; em algum instante de tempo t; > 0. Nosso objetivo é a
determinacao de leis de controle e,, ey, e.: Ry — R que conduzem o estado Z a partir de
Z(0) = I até uma vizinhanga arbitrariamente pequena de Z; € SU(4) em algum instante
de tempo finito. Na seqiiéncia, mostraremos como a estratégia de controle desenvolvida

nesta pesquisa possibilita atingir tal meta.

Primeiramente, seguindo a exposigao em [23], [122], [21], mudamos a escala de tempo

pelo fator i/ J e as escalas das entradas pelo fator v, /h, resultando no sistema de controle

Y =(D+u,Dy+u,Dy+u,D,)Y, Y(0)=1I, (4.56)
onde Y € M* é o estado e u,, u,, u, € R sdo as novas entradas, com

Z(t)=Y(Jt/h), teR,
h h h
€ = —Uy, €)= —Uy, €,=—1U,.
N "N "N
Observamos que foi provado em [21] que todo estado em SU(4) de (4.56) pode ser atingido

em no maximo 67 unidades de tempo quando r # 1.

Por simplicidade, de agora em diante assumiremos que r = 2 em (4.54). Relembramos
que a estratégia de controle proposta é vélida apenas para sistemas sem arrasto. Assim,
com o objetivo de eliminar o termo de arrasto DY do sistema (4.56), definimos a seguinte

mudanca de coordenadas dependente do tempo
X =d(t,Y)=ePY, paratodo (t,Y) € R x M*. (4.57)

Note que e Pt € SU(4), para todo t € R, pois D € su(4) (veja (4.54)). Nestas coordena-
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das, (4.56) ¢ descrito por!?
X = (upCo(t) +u,Cy(t) + u.C.() X, X(0) =1, (4.58)

onde X € M* ¢ o estado e, para todo t € R,

0 O e—z4t
Co(t) = e PtD,ePt = O =3 0
30 0 ’
—e 0 0 0
0 e—z4t O
0 3
C,(t) = e P'D,ePt = ,
y( ) Yy —€Z4t 0 0
0 -3 0 0

0 e™ 0 0

C.(t) = e P'D, Pt = et 000
- ¢ 0 0 0 -3
0 0 3 0

Na seqiiéncia, explicaremos a importéancia fisica da mudanca de coordenadas (4.57),
baseado em [7], [23]. Suponha que as entradas u,, u,,u,: Ry — R em (4.56) e (4.58)
foram especificadas. Sejam Y, X: R, — SU(4) as respectivas solugoes correspondentes.

Defina as aplicacoes ¢, p: R, — S? por

p(t) =Y (t)to,
?(t) = X(t)1pg, paratodot e Ry,

respectivamente, onde 1y € S?, e escreva

(07] (t) al (t)
. (6] (t) _ _ ag(t)

p(t) = w®) | o(t) &m0 |
O[4(t) 64(75)

9Em mecéanica quantica, esta descri¢iao é geralmente denominada de representacdo de interacio (inte-
raction representation ou interaction picture) [23], [39], [117], [7].
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onde «;(t),@;(t) € C, paral < j <4, ¢t e R;. Resulta de (4.54) e (4.57) que

p(t) =Y (t)to = e”' X (t)eo = e”'P(t) = diag(e™, e, ™", e T)B(t),

para t € R;. Portanto,
o () = fa; (1),

para todo 1 < j < 4, t € R,. Isto significa que a mudanga de coordenadas (4.57)
preserva as amplitude de probabilidade dos estados ¢ e § correspondentes a (4.56) e (4.58),
respectivamente. Considere a norma Euclidiana em M* e sejam ¢ > 0, X, € SU(4).

Suponha que existe ' € R, tal que || X (#') — X| < e. Escreva
p q +

b
Xootly = g ;2», €S’
P
Temos entao que
Has @) =1831 | = 1@ =1531 | < 18;(¢)=6;1 < [[7(¢)Xootoll = (X ()Xol < e

para 1 < j < 4. Desse modo, concluimos que se X (t') estd proximo de X, entao as
amplitudes de probabilidade de p(t') = Y'(t')1)y € S* estao préximas das de Xoo1hy € S°.

Agora, considere as matrizes HE = (b5, HL, = (hy}’) € su(4) definidas por

WiV =1, ki = =1, hs? =0, sek,(#1i,j,
hi=a, Wi =a,  hy? =0, sek(#i,j],

respectivamente, para cada 1 < i < 7 < 4. Por exemplo,

0100 000 0
100 0 00 20

H} = , Hjy=

12 000 0 2 0 20 0
00 0 000 0

Relembramos que dim(su(4)) = 15. E facil ver que

{H[}, H;, H{;, H5y, Hgy, 1 <i < j <4} C su(n),

177 177
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¢ um base vetorial de su(4), onde

¢ 0 0 0 v 0 0 1 0 0
0 — 0 0 00 0 0 00
Hd — ’ Hd — : Hd _
" 00 loo —o0 “looo
0 0 00 00O 000 —
Escolhemos as entradas reais ug, u,, u, do sistema (4.58) como
Uy = (uy + wug)e™ 4 (uy — wug)e ™ = 2uy cos(4t) — 2ug sin(4t),
uy = (ug + 1y)e™ + (ug — wuy)e ™™ = 2uy cos(4t) — 2uy sin(4t), (4.59)

u, = (us + wg)e™ + (us — wg)e ™ = 2us cos(4t) — 2ugsin(4t), parat € R,

respectivamente, onde uq,...,us € R sdo as novas entradas. Aplicando a aproximagao
da onda girante?® (rotating wave approzimation — RWA) ao sistema (4.58)—(4.59), a qual
consiste em considerar apenas os termos que sao independentes do tempo e desprezar

todos os que sao oscilatérios, obtemos o seguinte sistema de controle sem arrasto
6
Xrwa = Z ukaerm era(o) = [7 (460)
k=1

onde X, € M* é o estado, u; sdo os controles e
R I R I R R
H1 :H14, H2:H14, H3:H13, H4:H13, H5 :H12, H6:H12.

Observamos que quando as entradas u; possuem amplitudes relativamente pequenas e
variacoes relativamente lentas, espera-se que, ao menos em algum intervalo [0, £,.,,], onde
trwa > 0, 0 erro resultante da aproximagao da onda girante X — X, seja relativamente
pequeno, isto é, || X (t) — X,uwa(t)|| = 0, t € [0, t,4a], onde X é a solugao correspondente
do sistema de controle (4.58)—(4.59).

20Veja, por exemplo, [99], [108], [23], [53], [110, Capitulos 3, 5, 13 e 14], [39] .
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Temos que

[Hy, Hy) = 2H{,, [Hi, Hs) = H3i,  [Hy, Hy] = —Hj,,
[H1, Hs] = H3j,  [Hi, He| = —Hy,,
[Hs, Hi] = 2HYy, [Hs, Hs| = Hjj,  [Hs, He| = —Hgs,
[Hs, Hg] = 2H,.

Portanto, o sistema de controle (4.60) é 4-controlavel (p =4) com

Fl = Hla Fz = H27 F:s = H37 F4 = Hs.

Em particular, (4.60) é regular, ou seja, T-regular para todo 7" > 0. Desse modo, podemos
aplicar o Teorema 4.23 para resolver o problema de planejamento periédico de trajetorias

para o sistema de controle (4.60).

Especificamos o periodo como 7" = 40 e, como estado objetivo X, escolhemos a

matriz correspondente & porta légica quantica C-NOT (Controlled-NOT)

e SU(4),

o O O =
o O = O
_ o O O

que é uma das portas universais e possui grande importancia na teoria de computacao
quantica e informacao quantica. Mais precisamente, do mesmo modo que a porta logica
classica NAND é universal, isto é, qualquer operacao em bits cldssicos pode ser realizada
como uma composi¢ao de portas NAND, a porta légica quantica C-NOT, juntamente com
as portas um qubit (single qubit gate), forma um conjunto universal, ou seja, qualquer
operacao unitaria em qubits pode ser implementada a partir de portas C-NO'T e portas

um qubit. Para maiores detalhes, veja [81], [54].

Decorre da Observagao 4.21 que
G ={-4,0,4}, d=0.

Temos também que

V(Xa) = R(tr(X)) = 2 > 0.
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Como o sistema de controle (4.60) é 4-controlavel, o Teorema 4.23 implica que, para
quaisquer “ganhos de realimentagao” f7 > 0, as seguintes entradas continuas

ug(t) = ul(t) —vp(t) = up(t) — FAV(XT () H X, (1)), parat € Ry, 1<k <6, (4.61)

rwa

obtidas por integragao numeérica, asseguram que

tlim (Xrwa(t) — X, (1)) =0, (4.62)
onde a trajetéria de referéncia X, é dada por (4.35) e uj, por (4.32) com 7, = T'/p = 10
(veja(4.31)), ou seja,

sin(27t/10)cy, para €40 <t < 40 + 10,
L) sin(27t/10)c;, para £40 + 10 < ¢ < £40 + 20,
u =
g sin(27t/10)c3,  para (40 + 20 < ¢ < £40 + 30,
( )

sin(27t/10)c;, para £40 430 <t < (¢ + 1)40,

(4.63)

paratodot € R, ¢ € Z, e cli, 1 < 75 < 4, sao os elementos correspondentes da matriz

C = (¢},) definida por

100000
010000
C = (4.64)
001000
000010
Relembre que X, ((T,) = X, (10¢) = X, para ¢ € Z (veja (4.36)).
Mostraremos agora os resultados de simulagao obtidos no intervalo [0, 7] = [0, 40]

com f, =1, 1 < k < 6. Utilizaremos a norma Euclidiana em M*. A Figura 4.1 exibe a
convergéncia de || X, — X,|| para zero. Percebemos que a norma do erro de rastreamento
¢é nao-crescente. Na Figura 4.2, apresentamos as funcoes uj, em (4.63) e as entradas uy
em (4.61), 1 < k <6. E facilmente visualizado que cada fungao uj, corresponde de fato a
uma modulagao de sin(27t/10) pelos pulsos de duracao 7, = 10 determinados pela matriz
C em (4.64). As “realimentacoes” v, = V(X HpX,(t)), 1 < k < 6, sdo mostradas
na Figura 4.3. Observe que as amplitudes de vy, v5, v5 sa0 muito menores do que as de
v1, U3, v4. Todos os resultados que comentamos até o momento sao referentes ao sistema de
controle (4.60)—(4.61). Vejamos agora os resultados obtidos para o sistema de controle que
precede a aproximacao da onda girante, isto é, o sistema (4.58)—(4.59), onde as entradas

(4.59) sao determinadas por (4.61) e (4.63). Na Figura 4.4, mostramos a norma do erro
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de rastreamento X — X, entre a trajetéria X de (4.58)—(4.59) e a trajetéria de referéncia
X,, e, na Figura 4.5, as entradas u,,u,,u,. Observamos que os valores assumidos por
| X — X, || ndo sdo satisfatérios. Assim, devemos encontrar uma maneira de diminuir a
amplitude e a taxa de variacao das entradas uj obtidas de modo que o erro X — X,
decorrente da aproximacao da onda girante seja relativamente pequeno. Isto é o que

descrevemos na seqiiéncia, inspirados em [48, Teorema 5.1].

Seja @ > 0 um numero real, ux: Ry — R como em (4.61) e X,,, a solu¢do correspon-

dente de (4.60). Defina as novas entradas u$: R, — R por
uf(t) = aug(at) = auj(at) — avg(at) £ u"(t) —vd(t), parat € Ry, 1<k <6.

Note que uj corresponde a uma mudanca na escala de tempo e na escala dos controles pelo
fator a. Observe, ainda, que (4.60), (4.61), (4.63) e (4.35) implicam que ug, O, 1 < k < 6,
sao limitadas em Ry, ou seja, existe 5 > 0 tal que |ug(t)] < G, |0(t)] < B, para todo
teR,, 1 <k<6. Além disso, se t # ¢40 + 510, para £ € N, 0 < j < 3, temos que

i (t)| < [(27/10) cos(27t/10) max{cy, . .., ct}| < (2n/10)| max{c}, ..., ci}| = Br.
Logo,

uis(t)| = alur(at)] < af, parat € Ry,
g (1)) = |oPig(at) — o?ix(at)| < o(Bx + 8), t# ((40+j10)/a, £€N, 0<j < 3.

Desse modo, para a > 0 suficientemente pequeno, a amplitude e a taxa de variagao
dos uf serao relativamente pequenas. Portanto, concluimos que quando o > 0 ¢ sufici-
entemente pequeno, espera-se que, ao menos em algum intervalo [0, ¢, onde t,,q > 0,
o erro resultante da aproximacao da onda girante seja relativamente pequeno, isto é,
| X(t) — X2, ()| = 0, t € [0, tywa), onde X* denota a solugdo do sistema de controle

(4.58)—(4.59) com u§ no lugar de uy e X<, . é a solucdo de (4.60) com as entradas ug.

Denotaremos as entradas resultantes em (4.59) por ug, ug, ug.
Considere a aplicagdo X2: Ry — SU(n) definida por

XMt) = X, (at), parateR,,

relembrando que X, é como em (4.35). E claro que X*(1000¢) = X, para £ € Z e que

X2 possui periodo T'/a, ou seja, X& é uma trajetéria de referéncia. Note também que
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X2 é a solucao do sistema de referéncia (4.5) com as fungoes uf" no lugar de uj,. Além

disso, é facil ver que a solucao X2, , de (4.60) com as entradas uy é dada por

X2 .= Xrwa(at), parateR,.

rwa

e que
v (1) = afV((X7.) (O HXY (1), parat € R,

rwa

De (4.62), obtemos entao que

lim (X2, (t) — X%(t)) = 0. (4.65)

rwa
t—o00

Logo, para a > 0 suficientemente pequeno, é esperado que, ao menos em algum intervalo
[c,d], onde 0 < ¢ < d, tenhamos || X(t) — X2(t)|| = 0, para todo t € [c,d].

No que se segue, apresentamos os resultados de simulagao obtidos com base na técnica

descrita acima. Especificamos o = 0,01 e f, = 1, 1 < k < 6. O intervalo de tempo

simulado foi [0, T'/a] = [0, 4000]. Na Figura 4.6, mostramos a convergéncia da norma do
erro de rastreamento X = — X para zero. Por definicao, X  — X< difere de X,,,, — X,
apenas por uma mudanca na escala de tempo pelo fator @« = 0,01 (compare com a

Figura 4.1). A Figura 4.7 apresenta a norma do erro de rastreamento X® — X%. Veja
a Figura 4.8 para maiores detalhes no intervalo [3750, 3775]. Observe que || X* — X% é

relativamente préxima de || X2, — X2 no intervalo [0, 4000] (veja a Figura 4.6) e que
| X*(1000¢) — X || < 0,025, para2</{<A4.

Através da comparacao entre os resultados da Figura 4.7 e os da Figura 4.4, concluimos
que a aproximacao da onda girante fornece de fato resultados razoaveis para uma boa
escolha de a. No entanto, devido a mudanca na escala de tempo pelo fator «, existe
a desvantagem de termos de aumentar o instante de tempo ¢ > 0 necessario para que
[ X(#") — Xool| satisfaca as especificagoes praticas. Os envelopes das entradas ug, uj, ug
que controlam o estado X sao mostrados na Figura 4.9. Maiores detalhes no intervalo
[1000, 1100] podem ser vistos na Figura 4.10. A norma do erro resultante da aproximacao
da onda girante X* — X ~¢é exibida na Figura 4.11, e em maiores detalhes no inter-
valo [1000, 1050] na Figura 4.12. Percebemos que || X*(t) — X&,.(¢)|| < 0,025, para todo
t € [0, 4000], e que || X*(1000¢) — X2, .(10000)|| < 0,005, para 2 < ¢ < 4. Por fim, as

funcoes ug” e as entradas uj sao apresentadas na Figura 4.13 e, na Figura 4.14, exibimos

as “realimentacoes” v® = V ((X2,,) Hx X2(t)). Relembramos que ug", ug, v estao relacio-
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nadas a uj, uy, vg, respectivamente, por uma mudanga na escala de tempo e na escala dos

controles pelo fator @ = 0,01 (compare com a Figura 4.2 e com a Figura 4.3).

Voltamos agora ao fato de o sistema (4.60) ser regular, ou seja, T-regular, para T' > 0.
Especificamos novamente 7' = 40. Com base na Observacao 4.3 (CJ(0) = BJ(0)), pacotes
de computacao simbdlica mostraram que se definirmos as funcgoes suaves uy: R — R em

(4.12) por
ny
up(t) = Zakg sin(27lt/40), parate R, 1<k <6, (4.66)
=1

onde ny > 3 e ay € R sao escolhidos de maneira aleatéria a partir da distribuigao uniforme

no intervalo [—a, a], com a > 0 “suficientemente grande”, entao é “muito provavel” que
dim(span{BJ(0), 1 <k <6, 0<j<6}) =15, (4.67)

ou scja, (4.13) é satisfeita, onde BJ é como em (4.14). Note que como uj em (4.66) é uma
fungdo periédica fmpar de periodo T = 40, temos que a solucio X! correspondente de
(4.5) com XT(0) = I também possui periodo T' = 40 (veja os argumentos utilizados na

Observacio 4.8). Definimos entdo a trajetéria de referéncia X, = X X, seguindo (4.15).

Quando (4.67) é atendida, o Teorema 4.23 estabelece que as entradas

ny

ur(t) = up(t) —ve(t) = Y aresin(2mlt /40) — f2V (X[, (0 H X, (), tE€Ry, 1<k <6,
=1
(4.68)
garantem que
limy oo vp () = limy oo f2V (X, () Hy X, (1)) =0, paral<k<m, (469)
4.69

lithOO(era(t) - Xr(t)) = 07

onde X, ¢ a solugao de (4.60) com as entradas (4.68). Note que, em (4.66), a e ny
determinam, num certo sentido, o “nivel de excitacao” das fungoes uj. Simulacoes com-
putacionais feitas indicaram que, com f, = 1, a taxa de convergéncia para zero do erro
de rastreamento X,,,, — X, torna-se mais elevada a medida que a e ny tornam-se maiores

(assumindo (4.67), ¢é claro).

Mostramos agora os resultados de simulagao obtidos no intervalo [0, 47 = [0, 160],

com fp =1,a=1,ns =3 e ay escolhidos como os elementos correspondentes da matriz
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A = (ay¢) dada por

—2.00 —-1.39 4.66

—-0.31 —1.54 092

—-4.69 —-0.31 1.75

—-2.79 0.77 4.09
2.19  0.60 —0.27

—-0.18 —4.44 —-1.38

|
I

Para estas especificagoes, verificamos que (4.67) é satisfeita. A Figura 4.15 exibe a conver-
géncia de || X,,o— X, || para zero. Percebemos que || X,.,o—X,|| ¢ uma fungao ndo-crescente.
Na Figura 4.16, apresentamos as funcoes uj, em (4.66) e as entradas u; em (4.68). As
“realimentacoes” vy = V(X HpX,(t)) sdo mostradas na Figura 4.17. Comprovamos que
as mesmas estdo de acordo com (4.69). Ao compararmos as Figuras 4.15 e 4.16 com
as Figuras 4.1 e 4.2 (caso 4-controlavel), respectivamente, observamos que, apesar de as
entradas obtidas na Figura 4.16 (correspondentes a (4.68) com X, dada por (4.15)) terem
mais energia do que as obtidas na Figura 4.2 (correspondentes a (4.61) com X, dada por
(4.35)), a convergéncia de || X,,. — X,|| na Figura 4.1 é, a grosso modo, mais rapida do

que na Figura 4.15.

25

151 N

X, = X @l

O | | t L | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t

Figura 4.1: Convergeéncia da norma do erro de rastreamento X, — X, para zero.
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Figura 4.2: Funcoes u), e entradas u;, 1 <k <6.
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Figura 4.3: “Realimentagoes” vy, = V (X, Hx X, (1)), 1 <k <6.
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Figura 4.4: Norma do erro de rastreamento X — X,.
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Figura 4.5: Entradas u,, u,, u..
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Figura 4.6: Convergéncia da norma do erro de rastreamento X¢, = — X para zero.
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Figura 4.7: Norma do erro de rastreamento X — X
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Figura 4.8: Norma do erro de rastreamento X — X% no intervalo [3750, 3775].
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Figura 4.11: Norma do erro de aproximacao X< — X%
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Figura 4.12: Norma do erro de aproximacao X — X% . no intervalo [1000, 1050].
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Figura 4.13: Funcoes ug" e entradas uy, 1 < k < 6.
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Figura 4.14: “Realimentagoes” v& = V((X2, ) TH  X%(1)), 1 < k <6.
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Figura 4.15: Convergéncia da norma do erro de rastreamento X,,, — X, para zero para
o caso regular.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Na presente pesquisa, estabelecemos condicoes geométricas para a triangularizacao
de sistemas nao-lineares com duas entradas (Parte I) e desenvolvemos uma estratégia de
controle que soluciona o problema de planejamento peridédico de trajetérias para sistemas

de controle sem arrasto que evoluem no grupo especial unitério SU(n) (Parte II).

Na seqiiéncia, enfatizaremos as contribuicoes desta tese em relacao a cada parte, co-
mentaremos alguns pontos especificos das mesmas, e recomendaremos certos assuntos a

serem investigados futuramente.

As contribuigoes referentes a Parte I sao:

1. O Teorema 3.10, que pode ser visto como uma generalizagao dos resultados de [76]

para sistemas sem arrasto;

2. O Corolario 3.12, que pode ser visto como uma generalizacao dos resultados de [68]

para sistemas sem arrasto;

3. O Teorema 3.17, que apresenta condigoes suficientes para que um sistema planar

com até cinco variaveis de estado (i.e. 2 < n < 5) seja triangularizado.

Relembramos que, conforme mostrado na Introducao deste trabalho, a forma triangu-
lar determinada pelo Teorema 3.10 e pelo Corolario 3.12 implica que, exceto por algumas
condicoes de regularidade, o sistema ¢ planar. Portanto, quando um sistema de controle
com duas entradas satisfaz as condi¢oes do Teorema 3.10 ou do Corolario 3.12, os proble-

mas de planejamento de trajetérias, rastreamento de trajetorias e rastreamento da saida
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planar podem, a menos de certas exigéncias de regularidade, serem tratados com base nas

propriedades de platitude diferencial.

Em [67], é mostrado que o satélite artificial com dois controles é planar quando o valor
de um parametro real a possui modulo unitario. Até onde é de conhecimento do autor,
saber se tal sistema é ou nao planar para outros valores de a ainda é um problema em
aberto. E claro que do ponto de vista pratico, ¢ desejavel que o satélite seja planar para
qualquer valor possivel de a. Apesar de nao termos incluido neste trabalho, constatamos
que o satélite com dois controles nao atende as condigoes do Teorema 3.10, para quaisquer
pontos do espaco de estados e para quaisquer valores de a. Mais precisamente, ¢é facilmente
verificado que, mesmo apds uma realimentagao endégena que considera o estado w; como
entrada, a regularidade exigida do flag derivado nao é satisfeita, para quaisquer valores
de a e para quaisquer pontos do espaco de estado. Logo, o referido sistema nao pode
ser descrito pela forma triangular do Teorema 3.10. Concluimos entao que a questao de
estabelecer se o satélite com dois controles é planar para |a| # 1 permanece em aberto, o

que reforca ainda mais a complexidade do problema.

Sugerimos as seguintes investigagoes futuras em relagao a Parte I:

1. Generalizacao do Teorema 3.10 para sistemas com muiltiplas entradas;

2. Generalizacao do Teorema 3.17 para n > 6 ou, ao menos, determinacao de um

contra-exemplo de triangularizagao com n > 6;

3. Verificagao da equivaléncia entre a forma triangular do Teorema 3.10 e a do Teo-
rema 3.17 (ap6s uma mudanca de coordenadas e uma realimentagao regular).
Acreditamos que um ponto de partida para abordar o primeiro assunto possa ser os

resultados de [85].
As contribuicoes em relacao a Parte II sao:
1. O Teorema 4.20, que ¢ um resultado de convergéncia de tipo-Lyapunov para o

sistema auxiliar (4.19)—(4.20);

2. O Algoritmo 4.22, que, juntamente com o Teorema 4.20, determina uma estratégia
de controle que soluciona o problema de planejamento periédico de trajetérias (veja
o Teorema 4.23).
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Os resultados razoaveis de simulagao obtidos com a aplicacao da técnica de controle
desenvolvida a um sistema quantico consistindo de duas particulas de spin-1/2, com o
objetivo de gerar a porta logica quantica C-NOT, a qual tem grande importancia na te-
oria de computacao quantica, podem, possivelmente, ser considerados como uma terceira
contribuicao referente a Parte II da presente pesquisa. Acrescentamos, ainda, que deter-
minamos entradas continuas para o referido sistema. Desse modo, evitamos, a principio,
as dificuldades praticas decorrentes da utilizacao de entradas constantes por partes, as

quais podem invalidar o modelo do sistema.

Observamos que, como o Teorema 4.20 apresenta uma regiao de convergéncia que é
local e nao global, é exigida a execugao offline do Algoritmo 4.22 para determinar as leis de
controle ux, = ux((T, X« ), X, t) que forgam o estado do sistema a seguir uma trajetoria de
referéncia de periodo 7' > 0 que passa pelo estado objetivo X, € SU(n). Caso a regiao de
convergéncia fosse global, o Algoritmo 4.22 passaria a ser desnecessario e encontrariamos
leis de controle realimentadas da forma u; = ug(X,t) que poderiam ser implementadas

em tempo real no sistema.

Além disso, até onde é de conhecimento do autor, a aproximacao da onda girante
nao possui um tratamento rigoroso do ponto de vista matematico, principalmente quando

existem vérias freqiiéncias envolvidas.

Recomendamos, entao, os seguintes assuntos de pesquisa futuros:

1. Determinacao de um resultado de convergéncia global para o sistema (4.19)—(4.20);

2. Formalizacao matematica da aproximagao da onda girante.



Apeéendice A

Resultados de Geometria Diferencial

Ao longo de todo este apendice, M é uma variedade suave de dimensao finita.
Teorema A.1. [6], [41], [55] Considere que U C M ¢ aberto. Sejam X,Y,Z € X(U),
a,f€C®U) eV CU um aberto. Entao:

1. O colchete de Lie € R-bilinear;

2. [ X,Y]=-[Y, X];

3. X, Y, Z)|+ [V, [Z, X]]+ [Z,[X,Y]] =0 (identidade de Jacobi);

4 XYV = X[V Y[V];

5. [aX,0Y] =af[X, Y]+ a(Lxp)Y — (Ly«a)BX.

Teorema A.2. [6] Seja U C M um aberto. A derivada exterior d: QU) — Q(U) possui
as sequintes propriedades:

1. d é uma aplicagio R-linear e d(Q"(U)) C Q" TH(U);

2. Se f € C>®(U), entio df € QYU) coincide com a diferencial de f;

3. 8e0eQ(U) eceQU), entao d(@ No) = (df) Ao+ (—1)"0 A (do);

4 dod=0;

5. SeV CU € aberto ew € QU), entdo (dw)|V = d(w|V).
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Proposicao A.3. [41], [55] Considere que U C M ¢é aberto. Sejam X, X, Xo € X(U),
w,wi,wy € QU), a, € C®(U), a,b € R. Entao:

1.
2.
3.
/.

5.

Lax,+bx0)w = aLlx,w + bLx,w;

Lx(awy 4+ bwy) = aLxw; + bLx,w;

Loxfw = af(Lxw) + (w, X)pBda + aLx3)w;
Lxda =d(Lxa);

Se V. .C U ¢ aberto, entao Lxy(a|V) = (Lxa)|V.

Demonstracao. Conseqiiéncia imediata do Teorema A.2, do Teorema 2.8 e do Teo-
rema 2.10. O

Proposicao A.4. Sejam A, A', A? distribuicoes em U, onde U C M € aberto e A? C AL,
Considere que V, W sdao conjuntos abertos em M, com W C V C U. Entao:

5.

6.

7.

. (A|V), = A,, para todop € V;

Se A = spancoo(U){Xl, ..., X"}, entdo A, = spanR{X;, ..., XJ}, para todo p € U,
e AV = spancee iy { XV, ..., XTIV},

Se Ay = spang{X}, ..., X}, para todo p € V, onde X',..., X" € A sdo indepen-
dentes em V, entdo AV = spangee i/ { X'V, ..., X"V} e dim(A[V) = r;

(AWV)IW = AW,
A2 C A}, para todo p € U;
A%V C ANV,

Se A € involutiva, entao A|V € involutiva.

Demonstracao. Todas as afirmagoes acima, exceto pela terceira e iltima, seguem de ma-

neira trivial das defini¢des. Note que spance i/ {X1|V; ..., X,[V} C A[V. Os argumentos

necessarios para mostrar que AV C spangeey){X1|V; ..., X;.[V'} sdo semelhantes aos uti-

lizados na demonstracao do Proposicao A.9. A ultima afirmacao é uma conseqiiéncia

imediata do Teorema A.1l. O
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Proposicao A.5. Seja A uma distribuicao em U, onde U C M € aberto. Suponha que
p € U é um ponto reqular de A com dim(A,) = r. Entdo, existe uma vizinhanga aberta

V Cc U dep er campos de vetores X',..., X" € A independentes em V, tais que
A, = spcmR{qu, X0
para todo q € V.. Em particular, dim(A[V) =1 e

AV = spangoe i { X'V, ..., X"V}

Demonstracao. Sendo p € U é um ponto regular de A, existe, por definigao, uma
vizinhanga aberta V' C U de p tal que dim(A,) = r, para todo ¢ € V. Assim,
existem X',..., X" € A C X(U) tais que X},..., X, € T,M sao linearmente in-
dependentes e A, = spanR{Xg, - ,X;}. Sabemos que existe também uma carta lo-
cal ¢ = (z!,...,2") definida em uma vizinhanca aberta W C V C U de p. Como
X,,..., X} € T,(M) sao independentes ¢ B = {0/0x,,...,0/0x}} é uma base do espaco
vetorial real T,M, existem n — r vetores tangentes 0/ 83:’;T+1, . .,8/895’;” € B tais que
{X,,...,X},0/0x+, ... 0/0xr} é uma base de T,M. Temos que

X) =Y a"(q)d/0x],
j=1

para todo ¢ € W e todo 1 < i < r, onde a¥ € C®(W), pois X' € A C X(U). Para cada
q € W, considere a matriz quadrada A(q) = (a;;(¢)) € R™*™ definida por @;;(q) = a”(q),
para 1 <i <7, 1<j<mn,ea;(q) =0k parar+1<i<n,1<j<mn,onde d,; éo
delta de Kronecker, isto é, 0y,; = 1, para k; = j, e o,; = 0, para k; # j. Como a fungao
D: W — R definida por D(q) = det(A(q)), para todo ¢ € W, ¢é continua® com D(p) # 0,
concluimos que D(q) # 0, para todo ¢ € W (restringindo W se necessario). Desse modo,
{qu, o XD 8/83:’5”% o 8/895’;”} ¢ uma base de T, M, para todo ¢ € W. Em particular,
{X},...,X]} C A, sdo independentes, para todo ¢ € W. Mas, dim(A,) = r, para cada
g € W. Portanto, {X;, ..., X7} ¢ uma base de Ay, para todoge W CV CU. a

Definicao A.6. [59/, [41] Sejap € M e considere que R é um subespago vetorial de T,M.

Definimos o sequinte subespago vetorial de Ty M

R* ={w, € T;M | (wp, X,) =0, para todo X, € R},

Weja, por exemplo, [52, pag. 342].
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denominado de anulador de R. Suponha que S é um subespago vetorial de Ty M. Defini-

mos o sequinte subespaco de T, M
St ={X, e T,M | (wy, X,) =0, para todo w, € S},

denominado de anulador de S.
Pode-se mostrar que? (RT)t = R e (St)t = S. Além disso, se dim(M) = n e
dim(R) = r, entdo dim(R*+) = n — r. O mesmo resultado também ¢é védlido para S.

Proposicao A.7. [55] Considere que U é um aberto em M com a topologia de subespaco.
Seja F' um conjunto fechado em U e V' um conjunto aberto em U com F C V. Entao,
existe o0 € C*(U) tal que:

1. 0 <o(p) <1, para todo p € U;

2. o(p) =1, para todo p € F;

3. suppo 2 {peU]|a(p)#0} CV, onde o fecho é tomado em relagio a U.

Proposicao A.8. Seja A uma distribuicao em U e considere que p € U € um ponto
regular de A, onde U C M ¢€ aberto, dim(M) = n e dim(A,) = r. Entdo, p € um ponto
reqular de A+ com dim((A'),) = n—r. Além disso, existe uma vizinhanga aberta V.C U

de p tal que, para todo q € V,

(Aq)J— = (AJ_)qa
((AL)L)CI = Ay

Demonstracao. Pela Proposicao A.5, existe uma vizinhanca aberta V' C U de p e r campos

de vetores X!, ..., X" € A independentes em V, tais que
A, = spang{X,,..., X!}, (A.1)

para todo ¢ € V. E facil ver a partir da demonstracao da Proposicao A.5 que existem
X X" e X(W) tais que {X],..., X7, X7t .., X!} é uma base de T,M, para
todo ¢ € W, onde W C V C U é uma vizinhanca aberta de p. Sejam w!,...,w" € QY(W)

2Veja, por exemplo, [59].
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as (tinicas) 1-formas que sao o dual de X!, ... X" em todos os pontos de W C U, isto é,
(wi, X]) = bij, para todo 1 <4, j < n e todo ¢ € W. Portanto, decorre de (A.1) que

(A" = spang{w;™, ..., wp}, (A.2)

para todoge W C U.

Para cada 7 + 1 <4 < n, podemos estender a 1-forma w® € Q'(W) para uma 1-forma
w' € QY(U) de maneira que @' € At e w'(q) = wi(q), para todo ¢ € W (restringindo
W se necessario). De fato®, temos que w; = >°7 | b7 (q)da), para todo 1 < i < n e
cada ¢ € W, onde b7 € C®(W) e ¢ = (x',...,2") é uma carta local definida em W
(restringindo W se necessario). Sabemos que existe um conjunto compacto F' em U e
um conjunto aberto Wem U que satisfazem p € WCcFcCcWCc U, onde a topologia
de U é a topologia de subespago. A Proposigdo A.7 implica entao que existe o € C*(U)
tal que o(q) = 1, para todo ¢ € F, e suppo C W. Seja 1 < i < n. Definimos
wi £ o(q)wl = o(q) > i1 b (q)dxl € T M, para cada ¢ € W, e @, = 0 € T, M, para
cada g € (U —supp o). Note que w, = 0, para todo ¢ € WN (U —supp o) = W —supp o.
Portanto, o vetor cotangente w, € TyM estd bem definido, para cada ¢ € U. Como
U—- (W —supp o) = (U— W) Usupp o, temos que W — supp ¢ é um aberto em U.
Portanto, @' € Q'(U). Observe que, por construgao, @' € At e W), = wi, para todo
qEWCFCWCUecadar—I—lgign.

Agora, seja ¢ € W e considere que w, € (A*),. Como {w],...,w!} é uma base de
T;M e X ..., X" €A, segue que w, = Z?:TH cng, onde ¢/ € R. Assim, obtemos de
(A.2) que (Ah), = (Ag)*+ = spang{w;™",... @'}, para todo ¢ € W. Logo, p € U é um
ponto regular de At com dim((A1),) = n—r. Aplicando argumentos andlogos aos acima

a codistribuicao A*, concluimos que existe uma vizinhanca aberta V CW de p tal que,
para todo g € V, (A1), = (A1), = (A,)1)* = A, 0

Proposicao A.9. Considere que A € uma distribuicao em U, onde U C M € aberto.
Seja V-C U um aberto tal que, para todo p € V', p € um ponto reqular de A. Suponha que
wl .. w" e At C QYU) sao independentes em V e que uma das sequintes condicoes

equivalentes € satisfeita:

1. Para todo p € V, (A%), = spang{w,, ..., wi},

30s argumentos aqui apresentados para provar a existéncia da referida extensio estdo baseados em
[55, demonstracao do Lema 4.5].



Resultados de Geometria Diferencial 143

2. Para todo p € V, (Ap)* = spang{w), ... wi}.
Entao,

(AV)E = (AH)|V = spancoo(v){wl\v, LWV

Demonstracao. Note que as duas condicoes sao equivalentes pela Proposicao A.8. E facil
ver que AV C (A|V)*, para qualquer conjunto aberto V. C U. Agora, considere
que V C U é um aberto tal que, para todo p € V', p é um ponto regular de A. Pela
Proposigao A.4, temos que (A|V), = A,, para cada p € V. Desse modo, todo p € V ¢
também um ponto regular de A|V. Seja w € (A|V)*. A Proposi¢ao A.8 implica que

wp € (AIV))y = (AIV),) " = (Ap)" = (A%),,

para todo p € V.. Logo, w, = > 7, b'(p)w}, onde b'(p) € R, para todo p € V.

Com base em argumentos semelhantes aos utilizados na demonstragao da Proposi-
cao A.5, vamos mostrar agora que b* € C*(V), para 1 < i < r. Seja p € V. Existe entdo
uma carta local ¢ = (z!,...,2") definida em uma vizinhanga aberta W C V C U de
p. Mas, por hipotese, wzl), ...,wp € TyM sao linearmente independentes. Além do mais,
B = {d:pzl), e ,dxg} ¢ uma base do espago vetorial T7M. Portanto, existem n — r vetores
cotangentes dx’;TH, . .,dx’;” € B tais que {w;, . ,w;,d:c’;”l, . .,dx’;”} ¢ uma base de

TyM. Temos que

wé = Z aij(q)dxé,

! ) (A.3)
Wy = Z cj(q)dxg = Z bi(q)wé,

=1 i=1

paratodog € W CV C Uetodo1 <i <7 ondea”, cd € C®(W), poisw’ € At C Q(U)
ew € (A|V)+ c QY(V). Para g € W, considere a matriz quadrada A(q) = (a;;(q)) € R™"
definida por @;;(q) = a"(q), paral < i <r,1 < j <mn, ea;(q) = o, parar+1 < i <n,
1 < j < n, onde d,; ¢ o delta de Kronecker, ou seja, d5,; = 1, para k; = j, e d,; = 0, para
k; # j. Temos que a funcao D: W — R definida por D(q) = det(A(q)), para todo ¢ € W,
é continua* com D(p) # 0. Logo, a matriz inversa A(q)~! de A(q) existe para todo ¢ € W
(restringindo W se necessério). E facil ver a partir de (A.3) que A(q)'b(q) = ¢(q), para
cada ¢ € W, onde b(q) = (b*(q),...,b"(q),0,...,0) € R", ¢(q) = (c*(q),...,c"(q)) € R™.

4Veja, por exemplo, [52, pag. 342].



Resultados de Geometria Diferencial 144

Como a aplicagao L: W — R™" definida por L(q) = (A(q)’)~!, para todo ¢ € W, é suave®
e b(q) = (A(q)")'c(q), para ¢ € W, concluimos que b'|W € C®(W), para 1 < i < r.
Portanto, b* € C>®(V), para cada 1 < i < 7.

Temos entao que w € A*|V, pois b' € C®(V) e w' € A+, para 1 < i < r. Desse
modo, (A|V)t = (A1)|V. Aplicando uma vez mais a Proposicao A.4, obtemos que
(AV)E = (AL)|V:spancoo(v){w1|V,...,wr\V}. O

Proposicao A.10. Assuma que A € uma distribuicao em U e que p € um ponto reqular

de A, onde U C M € aberto. Entao, existe uma vizinhanca aberta V C U de p tal que
(A[V)* =AMV

Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao A.8, a versao dual da Proposicao A.5 para

codistribuigbes e a Proposigao A.9. O
Note que a relagao A C (A*)L é sempre verdadeira. A proposigao a seguir apresenta

condicoes que asseguram a igualdade.

Proposicao A.11. Seja A = spangeo{ X", ..., X"} C X(U) uma distribuicio em U tal

que X1, ..., X" sdo independentes em U, onde U C M ¢é aberto. Entao,

(AN = AL

Demonstracao. A Proposi¢ao A.8 e argumentos similares aos utilizados na prova da Pro-
posi¢ao A.9 implicam que (A1) C A. O]
O proéximo resultado, apesar de intuitivo, parece nao ser tao evidente assim.

Proposicao A.12. Sejam Ay, Ao, Az distribuicoes em U tais que Ao, Az C Ay, onde
U C M € aberto. Suponha que V C U é aberto. Entao,

Demonstragao. Segue das definigdes que (Ay + Ag)|V = Aq|V 4+ As|V. Considere as
distribuigoes H = Ay + [Ag, As] ¢ H = AV + [Ag]V, Ag|V]. Temos que mostrar que

®Veja, por exemplo, [52, pag. 344].
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HIV = H. Seja X = Zf 14;(X;|V) € H|V, onde a; € C*(V) e X; € H. Assim,
X; = Zj 0 (Y + [V, Y3]), onde by € C(U), Vi € Ay, Y5 € Ay, Y3 € Ag, para cafiva
1 <i<k. Pelo Teorema A.1, temos que X;|V = Zle by |V (YIV + [Y3|V, Y;?|V])

para todo 1 < i < k. Logo, X € H. Agora, seja X = 3% a;(Y;' + [V2, Y3]) € H, com q;
em C®(V), V' € AV, Y2 € Ay|V, Y € Ag|V. Temos entio que Y7 = Zggl bije(Zij|V),

onde b;jp € C*(V), Zjjo € A; C Ay, paral <i <k, 1<j <3. Aplicando o Teorema A.1,

Y2 Y3 = sz% Z2Z|V sz3m zBm‘V

sz k"zS
= Z Z Citm(Zioe|V') + diom(Zism|V') + €iom([Zioe, Zism]|V) € H|V,

/=1 m=1

onde Cipm, diem, €sum € C°(V), para 1 < i < k. Portanto, X € H|V. O



Apeéendice B

Formalizacao dos Conceitos de
Campo de Vetores Parametrizado e

de Campo de Vetores Aumentado

Suponha que M é uma variedade suave de dimensao finita. Sejam f, g1, g0 € X(U),
onde U C M é aberto. Definimos F: R? — X(U) por

F, = f + giui + goup,  para todo u = (uy, up) € R2.

Em outras palavras, F' é um campo de vetores suave em U parametrizado por u € R% De-
nominamos F' de campo de vetores parametrizado em relacao a tripla ordenada (f, g1, g2).

Isto sera denotado por F' = (f, g1, 92).

Assuma que ¢ ¢é uma carta local de M definida em um aberto V' C U. Temos que a

expressao de F, na carta local p = (z!,...,2") é dada por
Fu(z) = f(z) + g1(@)ur + ga(@)us,

ou seja,
&= f(z) + g1(x)ur + g2(2)us,

para todo u = (u1,uz) € R?, onde f(z), g1(x), g2(z) sdo as expressoes de f, g1, go na carta

local ¢ = (x!,..., 2"), respectivamente.

Considere entao a variedade produto R x M, com R munido da estrutura usual de
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variedade suave. Por abuso de notacao, denotamos por t a carta global canonica de R
(funcao identidade). Sejam 7': R x M — R e 7% R x M — M as projegoes canonicas
definidas por 7l(¢,p) =t e ©%(t,p) = p, para todo (t,p) € R x M, respectivamente. Para
cada (t,p) € R x M, considere a aplicagao canonica jipy: Tiep) (R x M) — TR x T,M
definida por jip) (Xp) = (1 (Xep), 72 (X)), para todo Xy € T (R x M), onde
7! e 72 sdo as aplicagoes tangentes de 7! e 72 em (¢, p), respectivamente. E um resultado
bem conhecido! em geometria diferencial que Jtp) € um isomorfismo sobrejetivo, para

cada (t,p) € R x M. Definimos
Fy(t.p) = jip(d/dt], Fu(p)) € Tiep) (R x M),

para todo (t,p) € R x U, u € R?, onde d/dt é o campo de vetores suave usual em R, isto
é, d/dt|;(«) é a derivada da fungao suave o no ponto ¢t € R, onde « estd definida em uma

vizinhanca aberta de t € R. E evidente que

Fy(t,p) = [t p) + g7(t, p)ur + g5 (¢, p)ua,

onde

fe(t.p) = Jp(d/dtls, f(p)),

gt (t,p) = Jip (0, 91(p)), (B.1)

95(t,0) = Gz ) (0, 92(p)),
para todo (t,p) € R x U, u = (ui,us) € R? ou seja, F* = f* + g%u; + gSus, para
u = (uy,uz) € R% Além disso, dado u = (uy, us) € R?, é facil verificar que

T (FL(tp)) = Fulp) = f(p) + 91(p)ur + g2(p)us,

fe(t,p) = f(p),
(t,p)) = g1(p),
(t,p)) = 92(p),

2
el (B.2)
72 (g%

72 (95

Weja, por exemplo, [55, pag. 78], [127, pag. 52].
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para todo (t,p) € R x U, isto é,
F, = WE(FS),

f=mf),

(B.3)
g1 = m2(g7),
g2 = m2(95).
Agora, seja o = (x',...,z") uma carta local de M definida em um aberto V C U.

Considere que f(z), g1(z), g2(z), F.(x) s@o as expressoes de f, g1, go, I, na carta local ¢,

respectivamente, para cada u € R2. E imediato ver que, na carta local (t,) de R x M,

fa(t,l’) = (1’ f(l'))’
91(t,z) = (0, g1(x)),
g5 (t, ) = (0, ga()), (B.4)
Fg(ta l‘) = (17 Fu(x>> = (17 f(.’L') + gl(x)ul + 92(x>u2)
= fa(tv x) + g?(ta x)ul + gg(ta l‘)UQ,
ou seja,
i=1
&= f(z) + gi(x)ur + ga()us,
para todo u = (uy,us) € R?. Portanto, f% ¢¢,95 € X(R x U) e F* € X(R x U), para
todo u € R? como era de se esperar. Assim, F% R?> — X(R x U). Denominamos
F® de campo de vetores aumentado em relacdo a F' = (f, g1, g2). Devido a (B.1), isto
serd denotado por F* = (f% g%, ¢5). Observamos que (B.3) é o mesmo que dizer que

Fo, % g% g3 € X(R x U) sao m*relacionados com F,, f, g1, g2 € X(U), respectivamente,

para cada u = (u, uz) € R%

Por fim, seja ¢ = (y',...,y") uma carta local de M definida em uma vizinhanga
aberta W C U e u = (uy, up) € R?. Se a expressdao de F na carta local (¢,9) de R x M
¢é dada por

Fi(t,y) = (1, f(y) + 91 (y)ua + Go(y)u2),

ou seja,
t=1
9= f(y) +Gi(y)u + Goly)ue,
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entao ¢ claro que a expressao de F, na carta local ¢ = (y',...,4") de M é dada por

Fu(y) = F(u) + 51 (0)ws + Go(y)uz = f(y) + g1(y)ur + g2(y)ua, (B.5)
ou seja,

v =fy) +nu + g2(y)uz,

onde f(y),91(vy), g2(y) sdo as expressoes de f, g1, g2 na carta local ¥, respectivamente.

Temos, ainda, o seguinte resultado.

Proposicao B.1. Sejam X1, Xy € X(U), onde U C M € aberto. Considere a variedade
produto R x M e a projecao canénica 72: R x M — M. Defina os campos de vetores
suaves X{, X3 € X(R x U) por X{(t,p) = j;,,(0, X1(p)), X5(t,p) = j;},)(0, Xa(p)), para
todo (t,p) € R x U, respectivamente, onde a aplicac@o jup): Tt py(R x M) — TR x T,M

¢ o isomorfismo sobrejetivo canonico. Defina, para cada k € N, as sequintes distribuicoes

Go = SpanC‘X’(U){Xla Xo}, G§ = SPa”cw(RxU){Xfa X3},
GkJrl = Gk —+ [Gk,Gk] D Gk, GZ_H = G% -+ [GZ,G%] D) G%

Entao, m2|G¢(t,p) € uma aplicagao linear injetiva e

m2(Gi(t, p)) = G(p),

para cada k € N, (t,p) € RxU. Em particular, dim(G4(t,p)) = dim(Gk(p)), para k € N,
(t,p) € R x U. Além disso,

(dr', X ep) = X (7)) =0,
para todo k € N, X* € G%, (t,p) e R x U, onde m': R x M — R € a proje¢io canonica.

Demonstracao. Este resultado sera provado por inducao sobre k € N. Defina, para k € N,

BO = {X17X2}7 Bg = {X?7Xg}7
k
By ={X € X(U) | X = [13,Ya], onde ¥1,Y3 € | | B;},
7=0
k
By, = {X" € X(Rx U) | X* = [¥{", Y], onde Y}, Y5 € | ] BI}.
7=0



Formalizacao dos Conceitos de Campo de Vetores Parametrizado e de Campo de Vetores
Aumentado 150

Como X = m(X{), Xp = m(X3), ou seja, Xi(p) = 72(X{(t,p)), Xa(p) = m2(X5(t,p)),
para (t,p) € R x U (veja (B.1)-(B.3)), é claro que 72(B%) = By e m2(G4(t,p)) = Go(p),
para todo (¢,p) € R x U. Seja (t,p) € R x U. Suponha entao que (hipétese de indugao)

m2(B}) = B;,
72(GS(t,p)) = Gi(p), paracada0<i< k.

Primeiramente, vamos mostrar que n2(B{ ;) = Byy1. Seja X € Bj11. Por definigao,
temos que X = [Y7,Y5], onde Y1,Y; € U?:o Bj. Mas, Yy = 72(Z{), Yo = 7(Z%), onde
zy, 73 € \Us_y BS. Como?

X =V, Yy = [r3(27), mi(23)] = m([21, Z3))

e [Z},Z4] € Bi,,, obtemos que X € 7Z(Bf,,). Portanto, By C n2(Byf, ). Agora, scja

X € m2(By,,). Assim, X = 72(X“), onde X* = [Z{,ZS] € By, ,, com Z{,Z§ € U?:o By.

Mas, 72(Z¢), 72(25) € Uj;:o Bje X = n3(X) = n2([2¢, Z5]) = [72(Z%), 72(Z8)] € Bja.

Desse modo, 72(Bj, ;) C By+1. Logo, m2(Bg,,) = Bj1.

Decorre da Proposigao 3.5 (veja a Defini¢ao 3.3) e da Proposi¢ao A.4 que, dado ¢ € N,

Goy1(p) = Go(p) + spang (Bri1lp),

41 (t,p) = Gg(t,p) + SpaHR(Bngﬂ(t,p))'

(B.6)

Portanto,

Gri1(p) = Go(p) + spang (B lp) = 72(G§(t, p)) + spang (72(Biy 1))
= 1 (G§(t, p)) + 7 (spang (Biylitp)))
= m2(G§(t, p) + spang (B 1] 1))
= 72(Giya (1, p))-

Seja m': Rx M — R a projecao canonica. Da definicao de colchete de Lie, ¢ facil ver que
se Y, Z% € X(R x U) sdo tais que Y (1') = Z{, ,(7') = 0, entdo [Y*, Z . (7') = 0,
para (t,p) € RxU. Observe que X&(t,p)(m!) = X$(t,p)(n!) = 0, para (t,p) € RxU (veja

(B.1) e (B.4)). Assim, é imediato provar por inducao sobre k € N que Y

(t7p)(7rl) = 0, para

2Para a validade desta tltima igualdade, isto é, a comutatividade, veja, por exemplo, [6, Teorema 7.9
do Capitulo 4].
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Y* e By, (t,p) € Rx U, k € N. Em particular, concluimos de (B.6) que (dn',Y ), =
Vi) =0,paraY? € G, (t,p) eERx U, keN.

(t,p

Resta-nos mostrar que 72|G4(¢,p) é injetiva, para (t,p) € R x U, k € N. Para isto,
sejam (¢,p) € Rx U, k € N, Y ) € Gi(t,p) e considere que ¢ = (x',...,2") é uma carta
local de M definida em uma vizinhanga aberta V' C U de p. Suponha que 72(Y¢

= 0.
* (typ))
Desse modo, Y} (" o (R x V)) = Wf(Y(‘j’p))(xz) =0, para 1 <i < n. Logo, Y, =0,

(tp (¢,

pois Y(‘j’p)(wl) = 0. O



Apéndice C

Demonstracoes de Alguns

Resultados Conhecidos da Teoria de

Controle Geométrica

Proposicao C.1. Sejam X1, Xo, X1, X € X(U), onde U C M ¢ aberto. Suponha que

)?1 = (11 X1 + B2 Xo,
)A(Q = Po1 Xy + (22 X5,

onde B;; € C(U), para cada 1 < i,j <2, e a matriz quadrada B(p) = (3ij(p)) € R**? €
invertivel, para todo p € U. Seja (F}y) o flag de Lie e (Gy) o flag derivado da distribui¢ao

A = spance iy { X1, X2} Do mesmo modo, seja (ﬁk) o flag de Lie e (@k) o flag derivado

da distribuicao A = spancoo(U){)?l, )?2} Entao,

ou seja, Fy = F\k e G = @k, para todo k € N.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre k£ € N. E evidente que F\o C Fp, pois

[/7’\0 =Ae Fy = A. Temos que

([ Bulp) Bua(p) L
ble) = < Bar(p)  Pa2(p) )  FO)

_ < Y11(p) M2(p) )
’721(2?) 722(27) 7
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para todo p € U, onde v;;(p) € R, para cada 1 < i,j < 2. Mas, a aplicagdo v: U — R**?
definida por y(p) = B(p)~!, para todo p € U, é suave'. Em partlcular i € C>®(U), para
1 < 1,5 < 2. Considere entao X, = *ynXl + 712X2, X, = fylel + ’ygng € X(U). Como
)/(\'1 = X1 + P12 X5 e )/(\'2 = (21 X1 + [22X5, segue da definicao de v que )?1 =X e
)?2 X,. Portanto, Fy C ﬁo Logo, Fy = FO e Gg = GO. Assuma agora que Fj, = ﬁk e
G = G’k E imediato da Definicao 3.3 que Fpiq = Fk+1 e Gpy1 = ék:+1~ ]

C.1 Prova da Proposicao 3.4

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre k£ € N. Vamos primeiro mostrar por
inducao sobre k € N que U?:o A; C Fi. Em particular, Spancoo(U)(U?:O A;) C Fj, para
k € N. E evidente que 49 C Fy = A. Suponha que Uf oA; C Fji. Obtemos entao a
partir das defini¢coes de Fj 1 e de Ap,q que UkJrl Aj C Fiia.

Observe que Fy = spange ;) (Ap). Considere entao que (hipétese de indugio)
k
F, = spancoo(U)(U Aj).
=0
Seja X = Wi + [Wa, Ws] € Fyyq, onde Wi, W, € Fy,, W5 € Fy. Temos que
k

= Zﬁgn € Fk = Span(U A]))

(=1 §=0

W3 =vX1 +6Xo,

onde f,7v,0 € C*(U), Yy € U?:o A;. O Teorema A.1 implica que

(W, W3] = Z Y0, v X0+ 6Xo] = = Y [vXy, BYi] + [0Xs, BY]
/=1

MS T

ar X1+ beXo + Yo + do[ X1, Ye] + e[ X0, Y,

~
I

1

Weja, por exemplo, [52, pag. 344].
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onde ay, by, g, dg, 60 € C°(U). Como

k+1
X1, X5 € A() C U Aj,
§=0
k k41
Wy € F, = spancoo(U)(U Aj) C spancoo(U)(U A)),
§=0 §=0
k+1
Y € U Aj C U Aj,
k+1

X1, Ye), [Xs,Ye] € U Ay,

obtemos que X € Spalceo (7 (Ufié A;). Portanto, Fj4q C spancoo(U)(U?ié A;) e, assim,
Flp1 = spance (UkH Aj).

Acabamos de mostrar que Fj, = spancoo(U)(U?:O A;), para todo k € N. E evidente que
Fiy1 = F}, + spange ;) (Ag+1), para cada k € N, O

C.2 Prova da Proposicao 3.5

Demonstracao. Provaremos este resultado por inducao sobre £ € N. Primeiramente,
observamos que By, ..., By C G, k € N. Em particular, Go + spance () (Bi+1) C Grya,
para k € N, pois Go = A = spanc«,(Bo). De fato, ¢ claro que By C Gy. Assuma que
By, ..., By C Gg. Segue entao das definicoes de G 1 e de Bry1 que By, ..., Bri1 C Giig.

Note que Gy = spange ;) (Bo) = Go + spange(y)(Bo) € Bri1 C By, para k € N.

Considere entao que (hipétese de indugao)
Gk = GQ + Spancoo(U)(Bk).

Seja X=W;+ [WQ, Wg] € Gk+1, onde Wl, WQ, W3 € Gy. Assim,

Wi = Zz -+ ZBMY;E c Gk = Go —+ spancoo(U)(Bk),
/=1

para 2 < i < 3, onde Gy € C*(U), Z; € Gy, Yy € By C Gy. Utilizando o Teorema A.1,
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obtemos que

T2 3
(Wa, W3] = [Za+ > BaYor, Zs+ Y BsmYam)
=1 m=1

T2 T3

= [Zs, Zs] + 2[22, B3mYam] + Z[ﬁ%Y%, Zs| + Z Z[ﬁ%yy, B3m Yam)
—1

m=1 (=1 m=1

T3 T2
=22, Zs] + Y anYam + bl Za, Yam] + > co¥au + do[Yar, Zs]
m=1 (=1
T2 T3

+ Z Z eﬁm)/% + fEmYESm + Gem [Yéﬁa Yém]a
/=1 m=1
onde Gy, by, o, dgy €4y fom, gom € C°(U), € que

[Za, Z3] € G + spance 7y (B1) C Go + spancss gy (Br+1),
[Z2, Yam], [Yar, Z3] € Go + spancoo(U)(BkH).

Como

Wi, Yo, Yan € G = Go + spange i) (Br) C Go + spanges iy (Br+1),
[Yar, Yam] € Bry1 C Go + spangee ) (Br+1),

conclufmos que X € Go + spancso gy (Br11). Logo, Gir1 C Go + spange i) (Bi+1) €, dessa
maneira, Gy11 = Go + spanceey (Bry1)-

Acabamos de mostrar que Gy = Go + spancoo(U)(Bk), para k € N. Como Gy C G}, e
Gotspance ) (Br) C Gotspance i) (Bi+1), ¢ imediato que Gy = Gr+spance ) (Br+1),
para cada k € N. O

C.3 Prova do Teorema 3.7

Parte da demonstracao do Teorema 3.7 estda baseada no lema dado abaixo.

Lema C.2. Sejam X', X? € X(U), onde U C M € aberto e dim(M) = n > 2. Considere
que o € uma carta local de M definida em U. Assuma que as expressoes de X' e X? na

carta local o = (21, ...,2") sao dadas, respectivamente, por:
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para n = 2,

e, paran > 3,

X'(2) = (4 2%,...,2"71,0,1),
X?*(z) = (0,0,...,0,1,0)

(note que X* = 0/02""'). Seja (Fy) o flag de Lie e (Gy,) o flag derivado da distribui¢ao
A= spancoo(U){Xl,Xg}. Entao, para cada 0 < k < n — 2, temos que

F, =G, = spancoo(U){Xl, 0/02""1 0/02"72,...,0/0z"" k).

Em particular, Fy, Gy possuem dimensao constante com dim(Fy) = dim(Gy) = 2+k, para
0<k<n-—2. Além disso,

(F)* = (G)F = spanpee g {dz' — 22d2",d2* — 23d2", ... dz" "2k — 71k aeny,
()

(Fn—2)l = (Gn—2)l = {O}a

para 0 < k <n—3.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar por inducao sobre 0 < k < n — 2 que
Gy = spancoo(U){Xl, 0/02""1,0/02"72,...,0/0" k). (C.1)

Como X? = 0/9z""", é imediato que Gy = spange(n{X "', 9/02"""}. Suponha entao que

(hipdtese de indugao)
Gy = spance i {X',0/02"71,0/02"72,...,0/0""7F},

onde 0 < k <mn—3comn > 3. Defina H =G + Spancoo(U){a/az"**(k“)}. Assim,

basta demonstrarmos que G.1 = H. Por hipotese,

X1(2) = (% 2,...,2"710,1).
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E facil ver que?
[0/02"77, X' =0/02""""7 € F; C Gy, paratodol1<j<n-—2. (C.2)
Em particular, /02" '~*+) = 9/02"27% € G},1. Logo, H C Gy, pois Gy C Gir.
Agora, seja Y =Y + [Y2 V3] € Gjy1, onde Y € Gy, para 1 < ¢ < 3. Temos que
k+1
Y'=a'X'"+) $90/02"7,
j=1

onde o', 39 € C>*(U), para 1 < i < 3. Decorre entao do Teorema A.1 e de (C.2) que

k+1 kt1
V2 Y% = [ X'+) BY0/0" a? X+ 3%0/02" ]
j=1 j=1
k+1 k+1
=M\X'+) 0/02" 7 + ) §0/0:"7 € H,
j=1 j=1

onde \,47,07 € C*(U). Como Y; € Gy C H, temos que Y € H. Desse modo, Gy C H.

Relembramos que F, C Gy, para 0 < k < n — 2, com Fy = Gy. Por outro lado, é
imediato de (C.1) e (C.2) que Gy C Fj, para 0 < k < n — 2. Portanto, F}, = Gy, para
cada 0 <k <n-—2.

Por fim, (C.1) e a Proposi¢ao A.4 implicam que dim(Gy) =2+ k, para 0 < k <n—2.

Assim, a Proposicao A.9 fornece que
(Gp)*F = spancoo(U){dzl — 22" dR? — Bden L de TR - TR e

para 0 < k <n — 3, e a Proposi¢ao A.8 que (G,_»)* = {0}.

O

Demonstragdo do Teorema 3.7. Mostraremos que (1 = 2 = 3 = 4 = 1), supondo
quen > 3. Em [76], é¢ demonstrado que (1 = 2). O fato de que (2 = 3) é uma conseqiiéncia

imediata da Forma Normal de Goursat do Teorema 2.27. Veremos agora que (3 = 4).

Assuma que 3 é verdade. De acordo com as versoes duais da Proposi¢ao A.4 e da

2Veja também [105, Lema 11.8].
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Proposicao A.10 para codistribuicoes, temos que
(AV)E = AV = spancoo(‘;){dy2 —yidyt, .. dy"T —ytdy'Y, (C.3)

restringindo V se necessério. Seja F' = (0,g1,92) o campo de vetores parametrizado
associado ao sistema (3.5) com f = 0, isto é, F,, = giu; + gous € X(U), para todo

u = (uy,us) € R% Temos que

{dy', G1)q + us(dy', 92)q>
1{dy", g1)q + ua(dy", ga)q,

<o
S —
—~
) )
~— ~—
(I
~
Qo
NS~
3 \.b—l
S
~
Q _
[
2 =&

para todo ¢ € V, u = (u1,uz) € R2. Como F,|V € A|V, para todo u € R2, obtemos de
(C.3) que

7 (q) = (dy*, Fu)g = (W {dy', Fu))g = v ()5 (q)
= ur(y*(dy", 91))q + u2(y*(dy", 92)) g,

J"q) = (dy" " Fu)g = (" {(dy", Fu))g = v ()5 (q)
= (y"™(dy", g1))q + u2(y"(dy", 92)) >

para todo ¢ € V, u = (u1,u9) € R%. Mas, para 1 < ¢ < 2, a expressao de g; € X(U) na
carta local ¢ = (y!,... y") é dada por

9i(y) ((dyla gi>q> R <dyn> gi>q)

(dy", gi), v*(dy", gi), - ., y™{(dy", gi), (dy™, g:))]o-

Como dim(A,) = 2, para q € \7, temos que g1, go sao linearmente independentes em V.

Portanto, a matriz quadrada real dada por

(dy', 91)q (dy', g2)
v(q) = ! "l er®

<dynagl>q <dyn792>q

tem que ser invertivel, para todo q € V. Defina a aplicacao suave® f3: vV — R por

B(q) = v(q)7t, para todo ¢ € V. Considere entio a seguinte realimentacao de estado

30 fato de 3 ser suave pode ser visto em [52, pag. 344], por exemplo.
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estatica regular
u = pu, (C4)

onde v = (vy,v2) € R?. Por construgao, temos que

A
7= y'u
: (C.5)
gt = y'u
yr o= v,
para v = (vy,vp) € R% Logo, a carta local ¢ = (2%,...,2") = (%, ...,y" Ly, y")

definida na vizinha aberta V C U de p ¢ a mudanca de coordenadas desejada para que 4

seja satisfeita.

Por fim, assuma que 4 é valida. Assim, existe uma carta local ¢, além de uma reali-
mentagao de estado estatica regular da forma u = v, ambas definidas em uma vizinhanca
aberta V C U de p, em que a expressao do sistema em malha-fechada resultante (3.6)
na carta local ¢ = (2!,...,2") é dada pela forma em cascata (3.7). Isto significa que as

expressoes dos seguintes campos de vetores

91 = (g1 + 51292)“7 e X(
92 = (Bargr + 52292)“7 e X(

),
)

<) =)

na carta local ¢ sao dadas por

/g\l(z) = (22’ 237 A ’7Zn_1’07 1)’

g2(2) = (0,0,...,0,1,0),

I\

respectivamente, onde § = (3;;).

Defina A = spal;w i {91, 92} Seja (F,) o flag de Lie e (G)) o flag derivado da
distribuicdo A. Decorre entdo do Lema C.2 que dim(F},) = dim(Gy) = 2 + k e que

F, =Gy = SPallce (77191 0/02""1,0/02"72,...,0/02"" 17k},

para 0 < k < n — 2, onde g» = 9/9z""!. Assim, como 8 em u = (v é invertivel em 17,
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concluimos pela Observacao 3.6 e pela Proposigao A.12 que
Fy|V = Fy = Gy = Gi|V = span. 5,{01,0/02"",0/02"72, ... 9/0=""17F},
com dim(F,|V) = dim(G,|V) = 2+ k, para 0 < k < n — 2. Desse modo, (4 = 1).
Quando n = 2, é facil verificar pelos argumentos acima que 1 < 4. O



Apéendice D

Proposicoes e Demonstracao do

Teorema 3.17

Proposicao D.1. Seja y = (y1, y2) uma saida planar de um sistema S definida no aberto
W C S. Entao, para cada k € N, 5 = (y1 + yék),yg) também € uma saida planar de S
definida em W C S.

Demonstracao. Evidente. [

Proposicao D.2. Sejay = (y1,y2) uma saida de um sistema S e (x,u) uma representacao
de estado de S, ambas definidas no aberto W C S. Se, para cada k € N, ygk) and yék) nao

dependem de uw em W, entao y nao € uma saida planar de S.

Demonstracdo. Provaremos este resultado por contradi¢ao. Assim, suponha que y é uma
saida planar de S. Sabemos entao que a mudanca de coordenadas

(t,Jf,ul,Ug,U(ll),U(zl), .- ) = (taylay27y§1)ayél)7 . )

¢ uma bijecao local. No entanto, esta aplicagao nao pode ser injetiva caso y%k) e ygk) nao

dependem de u em W, para todo k € N. O

Proposicao D.3. Seja S o sistema associado a (3.44) e considere que y = (y1,y2) € uma
saida O-planar de S definida em um aberto W C S. Entao, existe uma saida 0-regular
¥ = (¥1,7,) de S que € determinada a partir de y e que estd definida em um conjunto

aberto nao-vazio V.C W.
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Demonstragdo. Basta considerarmos o caso em que 0y;/0u = 0ys/0u = 0 no aberto
W C S. Apés uma possivel reordenacdo de y; e ys, escolha o menor k& > 1 em que:

1. 8y§k)/8t = 8y§k)/8u(j) =0em W,paratodo 0 < k<k—1,j€N;

2. 8yf)/8t = &yf)/au(j) =0 em W, para todo j > 1;

3. 8yf)/8u|y # 0, onde v € W.

Tal k existe pela Proposicdo D.2 e pela forma do sistema de controle (3.44). Por conti-

nuidade, temos que 8y§k) /Ou # 0 em alguma vizinhanca aberta V' C W de v € W. Desse
(k—1)

modo, a Proposi¢ao D.1 implica que ¥ = (¥;,75) = (y1+ys ', y2)|V é uma saida 0-planar
de S tal que @gl) depende de v em V| isto é, @gl)/ﬁu #0em V. 0

Os préximos dois teoremas sao essenciais na demonstracao do Teorema 3.17. O pri-

meiro deles fornece uma interpretacao geométrica do Algoritmo da Extensao Dinamica.

Teorema D.4. [87], [19], [91] Suponha que S é um sistema. Seja (x,u) uma repre-
sentagdo de estado cldssica independente do tempo e y = (y1,y2) uma saida cldssica
independente do tempo, ambas definidas em uma vizinhanga aberta W C S de £ € S.

Considere que & € um ponto reqular das sequintes codistribui¢oes

Yi = spancesur{dy, ..., dy™},
Vi = spancs iy {de, dy, . .., dy™},

para cada 0 < k < n, onde card(z) = n.

Entao:

1. Podemos escolher y,, C y de modo de que {dx,dﬂo,dfg{ll), . .,d'gj,ik)} € uma base de

) ~(k)

Vi em torno de & e %121 Cyy ', para todo 0 < k <n, onde y_q 2 Yo;

2. Considere as seqiéncias {0y} e {pr} definidas por o, = dim(Yi(&)) — dim(Vi_1(£)) e
pr = dim(Yy(§))— dim(Yy_1(€)), respectivamente, para k € N, onde Y_1 = span{dx}
e Y_1 ={0}. Entao, {0y} € uma seqiiéncia nao-decrescente e {py} € uma seqiéncia
nao-crescente. Além disso, existe um unico 0 < k* <n tal que o < pg, se k < k*,
e o = pg, se k > k*. A seqiéncia finita {oy,...,0,} € denominada de estrutura

no infinito em &;
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3. Eziste uma vizinhanga aberta V-C W de £ tal que Y, Nspan{dz} = Yi«_1Nspan{dz}
em V', para todo k > k*, k € N.

Teorema D.5. [87] Suponha que S é um sistema. Seja (x,u) uma representacao de
estado cldssica independente do tempo e y = (y1,y2) uma saida cldssica independente
do tempo, ambas definidas em uma vizinhanca aberta W C S de £ € S. Assuma que
card(x) = n, card(y) = card(u) = m, span{dz,du} = span{dzx,di}, em torno de &, e que

& € um ponto reqular das codistribuicoes

Yk = SpanC"O(W){dy7 ) dy(k)}a
Vi = spanceqy{dz, dy, ..., dy™®},

para cada 0 < k < n.

Entao, y € uma saida 0-planar em & (restringindo W se necessdrio) se e somente se

existe 1 < k <n tal que uma das sequintes condicoes equivalentes € atendida:

1. A estrutura no infinito {og,...,0,} em £ satisfaz

2. span{dx} C Yy 4, em torno de €.

Demonstragdao do Teorema 3.17. Nas coordenadas (x,u), temos que

o = Loha(a) + Lyha(ohn + Lo,
9 = Loha(e) + Lo + Lyha(o)us

onde Ly hy # 0 ou Lg,hy # 0, em torno de &, pois y ¢ uma saida 0-regular local em &
(Lgh; and Ly h; denotam as derivadas de Lie usuais em R"). Desse modo, existe uma

realimentagao de estado estdtica regular da forma (no sentido da Definigao 3.2)

u = ax) + p(z)v, (D.1)
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tal que!

ygl) = U1,

onde a = (a1, ap) é uma aplicac@o suave em torno de £ e § = (;;) é um difeomorfismo
local? em torno de &, com v = (v1,v2) € R% Portanto, o Teorema 3.14 implica que (x,v)
¢ uma representacao de estado cléssica independente do tempo em & que esta relacio-
nada a (z,u) por realimentacao de estado estética invariante no tempo. Nestas novas

coordenadas, o campo de Cartan de S é descrito por

& = [f() +g(x)alr) +g(z)B(x)v

_ (D.2)
= f(@) +g1(@)v1 + Gy(z)ve.
Como y é uma saida O-planar local em &, obtemos que
dyl 7& O,
dy, € span{dz},
em torno de ¢. Logo, existem z;,, ..., z;,_, € {z1,...,z,} tais que?
span{dz;,,...,dz;, ,,dy,} = span{dzx}, (D.3)
em torno de &. Seja T = (x;,,...,x;, ,,v1). Decorre do Teorema 3.14 que (Z,v) é uma

representacgao de estado cldssica independente do tempo em £ que estd relacionada a (z, v)

por realimentacao de estado estatica invariante no tempo. Por construcao, temos que

Y1 = Tn,

g =7, = vy, (D.4)

= [(Z) + u(@)v1 + Gao(T)0s.

Na seqiiéncia, mostramos que a estrutura no infinito {og,...,0,} em & (veja o Teo-

rema D.4) é dada por

00=0, o=-=0p0=1, o0,_1=0,=2. (D.5)

Esta construgio estd baseada no Algoritmo da Extensio Dinamica. Veja, por exemplo, [19], [87],
[24].

20 fato de 3 ser um difeomorfismo em torno de ¢ pode ser visto na demonstraciao da Proposicao C.1.

3A validade desta afirmacio pode ser deduzida da demonstracio da Proposicio A.5.
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De fato, ¢ claro que oy = 0, pois y é uma saida 0-planar em . Por hip6tese, temos que &

é um ponto regular das seguintes codistribuigoes

Y= SpanCOO(S){dy7 ce dy(k)}a
Vi = SpanC‘”(S){dxa dy, ..., dy(k)}a

para 0 < k < n. A partir de (D.3), obtemos que
Vi = Span{dif? dy, ..., dy(k)}a

em torno de ¢, para 0 < k < n. Como card(z) = card(x) = n e card(v) = card(y) = 2,
decorre do Teorema D.5 que existe 1 < k < n tal que span{dz} C Y7, em torno de &.
Observe que (D.4) garante que span{dz,dv} = span{dz, dﬁv’v}, em torno de . De acordo

com o Teorema D.4, existe 1 < k* < n tal que
Yy Nspan{dz} = Yi-_1 N span{dz},
em torno de &, para cada k > k*, k € N. Portanto, span{dz} C Yj-_1, em torno de €.

Concluimos entao pelo Teorema D.5 que

k*—1

n+ Y oy =2k", op =2 (D.6)
=1

Por definigdo (veja o Teorema D.4), temos que oy < pp < 2, para cada k € N. No
entanto, {p} é uma seqiiéncia nao-crescente e o« = 2. Assim, p, = 2 e 0 < 2, para
1 <k < k*. De (D.4), obtemos que ; > 1. Como {0} é uma seqiiéncia nao-decrescente,
temos que 01 = ...0p—1 = 1. Logo, (D.6) implica que k* = n — 1. Desse modo, oy = 0,

0'1:"':0%72:160%71:0%:2-

Relembre que y%l) = vy, em torno de £ (veja (D.4)). Portanto, (D.5) e o Teorema D.4

determinam que

dys € span{dz}, (D.7)
dyék) € span{dz, dvy, . . . ,dv%kil)}, (D.8)

em torno de £, para 1 < k < n — 2. Isto significa que, nas coordenadas (z,v),

8y§k)/8fug =0, (D.9)
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em torno de &, para 0 < k <n — 2.

Iremos agora determinar uma nova representacao de estado classica independente do
tempo em ¢ tal que, nessas novas coordenadas, o campo de Cartan de S é descrito por
(3.47). Seja ¢ = (t,7,V1,Vq): W — (W) a carta local de ¢ correspondente a (Z,v),
onde W é uma vizinhanca aberta de £ e V; = {v](-k) : k € N}, para1l < j < 2. Por
hipétese, temos que yik) (&) =0, para k € N. Como yf) = vy, em torno de &, segue que
0(&) = (#(£),2(€),0,V5(€)). Defina a aplicacao suave t = ¢ tonop: W — W, onde
n: (W) — (W) é dada por n(t,7,V1,Vs) = (t,7,0,Vs), restringindo W se necessério.

Considere entao as seguintes fungoes suaves em W

21 = Yz,
o (1)
2 y2 O,
(D.10)
o = yy oy,
Zy = Y1 = T,

onde podemos assumir, restringindo W se necessério, que y é 0-planar em W. De (D.7)

e (D.8), concluimos que, nas coordenadas (z,v),

y2 = 1(7), (D.11)
ygk) = Sk(i’/a U1, 'UF), s 7/U§k71)>7 (D12)

em torno de &, para 1 < k <n—2, onde r e s; sao funcoes suaves em um conjunto aberto

de R™ e R™™* respectivamente. Assim, de acordo com (D.10), temos que
span{dz} C span{dz}

em W. Se provarmos que
{dz1,...,dz,}

é linearmente independente em W, entdo o Teorema 3.14 implicard que (z,v) é uma
representacao de estado classica independente do tempo em &. Isto é de fato verdade e é

o que demonstramos abaixo.
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Primeiramente, provaremos por induc¢ao que, nas coordenadas (z, v)

L§2L’;{1r =0, (D.13)

vy = Lir+ P, (D.14)
. 8L’]i

dyé ) = B dz + Qrdzr + wy, (D.15)

para 1 <k <n — 2, onde r é como em (D.11),
wy € Z = span{duy, dvil), .

em W, e Py, Qk sao polinomios na variaveis

Ula(vl)2a"'7(Ul)k_la(vl)ka
1 1 1 _
o, (@2, iy
k—2 k—2

v, (o)t )?

LD

1 )

com coeficientes que sao funcoes suaves de T e tais que

P(0,...,0) = Qx(0,...,0) = 0.

Observe que, por (D.4), o campo de Cartan de S, nas coordenadas (z,v), é dado por

2 o)
djdt = 0/0t + (J(7) + Gu(@)vr + G2(B)02)0/07 + > Y v ojovl?. (D.16)

j=1 i=0

Desse modo, (D.9) e (D.11) fornecem que

LEQT = 0,
yél) = LfT + (Lﬁlr)vla
OL:r oL~
_fd§_|_ (

1" ~
BF 8'935 )vldx + (Lg,r)dvy,

dyy') =

e (D.13)~(D.15) ¢é vélida para k = 1. Suponha entao que existe 1 < k < n — 3 tal que
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(D.14) é satisfeita (hip6tese de indugao). Novamente de (D.9) e de (D.16), obtemos que

k
Ly, Lir =0,
) 0P
k+1 i+1) 01
vy T = e (L, Loryor + LyPe+ (L, Poon + 2% Y ’—(%9) = L7 + P,
]:
pois vy, . .. ,U%kil) sao fungoes coordenadas e P (0,...,0) = 0. Logo,
oLy
Ay = = dT + QdT + wi,

e, dessa maneira, (D.13)—(D.15) é valida para k + 1.

Seja
Y = span{dy, dys, dy%l), dyél), S h

Entao, Z2 C Y em W, pois vy = y%l). Como y = (y1,y2) é uma saida planar em W, segue

que
{dyla dy27 dy§1)7 dyél)a s }

é linearmente independente em W. Assim, é imediato de (D.11) e (D.15) que, em W e
para 0 < k <n — 2,

N OLEr
(dyé )) oimod Z = ai dxr mod Z,
z
e que
or _ OLzr _ oL *r
{dyl, a—,;d:c, a—%dm, e g,f dx (D.17)

é linearmente independente mod Z em W. Observe que (D.11) e (D.14) implicam que

k
oL o
or

d(ys" o i) = —L-dz,
para 0 < k < n — 2. Desse modo, resulta de (D.10) e (D.17) que
{dz1,...,dz,}

é linearmente independente em W. Como span{dz} C span{dz} em W, temos que

span{dz} = span{dz} (D.18)
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em W. Logo, o Teorema 3.14 estabelece que (z,v) é uma representacao de estado classica
independente do tempo em £ que estd relacionada a (z,v) por realimentagao de estado

estatica invariante no tempo.
De (D.4), (D.10), (D.13) e (D.14), vemos que, nas coordenadas (z,v),
2 = 2+ o2,
Zo = 23+ a(2)ur,

(D.19)
= Zp1+ ¢n72(2)vla

Zn-1 = Zn+ ¢n_1(2)1)1 + 5(Z)U2>

Zpn = U1,

onde § = Lg, L;i_2r, em torno de £. Como (Z,v) é uma representacao de estado classica

independente do tempo em &, obtemos a partir de (D.8) que
d n—1) ~ (n—2)
Y € span{dz, dvy, ..., dv;" ~, duvy}, (D.20)

em torno de £. Relembramos que 0,1 =2 ¢ y%l) = v;. Portanto, devido a (D.7), (D.8),

(D.14) e (D.16), nas coordenadas (Z,v), devemos ter que
Ay J vy = Lg, L7 #0 (D.21)

em &, pois, caso contrério, terfamos que 0,1 = 1 (veja o Teorema D.4). Isto implica que

0 # 0, em torno de £. Defina entao a seguinte realimentacao de estado estatica regular

0 1 0 R
v=1| _ % | dualz) 1 Jv=alz)+ 582, (D.22)
22) 0(z)  4(2)

onde v = (U1, 0,). Observe que v; = vy, @ é suave em torno de € e B é um difeomorfismo
local em torno de £. Decorre entdo do Teorema 3.14 que (z,v) é uma representagao de
estado cldssica independente do tempo em & que estd relacionada a (z,v) (e, portanto,
também a (x,u)) por realimentacao de estado estatica regular. Por construgao, nestas

coordenadas, o campo de Cartan é dado por

~

2= [f(2) + 1 (2)v1 + Ga2(2) 02, (D.23)
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em torno de &, onde

F=1(2,...,22-1,0,0)
jq\l == (¢17- . -;¢n—270a ]-)7
G =(0,...,0,1,0).

Assim, para finalizarmos a demonstracao, resta-nos mostrar que as fungoes componentes

¢r de gy possuem de fato a estrutura triangular de (3.47).

Relembramos que (z,v) estd relacionada a (z,u) por (D.1), (D.3), (D.18) e (D.22).
Note que (D.3) e (D.18) implicam que z = ¥(x) é uma mudanga de coordenadas definida
em torno de T € U C R", onde & = (¢, 7, El,ﬂg,ﬂgl),ﬂg), ...) €S, eque §10/0z,920/0z
sdo campos de vetores suaves definidos em torno € U, onde 0/0z = (90/0z1,...,0/0zy,).
Por hipétese, no sistema de controle (3.44)—(3.45), a distribuicdo G = spance {91, g2} ¢
involutiva. Obtemos entao de (D.1), (D.22), da Observagao 3.6 e da Proposi¢ao A.4 que

[910/0%, §,0/0z] € spang{g1, g2} = spang{g10/0z,G20/0z},

em torno de T € U. No entanto, observe que {g10/0z, g20/0z} é linearmente independente

em torno de Z. Conseqlientemente, devemos ter que
[/9\18/82, gga/aZ] = —(8¢1/8zn_1, ey 8¢n_2/8zn_1, 0, 0)8/82 = O, (D24)

em torno de T. Logo, (3.47) é satisfeita para n < 4.

Assuma entao que n = 5. E facil comprovar que a estrutura no infinito em £ é
invariante sob representacoes de estado em £ que estao relacionadas por realimentacao de
estado estdtica invariantes no tempo. Desse modo, (D.5) ainda é valida e, assim como

descrito anteriormente, fornece que (veja (D.9))
dys" |90, = 0 D
Yy 002 =0, (D.25)
em torno de &, para 0 < k < n — 2. Decorre que

Lojonys” =0, (D.26)
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em torno de &, o que é equivalente &t

a/aagyéj) =0, (D.27)

k
adg g

em tornode &, para0 <k <n—2,0<j<n—2—k. Sejae; =9/0z;, paral <i<n-—2.
E facil concluir a partir de (D.23) que

[d/dt, 8]9%,] = —ey, (D.28)

e, de (D.24), que
[d/dt,[d/dt,d/00,)] = —&s. (D.29)

Como z; = ys, em torno de £, (D.23) e (D.27) fornecem que
(dys", —&5) = B (dor, —25) = 0, (D.30)
em torno de &, implicando que
(dor,€3) = O¢1/0z3 = 0 (D.31)

em torno de &, pois v; é uma funcdo coordenada. Desse modo, (D.23) tem a forma

triangular desejada (3.47) para n = 5, completando a demonstragao.

Com base nos argumentos apresentados acima, é imediato verificar a validade da Ob-
servacao 3.22. De fato, note que a Observacao 3.22 é claramente valida para n < 3. Para
n = 4, temos

[d/dt,d)0%,) = —&s.

Assim, a Observacao 3.22 é uma conseqiiéncia de (D.27), (D.30) e (D.31). O

4Para uma demonstragio deste fato, veja, por exemplo, [41, Lemma 4.1.2].



Apeéendice E

Lemas Desenvolvidos para

Demonstrar o Teorema 4.20

Por simplicidade, consideraremos em todo este apéndice que g = (to, Wy,) € RxSU(n)
esta fixado e que W,: R — SU(n) denota a solugao do sistema auxiliar (4.19)—(4.20) com

condicao inicial W, (tg) = Wh,.

Antes de apresentarmos os lemas que foram desenvolvidos na presente pesquisa para

demonstrar o Teorema 4.20, relembramos a definicao de conjunto limite da solugao W,,.

Definicao E.1. [125, pdg. 152] Um elemento W € M™ ¢ denominado de ponto limite da

solugao W, se existe uma seqiéncia real {t,,} tal que

lim t,, = oo,

m—00

lim W, (t,) =W.

m—00

O conjgunto de todos os pontos limites de W, é denominado de conjunto limite de W, e €
denotado por Q(W,).

Observacao E.2. Como SU(n) € um conjunto compacto de M", € facil ver que Q(W,)
¢ um subconjunto nao-vazio de SU(n). Relembramos que, dado um conjunto compacto C
em um espaco de Banach, toda seqiiéncia em C possui uma subseqiiéncia que converge

para algum elemento de C'.

A proposicao abaixo é um resultado bem conhecido que pode ser facilmente demons-

trado por contradicao.
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Proposicao E.3. [125, Lema 84, pdg. 158] Temos que

lim d(W,(t), Q(W,)) = 0.

t—o0

Os proximos resultados, que consistem de quatro lemas, sao essenciais para estabele-

cermos o Teorema 4.20.

Lema E.4. Seja W: R — M"™ uma aplicagao continuamente diferencidvel tal que

lim W (t) =0

t—o0

e {t,m} uma seqiiéncia real em que

lim t,, = oo,

m—00

lim W(t,)=W.

m—00

Entao, para todo € € R,
lim W(t,, +¢) =W.

m—00

Demonstracao. Seja e > 0 e m € N. Temos que

tm+e .
Wty +¢€) —W(tn) = W (t) dt.
tm
Assim,

Wt +€) = W(ta)| < el sup  [[W ().

te [tmytm +€]

Como
W (tm + €) = W < W (tm + €) = W(tm)|| + |W (tm) — W],

as hipoteses implicam que
lim W (t, +¢)=W.

m—00

Para e < 0, podemos proceder de maneira analoga. O

Lema E.5. Suponha que o sistema de controle (4.1) é T-reqular. Sejam W € Q(W,),
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jeNel<k<m. Assuma que

lim W,(t) =0,
lim V(W,(t)X1(t)BL(t)X) = 0,

onde Bi ¢ como em (4.14). Entdo,

V(WX BJ(0)X.) = 0.
Demonstragio. Seja W € Q(W,). Por definicio, existe uma seqiiéncia real {t,,} tal que

lim t,, = oo,
m—0o0

lim W, (t,) = W.

m—00

Agora, para cada m € N, existe ¢, € Z tal que

Sm = tm — T €10, 7).
Como [0,7] é um conjunto compacto, existe uma subseqiiéncia {s,,, } de {s,,} em que

lim s,,, =0,
11— 00

onde 6 € [0,T]. Seja {t,,,} a subseqiiéncia correspondente de {t,,}. Definimos as seqiién-
cias reais {s;,.} e {t;,.} por

Sy = Sm; — 0,
tmy — 0 = S, + U, T —0 =5, + 0, T,

* D
b, =

respectivamente. Por hipotese, temos que
lim W,(t) =0,
lim V/(W,(t) X1 (t)BL(t)X) = 0.

t—o00

Desse modo, o Lema E.4 estabelece que

lim W, (¢, ) = lim W,(t,, —6) = W.
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Além disso, por definicao,

lim s; = 0.
Portanto, a continuidade e a periodicidade de B] e de X, (veja a Observacio 4.3 ¢ (4.15))
implicam que

lim V(W (t, ) X (t,) Bi(t,) Xoo) = lm V(W (t;, ) X[ (s, ) Bl(s7,) Xoc)

i—00 v

= V(WXI BJ(0)X,) =0
(relembre que V' é continua por (4.18)). O
Os dois lemas que apresentamos na seqiiéncia tratam o caso em que o sistema de

controle (4.1) é p-controlavel.

Lema E.6. Suponha que o sistema de controle (4.1) é p-controldvel. Sejam W € Q(W,),
jeNel<k<m. Assuma que

tliglo Wq(t) =0,
lim V (W, () X! (t)[ad, . Hy]X,(t)) =0,

t—o0 r Hy (t)

onde H, é como em ({.34). Entao,

V(WXlo[adJEHk]XOO) =0, para cadal <0 <p.

Demonstragdo. Seja W € Q(W,). Por definicio, existe uma seqiiéncia real {t,,} tal que

lim t,, = oo,
m—o0

lim W,(t,) =W.

m—0o0
Agora, para cada m € N, existe ¢, € Z tal que
Sm =tm — L, T €10,T).
Como [0, 7] é um conjunto compacto, existe uma subseqiiéncia {s,,, } de {s,,} em que
lim s,,, =0,
1—00

onde 0 € [0,T]. Seja {t,,,} a subseqiiéncia correspondente de {¢,,}. Para cada 0 < ¢ < p,
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definimos as seqiiéncias reais {sf, } e {t5, } por

st = S, — 0+ (T,

th Etm, — 0+ LT, = s, + Loy, T — 0 + 0T, = s, + 0, T,

respectivamente, com T, = T'/p (veja (4.31)). Assim,

sf;;l:sf;ujLTp, paratodoi e N, 0 </ <p-—1. (E.1)

Por hipdtese, temos que lim,_.., W, (t) = 0. Desse modo, as defini¢bes acima e o Lema E.4

implicam que

lim (anz +e) =0T, +¢,

e . (E.2)
lim W, (!, +€) = im Wy(tn, — 0+ (T, +¢) =W,

para todo e € R, 0 < ¢ < p. Defina f: R — R por

B(t) = V(W,(t) X! (t) [ad%r(t)Hk]Xr(t)), para todo t € R.

Por hipédtese,
lim £(t) = 0. (E.3)

t—o0

Seja 0 < ¢ < p—1. De (4.34), temos que H, é constante no intervalo [(T}, (¢ + 1)T},)
com H,({T,) = Hyy;. Como X, é continua e H,, X, possuem perfodo T (veja (4.34) e

(4.35)), obtemos que

lim H,(t, +€) = lim H,(s!, +¢) = H,.((T,+¢) = Hep,

1—00 g 71— 00 (E.4>
lim XT(tfni +¢€) = lim X,«(sfni +e€) =X, ({T, +¢),

para todo € € (0,7,). Defina v: (0,7,) — R por
v(e) £ lim B(t, +€) = lim B(tm, — 0 + (T, +€), para todo € € (0,T).

Decorre de (E.2), (E.3), (E.4) e da continuidade de V' (veja (4.18)) que

v(e) = VWX (LT, + e)[ad%HlHk]Xr(ﬁTp +¢) =0, paratodoee(0,7).
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Portanto, concluimos da continuidade de X, e de (4.36) que

limy(e) = VWXL adl,  HXo0) =0

e—0

O

Lema E.7. Suponha que o sistema de controle (4.1) € p-controldvel. Sejam j € N,
1<k<mea: R —R uma fungcao continua periddica de periodo T tal que o numero de

zeros da restrigao ][0, T] € finito. Assuma que

tlir& Wf](t) = 07
Jim a(t)V(W,()X)(1)]ad , HLIX.(1) =0,

onde H, é como em ({.34). Entao,

lim V(W (1) X[ (t)[ad o HiX () = 0.
Em outras palavras, tudo se passa como se pudéssemos dividir o sequndo limite acima

pela funcao a.

Demonstracdo. Provaremos este resultado por contradi¢ao. Defina : R — R por
B(t) = V(W,() X[ (t) [ad%r(t)Hk]XT(t)), para todo t € R,

e suponha que [ ndo converge para zero quando t — oo. Temos que W,: R — SU(n),
X,: R — SU(n), SU(n) é compacto, H,: R — M" é limitada e V é continua (veja (4.18)).
Relembre que, dado um conjunto compacto C' em um espaco de Banach, toda seqiiéncia
em C' possui uma subseqiiéncia que converge para algum elemento de C. Portanto, existe

uma seqiiéncia real {t,,} tal que

lim t,, = oo,

m—0o0

lim W, (t,,) = W,

m—0o0

lim X, (t,) = X,, (E.5)

m—00

lim H,(t,)

m—0o0

lim §(t,) = V(WX [ad} HJX,) =75 #0,

m—0o0

I
i

(]
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onde W, X, € SU(n), A, € M™, 3 € R.

Para cada m € N, existe £, € Z tal que
Sm =1tm — L, T €10,T).
Como [0,T] é compacto, existe uma subseqiiéncia {s,,, } de {s,,} tal que

lim s,,, =0,
onde 0 € [0,T]. Seja {t,,} a subseqiiéncia correspondente de {t,,}. Por hipdtese, o tem

periodo T', é continua e

lim a(t)B(t) = 0. (E.6)

Logo,
im a(ty,)B(tm,) = lim a(sy,,)B(tm,) = a(6)3 =0

1—00 1—00
e, como 3 # 0, concluimos que a(f) = 0, ou seja, § pertence ao conjunto Z de zeros de
a|[0,T]. Mas, por hipdtese, Z é um conjunto finito. Desse modo, 6 é um ponto isolado

de Z C R. Além disso, (E.5), as defini¢oes acima e o Lema E.4 implicam que

lim (s, +€) =0 +¢,
e (E.7)

lim W, (t, 4+ €) = W,

1—00
para todo € € R.

Iremos agora considerar dois casos distintos, dependendo do valor de § € [0,T]. Re-

lembramos que T, = T'/p (veja (4.31)).
Caso 1: 0 # (T, para todo 0 < ¢ < p.

Devido ao fato de € ser um ponto isolado de Z C R e usando (4.34), sabemos que
existe um ntimero real ¢y > 0 tal que a(e) # 0, para todo € € (0,0 + ), e H, é constante

em [0,0 + ¢) e continua em ¢t = §. Como X, é continua e H,, X, possuem periodo T
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(veja (4.34) e (4.35)), obtemos de (E.5) que

lim H,(ty,,) = lim H,(s,,) = H,(0) = A,,

lim H,(t,, +¢) = lim H,(sp, +€) = H.(0 +¢) = H.(0) = A,,

1—00 71— 00 B (E.8>
lim X, (tp,) = lim X, (sm,) = X,.(0) = X,,

lim X, (tm, +€) = lim X, (s, +€) = X,.(6 +¢),

para cada € € (0, ¢). Defina v: (0,€6y) — R por

v(e) = lim B(t,,, +€), paracadae € (0,¢).

i—00

De (E.7) e (E.8), resulta que
v(e) = V(WX (6 + e)[ad%er]Xr(G +¢)), paracadae€ (0,¢),
e (E.6) implica que

lm oty + €)B(tm, +¢€) = lim a(spm, + €)B(tm, +€) = a(d + €)y(e) = 0, para e € (0, ¢).

1— 00 1— 00

Mas, a(6+¢€) # 0, para € € (0, ¢). Desse modo, v = 0. Portanto, decorre da continuidade
de X, e de (E.8) que

lim~v(e) = V(WXi[ad%er]yr) =3=0,

e—0

contradizendo 3 # 0.
Caso 2: 0 = (T, onde 0 < ¢ < p.

Considere os conjuntos

L+:{ZEN3m129},
L ={ieN:s, <0}

E evidente que estes conjuntos sao disjuntos e L, U L_ = N. Além disso, L, ou é finito

ou infinito. Suponha que L, ¢ infinito. Assim, existe uma subseqiiéncia! {s,,, } de {sn,}
J

Weja, por exemplo, [52, Proposicao 1, pag. 11].
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tal que
Sm; >0, paratodoj € N.

j
Seja {tmij} a subseqiiéncia correspondente de {t,,, }. Podemos entao proceder de maneira
idéntica ao Caso 1, substituindo {s,,,} por {smij}, {tm,} por {tmij} e a continuidade de
H, em t = 6 pela continuidade a direita de H, em t = 6 = (T, (veja (4.34)), e concluir
que 3 = 0.

Agora, suponha que L, ¢ finito. Portanto, L_ é infinito e existe uma subseqiiéncia

{8m,, } de {smm,} tal que
Sm,, < 0, para todo k € N.

Note que 6 # 0, ou seja, ¢ # 0, pois s, € [0,T), para todo m € N. Como 0 = (T, ¢
um ponto isolado de Z C R, segue de (4.34) que existe um ndmero real ¢y > 0 tal que
ale) #0 e H,.(€) = H.({T,), para € € (0 — €y,0). Obtemos entdo de (E.5) que

klgrolo Hr(tmz'k) = klgrolo Hr(3m¢k> = H,({T,) = A,,
klggl@ H,(ty, —€) = l}LrI;O H(sp, —€)=H.(0—¢)=H,({T)) = A,
o (E.9)
kh—{go Xr(tmik) = k;h—{go XT(Smik) = X,(0) = X,
/}1—{20 Xo(tm,, —€) = /}1—{20 X, (8m;, —€) = X,(0 —e),

para cada € € (0, ¢). Defina §: (0,¢y) — R por

6(e) = lim B(t,, —e), paracadae € (0,¢).

k—oo

E uma conseqiiéncia de (E.7) e (E.9) que
5(e) =V(WX](6 — ) [ad% Hi]X,.(6 —¢€)), para cada € € (0, €),
e de (E.6) que

im a(ty, —€)B(tm, —€) = lm a(sm, —€)8(tn, —€) = a(f—¢)d(e) =0, para € € (0, €).

k—o00 k—o00

Assim, § = 0, pois a(f — €) # 0, para cada € € (0, ¢y). Portanto, (E.9) estabelece que

limd(e) = V(WX [adk H,JX,) =7 =0,

e—0

que é uma contradicao. O
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1. INTRODUCTION

The concept of flatness was introduced by Fliess et
al. (1992) in the control literature (see also (Fliess
et al., 1999)). Loosely speaking, if a system is flat,
then there exists an output y (called flat output)
such the state and the control can be determined
from y and a finite number of its derivatives. In
this paper!, we present a proof that flat affine
time-invariant continuous-time nonlinear systems
with two controls and five or less states are es-
sentially triangular. In other words, there exists a
smooth change of coordinates and a time-invariant
regular static state feedback in which the system
is described by a triangular form. This is achie-
ved by using the infinite-dimensional differential
geometric approach to nonlinear control systems
developed in (Pomet, 1995),(Fliess et al., 1999).

1 The first author was supported by the Ministry of Edu-
cation through CAPES. The second author was partially
supported by the National Council of Scientific and Tech-
nology Development — CNPQ.

The layout of the paper is as follows. A brief
overview of the infinite-dimensional differential
geometric approach mentioned above is given in
Section 2. In Section 3, a proof of the existence of a
triangular form for flat systems with two controls
and five or less states is presented. Specific parts
of the proof, along with some selected theorems
from the literature that are referred to along the
text, were collected in Appendix.

2. MATHEMATICAL BACKGROUND

This section follows very closely the presentation
in (Pereira da Silva and Corréa Filho, 2001).

Conventions. Let R be the set of real numbers,
N the set of natural numbers (including 0), [n] =
{0,...,n} € Nand |n] = {1,...,n} C N. The
symbol ‘o’ denotes the composition of mappings
and ‘|’ the restriction of a mapping. By a function
we mean a mapping of a set into R. If =z =
(1,-.,2n), ¥y = (W1,--.,yn) € R™ then zy
denotes x1y; + ... + Tpy, and card(z) £ n.

1/6
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Furthermore, Z C 2 means that the components
of T are also components of x.

RA-manifolds. Let A be a countable set. Since
we can identify A with N, let R4 be the set of
all real sequences. This set becomes a topological
space with the (Tychonoff) product topology (i.e.
the coarsest topology such that all the natural
projections are continuous). A function ¢ defined
on an open set V C R4 is smooth if, for every
p € V, there exists an open neighborhood V,, C V
of p and some n € N such that ¢|V, = ho 7|V},
where 7 is the projection of R4 onto R™ and h
is a smooth function in the usual sense defined
on the open set m(V,) C R™. Let B be another
countable set. A mapping ¢ of an open set of R4
into R? is smooth if each component function is
smooth. From these definitions, we can establish
the concepts of R4-manifold, smooth mapping
between R4-manifolds, tangent mapping, tangent
bundle, smooth vector field, pull-back, differen-
tial of a smooth function, smooth (co)distribution
and so on, in an analogous manner to finite-
dimensional differential geometry. These concepts
exhibit many of the properties of the finite-
dimensional case, since, locally, they behave as if
they were finite-dimensional. Let M and N be R4-
manifolds and let V' C M be open. If ¢ is a smooth
function on V, then d¢ denotes its differential.
If ® = (¢1,...,¢6n) is a smooth mapping of V
into R™, then d® denotes (d¢1,...,do,). If X is
a smooth vector field on M, then Lx¢ is the Lie
derivative of ¢ along X and L%¢ = LX(Lljglgb),
k € N, where L} ¢ = ¢. If X and Y are smooth
vector fields on M, then [X,Y] denotes their Lie
bracket and ad%Y = [X ad% Y], k € N, where
adg(Y £ Y. An immersion ¢ : M — N is a
smooth mapping such that, for every p € M,
there exist local charts (V,¢) and (W) of p
and ¢(p), respectively, with (V) C W and such
that, in these coordinates, ¢(z) = (z,0). If N is a
codistribution, then Q+ denotes its annihilator.

Diffieties. A diffiety M is a R4-manifold endowed
with a fixed smooth vector field 9y, called the
Cartan field. Let M and N be diffieties. A Lie-
Bécklund mapping ¢ of M into N is a smooth
mapping that is compatible with the Cartan fields,
that is, ¢.|p(Om(p)) = In(p(p)), for all p €
M, where @, is the tangent mapping of . A
Lie-Bécklund immersion is Lie-Bécklund mapping
that is an immersion.

Systems. A system is a triple (S,d/dt, 7), where
S is a diffiety with Cartan field d/dt and 7 : S — R
is a Lie-Béacklund immersion with R having the
usual differential structure. By abuse of notation,
we shall denote (S,d/dt,7) simply by S. If ¢ is
a smooth function on an open set of S, then
¢®) = Lysqo"=V, k € N, where ¢ £ ¢, and

¢ =0,
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State representations and outputs. Let S be
a system. A state representation of S at § € S
is a local chart (V,¢ = (t,2,U)) of £ such that

t=71|V,x=(x1,...,2,) and ulF ) = Ld/dtugk),

J
where U = {u§k) :j € Im],k € N}. We call z
and u = (ugo), ceey uS,?’) the state and the input,
respectively. Since x and u completely determine
, we shall denote (V, ) simply by (z,u). In these

coordinates, the Cartan field is given by

d/dt = 90t + znj £,0/0x;

i=1
= (1)
k+1 k
+3 3w o 0u).

J
=1 k=0

Note that it is completely determined by z; =
fio I (z,u) and (v,z) are state representations
at &, then we must have card(u) = card(v). A
smooth mapping y = (y1,...,yp) around ¢ is
called an output of S at & It is called a flat
output at £ if (0, y) is a state representation at ¢
(i.e. there is no state). Another characterization
of flatness is given in Theorem 3 in Appendix
A.3. Let (x,u) be a state representation of S and
y = (y1,...,yp) an output of S. Assume that
the domain of y is contained in that of (x,u).
Then, (z,u) (resp. y) is classic if &; (vesp. y;) does
not depend on u§-k), for i € |n] (resp. I € ]p]),
j € Im],k > 1. And, (x,u) (resp. y) is time-
independent if #; (resp. y;) does not depend on
t, for i € |n] (resp. | € Jp]). A flat output y is
0-flat if it does not depend on ¢, ugk), for j €
Jm], k € N. Two state representations (z,u) and
(z,v) at £ are related by time-invariant static state
feedback if: (i) card(x)=card(z), card(u)=card(v);
(ii)) span{dx} = span{dz}, span{dz,du} =
span{dz, dv}, around & (pointwise).

Systems associated to control systems. Consi-
der the following control system

ii = fi(xau)v (&S ]n],
w = hz), 1el] @

where z € X (open set of R”) and v € R™.
It is possible to associate to these equations a
system S with global classic time-independent
state representation (x, u) and global classic time-
independent output y = (y1,...,¥p). Indeed: S =
R x X x (R™N; ¢, x;, ug-k) are the canonical
coordinates; 7 = t; and the Cartan field of S is
defined by (1), with card(z) = n and card(u) = m.

3. MAIN RESULT

Consider the following affine nonlinear control
system with two controls and two outputs

&= f(2) + g1(@)ur + g2(x)uz = f(2) + g(x)u,(3)
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y = h(), (4)

where z € X C R" is the state vector, X is
open, f,g1,g2: X — R™ are smooth, g = (g1, g2),
u = (u1,u2) € R? is the control, y = (y1,92) € R?
is the output and h: X — R? is smooth.

Let S be a system and let (x,u) be a state
representation of S defined on an open set V' C S.
Suppose that y is an output of S defined on V.
We define, for every k € N, the following smooth
codistributions on V' (over C*(V))

Yk = Spa’n{dyv R dy(k)}a (5)
YV, = span{dz,dy, ..., dy(k)}.

Definition 1. Suppose that y = (y1,y2) is a 0-flat
output of S. Then y is said to be O-reqular? if
y§1) depends on u, i.e. aygl)/ﬁu #0on V.

Theorem 1. Consider the control system (3)—(4),
with n < 5. Suppose that the smooth distribu-
tion G = span{gi, g2} is involutive. Let S be
the system associated to (3)—(4) with global clas-
sic time-independent state representation (x,u)
and global classic time-independent output y =
(y1,y2). Assume that y is a local O-regular output
at &€ = (4,70, 0,0, u”,...) € S and that
ygk)(f) =0, for k € N, where ¢ is a regular point
of the codistributions (5), for k € [n]. Then, there
exists a classic time-independent state represen-
tation (z,v) (v = (v1,v2)) at & that is related to
(x,u) by time-invariant static state feedback, such
that v§’“> (&) =0, for k € N, and that, in these new
coordinates, the Cartan field of S is described by

2 = 22+ ¢1(2n, 21, 22)01,
29 = 23+ ¢2(2n, 21, 22, 23)01,

Zn—3 = Zn—2 + On_3(2n, 21,22, ..., Zn—2)V1, (6)
Zn—2 = Zn—1+ Gn-2(2n, 21, 22,...,2Zn—2)V1,
'é’n,fl = V2,

Zn = V1.

In particular, § = (21, 2,) is a local 0-flat output
of S at €.

Remark 1. As can be seen in the proof of the
theorem above, it is not required that G is in-
volutive for the triangular form of (6) to hold
when n < 4. In this case, however, 2,5 =
Zn-1+ ¢n-2(2n, 21,22, .., 2n—1)v1 is substituted
for Zn,Q = Zpn—1+ gf)n,Q(Zn, Z1yR2y ey Zn,Q)’Ul.

Remark 2. The last assertion of the theorem is a
direct consequence of the triangular form of (6),

2 Tt is shown in Appendix A.1 that we can always assume,
without loss of generality, that a local 0-flat output y =
(y1, y2) of the system S associated to (3) is a local O-regular
output.
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the Implicit Function Theorem and Theorem 3 in
Appendix A.3.

Remark 3. Let & = (£,7,0, 0, w0, 08",..) €
S. It is easily seen that in case h1(Z) = 0 in

(4), where h = (h1,h2), and (T, (u1,us2)) is an
equilibrium point of (3) (i.e. f(ZT) + g1(T)uy +
g2(2)0 = 0), then y{¥ (&) =0, for k € N.

Remark 4. Put another way, the theorem esta-
blishes that there exists a smooth change of co-
ordinates (z = ®(z)) &: V — &(V) C R,
where V' C R™ is an open neighborhood of 7,
and a time-invariant (smooth) regular static state
feedback ((u1,u2) = alx, (vi,v2)) a: W — R
where W C R”™ x R? is an open neighborhood of
(f, (0,52)) and Oé(f, (0,52)) = (ﬂl,ﬂg), such that,
in the new coordinates z and in the new control
v = (v1,v2), (3) is described by the triangular
system (6) around (®(Z), (0,72)).

Proof. In the coordinates (z,u), we have

i = Lyh(@) + Ly, b (@)ur + Loy b (2)uz,
ys! = Liha(w) + Loy ha(@)ur + Lo, ha()us,

where Ly h1 # 0 or Lg,hq # 0, around &, because
y is a local O-regular output at £ (Lyh; and Ly, h;
denote the usual Lie derivatives in R™). It follows
that there exists a regular static feedback (in the
usual sense) of the form 3

u = a(z) + B(z), (8)

such that y§1) = vy, where a is smooth around
&, B is a diffeomorphism around £ and v =
(v1,v2) € R2. Therefore, it follows from Theo-
rem 2 (see Appendix A.3) that (x,v) is a classic
time-independent state representation at £ that
is related to (z,u) by time-invariant static state
feedback. By construction, we have that v; = y§1),
around £. Furthermore, in these new coordinates,
the Cartan field of S is described by

& = f(z) + g(x)a(z) + g(x)B(x)v
= [(z) + 71 (x)v1 + Go(w)va.

9)

Since y is a local O-flat output at &, we obtain
that dy; # 0 and dy; € span{dz}, around &.
Hence, we can choose among the components of

x=(x1,...,2,) in a way that
span{dx;,,...,dx; _,,dy1} = span{dz}, (10)
around &. Let © = (24,,...,%i,_,,y1). Theo-

rem 2 thus implies that (Z,v) is a classic time-

3 This construction is based on the coordinate description
of the Dynamic Extension Algorithm. See e.g. (Di Bene-
detto et al., 1989), (Pereira da Silva, 2000).

3/6



Preprints of the 3rd IFAC Symposium on System, Structure and Control

independent state representation at & that is re-
lated to (z,v) by time-invariant static state feed-
back. By construction, we have

Tn = Y1,

v = ygl) = Eiv'n; (11)

T = f(@)+ @)1 + g2(T)v2.

It is shown in Appendix A.2 that the structure
at infinity {oo,...,0,} at £ (see Theorem 5(b) in
Appendix A.3) is given by

o0=0,01=...=0p2=1,0p_1 =0, =2.(12)

But v; = yil), around &. Hence, Theorem 5(a)
implies

dys € span{dz}, (13)
dyék) € span{dz, dvy, ..., dv§k_1)}, (14)

around &, for k € Jn — 2]. Therefore, in the
coordinates (Z,v), we obtain

ays¥) oy = 0, (15)

around &, for k € [n — 2].

We shall now determine a new classic time-
independent state representation at & such that,
in these new coordinates, the Cartan field of S is
described by (6). Let ¢ = (¢t,z,V1,Va): W —
©(W) be the local chart of £ corresponding to
(Z,v), where W is an open neighborhood of &
and V; = {’U](-k) : k € N}, for j = 1,2. By
hypothesis, we have that yyc) (&) =0, for k € N.
Since v; = yi_l), around &, it follows that ¢(&) =
(t(£),x(£),0,V2(&)). Define the smooth mapping
t=¢ ltonop: W — W, where n: o(W) — (W)
is given by n(t,z,V1,Va) = (t,7,0,V2). Now,
consider the following smooth functions on W

21 = Y2,

zo = yél) [¢] L,
: (16)
Zn—1 = yén_2)

Zn = Y1 = Tn,

o,

where we can assume, without loss of generality,
that the open set where y is O-regular is equal
to W. From (13) and (14), it follows that, in the
coordinates (Z,v), we have

y2 =7(T), (17)
yék) = sx(T, vy, Ugl), . ,UYC_I)), (18)

around &, for k € |n — 2], where r and s; are
smooth functions on an open set of R® and R™**,
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respectively. It is easy to show by induction from
(11) and (15) that, in the coordinates (z,v),

I~ Ly =0, (19)
92 f
vy = Lhr + P, (20)
LYy

dy() = 6—5;&5 + QudE + wi,  (21)

for k € In — 2], where r is as in (17), wy, € Z =
span{dvl,dv§l),...} on W, and P, and Qy are
polynomials with real coefficients in the variables

vy (until degree k), vgl) (until degree k — 1), ...,

ngﬁ) (until degree 2), v§k71) (only degree 1),
such that P, = Qi = 0 for vgj) = 0. Recall
that ¥y = (y1,y2) is a flat output on W and
note that (17) and (20) imply that d(yék) o) =
(GL%“/@J?)CZE, for k € [n — 2]. Tt is thus straight-
forward to show from (21) that {dzi,...,dz,}
is linearly independent on W. Since span{dz} C
span{dz} on W, we obtain

span{dz} = span{dz} (22)

on W. Therefore, Theorem 2 implies that (z,v) is
a classic time-independent state representation at
¢ that is related to (Z,v) by time-invariant static
state feedback.

It is easily seen from (11), (16), (19) and (20) that,
in the coordinates (z,v), we have

21 = 22+ ¢1(2)v1,
z3 + ¢a2(2)v1,

Z9

27172 = Zp-1+ ¢n72(z)vlv
27171 = zZn+ anfl(z)vl + 5(2)1)2;
Zp = U1,

where § = lfgv2L7i_2r, around &. Since (Z,v) is a

classic time-independent state representation at &,
it follows from (14) that

dy$" ™Y € span{dz, dvy, ..., dv{" "D duvy}, (24)

around &. Recall that 0,1 = 2 and v; = y§1).

Hence, in the coordinates (Z,v), we must have
ayg’l*”/aq@ = ngvZL;;Qr #0 (25)
at &, because otherwise we would have 0,1 = 1

(see Theorem 5(a)—(b)). This implies that § # 0,
around . Define the regular static feedback

0 1 0
v=1| Zn |+ On-1(z) 1 v
3(2) o) s/ 29

= a(z) + B(2)7,
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where v = (v1, U2). Note that 1 = vy, & is smooth
around ¢ and B is a diffeomorphism around £. It
thus follows from Theorem 2 that (z,v) is a classic
time-independent state representation at & that is
related to (z,v) (and hence to (x,u)) by time-
invariant static state feedback. By construction,
in these coordinates, the Cartan field is given by

~

2= f(2)+ q1(2)v1 + G2(2)02, (27)

around &, where f = (z2,...,20-1,0,0), g1 =
(A1, ¢n_2,0,1) and go = (0,...,0,1,0). The-
refore, in order to complete the proof, it remains to
show that the component functions ¢ of g; have
indeed the triangular structure of (6). Throughout
the rest of this section, we will denote the smooth
vector fields §10/0z and g20/0z simply by g1 and
Jo, respectively.

Note that {g1, g2} is independent around &. By hy-
pothesis, in the control system (3)—(4), the smooth
distribution G = span{gi, g2} is involutive. Recall
that (z,v) is related to (z, u) by (8), (10), (22) and
(26). Hence, G = span{gi, g»} is involutive and we
thus must have

a(ﬁl/aznfl
[§17§2] = - aﬂsnf?/aznfl =0, (28)
0
0

around &. Therefore, (6) is true for n < 4.

Now, suppose that n = 5. It is easy to see that
the structure at infinity at £ is invariant under
state representations at £ that are related by time-
invariant static state feedback. Hence, (12) still
holds and, as before, gives

oy o, = 0, (29)

around &, for k € [n — 2]. It follows that

k
La/é);Qyé )= 0, (30)

around &, which in turn is equivalent to*

() _
Ladl;/dta/a;2y2 =0, (31)

around ¢, for k € [n — 2], j € [n —2 — k]. Let
€, = 0/0z;, for i € |n]. It is straightforward to
conclude from (27) that

[d/dt, ]9 = —eu, (32)

and from (28) that
[d/dt,[d/dt,0/0v5]] = —€3. (33)

4 For a proof of this fact, see e.g. (Isidori, 1995, Lemma
4.1.1, p. 140).
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Since z1 = ya, around &, (27) and (31) give
(dys", —es) =B (dgr, —Es) =0, (34)

around &, which implies

(dgn,€3) = 0¢1/0z3 = 0 (35)

around &, because v; is a coordinate function.
Therefore, (27) has the desired triangular form (6)
for n = 5, which completes the proof.

It is easy to verify from the foregoing reasoning
the validity of Remark 1. Indeed, note that it is
clearly true for n < 3. For n = 4, we have that
[d/dt,0]0Vs] = —e3. Thus, Remark 1 follows from
(31), (34) and (35).

d
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APPENDIX
Appendiz A.1

This fact is a consequence of the next two results.

Proposition 1. Let y = (y1,y2) be a 0-flat output
of S. Then, for every k € N, 5 = (y1 + yék),yg) is

also a O-flat output of S.
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Proof. Straightforward. o

Proposition 2. Let y = (y1,y2) be an output of S.
If, for every k € N, yik) and yék) do not depend

on u, then y is not a flat output of S.

Proof. We shall prove this by contradiction.
Hence, suppose that y is a flat output of S.

Therefore, the change of coordinates mapping

(ta Z,ur,us, ugl)a ’u’él)a .. ) = (ta Y1, Y2, ygl)a yél)a .. )
is a bijection. However, this mapping cannot be
injective in case y%k) and yék) do not depend on wu,

for k € N. O

Indeed, suppose that this is not the case. After a
possible reordering of the outputs, take the least
k > 1 such that: (i) yék) does not depend on ¢, ul),

forke[k—1],j €N; (ii)_yéz) does not depend on
t,uld), for j > 1; (iii) 8yék)/8u # 0 on some open

set V C S . Such k exists by Proposition 2 and
by the form of the control system (3). Therefore,

Proposition 1 implies that 5 = (y1 + yék_l), Y2) is

a local 0-flat output of .S such that yﬁl) |V depends
on u (i.e. 6§§1)/8u #0on V), where g = (71,7s)-

Appendiz A.2

It is clear that o9 = 0, since y is a local O-
flat output at &. By hypothesis, £ is a regular
point of Yi, Yy in (5), for k € [n]. From (10), we
have that Yy = span{dz,dy,...,dy"™}, around
&, for k € [n]. Since card(Z) = card(z) = n and
card(v) = card(y) = 2, it follows from Theorem 4
in Appendix A.3 that there exists k € [n] such
that span{dz} C Yz ,, around . Note that, by
(11), we have that span{dZ, dv} = span{dZ, dz},
around . According to Theorem 5(b)—(c), there
exists k* € [n] such that Y3 N span{dz} =
Y- —1Nspan{dz}, around &, for k > k*. Therefore,
span{dZ} C Yj-_1, around . We thus conclude
from Theorem 4 that

k*—1
n+ Y oy =2k", o =2. (1)

=1

Now, by definition (see Theorem 5(b)), we have
that 2 > pr > oy, for k € N. However, {pi} is
a non-increasing sequence and op~ = 2. Hence,
pr =2 and o < 2, for 1 <k < k*. From (11), we
obtain that o1 > 1. Since {o}} is a non-decreasing

sequence, we have that ;1 = ...0x+_1 = 1. Hence,
(.1) implies that k* = n — 1. Therefore, g = 0,
01 =...=0p—1 =1and 0,1 =0, = 2.
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Appendiz A.3

Theorem 2. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system and let (x, u) be a classic time-independent
state representation at & € S. Let z and v be
smooth mappings defined around & such that
card(z) = card(z) and card(u) = card(v). Sup-
pose that, around £, span{dz} = span{dz} and
span{dz,du} = span{dz,dv}. Then, (z,v) is a
classic time-independent state representation at &
that is related to (z,u) by time-invariant static
state feedback.

Theorem 3. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system and let (z,u) be a classic state representa-
tion at & € S. Suppose that y is a classic output at
¢ such that card(y) = card(u). Then, y is a local
flat output at & if and only if there exists k* € N
such that {dy, ...,dy"* )} is independent at ¢ and
span{dz, du} C span{dy, ...,dy*)}, around ¢.

Theorem 4. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system. Let (z,u) be a classic time-independent
state representation at & and let y be a classic
time-independent output at £ such that card(z) =
n, card(y) = card(u) = m and span{dz,du} =
span{dx,dz}, around £, where £ € S is a regular
point of the smooth codistribuitions (5), for k €
[n]. Suppose that (x,u) and y are defined on the
same open set. Then, y is a local 0-flat output at &
if and only if there exists k € [n] such that either
one of the following two equivalent conditions is
met: (i) the structure at infinity {o1,...,0,} at
¢ satisfies n + Zi:ll o = mk, op = m; (ii)
span{dr} C Y;_,, around &.

Theorem 5. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system. Let (z,u) be a classic time-independent
state representation at £ € S and let y be a classic
time-independent output of S at £. Assume that
(x,u) and y are defined on the same open set and
that £ is a regular point of the codistributions (5),
for k € [n], where card(xz) = n. Then:

(a) We can choose gy C y such that gjl(cli)l C ?j,gk)

and {dxy} is a basis for Vi, around &, where

Tk = (xag03§§l)a <o 7§£k))’ for k € [n]7

(b) Consider the sequences {01} and {pi} de-
fined as o = dim(Vk(§)) — dim(Vx—1())
and pr = dim(Yx(§)) — dim(Yx—1(€)), where
Y_1 = span{dz}, Y_; = {0}, and Y} and
Yy are as in (5), for k¥ € N. Then, {o}
is a non-decreasing sequence and {p;} is a
non-increasing sequence. Furthermore, there
exists (an unique) k* € [n] such that oy, < pg,
for k < k*, and oy = pg, for k > k*, k € N.
The finite sequence {oq, ..., 0, } is called the
structure at infinity at &;

(¢) Yi Nspan{dzr} = Yi«_1 Nspan{dz}, around
& for k> k* keN.
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A Time-Periodic Lyapunov Approach for Motion Planning of
Controllable Driftless Systems on SUn)

H. B. Silveira, P. S. Pereira da Silva and P. Rouchon

Abstract— For a right-invariant and controllable driftless sys-  if the periodic motion planning problem has been solved for
tem on S_L{n), we con.sider a time-periodic reference trajectory system (1) withX (0) = I, it is straightforward to show that
along which the linearized control system generatesu(n): such  "\vill also be solved for (1) WithX (0) = X, € SU(n).

trajectories always exist and constitute the basic ingredient Th . It of thi is the det inati f
of Coron’s Return Method. The open-loop controls that we € main result o IS paper i1s the determination o

propose, which rely on a left-invariant tracking error dynamics @ solution for the periodic motion planning problem. This
and on a fidelity-like Lyapunov function, are determined from is established by Theorem 2 in Section Il, whose only
a finite number of left-translations of the tracking error and assumption is that system (1) regular, in the sense of
they assure global asymptotic convergence towards the periodic Definition 1 in Section Il. The results of Coron’s Return

reference trajectory. The role of these translations is to avoid Method sh that h diti . | ti
being trapped in the critical region of this Lyapunov-like ethod show thatl such condition 1s always met In case

function. The convergence proof relies on a periodic version the system is controllable on $k)) (see Remark 2 in
of LaSalle’s invariance principle and the control values are Section Il). Loosely speaking, by finding an appropriate

determined by numerical integration of the dynamics of the reference trajectoryX,., using the time-dependent change of
system. Simulations illustrate the obtained controls forn =4 .5 dinatesZ — Z(X,t) = XTX,(t), which corresponds
and the generation of the C-NOT quantum gate. - ! . _
to the tracking error on the group $t), and defining an

I. INTRODUCTION adequate “feedback”, we determine an algorithm that obtain
in a finite number of steps, continuous open-loops controls
uy, for everyl < k£ < m, which assure that the tracking
error X — X, converges to zero as— oo. This algorithm
relies on Lyapunov-like convergence results inspired m th
periodic version of LaSalle’s invariance principle presen
whereX € M™ is the state)M™ is the real Banach space of jn [11], and in thead-conditionstabilization method of [6]. In
squaren x n matrices with complex entries endowed witha certain sense, we have used the real part of the trace of the
the Euclidean normf = {H;,..., Hy} C su(n) (the Lie |eft-invariant tracking errorZ as a Lyapunov-like function,
algebra of the special unitary group 1)), ux, € R are the that is, V' (Z) = R(¢tr(Z)). In the case of quantum systems,
controls, and! is the identity matrix ofA™. The periodic 1/ can then be seen as a fidelity-like Lyapunov function.
motion planning problenfor this system is formulated as  The problem of steering a quantum system from a given
follows. Given agoal stateX., € SU(n) andT" > 0, find  jnjtial state to an arbitrary final state, which can be regerd
a smooth periodigeference trajectoryX,: R — SU(n) as a particular case of the periodic motion planning problem
of period 7', with X,.(0) = X, and determine continuous nere formulated, has recently been treated in [8] using a
open-loop controlsu,: Ry — R, for 1 < k& < m, in  flatness-based approach and in the book [4] (see also the
a manner that the tracking error between the trajectopgferences therein), where many quantum control techeique
X:Ry — SU(n) of (1) andX,. converges to zero ds— oo,  ysed in the literature are grouped together and explained in

Consider the right-invariant driftless system

X =) wHX, X(0)=I, (1)
k=1

that is,lim; .o [X (¢) — X,.(t)] = 0. detail, such as Lyapunov-based methods, optimal contml an
We remark that there is no loss of generality in asgecompositions of S(). Our Lyapunov-like approach has

suming that X(0) = I in (1). Indeed, since system ng restrictions on the goal stafé., € SU(n) and onn, as

(1) is right-invariant, if (X(t),(u1(?),...,um(t))), for jong as system (1) is regular.

t € Ry, is a solution of (1) withX(0) = I, then  Tnhe |ayout of the paper is as follows. Section Il is

(X(t)Xo, (u1(t),...,um(t))), for t € Ry, is a solution of entirely dedicated to the proof of Theorem 2 mentioned

(1) with initial condition X (0) = Xy € SU(n). Therefore, apove. Simulations illustrate in Section Ill the generatio

The first author was fully supported by CAPES. The secondoautas of the Controlled-NOT (C_NOT) gate for a quantum system

partially supported by CNPg. The second and third authorepartially ~ With 7 = 4. Appendix presents th? prOOf. of the important
supported by CAPES/COFECUB and “Agence Nationale de la &ebe”  convergence result of Theorem 1 in Section II.
(ANR), Projet Blanc CQUID number 06-3-13957.

H. B. Silveira and P. S. Pereira da Silva are with Laboratdrutoma- II. MAIN RESULT
tion and Control, Department of Telecommunications and CbRingineer-
ing, University of %0 Paulo, Brazihect or bessa@ahoo. com br Based on (1), we define threference system

andpaul o@ ac. usp. br
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where X, € M™ and the smooth time functiong: R — R Let V: M™ — R be defined by

are still to be specified. n
Definition 1: System (1) is said to beegular when, given V(X) = R(tr(X)), forall X € M, 7

T > 0, there exist smooth periodic functions: R — R and consider thauxiliary system

of period T', for all 1 < k < m, such that the solution

XTI R — SU(n) of (2), with X7 (0) = I anduj, = ul, is W =wxi) kaak(t, W) H X, (1), 8)
also periodic of period’ and satisfies 1
spar{ B} (0),1 < k <m,j € N} = su(n), (3) where(t,IW) € R x M™, fi # 0 is a fixed real number,

: ) . 1<k<m,and
where N is the set of natural nhumbers (including zero), = — m

A(t) = Yl uf(HH, € su(n), BR(t) = HpX[ (1), ar(t, W) = fy V(W X[ (t)H, X, (t)) € R. )
BiTNt) = —A(t)BL(t) + Bl(t), 1 <k <m, j N, t € R,
Remark 1:Note thatA: R — su(n), B}, Bl: R — M"
are smooth and also have peri@y for everyl < k < m,
j € N. Hence, they are bounded mappings.
Remark 2:Note that the linearized control system of (2)
(or of (1)) along the trajectoryX”, (uf, ... ,ul)) is given

’ m

Notice that the “closed-loop” system (4) with “feedbacks”
vy = frax(t, Z) is nothing but system (8)—(9). Note also
that V in (7) is linear and that, for evernX € SU(n),
we have —n < V(X) < n and V(X) = n if and
only if X = I. Furthermore, by constructioi(t, W) =

: m e Lak(t,W)2 >0, forall (t,W) € R x M™.
by X! = A(t)X! + >, wpBY(t), w, € R. Based on 2= an(t, ’ _
Coron’s Return Method (see [2], [3]), it can be shown that In what foII_ows, we show how the next theorgm, which is
(1) is regular in case LigT) — su(n). We recall that (1) is a Lyapunov-like convergence result for the auxiliary syste

controllable on SWr) if and only if Lie(H) = su(n) [1]. (8)~(9) with Lyapunov-like function’(W') = R(ir(W)),

For simplicity, we shall assume throughout this paper thaﬁnd whose proof is deferred to Appendix, determines con-

system (1) is regular, thaf' > 0 has been fixed and that Flnuous functionsy;: R, — R, for 1 < k < m, such that ()

the functionsu;, in (2) were specified accordingly, that is,IS satisfied _for the “closed-loop” system (4)._We_ remark that
u — ol for 1 < k < m. Moreover. we also assume thatthe properties of stated above are essential in the proof.
tha goali stateX.. e SIJ(n). is fixed. DefineX,: B — SU(n) Our approach to solve the periodic motion planning problem

as X, = XTX.. Note thatX, is the solution of (2) '° :[rhhen sumT%rlzeqd|n 'It'::eoretm 2.
with X,.(0) = X, and thatX, also has periodl. It eorem L.Lonsider the se
will be shown afterwards tha¥X, can indeed be used as a

reference trajectory. We also adopt the following notation G={reR:z= ; R(Aq), for some; € C such

The imaginary unit ofC is denoted by, and if z € C, then ' n
R(z) is its real part and¥(z) its imaginary part. that |\;| = 1, HAi =1,3(\) = =S(\)}
It is straightforward to verify from (1) and (2) that the i

time-dependent change of coordinates Then, G is a finite set;n € G andn = max(G). Further-

Z=27tX)=X'X,(t), forall (t,X)ecRx M" more, lettingd be the maximal element of the sét\ {n},
we have that, for aly = (tg, Ws,) € R x SU(n),

V(W) >0 = thm W,(t) =1,

along with the time-varying control shift

vp 2 ul(t)—up = uf (t)—ug, forallteR, 1<k<m,

determine the left-invariant “closed-loop system” wherel,: R — SU(n) is the solution of (8)~(9) with initial
condition W, (to) = Wy,.

s, G _ Suppose that’(X.) > 4. In Theorem 1, we choose
Z=7ZXI(t Hp X, (t), Z(0) =X € SU(n), (4
rl )kz;:”k wXr (), 2(0) () @) 0. X.0) € R x SU(n). Therefore limy ... W, () = 1.

. . . Hence, the smooth “feedbacks;: R, — R defined as
for all (¢, Z) € Rx M™. If we can find continuous functions

vr: Ry — R, for eachl < k < m, such that vp(t) 2 frap(t, Z(t)) = fEV(XT () Hp X, (1)),
Jim Z(t) = lim XTIt X,.(t) =1, (5) fort e Ry, 1<k < m, assure thatZ(t) = W,(t), for

] ) t € R,. Indeed, compare (4) with (8)—(9). Thus, (5) holds.
where Z: Ry — SU(n) is the solution of system (4) and  Now, assume thal/(X.) < 6. For this case, based
X: Ry — SU(n) is the solution of system (1) with the on continuity arguments, we determine an adequate (con-

continuous open-loop controls tinuous) path fromX., to I which, in a certain sense,
up(t) = ul (t) —vp(t), forallteR,, 1<k<m, reduces the problem to the situation whér¢xX.) > 4.
o In order to achieve this, the main idea is to find a path
it is then clear that Z: [0,1] — SU(n), with Z(0) = X, and Z(1) = I,
lim [X () — X, (t)] = 0, (6) and obta|n07: O <0 <-- < On_1 < Oy = 1,
t—o0 such thatV (Z(0,11)7Z(0,)) > §, forall 0 < £ < N — 1.

thus solving the periodic motion planning problem. It thus follows from Theorem 1 that, fot < ¢ < N,



1imtﬁw7(04)Wg(t) = 7(0[), where W,: R — SU(n)
is the solution of (8)—(9) with initial conditioV,(T;) =
Z(00)TZ(0,-1) € SU(n), where0 = Ty < -+ < T 41 are
such thatiW,(T,+1) = I. Loosely speaking, we then “glue”
together the left-translationg(0,) W1, ..., Z(Ox )Wy in an

If T > T_1 has been chosen as above, define

Z(t) = Wn(t) € SU(n),
’Uk(t> = fkak(t,WN(t)) eER, 1<k<m,

whereWy: R — SU(n) is the solution of (8)—(9) with initial

fort > Ty,
for ¢t > Ty,

appropriate manner in order to define a continuous SO'““%nditionWN(TN) =Zn_1Wn_1(Ty) € SU(n). m

(Z(t), (v1(t),...,um(t))), for t € Ry, of system (4) that
satisfies (5). We remark that, for eveny< ¢ < N, itis as if
we were in the cas¥ (X)) > 4. In the sequel, we formalise

Some remarks are in order. First of all, from the rea-
soning preceding Algorithm 1, we know that there al-
ways exists some non-zerd& < N such that (10) is

these arguments in detail and determine an algorithm whiGh,e  Furthermore. Theorem 1 and property (11) assure

obtains, inV steps, continuous functions,: R, — R, for
1 < k < 'm, such that (5) holds.

It is a standard result that aty., € SU(n) can be written
as Xo, = Midiaglexpi)y,...,expi\,)M, where M is a
unitary matrix,A1,...,A, € Rand) ;" , \; = 0. Consider
the pathZ: [0,1] — SU(n) from X, to I defined by

Z(0) = M'diaglexphi (1 —6),...,expid, (1 — 0)) M,

for all 6 € [0,1]. Let a,b € [0,1]. Hence,Z(b) Z(a) =
MtdiaglexpAi (b —a),...,expi),(b—a))M and there-
fore V(Z(b)1Z(a)) = J_, cos(Aj(b — a)). Since the
function: [0,1] — R defined byy(#) = >°7_; cos();0),
for all # € [0, 1], is continuous withy(0) = n, there exists
v > 0 such thaty(#) > ¢ in case|d| < v, for all 6 € [0, 1]
(indeed, choose = n — § > 0). Hence,V(Z(b)Z(a)) > §
whenever|b — a| < v, for all a,b € [0, 1], and there exists a
non-zeron € N such that, for allv > n,

V(Z}1Z0) =Y cos(AA) > 6, (10)
j=1

forall 0 < ¢ < N -1, whereZ, = Z(6,), 0, = (A,
for every0 < ¢ < N, with A = 1/N. Note thatZ, =
Z(0) = Xo andZy = Z(1) = I. Let N > n and consider
the continuous functions: M™ x M™ — R defined by
B(X,Y) = V(YTX), for all (X,Y) € M™ x M™. Since
SU(n) x SU(n) is compact3|(SU(n) x SU(n)) is uniformly
continuous. Therefore, by (10), there exigts- 0 such that,
for all X € SU(n) and0 < /¢ < N — 1, we have
IX = Zi| < p=V(Z,X) >0 1)

(indeed, choose = > "_, cos(\;A) — ¢ > 0 and consider
the sup norm on/™ x M™). The aforementioned algorithm
is described below. Recall that, = X, andZy = I.

Algorithm 1: Let X, € SU(n). Choose any non-zero
N € N in a manner that (10) holds. Defiri§ = 0 and
Wo(Ty) = I. For everyl < ¢ < N — 1, choose a real
numberTy,,; > T, such thatV(ZEHZWg(TgH)) > 4,
where W,: R — SU(n) is the solution of system (8)—(9)
with initial condition W, (T}) = Z,Zs_1Wy_1(T¢) € SU(n).
Define

Z(t) = ZgWg(t) S SU(’FL), fort e [Tg,Tg+1),
vp(t) = frar(t, We(t)) e R, 1 < k <m, for t € [Ty, Tp41)-

that 7,1 > T, can always be chosen as required in the
algorithm, for everyl < ¢ < N — 1. It is also clear
that (Z(t), (v1(t),...,vn(t))), for t € R,, determined by
the algorithm is a continuous solution of the “closed-loop”
system (4). Indeed, compare (4) with (8)—(9). Finally, sinc
V(ZNZn A Wn 1(Tx)) = VZxaWna(Ty)) > 6,
Theorem 1 implies thalim;_,., Wi (t) I. However,
Z(t) = Wn(t), for t > Ty. Therefore, the continuous
functionsvy: Ry — R determined by Algorithm 1 are such
that (5) is satisfied. We have thus shown our main result:
Theorem 2:Assume that system (1) is regular, in the sense
of Definition 1. GivenX, € SU(n), T > 0 and “feedback
gains” f2 > 0, considerX: R — SU(n) andul: R — R as
in Definition 1, for1 < k < m. DefineX, = X! X.. Then,
there exist continuous open-loop contralg: Ry — R,
for 1 < k£ < m, such that (6) is satisfied. In other
words, the periodic motion planning problem always has a
solution when (1) is regular. More precisely,if{ X.) > ¢,
where § is as in Theorem 1, then the smooth open-loop
controls uy(t) = ul(t) — f2V(XT(t)H, X, (t)), obtained
by numerical integration, fot € R, 1 < k < m, assure
that (6) holds. Otherwise, in casé(X.) < ¢, then by
following Algorithm 1 we determine continuous functions
v: Ry — R, for 1 < k < m, such that the corresponding
continuous open-loop controlg (t) = ul (t) — vy (t), for
t € R, assure that (6) is satisfied.

. QUANTUM MECHANICAL EXAMPLE

After some approximations, an appropriate change of
coordinates, scalings and simplifications, a controlledngqu
tum system consisting of two coupled spgr]sarticles with
Heisenberg interaction and driven by an external electgpma
netic field, can be modeled as [4]

Y = (D +uyD, + uyD, +u.D.)Y, Y(0)=1I, (12)

whereY € M* (n = 4), the controlsu,, u,, u. € R are the
x, y, z components of the electromagnetic field, respectively,
D = diag31, —1, —1, —1), D, = HY — 3HL, D, = HE, +

3HE, D, = Hf} — 3HE € su(4), and HE = (h;"),
HL = (h;;) € su(4) are the matrices with entries
R,ij R.ij R,ij »
i =1 hY =1 g =0, for k£ #4,j,
hfj” = h;;” =1, h,ﬁ;ﬂ =0, for k, 0 # 1, j,

respectively, for alll <i < j < 4.
Now, in order to remove the drift terdY in (12), we
define, as usual, the time-dependent change of coordinates



X =®(t,Y) =e Py, for all (t,Y) € R x M*. Inthese wui,...,u} are not known explicitly. Coron’s Return Method
coordinates, (12) is described‘as only establishes their existence. Fortunately, for systEm,

. symbolic computation software packages have shown that if
X = (uaCo () +uy Oy () +u-Co()) X, X(0) =1, (13) e define them as}(t) = 3,7, aresin(27lt), for t € R,

where 1 <k <6, with ny > 3 and whereay, € R are randomly
00 0 et chosen fr_om the uniform distributior_1 on the inFer\yala,a]
00 -3 0 with “sufficiently large”a > 0, then it is “very likely” that
Cp(t) = e PtD,ePt = 03 00 : dim(span{BJ,(0),1 < k < 6,0 < j < 6}) = 15, that is, (3)
et o 0 0 holds (recall that dirtsu(4)) = 15). And, when (3) is true,
it follows thatlim; . [X (t) — X,.(¢)], where X, = X} X ..
0 0 e™ 0 We remark that since:, is an odd periodic function with
C,(t) = =Dt D, elt — 0 00 3 period T = 1, the solutionX}!: R — SU(n) in Definition 1
Y Y e 0 0 0 |’ is also periodic with period’ = 1. Note thata and n;
0 -3 0 0 determine the “excitation level” af.. For f; = 1, computer
0 et 0 0 simulations have suggested thatcaz_and ny get larger, the
ut ) 0 0 faster the convergence of the tracking erfor X, to zero
C.(t) =e PtD,ePt = € 00 0 3 | (assuming that difspar{ B5(0)}) = 15, of course).
The obtained simulation results are now presented for
0 0 3 0 .
fr = 1, a = ny = 5 and ay, having as values the
for all ¢t € R. We choose the real controls,, u,, u, as corresponding entries of the matrik = (ax,) below
Uy = (ul + ZU2)614t + (ul — ZUQ)eflM’ —2.00 -1.39 4.66 4.31 1.80
it ot —-0.31 —1.54 092 -3.20 -2.18
uy = (us +oug)e™ 4 (usg —wa)e™™, 0 (A4) | 469 031 175 394 —1.11
Uy = (US + Zuﬁ)e“lt + (US — Z'U/G)e_“lt» 4= —2.79 0.77 4.09 2.34 3.46
. 219 060 -0.27 043 -3.75
respectively, for allt € R, whereuy,...,ug € R are the

. ; . . —0.18 —4.44 —-1.38 —4.58 2.59

new controls. By applying the rotating wave approximation

(RWA) (see e.g. [9], [4], [5]) to system (13)—(14), which eon With these choices, we have indeed verified that

sists in considering only the terms that are time-independedim(spar{ B} (0)}) = 15. Figure 1 exhibits the convergence

and in disregarding all the oscillating ones, we obtain thef [ X — X, || to zero (Euclidean norm on/*). We see that

following time-independent driftless system the norm of the tracking error is non-increasing. In Figure 2

) the controlsuy, uo (top) and the “feedbacks’,, vo (bottom)

X = (i H{j+ug Hiy+us Hs +us Hiz+us Hi +us Hiz) X, on the time intervall0,10] are shown. Notice thaty is
(15)  relatively small in comparison with the contral,, for

with initial condition X (0) = I. It is straightforward to ver- ;. — 1 2. Therefore, the contrak;, is relatively close tou)

ify that Lie({H{}, H{,, H{, His, H{}, H{,}) = su(4), i.e. a5 defined above, fok = 1,2. In order not to overwhelm

the system is controllable on $4). Hence, Coron’s Return the presentation, we have chosen not to exhibity, for

Method implies that the system is regular (see Remark 2) < . < ¢. They have, however, a similar behavior and a
and therefore Theorem 2 can be applied. We chdosel  similar order of magnitude as fdr =1, 2.

and as goal state the C—NOT (Controlled-Not) gate

1 0 O 0 18

o100 o .

Xo=1| 9 ¢ o -1 | €SYW: ol
001 0

1.2

X0l

which is one of the universal gates and has great importan. |
in quantum information theory [7], [5]. It is easy to see from= °¢
the proof of Theorem 1 that = {—4,0,4} with § = 0. oo
SinceV (X)) = 2 > 0, Theorem 2 implies that the smooth  *[
open-loop controlsu, (t) = u}.(t) — fAV(XT(t)Hy X, (1)) = .l
ul(t)—vi(t), fort € Ry, 1 < k < 6, obtained by numerical ~ % 5 10 35 2 2 % 3% 0 & w0
integration, assure thaitm; . [X (t) — X,.(¢)] = 0, for any

“feedback gains”f? > 0. Here,u; = ul with T = 1, Fig. 1. Convergence of the norm of the tracking error to zero.
and H1 = Hﬁ, HQ = H1]4, H3 = H%, H4 = H1]3,
Hs; = HE, Hs = H{,. However, the periodic functions IV. CONCLUDING REMARKS

1In quantum mechanics, this description is usually calledirtteraction In t_he solution here presented for the Pe”_Od'C motion
picture or interaction representation. planning problem, the only needed assumption is that system



[

-1 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

Fig. 2. Controlsui, u2 and “feedbacks’1,v2 on the interval[0, 10].

(1) is regular, which requires that the periodic functiar{s

Lemma 2:Consider thatiV € Q(W,), j € N and let
1 < k < m. Assume thatlim; .., W,(t) = 0 and that
limy oo V(W () X1 (t)Bi(t)Xs) = 0, where By, is as in
(3). Then, V(W X! B/ (0)X..) = 0.

Proof: Let W € Q(W,). By definition, there exists

a real sequencdt,,} such thatlim,, .. t, = oo and
lim,, 0o Wy(tm) = W. Now, for eachm € N, there
exists/,, € Z such thats,, = t,, — ¢, T € [0,T), where
T > 0 is the period ofX, and of B] (see Remark 1).
Since [0,T] is compact, there exists a subsequefisg, }
in which lim; oo s, = 6 € [0,T]. Let {¢,,} be the
corresponding subsequence {f,,}. Define the sequences
{tr,.} and {s; } ast; = t,, —0 ands) = s,, —0,
respectively. We have thalim; . W,(t) = 0 as well
as lim;_.o. V(IW, ()X (t)Bi(t) X ) 0 (assumptions).
Therefore, by definition]im; . s;,, = 0, and Lemma 1
gives thatlim; .o We(th,,) = lim;_.oc Wy(tm, —6) = W.

satisfying (3) are explicitly known. Nevertheless, thislwi Hence, the continuity and periodicity ok, and of B}
hardly be the case in general. For this reason, currentigrundmply that lim; . V(W (t5, )X (t5, ) By (th, ) Xeo) =

investigation is the explicit determination a@f, in (2) in a

7

limi oo V(W (t5,,) X (57, ) By (570,) X o)

manner that Theorem 1 still holds under assumptions oth&1(W X1 BJ(0)X.) = 0. n

than the regularity of system (1).
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APPENDIX

In order to prove Theorem 1, we need first a few inter: ' ?
we conside"”ear function, there exists > 0 such thalV(X)| < ¢|| X]||,

mediate definitions and results. For simplicity,
throughout this section that = (o, W;,) € R x SU(n)

is fixed and thatW,: R — SU(n) denotes the solution of

system (8)—(9) with initial conditioiV,(to) = W;,. Recall
that if X € M™ andQ C M™, d(X,Q) £ infycq ||V — X]|.

Definition 2: [11] A point W € M™ is called alimit
point of W, if there exists a real sequenge,,} such that
limy, 00 tm, = 00 @ndlimy, . Wy(tm) = W. The set of
all limit points of W, is called thelimit set of W, and is
denoted byQ(1W,).

Remark 3:Since SUn) is a compact subset dff", it is
clear thatQ(W,) is a non-empty subset of $bJ).

Proposition 1: [11] lim;_. . d(W,(t), 2(W,)) = 0.

Theorem 3:Consider the subset = {IW < SU(n) :
VIWXI Bl(0)Xs) = 0, for all j € N,1 < k < m},
where B is as in (3). Thenlim;_.o d(W,(t), E) = 0 and
is non-empty.

Proof: Due to Proposition 1, it suffices to prove that the
non-empty limit sef2(W,) of the solutionlV, is contained in
the setF. We remark that sinc¥: M™ — R is a continuous

for all X € M™. Furthermore, it follows from (2), (8)—(9),
Remark 1 and the compactness of (8Ythat each of the
mappingsX,., X\, W,, B, X,, X}, W,, B is bounded,
foreveryj e N, 1 <k <m. 4

Consider the functions: R — R, b: R x M™ — R,
ﬂi: R — R defined respectively as

a(t) = V(Wy()), ‘ for all t € R,

b (t, W) = V(WX (t)BL(t) Xos), (1, W) €Rx M",

BL(t) = b (t, Wy(t)), for all t € R,
for j € N, 1 < k <m. We will prove by induction that
lim (3] (t)

t—o0

= lim VW, ()X (t)BL(t)Xs) =0, (16)

The next2 lemmas are essential in the proof of the
important convergence result of Theorem 3 given beIovyorj €N, 1<k < m. From (8)=(9) and the definition of
which was inspired in the periodic version of LaSaIIe’sbg’ we have_that\7(t,W) = S F20(t,W)2 > 0 and
invariance principle presented in [11] and in tiacondition VL, W) =2 s f,?i)%(t, W)bg(t_, W), Wherebg (;’ W) =
stabilization method of [6]. . . V(WXI(t) S, f200(t, W)H,BY (t) Xoo) + bL(t, W) and
_ Lemma 1:_Let W:R — M" be a continuously differen- Fioeeosfn € R ‘are non-zero, for(t, W) € R x M™.
tiable mapping such thdim,_... W(t) = 0. Suppose that gj,ce vV js a non-negative function, we conclude thatis
{tm} is a real sequence such thidin,, .o ¢, = oo and 5 non-decreasing function bounded from above suchdhat
i,y oo W(tyn) = W. Then, for every: € R, we have that i poynded. Hencelim, .o a(t) exists and is finite. This
linyy, oo W(tm +€) = W. relation along with Barbalat's Lemma (see e.g. [10]) give

Proof: Let e > 0 +a€n<_j m € N. We have that . limy o a(t) = ST, F260(t, W,(1))2 = 0. Thus,
[W(tn + €) = W(tn)|l < lelsupsep,, 1,44 IW ()] holds.  for each1 < k < m, from which (8)—(9) imply that
The assumptions then imply thiin,,, .o W (¢, +¢) = W. .

1t151010 W,(t) = 0.

For e < 0, we can proceed in an analogous manner. | 17)



Now, consider the induction hypothesis which implies thatG is finite. It is clear that the function
. . . Z — R defined asn(¢) = cos((2¢ — ny)w/(n — 2nsy)),

Jim Gy (1) = lim V(W ()X () B (1) Xo) = 0, (18) ?or all ¢ € Z, has pes;?i(()d)\n - 2n(2(| > 0. 'I')hu/sf, the vaI)lZes
assumed by; must be finite in number.

Now, the convergence result will be shown. Recall that,
for all X € SU(n), we have that-n < V(X) < n and that
V(X) =nifand only if X = I. Let 6 = max(G \ {n}).
SinceG is finite, we have that

for somej € N and all1 < k < m. We have that
b(t, W) = V(WXT(t) 3278, f700(t, W) H By, (t) X o) +
b, W), forall 1 < k < m, (t,W) € R x M". Straight-
forward computations show that} is bounded because
Bl(t) = bl(t,W,(t)), for all 1 < k < m, t € R. Hence,
(18) and Barbalat's Lemma imply thaim;_, Bi“(t) = d<zx<n=zxz=mn, foralzed. (29)

limy oo VW, () X1 ()BT () Xo) = 0, for 1 < k < m. h . .
We have thus proved that (16) is true. At this moment, iS‘_’p]‘\’ff ei %ﬁ/i(sw éoo)nt;u%u?niiefoﬁgxg Lia(;‘c;r‘gr&% a:gd

is simple to prove thaf(W,) C E. Indeed, assume that uniformly continuous. Define the function: R — R by
W € O(W,) C SU(n). Then, (16), (17) _and Lemma 2 imply a(t) = V(W,(t)), for t € R. Recall that, by construction,
that V(IW X[ B/(0)Xo) = 0, foreachj € N, 1 <k <m. \0"poe thatV (e, W) = S ap(t,W)2 > 0, for all
_ " (t,W) € R x M™. Note thata; and V are smooth, for
Lemma 3:nConS|der the subsef’ = {W € SU(n) : oaen] < k < m. SinceV is a non-negative function,
V(WQ N Zi:lf““? for Somfi/\i € Csuchthati| = e conclude that is a smooth non-decreasing function.
LTz i = 1,5(M) = - = S(A)}. Then T € Fand - pporetore, v (1, (1)) > V(W) > 6, for all t > to. The

limy— oo d(_Wq(t)’ F)_: 0. . ' uniform continuity ofV|SU(n) then implies that there exists
Proof: According to Theorem 3, it suffices to showu ~ 0 such that

the inclusionE C F. Let W € E C SU(n). It is a
well-known result in linear algebra that’ € SU(n) can || X-W,(t)|| <p=V(X) >4, fort>ty, X € SU(n)

be decomposed a8 = Mdiag\y, ..., \,) M T, where M (20)
is unitary, Ay,..., A, € C, || = 1 and [, \; = 1. (indeed, choose = V(W) — ¢ > 0). The convergence
Thus, V(W) = Y1, R(\;) and V(WX Bj(0)X,) = result of Lemma 3 means that

V(diag(A1, - .., An)(Xoo M) TBL(0)(XeoM)) = 0, for each
1 < k < m, j € N. Since X,cM is unitary, it
is clear thatN: su(n) — su(n) defined by N(Y) = Lete > 0 and definee = min(e, ). Thus,
Xoo M)TY (X M), for everyY € su(n), is a linear surjec- — _

t(ive ism)noréhism. )Now, by assumpti(on), system (1) is regular "t =T do(t) € F's.tla(t) - Wo ()] <e<p,

and (3) is satisfied. Henc&/(diag(\1, ..., A\n)X) =0, for  for someT € R. DefineT = max(T,t,) and lett > T.
every X € su(n), and thusV(diag(A, ..., A,)De) =0, for  Sincea(t) € F c SU(n) and V(F) c G, (20) gives that
eachl < ¢ < n, where D, = diag(s, —¢,0,...,0), Da = § < V(a(t)) € G. However,§ < V(«a(t)) < n. Therefore,
diag(0,2, —,0,...,0),...,Dp—1 = diag0,...,2,—) and from (19), we obtain thal’(«(t)) = n, which implies that
D,, = diag(+,0,...,0,—2) are the canonical diagonal matri- a(t) = I. We have thus shown théitn, .., W,(t) =1. =
ces ofsu(n). From the diagonal structure &fy, ..., D,,, we

Ve >03T e RVt >T 3a(t) € F st |la(t) — W,(t)] <e.

conclude that\;, ..., \, must satisfy3(\;) = --- = J(\,). REFERENCES
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