
HECTOR BESSA SILVEIRA

FORMAS TRIANGULARES PARA SISTEMAS
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(os rabiscos no quadro pareciam uma obra de arte!), pelo comprometimento em realizar
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RESUMO

A presente tese aborda dois problemas distintos e independentes: triangularização de

sistemas não-lineares com duas entradas e controle de sistemas sem arrasto que evoluem

no grupo especial unitário SU(n). Em relação ao primeiro, estabeleceu-se, através da

generalização de resultados bem conhecidos, condições geométricas para que um sistema

com duas entradas seja descrito por uma forma triangular espećıfica após uma mudança

de coordenadas e uma realimentação de estado estática regular. Para o segundo pro-

blema, desenvolveu-se uma estratégia de controle que força o estado do sistema a rastrear

assintoticamente uma trajetória de referência periódica que passa por um estado objetivo

arbitrário. O método de controle proposto utiliza os resultados de convergência de tipo-

Lyapunov que foram estabelecidos pela presente pesquisa e que tiveram como inspiração

uma versão periódica do prinćıpio da invariância de LaSalle. Apresentou-se, ainda, os

resultados de simulação obtidos com a aplicação da técnica de controle desenvolvida a um

sistema quântico consistindo de duas part́ıculas de spin-1/2, com o objetivo de gerar a

porta lógica quântica C-NOT.

Palavras-chave: Sistemas não-lineares; Formas triangulares; Platitude diferencial; Te-

oria de controle geométrica; Sistemas diferenciais exteriores; Controle não-linear; Grupo

especial unitário; Estabilidade de Lyapunov; Controle de sistemas quânticos; Porta lógica

quântica C-NOT.



ABSTRACT

This thesis treats two distinct and independent problems: triangularization of nonli-

near systems with two inputs and control of driftless systems which evolve on the special

unitary group SU(n). Concerning the first, one has established, by means of the gene-

ralization of well-known results, geometric conditions for a system with two inputs to be

described by a specific triangular form after a change of coordinates and a regular static

state feedback. For the second problem, one has developed a control strategy that forces

the state of the system to track in an asymptotic manner a periodic reference trajectory

which passes by an arbitrary goal state. The proposed control method uses Lyapunov-

like convergence results that were established in this research and which were inspired

in a periodic version of LaSalle’s invariance principle. Furthermore, one has shown the

simulation results obtained from the application of the developed control technique to

a quantum system consisting of two spin-1/2 particles, with the aim of generating the

C-NOT quantum logic gate.

Keywords: Nonlinear systems; Triangular forms; Differential flatness; Geometric con-

trol theory; Exterior differential systems; Nonlinear control; Special unitary group; Lya-

punov Stability; Control of quantum systems; C-NOT quantum logic gate.
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4 Planejamento Periódico de Trajetórias para Sistemas sem Arrasto em

SU(n) 75

vii



4.1 Notações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2 Definição do problema de controle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3 Solução do problema de controle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Caṕıtulo 1

Introdução

A presente pesquisa de doutorado, financiada pela CAPES, é composta de duas partes.

A primeira, que foi realizada principalmente no Laboratório de Automação e Controle

(LAC) do Departamento de Telecomunicações e Controle (PTC) da Escola Politécnica da

Universidade de São Paulo (USP), trata do problema de triangularização de sistemas de

controle não-lineares com duas entradas. A segunda parte, desenvolvida majoritariamente

no Centre Automatique et Systèmes (CAS)1 na França sob a orientação do Prof. Dr. Pierre

Rouchon durante um estágio de doutorado no exterior com bolsa de estudos da CAPES,

aborda o problema de controlar sistemas sem arrasto que evoluem no grupo especial

unitário SU(n). A motivação para o estudo de tal classe de sistemas de controle teve

como origem suas importantes aplicações em sistemas quânticos. Ressaltamos, desde já,

que apesar de ambas as partes estarem baseadas em teoria de controle geométrica, elas

são, em prinćıpio, independentes.

Neste trabalho, mostraremos os resultados obtidos sobre a existência de descrições

triangulares para sistemas não-lineares com duas entradas (referentes à primeira parte)

e apresentaremos as soluções encontradas para o problema de planejamento periódico de

trajetórias para sistemas de controle sem arrasto em SU(n) (segunda parte). Exibiremos

também os resultados de simulação obtidos na geração da porta lógica quântica C-NOT

(Controlled-NOT ) em um sistema quântico composto de duas part́ıculas de spin-1/2, que

é um sistema que evolui em SU(4). Observamos que a porta C-NOT é de fundamental

importância na teoria de computação quântica [81], [54].

1Centre Automatique et Systèmes (CAS) da École Nationale Supérieure des Mines de Paris (ENSMP)
(atualmente Mines ParisTech).
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Enfatizamos, uma vez mais, que os resultados alcançados na segunda parte não estão

relacionados com os resultados sobre formas triangulares da primeira, de modo que esses

não foram utilizados no desenvolvimento daqueles.

A primeira parte da pesquisa está baseada na bem conhecida teoria de controle geomé-

trica de dimensão finita (veja [41], [82], [105], [96], [46]), em sistemas diferenciais exteriores

(veja [10], [105], [26], [130], [43]) e na teoria de controle geométrica de dimensão infinita

desenvolvida mais recentemente em [29], [30], [94] e aprofundada em [87], [88], [20], [19],

[90], [91]. Aplicações de sistemas diferenciais exteriores em problemas de controle podem

ser vistas em [105], [76], [68], [69], [70], [121], [124], [84], [98], [85], [32], [86], por exemplo.

Em relação à teoria de controle geométrica de dimensão infinita, merece ser destacada

a referência [19] pela excelente exposição didática e ao mesmo tempo minuciosa, assim

como por sua grande influência no desenvolvimento deste trabalho.

Vejamos então os resultados obtidos sobre descrições triangulares. Considere um sis-

tema de controle não-linear com duas entradas dado por

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2, (1.1)

onde x ∈ Rn é o estado, n ≥ 2 e u = (u1, u2) ∈ R2 é o controle. Em [76], são apresentadas

condições geométricas necessárias e suficientes para que o sistema (1.1) com f = 0, ou

seja, sem arrasto, seja descrito em torno de x0 ∈ Rn pela seguinte forma em cascata

(chained form)

ż1 = z2v1

ż2 = z3v1

...

żn−3 = zn−2v1

żn−2 = zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1,

(1.2)

onde v = (v1, v2) ∈ R2 é a nova entrada. Mais precisamente, foi provado em [76] que

determinadas condições geométricas são atendidas em torno de x0 ∈ Rn se e somente se

existe uma mudança de coordenadas z = Ψ(x) (difeomorfismo local) e uma realimentação

de estado estática regular da forma u = β(x)v, com β(x0) ∈ R2×2 invert́ıvel, ambas

definidas em torno de x0, tais que o sistema de controle (1.1) com f = 0 é descrito pela

forma triangular (1.2) (veja o Teorema 3.7 do Caṕıtulo 3, no qual o leitor notará também

que a forma em cascata está diretamente relacionada com a Forma Normal de Goursat).
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É importante ressaltar que diversos problemas de controle para sistemas descritos pela

forma em cascata (1.2) foram tratados na literatura como, por exemplo, planejamento de

trajetórias ([79], [105]), rastreamento de trajetórias ([45], [104], [13]), estabilização ([104],

[115], [118]), linearização por realimentação dinâmica e platitude diferencial ([68]). O

conceito de platitude diferencial será explicado mais adiante.

Fortemente inspirados no resultado supracitado de [76], e acrescentando ao mesmo

algumas condições geométricas de modo a considerar o arrasto f no sistema (1.1), obtive-

mos condições geométricas necessárias e suficientes para que o sistema de controle (1.1)

(com ou sem arrasto) seja descrito em torno de x0 ∈ R
n pela seguinte forma triangular

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1,

(1.3)

onde v = (v1, v2) ∈ R2 é a nova entrada. Em outras palavras, demonstramos que de-

terminadas condições geométricas são atendidas em torno de x0 ∈ Rn se e somente se

existe uma mudança de coordenadas z = Ψ(x) e uma realimentação de estado estática

regular da forma u = α(x) + β(x)v, com β(x0) ∈ R2×2 invert́ıvel, ambas definidas em

torno de x0, tais que o sistema de controle (1.1) é descrito pela forma triangular (1.3)

(veja o Teorema 3.10).

Além disso, baseados em [68] (veja o Teorema 3.8), que também considera (1.1) com

f = 0 e apresenta condições suficientes para que a descrição (1.2) seja válida em torno

de cada ponto de um conjunto aberto e denso, estabelecemos, por meio de um corolário

imediato do Teorema 3.10 mencionado acima, condições geométricas suficientes para que

em torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso o sistema (1.1) seja descrito por

(1.3) (veja o Corolário 3.12).

Portanto, devido ao fato de termos acrescentado condições geométricas nos resultados

supracitados de [76] e [68] de modo a levar em conta o arrasto f no sistema (1.1), os teo-

remas que obtivemos podem ser vistos como generalizações destes trabalhos. Observamos

que estes dois resultados são as contribuições principais da primeira parte da presente

tese.
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Diversos resultados importantes sobre sistemas de controle não-lineares descritos por

formas triangulares espećıficas são encontrados na literatura [41], [42], [96], [105]. Res-

saltamos que a bem conhecida forma normal é um exemplo de forma triangular de fun-

damental importância na teoria de controle não-linear. Em [65], é abordado o problema

de planejamento de trajetórias para sistemas não-holonômicos sem arrasto com múltiplas

entradas que podem ser descritos pela forma triangular estrita (strict triangular form).

Condições para que tal descrição seja posśıvel foram estabelecidas no trabalho [64].

Antes de apresentarmos o terceiro e último resultado obtido nesta pesquisa referente

a formas triangulares, iremos descrever, baseado em [100], [30], [91], [92], [113], [60], uma

propriedade de extrema importância na teoria de controle de sistemas não-lineares, a de

platitude diferencial. O conceito de platitude diferencial foi introduzido na literatura de

controle em [28] (veja também [30]). Um sistema de controle da forma

ẋ = f(x, u), (1.4)

onde x ∈ Rn é o estado e u ∈ Rm o controle, é planar quando existe uma sáıda y =

h(x, u) ∈ Rm, denominada de sáıda planar, tal que:

1. O estado e o controle podem ser determinados a partir de y e de um número finito

de suas derivadas, ou seja,

x = A(y, ẏ, . . . , y(q)), (1.5)

u = B(y, ẏ, . . . , y(q)), (1.6)

onde A e B são funções suaves (i.e. infinitamente diferenciáveis);

2. As diferenciais dy1, . . . , dym, . . . , dy
(q)
1 , . . . , dy

(q)
m são linearmente independentes em

todos os pontos.

Isto significa que

x(t) = A(y(t), ẏ(t), . . . , y(q)(t))

é a trajetória de (1.4) quando aplicamos a entrada

u(t) = B(y(t), ẏ(t), . . . , y(q)(t)),

para t ∈ R+, onde y: R+ → Rm é uma aplicação suave arbitrária.
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Uma formalização geométrica do conceito de platitude diferencial será apresentada

na Seção 3.4.1, que trata sobre geometria diferencial de dimensão infinita, seguindo a

definição de [30], [87], [88], [20] [19], [91], [60], [67]. Veremos agora que a propriedade do

sistema (1.4) ser planar está fortemente relacionada com o problema de planejamento de

trajetórias, que consiste em encontrar uma entrada u: [0, T ] → R
m tal que a trajetória

correspondente de (1.4) com condição inicial x(0) = x0, satisfaz x(T ) = xT no instante

t = T , onde x0, xT ∈ R
n e T > 0 são arbitrários. Quando (1.4) é planar, obtemos a partir

de (1.5) que

x0 = A(y(0), ẏ(0), . . . , y(q)(0)),

xT = A(y(T ), ẏ(T ), . . . , y(q)(T )).

Assim, ao determinarmos y: [0, T ] → Rm que satisfaz as condições de contorno

(y(0), ẏ(0), . . . , y(q)(0)) e (y(T ), ẏ(T ), . . . , y(q)(T )) por métodos algébricos ou numéricos,

decorre de (1.6) que u(t) = B(y(t), ẏ(t), . . . , y(q)(t)), t ∈ [0, T ], soluciona este problema de

controle de maneira trivial. É mostrado em [60] (veja também [113]) que as condições de

contorno acima podem sempre ser interpoladas por métodos polinomiais. Desse modo, é

de se esperar que todo sistema planar é localmente controlável (no sentido de [60]). Isto

é de fato verdade, como é demonstrado em [60] (veja também [30]).

Acabamos de ver que, para um sistema planar, a solução para o problema de planeja-

mento de trajetórias é relativamente trivial. Como pode ser visto em [60], [113], [67], os

problemas de rastreamento de trajetórias e de rastreamento da sáıda planar também são

facilmente tratados para sistemas planares. Além disso, estas referências reúnem diversas

condições conhecidas na literatura para que o sistema (1.4) seja planar (veja também [66]

e [86]), e apresentam, ainda, uma grande variedade de exemplos de sistemas elétricos,

mecânicos e qúımicos que são planares.

Na forma em cascata (1.2), é fácil ver que y = (z1, zn) é uma sáıda planar em torno dos

pontos em que v1 é diferente de zero. De fato, podemos determinar as aplicações suaves

A e B em (1.5) e (1.6), respectivamente, em torno de tais pontos. Portanto, quando o

sistema (1.1) com f = 0 pode ser descrito por (1.2) após uma mudança de coordenadas

e uma realimentação de estado estática regular, o mesmo é planar em torno dos pontos

correspondentes a v1 não-nulo. Para o sistema triangular (1.3), não é dif́ıcil verificar

através do Teorema da Função Impĺıcita ou do Teorema 3.15 que y = (z1, zn) é uma sáıda
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planar em torno dos pontos que satisfazem

v1 +
∂φ1

∂z2
(z) 6= 0,

...

v1 +
∂φn−2

∂zn−1
(z) 6= 0.

Desse modo, se (1.1) é descrito por (1.3) após uma mudança de coordenadas e uma

realimentação de estado estática regular, então (1.1) é um sistema planar em torno dos

pontos que correspondem às condições de regularidade acima.

O terceiro e último resultado desenvolvido nesta pesquisa sobre descrições triangulares

trata de sistemas planares da forma (1.1) com 2 ≤ n ≤ 5 (veja o Teorema 3.17). Demons-

tramos, utilizando as ferramentas da teoria de controle geométrica de dimensão infinita e

com base na interpretação geométrica do Algoritmo da Extensão Dinâmica (AED) feita

em [88], [87], [19], [91] (veja também [20]), que se o sistema (1.1) com 2 ≤ n ≤ 5 é planar,

e a sáıda planar satisfaz algumas condições de regularidade, então existe uma mudança de

coordenadas z = Ψ(x) e uma realimentação de estado estática regular u = α(x) + β(x)v,

tais que (1.1) é descrito pela seguinte forma triangular

ż1 = z2 + φ1(z1, z2, zn)v1,

ż2 = z3 + φ2(z1, z2, z3, zn)v1,
...

żn−3 = zn−2 + φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1,

żn−2 = zn−1 + φn−2(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1,

żn−1 = v2,

żn = v1

(1.7)

(note que (1.7) difere de (1.3)). Em particular, a sáıda y = (z1, zn) é planar em torno dos

pontos que satisfazem

1 + v1
∂φ1

∂z2
(z) 6= 0,

...

1 + v1
∂φn−3

∂zn−2
(z) 6= 0.

De fato, aplicando o Teorema da Função Impĺıcita em cada uma das primeiras n − 2
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equações da forma triangular (1.7), obtemos as aplicações suaves A e B em (1.5) e (1.6),

respectivamente, em torno de tais pontos. Alternativamente, podemos utilizar o Teo-

rema 3.15.

Todos os três resultados descritos acima são contribuições desta pesquisa referentes à

primeira parte. O último deles (Teorema 3.17) foi publicado nos anais do simpósio “3rd

IFAC Symposium on System, Structure and Control – SSSC” com o artigo [111] (veja o

Apêndice F).

Exporemos agora o conteúdo da segunda parte da presente pesquisa, que trata o pro-

blema de controlar sistemas sem arrasto que evoluem no grupo especial unitário SU(n).

Antes de descrevermos de maneira precisa o problema de controle que abordaremos, re-

lembramos que X ∈Mn é um elemento de SU(n) se e somente se X†X = I e det(X) = 1,

onde X† ∈ Mn é a matriz transposta conjugada de X e Mn é o conjunto das matrizes

quadradas de ordem n com elementos complexos. Além disso, su(n), que é a álgebra de

Lie associada a SU(n), é o conjunto formado pelas matrizes X ∈Mn tais que X† +X = 0

e tr(X) = 0 (traço nulo).

Considere então o seguinte sistema de controle sem arrasto

Ẋ =
m∑

k=1

ukHkX, X(0) = I, (1.8)

onde X ∈Mn é o estado, H = {H1, . . . , Hm} ⊂ su(n), uk ∈ R são os controles e I denota

a matriz identidade de Mn. O problema de planejamento periódico de trajetórias para

este sistema é formulado da seguinte maneira. Dado um estado objetivo X∞ ∈ SU(n) e

um número real T > 0, encontrar uma trajetória de referência periódica continuamente

diferenciável Xr: R+ → SU(n) de peŕıodo T , com Xr(0) = X∞, e determinar leis de

controle cont́ınuas por partes uk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, de modo que o erro de rastreamento

entre a trajetória X: R+ → SU(n) de (1.8) e Xr convirja para zero quando t→ ∞, isto é,

lim
t→∞

(X(t) −Xr(t)) = 0. (1.9)

Em particular, (ℓ ∈ N)

lim
ℓ→∞

X(ℓT ) = X∞. (1.10)

Isto é ilustrado na Figura 1.1.
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X(t)

Xr(ℓT ) = X∞

X(0) = I

Xr(t)

Figura 1.1: Problema de planejamento periódico de trajetórias.

O motivo pelo qual abordamos tal problema de controle é devido à existência de

obstruções referentes à estabilização de sistemas não-holonômicos sem arrasto da forma

ẋ =
m∑

k=1

ukfk(x), (1.11)

onde x ∈ Rn é o estado, uk ∈ R são os controles e as aplicações fk são suaves. Se m < n e

f1(0), . . . , fm(0) são linearmente independentes, então a origem do sistema (1.11) não pode

ser estabilizada através de realimentações cont́ınuas invariantes no tempo uk = uk(x). Isto

é provado em [93] com base na condição necessária estabelecida em [11]. É por esta razão

que desejamos determinar entradas uk que forcem o estado X de (1.8) a rastrear uma

trajetória de referência periódica Xr que passa pelo estado objetivo X∞.

Mostramos que, quando o sistema (1.8) é regular (no sentido da Definição 4.2 do

Caṕıtulo 4) ou p-controlável (no sentido da Definição 4.12), que é uma forma especial de

controlabilidade2 do sistema (1.8) em SU(n), o problema de planejamento periódico de

trajetórias sempre tem solução. Observamos que os resultados do Método do Retorno de

2O sistema (1.8) é controlável em SU(n) quando, dado Xf ∈ SU(n), existem tf > 0 e entradas
constantes por partes uk: [0, tf ] → R, 1 ≤ k ≤ m, tais que a solução correspondente X : [0, tf ] → SU(n)
de (1.8) satisfaz X(tf ) = Xf . Esta propriedade é equivalente a Lie(H) = su(n), onde Lie(H) é álgebra
de Lie gerada pelo conjunto H .
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Coron, que foi desenvolvido em [16] (veja também [17], [18]), estabelecem que se (1.8)

é controlável em SU(n), então o mesmo também é regular (veja o Teorema 4.4). Além

disso, decorre de (1.10) que ao resolvermos o problema de controle formulado acima,

estaremos encontrando entradas que conduzem o estado X de (1.8) até uma vizinhança

arbitrariamente pequena do estado objetivo X∞ em algum instante de tempo finito.

À grosso modo, com a especificação de uma trajetória de referência Xr adequada,

utilizando a mudança de coordenadas variante no tempo

Z = Z(X, t) = X†Xr(t),

o qual corresponde ao erro de rastreamento no grupo SU(n), e definindo uma realimenta-

ção apropriada, determinamos um algoritmo que obtém, em um número finito de passos,

leis de controle cont́ınuas por partes u1, . . . , um que asseguram (1.9) (veja o Teorema 4.23).

O algoritmo está fundamentado nos resultados de convergência de tipo-Lyapunov que de-

senvolvemos nesta pesquisa, os quais foram inspirados na versão periódica do prinćıpio

da invariância de LaSalle apresentada em [125, Teorema 77, pág. 178] e no método de

estabilização pela condição ad (ad-condition) de [47]. Em um certo sentido, utilizamos

a parte real do traço do erro de rastreamento Z como uma função de tipo-Lyapunov, ou

seja, V (Z) = ℜ(tr(Z)). Como os resultados mencionados que estabelecemos não pos-

suem convergência global, ou seja, existe uma região de convergência local, o propósito

do algoritmo é garantir uma convergência global em (1.9) através de um número finito

de translações à esquerda do erro rastreamento. Estas translações fazem com que sem-

pre estejamos dentro da região de convergência a cada passo do algoritmo. Portanto,

tudo se passa como se o algoritmo proposto contornasse as singularidades da função de

tipo-Lyapunov V (Z) = ℜ(tr(Z)). Observamos, ainda, que apesar de os resultados con-

vergência de tipo-Lyapunov que desenvolvemos serem não-triviais, as suas demonstrações

dependem basicamente de propriedades bem conhecidas de álgebra linear e de argumentos

topológicos elementares em espaços de Banach. Mais precisamente, compacidade, conti-

nuidade e convergência de seqüências. Relembramos que SU(n) é um conjunto compacto

no espaço de Banach real Mn (com a norma Euclidiana, por exemplo).

As referidas realimentações que definem as leis de controle cont́ınuas por partes

u1, . . . , um são especificadas com base na hipótese de que o sistema (1.8) é regular ou

p-controlável. Infelizmente, no primeiro caso, nem sempre seremos capazes de determi-

nar estas realimentações de maneira expĺıcita e anaĺıtica. Isto acontece, por exemplo,

quando o sistema é controlável em SU(n). Conforme afirmado anteriormente, o Método
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do Retorno de Coron implica que o sistema é regular. No entanto, o Método do Retorno

garante apenas a existência das realimentações desejadas, sem fornecer expressões expĺı-

citas e anaĺıticas para as mesmas. Foi com o objetivo de superar esta dificuldade, a qual

pode impossibilitar a solução do problema de planejamento periódico de trajetórias em

situações práticas, que introduzimos o conceito de p-controlável. Neste caso, ao contrá-

rio do caso regular, as realimentações que definem u1, . . . , um são determinadas de modo

expĺıcito e anaĺıtico. Além disso, estabelecemos um critério algébrico para que o sistema

(1.8) seja p-controlável (veja a Proposição 4.15).

Tanto os resultados de convergência de tipo-Lyapunov estabelecidos quanto o algo-

ritmo desenvolvido são contribuições da segunda parte da presente pesquisa. Adiantamos,

desde já, que, na realidade, determinamos leis de controle uk = uk((T,X∞), X, t), para

1 ≤ k ≤ m, que solucionam o problema de planejamento periódico de trajetórias. Estas

leis de controle dependem do peŕıodo T especificado, do estado objetivo X∞ escolhido,

do estado X do sistema de controle (4.1) e do tempo t. Por causa da dependência em

relação ao par (T,X∞), as leis de controle devem ser obtidas através da execução off-line

do algoritmo. Quando o estado X não puder ser medido continuamente, as entradas con-

t́ınuas por partes correspondentes uk(t) = uk((T,X∞), X(t), t) precisam ser determinadas

por integração numérica.

O problema de planejamento de trajetórias para sistemas sem arrasto da forma (1.8),

do qual o problema de planejamento periódico de trajetórias que formulamos pode ser

considerado como um caso mais geral, é tratado em [116] utilizando a teoria de controle

ótimo, em [56] de maneira aproximada com base em técnicas de média (averaging) (veja

também [102] para o caso de sistemas quânticos) e em [89] para um sistema quântico de

um qubit (quantum bit), o qual evolui em SU(2), através de uma abordagem de platitude

diferencial. Observamos que o qubit é o análogo quântico do bit usual da teoria de

computação clássica. Além disso, no livro recentemente publicado [23] (veja também as

referências nele citadas), é tratado o problema de encontrar entradas constantes por partes

u1, . . . , um: [0, tf ] → R que conduzem o estado de sistemas da forma (1.8) com arrasto a um

estado final arbitrárioXf ∈ SU(n) em algum instante de tempo tf > 0, com a utilização de

decomposições do grupo de Lie SU(n). Nesta mesma referência, a qual também aborda o

problema de atingir um dado estado final Xf ∈ SU(n) em tempo mı́nimo, é ressaltado que

entradas constantes por partes podem excitar dinâmicas não-modeladas devido ao fato

de as descontinuidades acarretarem em componentes de Fourier de alta freqüência e que,

no caso espećıfico de sistemas quânticos, podem gerar amplitudes de probabilidade não-

nulas em ńıveis de energia que haviam sido desconsiderados na modelagem. Em relação à
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estratégia de controle aqui desenvolvida, observamos que, dependendo do estado objetivo

X∞ ∈ SU(n) desejado, podemos encontrar entradas que são de fato cont́ınuas, ao invés

de cont́ınuas por partes. Neste caso, decorre de (1.10) que as entradas cont́ınuas obtidas

conduzem o estado do sistema até uma vizinhança arbitrariamente pequena do estado

objetivo X∞ em algum instante de tempo finito e, além disso, evitam, à prinćıpio, as

dificuldades práticas decorrentes da utilização de entradas constantes por partes.

Aplicaremos a estratégia de controle proposta a um sistema quântico que consiste

de duas part́ıculas de spin-1/2 acopladas com interação de Heisenberg e controladas por

um campo eletromagnético externo. A dedução do modelo que descreve sua dinâmica é

explicada em detalhes no livro [23, Caṕıtulos 2 e Seção 5.5]. Temos que a dinâmica do

propagador (operador de evolução) do sistema quântico é dada por (1.8) com n = 4 e

acrescida de um termo de arrasto do tipo H0X. No entanto, é posśıvel eliminarmos o

arrasto após uma mudança de coordenadas (referencial de interação), a qual preserva as

amplitudes de probabilidades do estado quântico, e uma aproximação (aproximação da

onda girante (rotating wave approximation – RWA)), de modo que o sistema resultante

seja dado por (1.8). Estas técnicas são bastante utilizadas em problemas quânticos. Como

o sistema resultante é tanto regular quanto p-controlável, podemos resolver o problema

de planejamento periódico de trajetórias para o mesmo. Mostraremos os resultados de

simulação na geração da porta lógica quântica C-NOT, ou seja, escolheremos como estado

objetivo X∞ a matriz em SU(n) que corresponde à porta C-NOT. Observamos que a

porta C-NOT é de fundamental importância na teoria de computação quântica [81], [54].

Ressaltamos, ainda, que o sistema quântico considerado se enquadra naturalmente em

nosso problema de controle em malha-aberta, pois é uma conseqüência dos prinćıpios da

mecânica quântica que as equações que regem a dinâmica do sistema são válidas apenas

enquanto o sistema permanece isolado de medições do seu estado. Mais precisamente, a

medição causa um colapso no (redução do) estado do sistema [117]. Assim, técnicas de

controle por realimentação de estado não podem ser aplicadas diretamente.

A solução que desenvolvemos para o problema de planejamento periódico de trajetórias

para sistemas da forma (1.8) que são regulares, foi publicada nos anais do congresso “48th

IEEE Conference on Decision and Control – CDC”com o artigo [112] (veja o Apêndice G).

O referido trabalho apresenta também alguns resultados de simulação obtidos com a

aplicação da estratégia de controle proposta no sistema quântico descrito acima.

Para o estudo de mecânica quântica, sugerimos como textos introdutórios [36], [33],

[107], como textos mais avançados [117], [53], [3], [39], [109], [103], [71] (veja também a
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referência clássica [14]), e como textos mais rigorosos do ponto de vista matemático [37],

[4], [5], [120], [95], [106]. Em relação ao controle em malha-aberta de sistemas quânticos,

recomendamos os recentes [23], [99], [51], [126] e as referências neles citadas. Observamos

que o livro [23] aborda em profundidade muitas das técnicas de controle quântico em

malha-aberta utilizadas na literatura como, por exemplo, controle ótimo, decomposições

de SU(n) e métodos de controle de Lyapunov. A realimentação de estado em sistemas

quânticos é tratada em [123], [8], [128], [129], [61], [44], [83]. No entanto, é necessário

que o próprio controlador seja um sistema quântico, e a dinâmica do sistema resultante é

modelada por equações diferenciais estocásticas quânticas. O problema de desacoplamento

de perturbações em sistemas quânticos é abordado em [31]. Uma boa exposição sobre a

teoria de computação quântica e informação quântica pode ser vista em [81], [54].

Iremos agora descrever a organização deste trabalho. Como a presente pesquisa é

composta de duas partes independentes, este texto está divido de maneira correspon-

dente: Parte I – Formas Triangulares para Sistemas Não-Lineares com Duas Entradas; e

Parte II – Controle de Sistemas sem Arrasto em SU(n) com Aplicações em Mecânica

Quântica. A primeira parte é composta pelos Caṕıtulos 2 e 3, e, a segunda, consiste

unicamente do Caṕıtulo 4. Observamos que as duas partes podem ser lidas em qualquer

ordem. Na seqüência, explicamos o conteúdo de cada caṕıtulo.

O Caṕıtulo 2 trata de fundamentos de sistemas diferenciais exteriores. O objetivo é

apresentar, de maneira concisa e auto-contida, todas as ferramentas geométricas de di-

mensão finita necessárias para estabelecermos no Caṕıtulo 3 os resultados referentes à

triangularização de sistemas de controle não-lineares com duas entradas. Na Seção 2.1,

fixamos as notações e convenções de geometria diferencial que serão adotadas em toda

a Parte I. Reunimos na Seção 2.2 as definições de geometria diferencial e de sistemas

diferenciais exteriores que são consideradas nos teoremas sobre descrições triangulares

do Caṕıtulo 3 como, por exemplo, os conceitos de distribuição, codistribuição, produto

interior, ideal diferencial, sistema Pffafiano, espaço associado (ou espaço caracteŕıstico

de Cauchy) e espaço de retração. Em relação a estas definições, exibiremos algumas de

suas propriedades assim como certos teoremas que são considerados fundamentais em

sistemas diferenciais exteriores e na teoria de controle geométrica como, por exemplo, a

Forma Normal de Goursat. É importante observar que, como foi constatado que diversos

resultados concernentes a sistemas diferenciais exteriores estão, infelizmente, espalhados

pela literatura e são, por vezes, apresentados de maneira imprecisa, procuramos tornar

toda a exposição da Seção 2.2 a mais auto-contida e precisa posśıvel, tomando o cuidado,

no entanto, para não sobrecarregá-la. Por esse motivo, uma parte considerável do con-
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teúdo desta seção é bem conhecida pelo leitor com experiência em geometria diferencial.

Neste caso, pode-se fazer apenas uma leitura diagonal para se familiarizar com a notação

empregada. Além disso, pela mesma razão de completude, elaboramos no Apêndice A

uma compilação de várias propriedades importantes sobre distribuições, codistribuições,

colchete de Lie, derivada exterior e derivada de Lie que serão utilizadas no decorrer da

Parte I.

No Caṕıtulo 3, serão mostradas as contribuições desta pesquisa em relação à triangula-

rização de sistemas de controle não-lineares com duas entradas. Inicialmente, na Seção 3.1,

apresentamos os conceitos de campo de vetores parametrizado e de campo de vetores au-

mentado associados a um sistema de controle da forma (1.1), os quais são exigidos nas

seções seguintes. Observamos que apesar de estas definições serem amplamente conhe-

cidas na literatura de controle geométrico, as mesmas são, muitas vezes, aplicadas sem

esclarecer os aspectos sutis que estão envolvidos. Por esta razão, exibimos no Apêndice B

uma formalização detalhada destes dois conceitos.

Na Seção 3.2, mostraremos os teoremas bem conhecidos de [76] e de [68] mencionados

anteriormente, que tratam da triangularização de sistemas de controle sem arrasto com

duas entradas. Relembramos que o primeiro estabelece condições geométricas necessárias

e suficientes para que (1.1) com f = 0 seja descrito em torno de um dado ponto pela forma

triangular (1.2) (veja o Teorema 3.7). E, o segundo, estabelece condições suficientes para

que esta descrição seja válida em torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso

(veja o Teorema 3.8). Exibiremos as demonstrações destes dois teoremas com o objetivo

de tornar evidente a estreita relação entre os mesmos e a Forma Normal de Goursat

exposta na Seção 2.2. O Apêndice C expõe a prova de alguns resultados conhecidos da

teoria de controle geométrica.

Apresentaremos na Seção 3.3 as duas principais contribuições desta pesquisa referentes

à Parte I, que correspondem ao Teorema 3.10 e ao Corolário 3.12. Mostraremos, ainda,

um exemplo acadêmico com o objetivo de ilustrar a aplicação do Teorema 3.10. Estes

resultados podem ser vistos como generalizações dos resultados de [76] e de [68], respec-

tivamente. De fato, acrescentamos aos mesmos certas condições geométricas de modo

considerar o arrasto f no sistema de controle (1.1). Com estas condições adicionais, o Te-

orema 3.10 estabelece condições geométricas necessárias e suficientes para que (1.1) (com

ou sem arrasto) seja descrito em torno de um dado ponto pela forma triangular (1.3),

enquanto que o Corolário 3.12 estabelece condições suficientes para que esta descrição

seja posśıvel em torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso.
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Na Seção 3.4, faremos, primeiramente, um breve resumo sobre a teoria de controle ge-

ométrica de dimensão infinita que nos referimos previamente. Com base nesta ferramenta,

enunciaremos em seguida o Teorema 3.17, que estabelece que quando o sistema (1.1) com

2 ≤ n ≤ 5 é planar, e a sáıda planar satisfaz algumas condições de regularidade, existe

uma descrição triangular da forma (1.7) após uma mudança de coordenadas e uma reali-

mentação regular. A demonstração deste resultado, que é a terceira e última contribuição

da presente tese em relação à Parte I, é exibida no Apêndice D. O Apêndice F contém o

artigo [111], que foi publicado nos anais do simpósio “3rd IFAC Symposium on System,

Structure and Control – SSSC”. Este trabalho apresenta o Teorema 3.17.

O Caṕıtulo 4, que corresponde à Parte II, descreve as soluções obtidas nesta pesquisa

para o problema de planejamento periódico de trajetórias para sistemas de controle sem

arrasto em SU(n) da forma (1.8). Na Seção 4.1, explicamos as notações que serão adotadas

ao longo de todo o caṕıtulo. Definiremos de maneira precisa o referido problema de

controle na Seção 4.2, tomando o cuidado em esclarecer do modo mais elementar posśıvel

todos os aspectos envolvidos.

A solução que estabelecemos para o problema de planejamento periódico de trajetórias

é constrúıda progressivamente na Seção 4.3. Procuramos explicar em cada passo os argu-

mentos que são necessários para continuarmos caminhando em direção a uma solução final

para o problema de controle. Dessa maneira, a necessidade de introduzirmos os conceitos

de regularidade e de p-controlabilidade para o sistema (1.8) é justificada. Apresentaremos

também dois critérios algébricos: um determina quando que (1.8) é regular, enquanto que

o outro estabelece quando que (1.8) é p-controlável. O primeiro critério é uma conseqüên-

cia do Método do Retorno de Coron e, o segundo, decorre basicamente da identidade

de Jacobi. Com base no resultado de convergência de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20,

formularemos um algoritmo que determina as entradas desejadas em um número finito de

passos. Apêndice E apresenta alguns lemas que desenvolvemos para demonstrarmos o Te-

orema 4.20. A solução que estabelecemos para o problema de controle é então sintetizada

no Teorema 4.23, sob a hipótese de que o sistema é regular ou p-controlável. Ressalta-

mos que tanto o resultado de convergência de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20 quanto o

algoritmo desenvolvido são contribuições da presente pesquisa em relação à Parte II. O

Apêndice G corresponde ao artigo [112], que foi publicado nos anais do congresso “48th

IEEE Conference on Decision and Control – CDC”. Observamos que o referido trabalho

apresenta somente a solução proposta para o caso em que (1.8) é regular.

Exibiremos na Seção 4.4 os resultados de simulação obtidos com a aplicação da estraté-
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gia de controle desenvolvida no sistema quântico formado por duas part́ıculas de spin-1/2

que descrevemos anteriormente, com o objetivo de gerar a porta lógica quântica C–NOT.

Nas Considerações Finais, apresentaremos uma visão geral sobre os resultados estabe-

lecidos nesta pesquisa e sugeriremos alguns assuntos a serem investigados futuramente.



Parte I

Formas Triangulares para Sistemas

Não-Lineares com Duas Entradas



Caṕıtulo 2

Fundamentos de Sistemas

Diferenciais Exteriores

Este caṕıtulo trata de fundamentos matemáticos de sistemas diferenciais exteriores.

O objetivo da exposição que faremos aqui é reunirmos, de maneira precisa, concisa e

auto-contida, todas as ferramentas geométricas de dimensão finita que serão exigidas no

próximo caṕıtulo, o qual apresenta os teoremas estabelecidos nesta pesquisa referentes à

triangularização de sistemas de controle não-lineares com duas entradas. Primeiramente,

na Seção 2.1, fixamos as notações e convenções de geometria diferencial que serão adota-

das em toda a Parte I, ou seja, até o fim do Caṕıtulo 3. Na Seção 2.2, apresentamos as

definições de geometria diferencial e de sistemas diferenciais exteriores consideradas nos

teoremas sobre descrições triangulares do Caṕıtulo 3 como, por exemplo, os conceitos de

distribuição, codistribuição, produto interior, ideal diferencial, sistema Pffafiano, espaço

associado (ou espaço caracteŕıstico de Cauchy) e espaço de retração. Exibiremos também

algumas de suas propriedades assim como certos teoremas que são considerados funda-

mentais em sistemas diferenciais exteriores e na teoria de controle geométrica, como o

Teorema de Frobenius para sistemas Pffafianos, o Teorema de Pffaf e a Forma Normal de

Goursat. Na maioria dos casos, apresentaremos demonstrações completas. Quando não

o fizermos, indicaremos as referências nas quais o leitor poderá encontrá-las. Exibimos,

ainda, dois exemplos que tornarão evidentes a parte computacional envolvida em certas

definições e os aspectos sutis de alguns resultados. Conforme explicado na Introdução,

uma parte considerável do conteúdo desta seção é bem conhecida pelo leitor com experiên-

cia em geometria diferencial. Se este for o caso, pode-se fazer apenas uma leitura diagonal

para se familiarizar com a notação empregada. O Apêndice A exibe uma compilação de
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uma série de propriedades sobre distribuições, codistribuições, colchete de Lie, derivada

exterior e derivada de Lie que serão utilizadas ao longo da Parte I.

2.1 Notações e convenções

Seja R o conjunto dos números reais, Rn×n o espaço vetorial real de dimensão n2 das

matrizes quadradas reais de ordem n e N = {0, 1, 2, . . .} o conjunto dos números naturais.

O śımbolo ‘ ◦ ’ é usado para denotar a composição de aplicações e ‘ | ’ para a restrição de

uma aplicação. Escrevemos A = (aij) para enfatizar que aij ∈ R são os elementos de

A ∈ Rn×n. Se A ∈ Rn×n, então A′ ∈ Rn×n denota a sua matriz transposta. Chamamos

de função uma aplicação de um conjunto em R. Usaremos o termo suave para um objeto

matemático como sinônimo de infinitamente diferenciável.

Salvo menção contrária, todas as definições e resultados apresentados na seqüência são

encontrados em [6], [55], [58] e [130] (sugerimos também [74], [80], [127] e [25]).

Seja M uma variedade suave de dimensão finita1 e U ⊂ M um aberto em M . Deno-

tamos o conjunto das funções suaves em U por C∞(U), o conjunto dos campos de vetores

suaves em U por X(U) e o conjunto das r-formas em U por Ωr(U), para todo r ∈ N.

Se M possui dimensão n ∈ N, então escrevemos dim(M) = n. Observamos que, com as

operações usuais de adição e de multiplicação, C∞(U) é um anel comutativo com elemento

unidade e que X(U), Ωr(U) são C∞(U)-módulos. À grosso modo, um C∞(U)-módulo é

definido pelos mesmos axiomas de um espaço vetorial real, exceto que os escalares são

substitúıdos por funções suaves em U . Seja A um C∞(U)-módulo. Dizemos que um sub-

conjunto não-vazio B ⊂ A é um submódulo de A se v1 +v2 ∈ B e αv3 ∈ B, para quaisquer

v1, v2, v3 ∈ B, α ∈ C∞(U). Note que B é de fato um C∞(U)-módulo. Assim, os conceitos

de C∞(U)-módulos e submódulos podem ser vistos como generalizações dos conceitos de

espaço vetorial real e de subespaço, respectivamente. As definições completas de anel, mó-

dulo e submódulo podem ser vistas em [12] e [59], por exemplo. Recomendamos também

[25].

Dado p ∈ M , denotamos o conjuntos dos tensores alternados de ordem covariante r

em TpM (isto é, o conjunto dos funcionais reais r-lineares alternados em TpM) por Ωr
pM ,

onde TpM é o espaço tangente à M em p. Relembramos que Ω1
pM = T ∗

pM , onde T ∗
pM

1Isto é, M é um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável, localmente euclidiano e com
uma estrutura diferenciável suave.
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é o espaço cotangente à M em p, e que TpM e T ∗
pM são espaços vetoriais reais com

dim(TpM) = dim(T ∗
pM) = dim(M). Temos então que o conjunto ΩpM =

⊕∞
r=0 Ωr

pM

(soma direta) equipado com o produto exterior ‘∧’ é uma álgebra (sobre R) graduada,

associativa, anti-comutativa e com elemento neutro, denominada de álgebra exterior sobre

TpM , onde Ω0
pM = R e Ωr

pM = {0}, para todo r > dim(M). Seja Ω(U) =
⊕∞

r=0 Ωr(U) o

conjunto das formas diferenciais exteriores em U , onde Ω0(U) = C∞(U) e Ωr(U) = {0},
para todo r > dim(M). Do mesmo modo, o produto exterior ‘∧’ torna Ω(U) um álgebra

(sobre R) graduada, associativa, anti-comutativa e com elemento unidade, denominada

de álgebra exterior em U . Dizemos que uma forma ω ∈ Ω(U) é homogênea quando existe

0 ≤ r ≤ dim(M) tal que ω ∈ Ωr(U). Relembramos que se ω ∈ Ωr(U), então ωp ∈ Ωr
pM ,

para todo p ∈ U .

Considere que f ∈ C∞(U), X, Y ∈ X(U) e ω ∈ Ω(U). Então, LXf ∈ C∞(U) denota a

derivada de Lie de f em relação ao campo de vetores suave X; [X, Y ] ∈ X(U) é o colchete

de Lie de X e Y ; LXω ∈ Ω(U) é a derivada de Lie de ω em relação a X; e dω ∈ Ω(U)

é a derivada exterior de ω. Os Teoremas A.1 e A.2 (veja o Apêndice A) apresentam as

principais propriedades do colchete de Lie e da derivada exterior, respectivamente. Além

disso, se p ∈ U , αp ∈ Ω1
pM = T ∗

pM e Zp ∈ TpM , então 〈αp, Zp〉 , αp(Zp) ∈ R. Do mesmo

modo, 〈ω,X〉p , 〈ωp, Xp〉 ∈ R e 〈ω,X〉 , ω(X) ∈ C∞(U). Sejam X1, . . . , Xr ∈ X(U)

e V ⊂ U . Então, dado q ∈ V , {X1, . . . , Xr}|q denota {X1
q , . . . , X

r
q} e, se X1

p , . . . , X
r
p

são vetores (linearmente) independentes, para todo p ∈ V , diremos simplesmente que

X1, . . . , Xr são independentes em V . Estas mesmas convenções serão adotadas também

para 1-formas.

Suponha que F : U → N é uma aplicação suave, onde U ⊂ M é aberto e N é uma

variedade suave. Então, F∗: TpM → TF (p)N denota a aplicação tangente (push-forward)

de F em p ∈ U e F ∗: T ∗
F (p)N → T ∗

pM denota a aplicação cotangente (pull-back) de F em

F (p) ∈ N .

2.2 Sistemas diferenciais exteriores

No Teorema 3.10 do Caṕıtulo 3, são apresentadas condições geométricas necessárias e

suficientes para que um sistema da forma (1.1) possa ser descrito pela forma triangular

(1.3) em torno de um dado ponto. No entanto, nestas condições, estão envolvidos os

conceitos de distribuição, codistribuição, anulador, espaço associado e espaço de retração

da teoria de sistemas diferenciais exteriores. A referência clássica para o estudo de sistemas
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diferenciais exteriores é [10]. Recomendamos também [105]2, [26], [130] e [43]. Para

entendermos o que é o espaço associado, precisaremos, ainda, apresentar as definições de

produto interior e de ideal algébrico homogêneo. Veremos que o produto interior está

diretamente relacionado com a derivada de Lie e com o produto exterior. Começaremos

então pelos três primeiros conceitos mencionados. Ao longo de todo este caṕıtulo, M é

uma variedade suave de dimensão finita.

Definição 2.1. [12], [105], [41], [19] Seja U ⊂ M um aberto. Um submódulo ∆ de X(U)

é denominado de distribuição em U . Definimos, para todo p ∈ U , o seguinte subespaço

vetorial de TpM

∆p = {Xp ∈ TpM | Xp = Yp, onde Y ∈ ∆}.

Dizemos que p ∈ U é um ponto regular de ∆ se existe uma vizinhança aberta V ⊂ U de

p tal que, para todo q ∈ V , dim(∆q) = r, onde r ∈ N. Se todo p ∈ U é um ponto regular

de ∆, então ∆ é denominada de distribuição regular. Dizemos que ∆ é de dimensão

constante se, para todo p ∈ U , dim(∆p) = r, onde r ∈ N. Neste caso, usamos a notação

dim(∆) = r. Se ∆ = spanC∞(U)(G), onde G ⊂ X(U), então dizemos que ∆ é a distribuição

em U gerada por G. Denominaremos ∆ de involutiva se [X, Y ] ∈ ∆, para todo X, Y ∈ ∆.

Dado um aberto V ⊂ U , definimos a seguinte distribuição em V

∆|V = spanC∞(V ){X ∈ X(V ) | X = Y |V, onde Y ∈ ∆}.

Observação 2.2. Note que o conjunto {X ∈ X(V ) | X = Y |V, com Y ∈ ∆} não é

necessariamente uma distribuição em V . Foi por este motivo que tornamos preciso o

significado de ∆|V .

Para o leitor não familiarizado com a notação acima, é necessário esclarecer o que que-

remos dizer por spanC∞(U)(G) de um subconjunto G ⊂ X(U). Por definição, spanC∞(U)(G)

é o conjunto formado por todas as combinações lineares (finitas) de elementos de G com

coeficientes em C∞(U). É claro que spanC∞(U)(G) é um submódulo de X(U). Obviamente,

existem definições análogas quando X(U) é substitúıdo por Ω1(U).

Definição 2.3. [105], [68], [19] Seja U ⊂ M um aberto. Um submódulo Λ de Ω1(U) é

denominado de codistribuição em U . Definimos, para todo p ∈ U , o seguinte subespaço

2Este livro apresenta diversas aplicações importantes de sistemas diferenciais exteriores em teoria
de controle não-linear. Veja também o artigo [121] para uma breve revisão sobre sistemas diferenciais
exteriores.
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vetorial de T ∗
pM

Λp = {ωp ∈ T ∗
pM | ωp = αp, onde α ∈ Λ}.

Os conceitos de ponto regular, codistribuição regular, codistribuição de dimensão cons-

tante e codistribuição gerada por um subconjunto G ⊂ Ω1(U) são definidos de maneira

análoga aos de distribuição.

Dado um aberto V ⊂ U , definimos a seguinte codistribuição em V

Λ|V = spanC∞(V ){ω ∈ Ω1(V ) | ω = α|V, onde α ∈ Λ}.

Definição 2.4. [105], [19] Seja ∆ uma distribuição em U e Λ uma codistribuição em U ,

onde U ⊂ M é aberto. Definimos a seguinte codistribuição em U

∆⊥ = {ω ∈ Ω1(U) | 〈ω,X〉 = 0, para todo X ∈ ∆},

denominada de codistribuição anuladora de ∆ ou, simplesmente, anulador de ∆, e a

seguinte distribuição em U

Λ⊥ = {X ∈ X(U) | 〈ω,X〉 = 0, para todo ω ∈ Λ},

denominada de distribuição anuladora de Λ ou, simplesmente, anulador de Λ.

Definição 2.5. [105] Sejam ∆1,∆2 distribuições em U , onde U ⊂M é aberto. Definimos

as distribuições em U

∆1 + ∆2 = {X ∈ X(U) | X = X1 +X2, onde X1 ∈ ∆1, X2 ∈ ∆2},
[∆1,∆2] = spanC∞(U){X ∈ X(U) | X = [X1, X2], onde X1 ∈ ∆1, X2 ∈ ∆2}.

Observação 2.6. É fácil ver que se ∆1,∆2,∆3 são distribuições em U , então

∆1 + [∆2,∆3] = spanC∞(U){X ∈ X(U) | X = X1 + [X2, X3], onde Xi ∈ ∆i, 1 ≤ i ≤ 3}.

O Apêndice A exibe uma compilação de uma série de propriedades importantes sobre

o colchete de Lie, derivada exterior, derivada de Lie e distribuições que serão amplamente

utilizadas neste caṕıtulo e no próximo. Ressaltamos que, apesar de existirem versões

duais para codistribuições, isto é, resultados análogos, optamos por não apresentá-las

para não sobrecarregar a exposição. É importante também destacar que, em relação a

distribuições, as propriedades agrupadas no Apêndice A são freqüentemente aplicadas
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na literatura sem qualquer menção aos detalhes técnicos envolvidos. Além disso, estes

resultados deixam claro que a definição de distribuição aqui adotada, ou seja, como um

submódulo, se comporta em torno de um ponto regular exatamente como a definição

pontual de distribuição suave que é geralmente apresentada na literatura.

Definição 2.7. [55], [105] Sejam p ∈ M e Xp ∈ TpM . O produto interior com Xp é a

aplicação iXp : Ωr
pM → Ωr−1

p M definida por

(iXpωp)(Y
1
p , . . . , Y

r−1
p ) = ωp(Xp, Y

1
p , . . . , Y

r−1
p ),

para todo Y 1
p , . . . , Y

r−1
p ∈ TpM , onde r ∈ N, Ω−1

p M , {0} e iXpωp , 0, para todo

ωp ∈ Ω0
pM = R. Estendendo então esta definição por linearidade, obtemos a aplicação

iXp : ΩpM → ΩpM . Denotaremos também iXpωp por Xp yωp.

Teorema 2.8. [55], [105] Sejam p ∈M , Xp, Yp ∈ TpM , ωp, υp ∈ Ωr
pM , a, b ∈ R. Então:

1. (aXp + bYp) yωp = a(Xp yωp) + b(Yp yωp);

2. Xp y (aωp + bυp) = a(Xp yωp) + b(Xp y υp);

3. iXp ◦ iXp = 0;

4. iXp é uma anti-derivação, isto é, se θp ∈ Ωr
pM e σp ∈ Ωs

pM , então

Xp y (θp ∧ σp) = (Xp y θp) ∧ σp + (−1)rθp ∧ (Xp y σp).

Observamos que a Definição 2.7 é um conceito pontual. A próxima definição considera

o produto interior como uma aplicação de Ω(U) em Ω(U).

Definição 2.9. [55], [105] Seja X ∈ X(U), onde U ⊂ M é aberto. O produto interior

com X é a aplicação iX: Ω(U) → Ω(U) definida por

(iXω)p = Xp yωp,

para todo ω ∈ Ω(U), p ∈ U . Denotaremos também iXω por Xyω.

O teorema seguinte mostra que o produto interior e a derivada exterior caracterizam

completamente a derivada de Lie.

Teorema 2.10. [55] Sejam X ∈ X(U) e ω ∈ Ω(U), onde U ⊂M é aberto. Então,

LXω = Xy (dω) + d(Xyω).
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As principais propriedades da derivada de Lie estão reunidas na Proposição A.3 (veja

o Apêndice A).

Definição 2.11. [43], [130] Seja U ⊂ M um aberto, com dim(M) = n. Um subconjunto

I ⊂ Ω(U) é denominado de ideal algébrico homogêneo em U se:

1. I é subespaço vetorial real de Ω(U);

2. Para todo β ∈ Ω(U) e todo α ∈ I, tem-se que β ∧ α ∈ I;

3. I =
⊕n

r=0 I
r, onde Ir = I∩Ωr(U). Portanto, se α =

∑n
r=0 α

r ∈ I, onde αr ∈ Ωr(U),

então αr ∈ Ir ⊂ I.

Se, além disso, temos que dα ∈ I, para todo α ∈ I, então dizemos que I é um ideal

diferencial em U .

Observação 2.12. Note que a condição 3 é independente das condições 1 e 2. De fato,

considere que I ⊂ Ω(U) é um conjunto que satisfaz as condições 1 e 2 da definição acima.

Se α1 + α2 ∈ I, onde α1 ∈ Ω1(U), α2 ∈ Ω2(U), não podemos concluir somente a partir

das propriedades 1 e 2 que α1, α2 ∈ I.

Definição 2.13. Sejam U, V ⊂ M conjuntos abertos com V ⊂ U . Suponha que I é um

ideal algébrico homogêneo (respectivamente diferencial) em U . Definimos então o seguinte

ideal algébrico homogêneo (resp. diferencial) em V

I|V = {ω ∈ Ω(V ) | ω =

k∑

i=1

θi ∧ (αi|V ), onde θi ∈ Ω(V ), αi ∈ I},

onde k = k(ω) depende de ω. Para todo p ∈ U , definimos o conjunto

Ip = {ωp ∈ ΩpM | ωp = αp, onde α ∈ I}.

É fácil ver que I|V é de fato um ideal algébrico homogêneo em V . Além disso, segue

do Teorema A.2 que se I é um ideal diferencial em U , então I|V é um ideal diferencial

em V .

Observação 2.14. Note que o conjunto {ω ∈ Ω(V ) | ω = α|V, onde α ∈ I} não é

necessariamente uma ideal algébrico homogêneo em V .
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Proposição 2.15. Sejam U, V ⊂M conjuntos abertos com V ⊂ U . Suponha que I é um

ideal algébrico homogêneo em U . Então, para todo p ∈ V , temos que

(I|V )p = Ip.

Demonstração. Seja p ∈ V ⊂ U . É claro que Ip ⊂ (I|V )p. Decorre então da demonstração

da Proposição 2.16 dada abaixo que (I|V )p ⊂ Ip.

Proposição 2.16. [130] Seja U ⊂M um aberto, com dim(M) = n. Suponha que I é um

ideal algébrico homogêneo em U . Então, para todo p ∈ U , o conjunto Ip tem as seguintes

propriedades:

1. Ip é um subespaço vetorial real de ΩpM ;

2. Para todo βp ∈ ΩpM e todo αp ∈ Ip, tem-se que βp ∧ αp ∈ Ip;

3. Ip =
⊕n

r=0 I
r
p , onde Ir

p = Ip ∩ Ωr
pM . Portanto, se αp =

∑n
r=0 α

r
p ∈ Ip, onde

αr
p ∈ Ωr

pM , então αr
p ∈ Ir

p ⊂ Ip.

Em outras palavras, Ip é um ideal algébrico homogêneo de ΩpM , no sentido de [130]

(compare com a Definição 2.11).

Demonstração. A primeira e a terceira propriedades são evidentes, pois I é um ideal

algébrico homogêneo em U . O ponto crucial da demonstração da segunda propriedade é

mostrar que, dados p ∈ U e βp ∈ Ωr
pM , existe β ∈ Ωr(U) tal que βp = βp. Extensões

como esta surgem freqüentemente em geometria diferencial e são constrúıdas de maneira

canônica3 através da Proposição A.7. De fato, sejam p ∈ U e βp ∈ Ωr
pM . Existe então

uma carta local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta V ⊂ U de p tal que

βp =
∑

i1<···<ir

ai1...irdx
i1
p ∧ · · · ∧ dxir

p ,

onde ai1...ir ∈ R. Sabemos também que existe um conjunto compacto A em U tal que

p ∈ A ⊂ V , onde a topologia de U é a topologia de subespaço. Portanto, a Propo-

sição A.7 assegura que existe σ ∈ C∞(U) tal que σ(p) = 1 e supp σ ⊂ V . Definimos

βq = σ(q)
∑

i1<···<ir
ai1...irdx

i1
q ∧ · · · ∧ dxir

q , para q ∈ V , e βq = 0, para q ∈ U − supp σ.

Note que βp = βp e que βq = 0, para q ∈ V ∩ (U − supp σ) = V − supp σ. Como

3Veja, por exemplo, [55, demonstração do Lema 4.5 e da Proposição 19.9].
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U − (V − supp σ) = (U − V ) ∪ supp σ, temos que V − supp σ é um aberto em U . Logo,

β ∈ Ωr(U).

Definição 2.17. [105], [130], [43] Seja U ⊂ M um aberto. Um conjunto Σ de formas

diferenciais exteriores homogêneas de Ω(U) é denominado de sistema diferencial exterior

em U ou, simplesmente, sistema exterior em U . Se Σ = {α1, . . . , αm} ⊂ Ω1(U), onde

α1, . . . , αm são independentes em U , então dizemos que Σ é um sistema Pfaffiano. O ideal

algébrico homogêneo gerado por um sistema exterior Σ é definido por

IΣ = {ω ∈ Ω(U) | ω =
k∑

i=1

θi ∧ βi, onde θi ∈ Ω(U), βi ∈ Σ},

onde k = k(ω) depende de ω. Seja Sd o conjunto de todos os ideais diferenciais que

contêm Σ. O ideal diferencial gerado por Σ é definido por

IΣ =
⋂

I∈Sd

I,

ou seja, IΣ é o menor ideal diferencial que contém Σ.

Observe que IΣ é de fato um ideal algébrico homogêneo em U , que IΣ é realmente um

ideal diferencial e que Sd é um conjunto não-vazio, pois Ω(U) é um ideal diferencial que

contém Σ. Além disso, se IΣ é um ideal diferencial, então IΣ = IΣ. O próximo resultado

nos mostra como construir e caracterizar IΣ.

Teorema 2.18. [105], [130] Seja U ⊂ M um aberto. Suponha que Σ é um sistema

exterior em U . Definimos Σ
′

= Σ ∪ dΣ, com dΣ = {ω ∈ Ω(U) | ω = dα, onde α ∈ Σ}.
Então,

IΣ = IΣ′ .

Demonstração. Como, por definição, Σ
′ ⊂ IΣ, temos que IΣ′ ⊂ IΣ. Decorre do Teo-

rema A.2 que IΣ′ é um ideal diferencial que contém Σ. Portanto, é imediato da definição

de IΣ que IΣ ⊂ IΣ′ .

Definição 2.19. [105] Seja I um ideal algébrico homogêneo em um aberto U ⊂ M .

Dizemos que ω1, ω2 ∈ Ω(U) são equivalentes mod I quando ω1 − ω2 ∈ I. Esta é uma

relação de equivalência e é denotada por ω1 ≡ ω2 mod I. Se Σ = {α1, . . . , αm} ⊂ Ω1(U),

denotaremos ω1 ≡ ω2 mod IΣ simplesmente por ω1 ≡ ω2 mod α1, . . . , αm.
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As definições acima nos permitem, finalmente, apresentar os conceitos de espaço asso-

ciado e de espaço de retração.

Definição 2.20. [130], [43], [105], [26] Seja U ⊂ M um aberto. Suponha que I é um

ideal algébrico homogêneo em U . Definimos o espaço associado ou espaço caracteŕıstico

de Cauchy de I em p ∈ U por

A(I)p = {Xp ∈ TpM | iXp(Ip) ⊂ Ip},

e o espaço de retração de I em p ∈ U por4

C(I)p = (A(I)p)
⊥.

Note que A(I)p é um subespaço vetorial de TpM e que C(I)p é um subespaço vetorial

de T ∗
pM .

Proposição 2.21. [130], [26], [43] Seja U ⊂ M um aberto. Suponha que Λ é uma

codistribuição em U e seja IΛ o ideal diferencial gerado por Λ. Então, para todo p ∈ U ,

A(IΛ)p = {Xp ∈ TpM | 〈αp, Xp〉 = 0 e Xp y dαp ∈ Λp, para todo α ∈ Λ}.

Em particular, se Λ = spanC∞(U){α1, . . . , αm}, então

A(IΛ)p = {Xp ∈ TpM | 〈αi
p, Xp〉 = 0 e Xp y dαi

p ∈ span
R
{α1, . . . , αm}|p, para 1 ≤ i ≤ m},

para todo p ∈ U . Além disso, dado um aberto V ⊂ U , temos que

A(IΛ)p = A(IΛ|V )p,

para todo p ∈ V .

Demonstração. Primeiramente, observe que (IΛ)0 , IΛ ∩ Ω0(U) = IΛ ∩ C∞(U) = {0}
(veja a Definição 2.11). Assim, (IΛ)0

p , (IΛ)p ∩ Ω0
p(U) = (IΛ)p ∩ R = {0}, para p ∈ U .

Seja p ∈ U e considere o conjunto

Bp = {Xp ∈ TpM | 〈αp, Xp〉 = 0 e Xp y dαp ∈ Λp, para todo α ∈ Λ}.

4Veja a Definição A.6.
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Suponha que Xp ∈ A(IΛ)p ⊂ TpM e α ∈ Λ. Então, α, dα ∈ IΛ e αp, dαp ∈ (IΛ)p. A

Proposição 2.16 implica que Xp yαp = 〈αp, Xp〉 ∈ (IΛ)0
p, ou seja, 〈αp, Xp〉 = 0. Temos

também que Xp y dαp = ωp ∈ (IΛ)p, onde ω =
∑k

i=1 b
iαi ∈ IΛ, com bi ∈ C∞(U) e αi ∈ Λ,

de acordo com o Teorema 2.18. Logo, Xp y dαp ∈ Λp. Portanto, A(IΛ)p ⊂ Bp. Assuma

então que Xp ∈ Bp ⊂ TpM . Isto significa que 〈αp, Xp〉 = 0 e Xp y dαp ∈ Λp ⊂ (IΛ)p, para

todo α ∈ Λ. Seja ωp ∈ (IΛ)p. Pelo Teorema 2.18, temos que

ωp =

r1∑

i=1

n∑

j=0

(bij ∧ αi)p +

r2∑

k=1

n∑

ℓ=0

(ckℓ ∧ dαk)p,

com dim(M) = n, bij ∈ Ωrij (U), ckℓ ∈ Ωrkℓ(U) e αi, αk ∈ Λ. Utilizando o Teorema 2.8,

obtemos que

Xp yωp =

r1∑

i=1

n∑

j=0

Xp y (bij ∧ αi)p +

r2∑

k=1

n∑

ℓ=0

Xp y (ckℓ ∧ dαk)p

=

r1∑

i=1

n∑

j=0

(Xp y bijp ) ∧ αi
p + (−1)mijbijp ∧ (Xp yαi

p)

+
r2∑

k=1

n∑

ℓ=0

(Xp y ckℓ
p ) ∧ dαk

p + (−1)mkℓckℓ
p ∧ (Xp y dαk

p).

Como Xp yαi
p = 〈αi

p, Xp〉 = 0 e Xp y dαk
p ∈ (IΛ)p, conclúımos a partir da Proposição 2.16

que Xp yωp ∈ (IΛ)p, ou seja, Xp ∈ A(IΛ)p. Assim, Bp ⊂ A(IΛ)p e A(IΛ)p = Bp.

Agora, suponha que Λ = spanC∞(U){α1, . . . , αm}. Seja Xp ∈ TpM tal que 〈αi
p, Xp〉 = 0

e Xp y dαi
p ∈ Λp ⊂ (IΛ)p, para 1 ≤ i ≤ m. Considere que α =

∑k
j=1 b

jαj ∈ Λ, onde

bj ∈ C∞(U). É claro que 〈αp, Xp〉 = 0. E, pelo Teorema A.2, temos que

dα =
k∑

j=1

dbj ∧ αj + bjdαj.

Desse modo, o Teorema 2.8 implica que

Xp y dαp =

k∑

j=1

(Xp y dbjp)α
j
p − (Xp yαj

p)db
j
p + bjp(Xp y dαj

p).

Logo, Xp y dαp ∈ Λp, pois Xp yαj
p = 〈αj

p, Xp〉 = 0.
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Finalmente, considere que V ⊂ U é um aberto, p ∈ V , Xp ∈ A(IΛ)p ⊂ TpM e

ω =
k∑

j=1

bj(αj|V ) ∈ Λ|V,

onde bj ∈ C∞(V ) e αj ∈ Λ. Como 〈αj
p, Xp〉 = 0, para 1 ≤ j ≤ k, obtemos que 〈ωp, Xp〉 = 0,

dωp =
k∑

j=1

dbjp ∧ αj
p + bj(p)dαj

p,

Xp y dωp =
k∑

j=1

(Xp y dbjp)α
j
p + bj(p)(Xp y dαj

p).

Mas, (Λ|V )p = Λp, pela Proposição A.4. Desse modo, Xp ∈ A(IΛ|V )p. Suponha então

que Xp ∈ A(IΛ|V )p e ω ∈ Λ. Portanto, ω|V ∈ Λ|V e 〈ωp, Xp〉 = 〈(ω|V )p, Xp〉 = 0. Logo,

o Teorema A.2 implica que d(ω|V )p = dωp e Xp y dωp = Xp y d(ω|V )p ∈ (Λ|V )p = Λp.

Assim, Xp ∈ A(IΛ)p.

Exemplo 2.22. Seja ϕ = (x1, . . . , xn) uma carta local de M definida em uma vizinhança

aberta U ⊂M . Considere a 1-forma ω = −x3dx1 +dx2−φdxn ∈ Ω1(U), onde φ ∈ C∞(U)

é tal que φ = φ(x2, x3, xn), isto é, ∂/∂xi
p(φ) = 0, para i = 1, 4, . . . , n − 1, e todo p ∈ U .

Seja Λ a codistribuição em U gerada por ω e IΛ o ideal diferencial gerado por Λ. Vamos

agora determinar A(IΛ)p, para todo p ∈ U . Considere que p ∈ U . De acordo com a

Proposição 2.21, temos que

A(IΛ)p = {Xp ∈ TpM | 〈ωp, Xp〉 = 0 e Xp y dωp = cωp, onde c ∈ R}.

Observe que A(IΛ)p ⊂ (Λp)
⊥ e que

{∂/∂x3, . . . , ∂/∂xn−1, (∂/∂x1 + x3∂/∂x2), (φ∂/∂x2 + ∂/∂xn)}|p

é uma base (Λp)
⊥. Seja Xp ∈ TpM . Utilizando o Teorema A.2, obtemos que

dωp = (dx1 ∧ dx3 − 〈dφ, ∂/∂x2〉dx2 ∧ dxn − 〈dφ, ∂/∂x3〉dx3 ∧ dxn)p,
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e, com o Teorema 2.8, que

Xp y dωp = − [〈dx3
p, Xp〉]dx1

p + [〈dφp, ∂/∂x
2
p〉〈dxn

p , Xp〉]dx2
p

+ [〈dφp, ∂/∂x
3
p〉〈dxn

p , Xp〉 + 〈dx1
p, Xp〉]dx3

p

− [〈dφp, ∂/∂x
2
p〉〈dx2

p, Xp〉 + 〈dφp, ∂/∂x
3
p〉〈dx3

p, Xp〉]dxn
p .

Portanto, dado c ∈ R, temos que

Xp y dωp = cωp = (−cx3dx1 + cdx2 − cφdxn)p

se e somente se

〈dx3
p, Xp〉 = cx3(p),

〈dφp, ∂/∂x
2
p〉〈dxn

p , Xp〉 = c,

〈dφp, ∂/∂x
3
p〉〈dxn

p , Xp〉 + 〈dx1
p, Xp〉 = 0,

〈dφp, ∂/∂x
2
p〉〈dx2

p, Xp〉 + 〈dφp, ∂/∂x
3
p〉〈dx3

p, Xp〉 = cφ(p).

(2.1)

Suponha que Xp ∈ A(IΛ)p ⊂ (Λp)
⊥ ⊂ TpM . Então,

Xp = a3∂/∂x
3
p + · · ·+ an−1∂/∂x

n−1
p + b1(∂/∂x

1 + x3∂/∂x2)p + b2(φ∂/∂x
2 + ∂/∂xn)p,

onde a3, . . . , an−1, b1, b2 ∈ R, e (2.1) implica que

c = b2〈dφ, ∂/∂x2〉p,
b1 = −b2〈dφ, ∂/∂x3〉p,
a3 = cx3(p) = b2x

3(p)〈dφ, ∂/∂x2〉p,

onde c ∈ R. Desse modo, Xp ∈ spanR(Bp), onde

Bp = {∂/∂x4, . . . , ∂/∂xn−1, α}|p ⊂ TpM

com

α = −[〈dφ, ∂/∂x3〉]∂/∂x1 + [φ− x3〈dφ, ∂/∂x3〉]∂/∂x2 + [x3〈dφ, ∂/∂x2〉]∂/∂x3 + ∂/∂xn.
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Assim, A(IΛ)p ⊂ spanR(Bp). Agora, considere que

Xp = a4∂/∂x
4
p + · · · + an−1∂/∂x

n−1
p + bαp ∈ spanR(Bp),

onde a4, . . . , an−1, b ∈ R. Observe que Xp ∈ (Λp)
⊥, pois 〈ωp, Xp〉 = 0. Defina

c , 〈dφp, ∂/∂x
2
p〉〈dxn

p , Xp〉 = b〈dφp, ∂/∂x
2
p〉 ∈ R.

É fácil verificar que (2.1) é satisfeita. Logo, Xp ∈ A(IΛ)p e spanR(Bp) = A(IΛ)p.

Como Bp é linearmente independente e span
R
(Bp) = A(IΛ)p, conclúımos que Bp é

uma base de A(IΛ)p. Em particular, dim(A(IΛ)p) = n− 3, dim(C(IΛ)p) = 3 e

B̃p = {γ1, γ2, γ3}|p ⊂ T ∗
pM

é uma base de C(IΛ)p = (A(IΛ)p)
⊥, onde

γ1 = dx1 + [〈dφ, ∂/∂x3〉]dxn,

γ2 = dx2 − [φ− x3〈dφ, ∂/∂x3〉]dxn,

γ3 = dx3 − [x3〈dφ, ∂/∂x2〉]dxn.

Os próximos cinco teoremas que mostraremos na seqüência, como o Teorema de Fro-

benius para sistemas Pfaffianos, o Teorema de Pfaff e a Forma Normal de Goursat, são

considerados fundamentais na teoria de sistemas diferenciais exteriores e na teoria de

controle geométrica. Eles também evidenciam a relevância das definições descritas ante-

riormente nesta seção. Além disso, foi detectado que os mesmos estão espalhados pela

literatura e são, às vezes, enunciados de maneira imprecisa. A Forma Normal de Goursat

desempenha um papel fundamental na demonstração do Teorema 3.7 e do Teorema 3.8

da Seção 3.2 do Caṕıtulo 3, que correspondem aos resultados bem conhecidos de triangu-

larização de sistemas de controle sem arrasto com duas entradas obtidos por [76] e [68],

respectivamente. Relembramos que nosso objetivo é generalizar estes dois teoremas de

modo a considerar sistemas com arrasto. Isto será estabelecido na Seção 3.3.

Teorema 2.23 (Teorema de Frobenius para sistemas Pffafianos). [105], [130],

[43] Seja U ⊂ M um aberto, Σ = {α1, . . . , αm} ⊂ Ω1(U) um sistema Pfaffiano em U e

IΣ o ideal algébrico homogêneo gerado por Σ. Assuma que IΣ é um ideal diferencial em

U . Então, para todo p ∈ U , existe uma carta local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma
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vizinhança aberta V ⊂ U de p tal que

IΣ|V = IΣ|V = IΘ,

onde Σ|V = {α1|V, . . . , αm|V } ⊂ Ω1(V ) e Θ = {dx1, . . . , dxm} ⊂ Ω1(V ).

Demonstração. Seja Λ a codistribuição gerada pelo sistema Pfaffiano Σ = {α1, . . . , αm} e

∆ = Λ⊥ a distribuição anuladora de Λ. De acordo com a versão dual da Proposição A.11

para codistribuições, temos que Λ = ∆⊥. Como dim(Λ) = m ≤ n, segue da versão dual

da Proposição A.8 e da Proposição A.5 que dim(∆) = n−m e que

Λp = (∆p)
⊥ = span

R
{α1, . . . , αm}|p,

para todo p ∈ U . Por hipótese, IΣ é um ideal diferencial em U e Σ ⊂ Λ ⊂ IΣ. Temos

então que, para 1 ≤ i ≤ m,

dαi =
m∑

j=1

γij ∧ αj,

onde γij ∈ Ω1(U). Desse modo, obtemos a partir da Proposição A.5 e das versões clássicas

do Teorema de Frobenius5 que, para todo p ∈ U , existe uma carta local ϕ = (x1, . . . , xn)

definida em uma vizinhança aberta V ⊂ U de p tal que

∆q = span
R
{∂/∂xm+1, . . . , ∂/∂xn}|q,

para todo q ∈ V . Logo, para todo q ∈ V ,

Λq = (∆q)
⊥ = span

R
{dx1, . . . , dxm}|q = span

R
{α1, . . . , αm}|q.

Assim, temos que6

Λ|V = spanC∞(V ){dx1, . . . , dxm}.

Portanto, conclúımos que IΣ|V = IΣ|V = IΛ|V = IΘ, onde Σ|V = {α1|V, . . . , αm|V },
Θ = {dx1, . . . , dxm} ⊂ Ω1(V ).

Teorema 2.24. [26] Seja U ⊂ M um aberto, Σ = {α1, . . . , αm} ⊂ Ω1(U) um sistema

Pfaffiano em U e IΣ o ideal diferencial gerado por Σ. Considere o subconjunto V ⊂ U

5Veja, por exemplo, [6, Teorema 8.3 do Caṕıtulo 4 e Teorema 8.3 do Caṕıtulo 5], [55, Lema 19.8 e
Lema 19.10], [74, Teorema 2.21], [80, Teorema 2.11.11].

6Os detalhes da validade desta igualdade podem ser vistos na demonstração da Proposição A.9. Re-
lembramos que dx1, . . . , dxm e α1, . . . , αm são independentes em V e que (Λ|V )q = Λq, para q ∈ V .
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formado por todos os pontos p ∈ U em que existe uma vizinhança aberta Wp ⊂ U de p tal

que dim(A(IΣ)q) = rp, para todo q ∈Wp, onde rp ∈ N. Então, V é aberto e denso em U .

Demonstração. Veja [26, pág. 101] e utilize a Proposição 2.21.

O teorema dado a seguir estabelece condições para que o ideal diferencial IΣ gerado

por um sistema Pfaffiano Σ ⊂ Ω1(U) seja localmente descrito por apenas n− r variáveis

em torno de p ∈ U , onde dim(M) = n e dim(A(IΣ)p) = r. Decorre então que, em algumas

situações, tudo se passa como se determinados objetos geométricos de M pertencessem

a uma variedade suave N de dimensão reduzida dim(N) = n − r. Um caso como este

será ilustrado logo mais adiante no Exemplo 2.28. Observamos também que, de acordo

com o Teorema 2.24, a condição de regularidade exigida no teorema abaixo em relação

à dimensão do espaço associado, é sempre satisfeita em torno de todos os pontos de um

conjunto aberto e denso em U .

Teorema 2.25. [26], [105], [130] Seja U ⊂ M um aberto, Σ = {α1, . . . , αm} ⊂ Ω1(U)

um sistema Pfaffiano em U e IΣ o ideal diferencial gerado por Σ. Suponha que V ⊂ U é

um conjunto aberto tal que dim(A(IΣ)p) = r, para todo p ∈ V , onde r ∈ N. Então, para

todo p ∈ V , existe uma carta local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta

W ⊂ V de p tal que

IΣ|W = IΘ,

onde Θ = {ω1, . . . , ωm} ⊂ Ω1(W ) e ωi, dωi não dependem de x1, . . . , xr, para 1 ≤ i ≤ m.

Mais precisamente, ωi ∈ Ω1(W ) e dωi ∈ Ω2(W ) são tais que

ωi
ϕ−1(x) =

n∑

j=r+1

bij(xr+1, . . . , xn)dxj
ϕ−1(x),

dωi
ϕ−1(x) =

∑

r+1≤j1<j2≤n

cij1j2(xr+1, . . . , xn)dxj1
ϕ−1(x) ∧ dx

j2
ϕ−1(x),

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ ϕ(W ) ⊂ Rn, 1 ≤ i ≤ m, onde bij , cij1j2 ∈ C∞(π(ϕ(W )))

e π: Rn → Rn−r é a projeção canônica definida por π(x) = (xr+1, . . . , xn), para todo

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Demonstração. Uma prova relativamente detalhada deste teorema está essencialmente

contida em [26, págs. 103–104], onde certos resultados apresentados em [80, pág. 117

e demonstração da Proposição 2.11.7] são diretamente aplicados. Sugerimos também



Fundamentos de Sistemas Diferenciais Exteriores 33

a referência [130, pág. 30] para a demonstração de um resultado mais geral do que o

estabelecido pelo teorema acima.

Teorema 2.26 (Teorema de Pfaff). [105], [130], [43] Seja U ⊂ M um aberto e α ∈
Ω1(U). Suponha que existe uma vizinhança aberta V ⊂ U de p tal que

(dαp)
r ∧ αp 6= 0,

(dαp)
r ∧ dαp ∧ αp = 0,

para todo p ∈ V , onde r ∈ N e (dαp)
r denota dαp ∧ · · ·∧dαp (r vezes). Então, existe uma

carta local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta W ⊂ V de p tal que

spanC∞(W ){α|W} = spanC∞(W ){dx1 + x2dx3 + · · · + x2rdx2r+1}.

Demonstração. A prova deste resultado está fortemente baseada no Teorema 2.23 e no

Teorema 2.25. Os detalhes podem ser vistos em [105, Teorema 12.60] e [130, pág. 35].

Teorema 2.27 (Forma Normal de Goursat). [105] Considere que Σ = {α1, . . . , αn−2}
é um sistema Pfaffiano em U , onde U ⊂M é aberto e dim(M) = n ≥ 3. Seja Λ ⊂ Ω1(U)

a codistribuição gerada por Σ e p ∈ U . Suponha que existe π ∈ Ω1(U) tal que πp /∈ (IΣ)p

e que π satisfaz as congruências de Goursat

dαj ≡ −αj+1 ∧ π mod α1, . . . , αj, para 1 ≤ j ≤ n− 3,

dαn−2
p /∈ (IΣ)p.

Então, existe uma carta local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta V ⊂ U

de p tal que

Λ|V = spanC∞(V ){dx3 − x2dx1, dx4 − x3dx1, . . . , dxn − xn−1dx1}.

Demonstração. Veja [105, Teorema 12.66]. Observamos que a demonstração apresentada

em [105] está fundamentada no Teorema de Pfaff dado acima.

O exemplo dado a seguir, que foi inspirado em [68, demonstração do Teorema 7], o

qual corresponde ao Teorema 3.8 da presente tese, descreve uma situação em que certos

objetos geométricos de M podem ser tratados como se pertencessem a uma variedade

suave N de dimensão reduzida dim(N) = n− r, onde dim(M) = n e 1 ≤ r ≤ n− 1.
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Exemplo 2.28. Seja U ⊂ M uma vizinhança aberta de p ∈M e Σ = {α} ⊂ Ω1(U), com

dim(M) = n ≥ 3. Assuma que dim(A(IΣ)q) = n − 3 e dαq ∧ αq 6= 0, para todo q ∈ U .

Observe que αq 6= 0, para todo q ∈ U . De acordo com o Teorema 2.25, existe uma carta

local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta W ⊂ U de p tal que

spanC∞(W ){α|W} = spanC∞(W ){ω},

onde ω ∈ Ω1(W ) satisfaz

ωϕ−1(x) =

n∑

j=n−2

bj(xn−2, xn−1, xn)dxj
ϕ−1(x),

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ ϕ(W ) ⊂ Rn, com bj ∈ C∞(π(ϕ(W ))) e π: Rn → R3 é a

projeção canônica definida por π(x) = (xn−2, xn−1, xn), para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n.

Note que π(ϕ(W )) ⊂ R3 é um aberto em R3. Assim, ω = θ(α|W ), onde θ ∈ C∞(W ) e

θp 6= 0, para todo p ∈ W . O Teorema A.2 implica então que dωq ∧ ωq 6= 0, para todo

q ∈ W . Como ω depende apenas das 3 variáveis xn−2, xn−1, xn, é natural esperarmos que

dω∧dω∧ω = 0, de modo que o Teorema de Pfaff (Teorema 2.26) possa ser aplicado, pois

Ω5(N) = {0} quando N é uma variedade suave com dim(N) = 3. Isto é de fato verdade,

como pode ser facilmente verificado de maneira computacional através do Teorema A.2.

No entanto, optamos por mostrar uma maneira possivelmente mais elegante de se chegar

a esta mesma conclusão.

Defina λ = π ◦ ϕ: W → W , onde W = π(ϕ(W )) ⊂ R3. Considere W com a estrutura

usual de variedade suave e seja ϕ = (y1, y2, y3) a carta global canônica de W . Definimos

ω =
3∑

j=1

bn−3+jdyj ∈ Ω1(W ).

Seja λ∗: Ω(W ) → Ω(W ) o homomorfismo injetivo entre álgebras exteriores induzido7 pela

submersão sobrejetiva λ. Por construção, temos que8 λ∗(ω) = ω. Além disso,

λ∗(dω ∧ ω) = dλ∗(ω) ∧ λ∗(ω) = dω ∧ ω,
λ∗(dω ∧ dω ∧ ω) = dλ∗(ω) ∧ dλ∗(ω) ∧ λ∗(ω) = dω ∧ dω ∧ ω.

7Para maiores detalhes sobre as propriedades de λ∗: Ω(W ) → Ω(W ), veja [6] e [55], por exemplo.
8A igualdade λ∗(ω) = ω é uma conseqüência direta de resultados bem conhecidos em geometria dife-

rencial. Veja, por exemplo, [6, Corolário 1.7 do Caṕıtulo 5].
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Decorre do fato de λ ser sobrejetiva que dωy ∧ ωy 6= 0, para todo y ∈ W . E, como λ∗ é

linear e dω ∧ dω ∧ω ∈ Ω5(W ) = {0}, obtemos que dω ∧ dω ∧ω = 0. Em particular, segue

do Teorema A.2 que dαq ∧ dαq ∧ αq = 0, para todo q ∈W .

Agora, como dω∧dω∧ω = 0, o Teorema de Pfaff estabelece que existe uma carta local

ψ = (z1, . . . , zn) definida em uma vizinhança aberta P ⊂W de p tal que

spanC∞(P ){ω|P} = spanC∞(P ){dz1 + z2dz3}.

A Proposição A.4 implica então que

spanC∞(P ){α|P} = spanC∞(P ){dz1 + z2dz3}.

No que se segue, explicaremos como podemos chegar a esta mesma conclusão caso

o Teorema de Pfaff fosse válido apenas para variedades suaves M com dim(M) ≤ 3.

Relembramos que dωy ∧ ωy 6= 0 e dωy ∧ dωy ∧ ωy = 0, para todo y ∈ W . Dessa maneira,

o Teorema de Pfaff assegura que existe uma carta local ψ = (z1, z2, z3) definida em uma

vizinhança aberta P ⊂W ⊂ R
3 de λ(p) ∈W tal que

spanC∞(P ){ω|P} = spanC∞(P ){dz1 + z2dz3}.

Considere a vizinhança aberta P = λ−1(P ) ⊂W de p e defina as funções suaves

zn−3+i , (λ|P )∗(zi) = zi ◦ (λ|P ) ∈ C∞(P ),

para 1 ≤ i ≤ 3, onde (λ|P )∗: Ω(P ) → Ω(P ) é o homomorfismo entre álgebras exteriores

induzido por λ|P . É claro que dz1, dz2, dz3 são linearmente independentes em P . E, para

todo 1 ≤ i ≤ 3 e todo q ∈ P , temos que

dzn−3+i
q = d((λ|P )∗(zi))q = ((λ|P )∗(dzi))q = λ∗(dzi

λ(q)),

onde, no lado direito da última igualdade, λ∗ denota a aplicação cotangente (pull-back)

de λ no ponto λ(q) ∈ P ⊂ R3. Como λ é uma submersão, segue que λ∗|λ(q) é uma

aplicação linear injetiva e, portanto, dzn−2, dzn−1, dzn são linearmente independentes em

P . Existem então dz1, . . . , dzn−3 ∈ {dx1, . . . , dxn} tais que dz1, . . . , dzn são linearmente

independentes em P (restringindo P se necessário)9. Assim, ψ = (z1, . . . , zn) é uma carta

9Os detalhes deste argumento podem ser vistos na demonstração da Proposição A.5.
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local de M definida na vizinhança aberta P ⊂W ⊂ U de p (restringindo P se necessário).

Defina

γ = (λ|P )∗(dz1 + z2dz3) ∈ Ω1(P ).

É fácil verificar que

γ = dzn−2 + zn−1dzn.

Por fim, observe que (λ|P )∗(ω|P ) = ω|P e ω|P = c(dz1 + z2dz3), onde c ∈ C∞(P ).

Logo, (λ|P )∗(ω|P ) = cγ = ω|P , onde c , (λ|P )∗(c) = c ◦ (λ|P ) ∈ C∞(P ). Mas, ωq 6= 0,

para todo q ∈ P ⊂ W . Assim, c(q) 6= 0, para todo q ∈ P e, desse modo, 1/c ∈ C∞(P ).

Portanto, conclúımos que

spanC∞(P ){α|P} = spanC∞(P ){ω|P} = spanC∞(P ){dzn−2 + zn−1dzn}.

Na próximo caṕıtulo, veremos em detalhes como que as ferramentas geométricas que

apresentamos aqui são aplicadas em teoria de controle não-linear. Ficará evidente a grande

importância que os conceitos e resultados de sistemas diferenciais exteriores possuem na

solução de problemas de triangularização de sistemas de controle não-lineares com duas

entradas.



Caṕıtulo 3

Formas Triangulares para Sistemas

Não-Lineares com Duas Entradas

Neste caṕıtulo, apresentaremos as contribuições da presente pesquisa referentes à trian-

gularização de sistemas de controle não-lineares com duas entradas. O principal resultado

é a determinação de condições geométricas para que um sistema da forma

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2, (3.1)

onde x ∈ Rn é o estado, n ≥ 2 e u = (u1, u2) ∈ R2 é o controle, seja descrito pela seguinte

forma triangular

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1,

(3.2)

onde v = (v1, v2) ∈ R2 é a nova entrada, após uma mudança de coordenadas z = Ψ(x) e

uma realimentação de estado estática regular u = α(x) + β(x)v.

Começaremos, na Seção 3.1, definindo os conceitos de campo de vetores parametrizado

e de campo de vetores aumentado associados a um sistema de controle da forma (3.1).

Estas definições, juntamente com as ferramentas geométricas do caṕıtulo anterior, são
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exigidas nas duas seções subseqüentes. Observamos que apesar de estes dois conceitos

serem amplamente conhecidos na literatura de controle geométrico, os mesmos são, por

vezes, aplicados sem qualquer menção aos aspectos sutis envolvidos. Por este motivo,

exibimos no Apêndice B uma formalização detalhada das definições de campo de vetores

parametrizado e de campo de vetores aumentado.

Apresentaremos na Seção 3.2 os resultados bem conhecidos de [76] e de [68] sobre a

triangularização de sistemas de controle (3.1) sem arrasto, ou seja, com f = 0. O primeiro,

dado pelo Teorema 3.7, estabelece condições geométricas necessárias e suficientes para que

o sistema de controle (3.1) sem arrasto seja descrito em torno de um dado ponto pela forma

triangular (3.2) com φ1 = · · · = φn−2 = 0, após uma mudança de coordenadas z = Ψ(x)

e uma realimentação de estado estática regular da forma u = β(x)v. E, o segundo, dado

pelo Teorema 3.8, estabelece condições suficientes para que esta descrição seja válida em

torno de cada ponto de um conjunto aberto e denso. Exibiremos as demonstrações destes

dois teoremas com o objetivo de tornar evidente a estreita relação entre os mesmos e a

Forma Normal de Goursat que foi mostrada na Seção 2.2. Observamos que as condições

geométricas estabelecidas por [76] e [68] estão relacionadas com uma certa regularidade

do flag de Lie e do flag derivado da distribuição gerada por g1, g2 em (3.1). O flag de

Lie e o flag derivado serão definidos e mostraremos, ainda, algumas de suas propriedades

geométricas conhecidas. A demonstração destas, assim como a prova do Teorema 3.7,

serão expostas no Apêndice C.

Na Seção 3.3, desenvolveremos as duas principais contribuições desta pesquisa em

relação à triangularização do sistema de controle com duas entradas (3.1) (com ou sem

arrasto), que correspondem ao Teorema 3.10 e ao Corolário 3.12. Apresentaremos também

um exemplo acadêmico com o objetivo de ilustrar a aplicação do Teorema 3.10. Estes

resultados podem ser vistos como generalizações do Teorema 3.7 (estabelecido por [76])

e do Teorema 3.8 (estabelecido por [68]), respectivamente. De fato, acrescentamos a

estes certas condições geométricas de modo considerar o arrasto f no sistema de controle

(3.1). Com estas condições adicionais, o Teorema 3.10 estabelece condições necessárias e

suficientes para que (3.1) seja descrito em torno de um dado ponto pela forma triangular

(3.2), após uma mudança de coordenadas z = Ψ(x) e uma realimentação de estado estática

regular u = α(x) + β(x)v, enquanto que o Corolário 3.12 estabelece condições suficientes

para que esta descrição seja posśıvel em torno de cada ponto de um conjunto aberto e

denso. Adiantamos, desde já, que são de fato os resultados de [76] e [68] que garantem a

existência da mudança de coordenadas z = Ψ(x) e da matriz β em u = α(x) + β(x)v que

necessitamos para triangularizar o sistema de controle (3.1).
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Na Seção 3.4, mostramos, primeiramente, um breve resumo sobre a teoria de controle

geométrica de dimensão infinita. Com base nesta ferramenta, enunciaremos em seguida o

Teorema 3.17, que estabelece que quando o sistema (3.1) com 2 ≤ n ≤ 5 é planar, e a sáıda

planar satisfaz algumas condições de regularidade, existe uma mudança de coordenadas e

uma realimentação regular em que o sistema é descrito pela seguinte forma triangular

ż1 = z2 + φ1(z1, z2, zn)v1,

ż2 = z3 + φ2(z1, z2, z3, zn)v1,
...

żn−3 = zn−2 + φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1,

żn−2 = zn−1 + φn−2(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1,

żn−1 = v2,

żn = v1

(3.3)

(note que (3.3) difere de (3.2)). Esta é a terceira e última contribuição da presente tese

concernente à Parte I.

Faremos agora algumas convenções e simplificações a respeito da notação utilizada

neste caṕıtulo, a fim de tornar a exposição deste trabalho mais leve, clara e objetiva. Seja

M uma variedade suave de dimensão finita e U ⊂ M um aberto. Relembramos que se

X ∈ X(U) e ϕ = (y1, . . . , yn) é uma carta local de M definida em um aberto V ⊂ U ,

então

Xp =

n∑

i=1

ai(p)∂/∂yi
p,

para p ∈ V , onde ai = LX|V y
i = 〈dyi, X|V 〉 ∈ C∞(V ). Logo, ai(p) = Xp(y

i) = 〈dyi
p, Xp〉,

para todo p ∈ V , e

Xϕ−1(y) =
n∑

i=1

ai(ϕ−1(y))∂/∂yi
ϕ−1(y) =

n∑

i=1

Xi(y)∂/∂y
i
ϕ−1(y),

onde Xi(y) = ai(ϕ−1(y)) ∈ R, para y ∈ ϕ(V ) ⊂ R
n. Note que Xi = ai◦ϕ−1 é um elemento

de C∞(ϕ(V )). Nos momentos em que não há possibilidade de confusão, abusaremos da

notação, escrevendo X(y) = (X1(y), . . . , Xn(y)) ∈ R
n, para todo y ∈ ϕ(V ). Denominamos

X(y) = (X1(y), . . . , Xn(y)) de expressão do campo de vetores suave X ∈ X(U) na carta

local ϕ = (y1, . . . , yn). Além disso, definimos ẏi = LX|V y
i e ẏ = (ẏ1, . . . , ẏn). Portanto,

ẏ(ϕ−1(y)) = X(y) = (X1(y), . . . , Xn(y)), para todo y ∈ ϕ(V ). Por abuso de notação,

escreveremos simplesmente ẏ = X(y) = (X1(y), . . . , Xn(y)).



Formas Triangulares para Sistemas Não-Lineares com Duas Entradas 40

3.1 Campos de vetores parametrizados e aumentados

Observamos que as definições de campo de vetores parametrizado e de campo de

vetores aumentando que apresentaremos nesta seção são necessárias nas duas seções sub-

seqüentes. Como estes conceitos são bem conhecidos na literatura de controle, não seremos

muito rigorosos do ponto de vista matemático nesta seção para não sobrecarregar a ex-

posição. Optamos por reservar ao Apêndice B uma formalização detalhada destes dois

conceitos.

Considere o sistema de controle com duas entradas (3.1)

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2 = f(x) + g(x)u, (3.4)

onde x ∈ U ⊂ Rn é o estado, U é aberto, u = (u1, u2) ∈ R2 é o controle, f, g1, g2: U → Rn

são aplicações suaves e g = (g1, g2).

Equipamos R
n com a estrutura usual de variedade suave e seja φ = (x1, . . . , xn) a carta

local canônica de Rn definida em U , isto é, a aplicação identidade em U . Relembramos que

ϕ é uma carta local de R
n definida no aberto V ⊂ R

n se e somente se ϕ: V → ϕ(V ) ⊂ R
n

é um difeomorfismo local, ou seja, uma mudança de coordenadas. Naturalmente associado

ao sistema de controle (3.4) está o campo de vetores parametrizado F : R
2 → X(U) definido

por

Fu = (f + g1u1 + g2u2)∂/∂x, para todo u = (u1, u2) ∈ R
2,

ou, mais precisamente,

Fu = f + g1u1 + g2u2, para todo u = (u1, u2) ∈ R
2,

onde

f =
n∑

i=1

f i∂/∂xi, g1 =
n∑

i=1

gi
1∂/∂x

i, g2 =
n∑

i=1

gi
2∂/∂x

i,

com f = (f 1, . . . , fn), g1 = (g1
1, . . . , g

n
1 ), g2 = (g1

2, . . . , g
n
2 ). De fato, a expressão de Fu na

carta local φ = (x1, . . . , xn) de Rn é dada por

Fu(x) = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2,
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ou seja,

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2,

para todo u = (u1, u2) ∈ R2. Escreveremos F = (f, g1, g2) (tripla ordenada). Dessa

maneira, dada uma carta local ϕ = (y1, . . . , yn) de R
n definida em um aberto V ⊂ U ,

quando dissermos que

ẏ = h(y, u)

é a expressão do sistema de controle (3.4) na carta local ϕ, queremos realmente dizer que

ẏ = h(y, u) = f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2

é a expressão de Fu na carta local ϕ, para todo u = (u1, u2) ∈ R
n.

Agora, considere a variedade produto R × Rn, com R munido da estrutura usual de

variedade suave. Por abuso de notação, denotamos por t a carta global canônica de R

(função identidade). Seja d/dt o campo de vetores suave usual em R, isto é, d/dt|t(α) é

a derivada de função suave α no ponto t ∈ R, onde α está definida em uma vizinhança

aberta de t ∈ R. Podemos então associar ao sistema de controle (3.4) o campo de vetores

aumentado F a: R2 → X(R × U) definido, com notações óbvias, por

F a
u = d/dt+ (f + g1u1 + g2u2)∂/∂x = (d/dt+ f) + g1u1 + g2u2 , f

a
+ ga

1u1 + ga
2u2,

para todo u = (u1, u2) ∈ R2. De fato, a expressão de F a
u na carta local (t, φ) de R × Rn é

dada por

F a
u (t, x) = (1, f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2) = (1, Fu(x))

= (1, f(x)) + (0, g1(x))u1 + (0, g2(x))u2 , fa(t, x) + ga
1(t, x)u1 + ga

2(t, x)u2,

ou seja,

ṫ = 1

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2,

para todo u = (u1, u2) ∈ R2. Escreveremos F a = (f
a
, ga

1, g
a
2).

Observação 3.1. Defina, para cada k ∈ N, as seguintes distribuições

G0 = spanC∞(U){g1, g2}, Ga
0 = spanC∞(R×U){ga

1, g
a
2},

Gk+1 = Gk + [Gk, Gk] ⊃ Gk, Ga
k+1 = Ga

k + [Ga
k, G

a
k] ⊃ Ga

k.
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Seja π2: R×Rn → Rn a projeções canônica definida por π2(t, p) = p, para (t, p) ∈ R×Rn.

Como ga
1, g

a
2 ∈ X(R × U) são π2-relacionados com g1, g2 ∈ X(U), respectivamente, é um

resultado bem conhecido em teoria geométrica de controle que π2
∗ |Ga

k(t, p) é uma aplicação

linear injetiva e que

π2
∗(G

a
k(t, p)) = Gk(p),

para todo k ∈ N, (t, p) ∈ R×U . Em particular, dim(Ga
k(t, p)) = dim(Gk(p)), para k ∈ N,

(t, p) ∈ R × U . Além disso,

〈dt,Xa〉(t,p) = Xa
(t,p)(t) = 0,

para todo k ∈ N, Xa ∈ Ga
k, (t, p) ∈ R × U . Para maiores detalhes, veja a Proposição B.1

do Apêndice B.

Por simplicidade, em todo o restante deste caṕıtulo, identificaremos as aplicações sua-

ves f, g1, g2 do sistema de controle (3.4) com os campos de vetores suaves correspondentes

f, g1, g2 ∈ X(U), respectivamente.

3.2 Resultados conhecidos para sistemas sem arrasto

Considere o seguinte sistema de controle com duas entradas

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2 = f(x) + g(x)u, (3.5)

onde x ∈ U ⊂ Rn é o estado, U é aberto, n ≥ 2, u = (u1, u2) ∈ R2 é o controle,

f, g1, g2: U → Rn são aplicações suaves e g = (g1, g2). Quando f = 0, dizemos que (3.5) é

um sistema sem arrasto.

O objetivo desta seção é apresentar os resultados bem conhecidos de [76] e de [68]

referentes à triangularização de sistemas da forma (3.5) sem arrasto, após uma mudança

de coordenadas e uma realimentação de estado estática regular. As condições geométricas

estabelecidas nestes dois trabalhos estão relacionadas com uma certa regularidade do flag

de Lie e do flag derivado da distribuição gerada pelos campos de vetores suaves g1, g2 em

(3.5). No que se segue, definiremos de maneira precisa os conceitos de realimentação de

estado estática regular, de flag de Lie e de flag derivado de uma distribuição. Mostraremos

também algumas de suas propriedades geométricas que são amplamente utilizadas na

teoria de controle.



Formas Triangulares para Sistemas Não-Lineares com Duas Entradas 43

Definição 3.2. [82],[41] Considere o sistema de controle (3.5). Dizemos que u = α+ βv

é uma realimentação de estado estática regular definida no aberto V ⊂ U se as aplicações

α = (α1, α2): V → R2 e β = (βij): V → R2×2 são suaves e β(x) = (βij(x)) ∈ R2×2 é uma

matriz invert́ıvel para todo x ∈ V , onde v = (v1, v2) ∈ R2 é a nova entrada.

A composição do sistema (3.5) com uma realimentação de estado estática regular

u = α + βv definida em V ⊂ U , resulta no seguinte sistema de controle

ẋ = f(x) + g(x)α(x) + g(x)β(x)v

= f(x) + α1(x)g1(x) + α2(x)g2(x) + (β11(x)g1(x) + β12(x)g2(x))v1

+(β21(x)g1(x) + β22(x)g2(x))v2

, f̂(x) + ĝ1(x)v1 + ĝ1(x)v2 = f̂(x) + ĝ(x)v,

(3.6)

para todo x ∈ V , v = (v1, v2) ∈ R
2, onde ĝ = (ĝ1, ĝ2). O sistema (3.6) é também

denominado de sistema em malha-fechada. Associamos então a (3.6) o campo de vetores

parametrizado F̂ = (f̂ , ĝ1, ĝ2), onde

f̂ = (f + gα)|V = (f + α1g1 + α2g2)|V,
ĝ1 = (β11g1 + β12g2)|V,
ĝ2 = (β21g1 + β22g2)|V.

Escrevemos também ĝ = (gβ)|V . Note que f̂ , ĝ1, ĝ2 ∈ X(V ).

As distribuições introduzidas na definição abaixo possuem grande relevância na teoria

de controle geométrica, como pode ser visto em [76], [68], [105], [75], [121], [84], [98], [85],

[77], [78], [79], por exemplo.

Definição 3.3. [84], [98], [85] Seja ∆ uma distribuição em U , onde U ⊂ M é aberto.

Definimos, para cada k ∈ N, as seguintes distribuições em U

F0 = G0 = ∆,

Fk+1 = Fk + [Fk, F0] ⊃ Fk,

Gk+1 = Gk + [Gk, Gk] ⊃ Gk ⊃ Fk.

Denominamos a seqüência de distribuições (Fk) de flag de Lie de ∆ e a seqüência de

distribuições (Gk) de flag derivado de ∆.
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As próximas duas proposições estabelecem uma definição alternativa de (Fk) e (Gk)

para o caso em que ∆ = spanC∞(U){X1, X2}. É importante destacar que, apesar de

estes resultados serem afirmados em [76], [75], [105], os mesmos são apresentados de uma

maneira relativamente imprecisa e sem demonstração.

Proposição 3.4. Seja (Fk) o flag de Lie da distribuição ∆ = spanC∞(U){X1, X2} ⊂ X(U),

onde U ⊂ M é aberto. Considere, para cada k ∈ N, os conjuntos

A0 = {X1, X2},
Ak+1 = {X ∈ X(U) | X = [Yk, [Yk−1, [. . . , [Y2, Y1] . . . ]], onde Y1, . . . , Yk ∈ {X1, X2}}.

Então, para cada k ∈ N, temos que

F0 = ∆ = spanC∞(U)(A0),

Fk+1 = spanC∞(U)(

k+1⋃

j=0

Aj) = Fk + span(Ak+1).

Demonstração. Veja o Apêndice C.

Proposição 3.5. Seja (Gk) o flag derivado de ∆ = spanC∞(U){X1, X2} ⊂ X(U), onde

U ⊂M é aberto. Considere, para cada k ∈ N, os conjuntos

B0 = {X1, X2},

Bk+1 = {X ∈ X(U) | X = [Y1, Y2], onde Y1, Y2 ∈
k⋃

j=0

Bj} ⊂ Bk+2.

Então, para cada k ∈ N, temos que

G0 = ∆ = spanC∞(U)(B0),

Gk+1 = G0 + spanC∞(U)(Bk+1) = Gk + spanC∞(U)(Bk+1).

Demonstração. Veja o Apêndice C.

Observação 3.6. Considere a distribuição ∆ = spanC∞(U){g1, g2}, onde g1, g2 são os

campos de vetores suaves do sistema (3.5). É um resultado bem conhecido na teoria de

controle geométrica que o flag de Lie (Fk) e o flag derivado (Gk) de ∆ são invariantes por

realimentação de estado estática regular. Mais precisamente, suponha que u = α + βv é

uma realimentação de estado estática regular definida em U ⊂ R
n. Defina a distribuição
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∆̂ = spanC∞(U){ĝ1, ĝ2}, onde ĝ1, ĝ2 são os campos de vetores suaves do sistema em malha-

fechada (3.6). Seja (F̂k) o flag de Lie e (Ĝk) o flag derivado de ∆̂. Então, Fk = F̂k e

Gk = Ĝk, para todo k ∈ N. Para maiores detalhes, veja a Proposição C.1 do Apêndice C.

Neste momento, podemos apresentar os resultados bem conhecidos de [76] e de [68] a

respeito da triangularização de sistemas de controle (3.5) sem arrasto, ou seja, com f = 0.

O leitor notará em suas demonstrações que a Forma Normal de Goursat do Teorema 2.27

desempenha um papel fundamental. Observamos, ainda, que utilizaremos o conceito de

campo de vetores parametrizado que descrevemos na seção anterior na prova do teorema

dado abaixo, o qual foi estabelecido por [76], com o objetivo de torná-la precisa do ponto

de vista geométrico.

Teorema 3.7. [76], [75], [105] Considere o sistema de controle (3.5) com f = 0. Defina

∆ = spanC∞(U){g1, g2} e Λ = ∆⊥. Seja (Fk) o flag de Lie e (Gk) o flag derivado de ∆.

Dado p ∈ U , temos que as seguintes afirmações são equivalentes quando n ≥ 3:

1. Para cada 0 ≤ k ≤ n − 2, p ∈ U é um ponto regular de Fk, Gk com dim(Fk(p)) =

dim(Gk(p)) = 2 + k;

2. Existe uma vizinhança aberta V ⊂ U de p, uma 1-forma π ∈ Ω1(V ) e um sistema

Pfaffiano Σ = {α1, . . . , αn−2} ⊂ Ω1(V ) em que dim(∆|V ) = 2,

πp /∈ (IΣ)p,

Λ|V = spanC∞(V )(Σ),

e as congruências de Goursat do Teorema 2.27 são satisfeitas para Σ, p, π, ou seja,

dαj ≡ −αj+1 ∧ π mod α1, . . . , αj, para 1 ≤ j ≤ n− 3,

dαn−2
p /∈ (IΣ)p;

3. Existe uma carta local ψ = (y1, . . . , yn) definida em uma vizinhança aberta Ṽ ⊂ U

de p tal que dim(∆|Ṽ ) = 2 e

Λ|Ṽ = spanC∞(Ṽ ){dy2 − y3dy1, . . . , dyn−1 − yndy1};

4. Existe uma carta local ϕ e uma realimentação de estado estática regular da forma

u = βv, ambas definidas em uma vizinhança aberta V̂ ⊂ U de p, em que a expressão
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do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) é dada

pela forma em cascata ( chained form)

ż1 = z2v1

ż2 = z3v1

...

żn−2 = zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1.

(3.7)

Além disso, dado p ∈ U , as afirmações 1 e 4 são equivalentes quando n = 2.

Demonstração. Veja o Apêndice C.

O próximo teorema é um resultado genérico de triangularização para sistemas de

controle com duas entradas sem arrasto, que foi obtido por [68].

Teorema 3.8. [68], [34], [75], [76] Considere o sistema de controle (3.5) com f = 0.

Defina ∆ = spanC∞(U){g1, g2}. Seja (Gk) o flag derivado da distribuição ∆. Suponha que

dim(Gk(q)) = 2 + k, para todo 0 ≤ k ≤ n − 2 e todo q ∈ D, onde D ⊂ U é um conjunto

aberto e denso em U . Então, existe um conjunto V ⊂ U que é aberto e denso em U em

que, para todo p ∈ V , existe uma carta local ϕ e uma realimentação de estado estática

regular da forma u = βv, ambas definidas em uma vizinhança aberta W ⊂ V de p, tais que

a expressão do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local ϕ = (z1, . . . , zn)

é dada pela forma em cascata

ż1 = z2v1

ż2 = z3v1

...

żn−2 = zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1.

Em particular, para todo p ∈ V ⊂ U e todo 0 ≤ k ≤ n−2, p é um ponto regular de Fk, Gk

com dim(Fk(p)) = dim(Gk(p)) = 2 + k, onde (Fk) é o flag de Lie de ∆.

Demonstração. Assuma que n ≥ 3 e que dim(Gk(q)) = 2 + k, para todo 0 ≤ k ≤ n− 2 e

todo q ∈ D, onde D ⊂ U é um conjunto aberto e denso em U . Considere a codistribuição

anuladora Λ = ∆⊥ de ∆ = spanC∞(U){g1, g2}.
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Com base em ferramentas geométricas semelhantes às apresentadas na Seção 2.2 sobre

sistemas diferenciais exteriores, é mostrado em detalhes em [68, Teorema 7] que existe

um conjunto V ⊂ U que é aberto e denso em U tal que, para todo p ∈ V , p é um ponto

regular de ∆ com dim(∆p) = 2 e existe uma carta local ψ = (y1, . . . , yn) definida em uma

vizinhança aberta W ⊂ V de p em que

Λ|W = span{dy2 − y3dy1, . . . , dyn−1 − yndy1}.

Portanto, basta aplicarmos o Teorema 3.7.

É importante destacar que o resultado de [68] descrito acima foi também observado e

ressaltado por [34], conforme mencionado em [68], [75], [76].

Na seção seguinte, iremos, num certo sentido, generalizar os dois teoremas anteriores

ao considerarmos sistemas de controle (3.5) com arrasto.

3.3 Condições necessárias e suficientes para sistemas

com arrasto

Acabamos de ver na Seção 3.2 dois resultados bem conhecidos de triangularização de

sistemas de controle com duas entradas sem arrasto. Nosso objetivo, neste momento, é

acrescentar condições geométricas ao mesmos de modo a considerarmos o arrasto f em

(3.5). Isto é estabelecido pelo Teorema 3.10 e pelo Corolário 3.12 apresentados mais

adiante. O primeiro, determina condições necessárias e suficientes para que (3.5) seja

descrito em torno de um dado ponto pela seguinte forma triangular

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1,

(3.8)

onde v = (v1, v2) ∈ R2 é a nova entrada, após uma mudança de coordenadas z = Ψ(x)

e uma realimentação de estado estática regular u = α + βv. O segundo, determina
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condições suficientes para que esta descrição seja posśıvel em torno de cada ponto de

um conjunto aberto e denso. Portanto, podemos considerar que, num certo sentido, o

Teorema 3.10 e o Corolário 3.12 generalizam o Teorema 3.7 e o Teorema 3.8 da seção

anterior, respectivamente. Estes dois resultados são as principais contribuições desta tese

em relação a formas triangulares para sistemas não-lineares com duas entradas (Parte I).

Observamos que as referidas condições geométricas adicionais que estabelecemos re-

lacionam os três campos de vetores suaves f, g1, g2 em (3.5) com espaços de retração1

determinados a partir do campo de vetores aumentado2 F a = (fa, ga
1 , g

a
2) associado ao

sistema de controle (3.5). Além disso, o leitor notará nas demonstrações do Teorema 3.10

e do Corolário 3.12 que são de fato o Teorema 3.7 e o Teorema 3.8, respectivamente, que

garantem a existência da mudança de coordenadas z = Ψ(x) e da matriz β em u = α+βv

que necessitamos para triangularizar o sistema de controle (3.5). Portanto, resta-nos en-

contrar α e mostrar que as funções φ1, . . . , φn−2 em (3.8) possuem a dependência triangular

desejada em relação a (z1, . . . , zn).

Para demonstrarmos o Teorema 3.10, utilizaremos o resultado dado abaixo.

Lema 3.9. Seja U ⊂M um aberto, com dim(M) = n ≥ 3, e R×M a variedade produto,

com R munido da estrutura usual de variedade suave. Por abuso de notação, denotamos

por t a carta global canônica de R (função identidade). Assuma que ϕ = (z1, . . . , zn) é

uma carta local de M definida em U e seja (t, ϕ) a carta local correspondente de R ×M

definida em R × U . Considere as seguintes codistribuições em R × U

Λk = spanC∞(R×U){dt, dz1 − z2dzn, dz2 − z3dzn, . . . , dzn−2−k − zn−1−kdzn},

para cada 1 ≤ k ≤ n− 3. Então,

Ck
(t,p) = spanR{dt, dz1, . . . , dzn−1−k, dzn}|(t,p)

para todo (t, p) ∈ R × U e cada 1 ≤ k ≤ n − 3, onde Ck
(t,p) , C(IΛk)(t,p) é o espaço de

retração do ideal diferencial gerado por Λk em (t, p) ∈ R × U .

Demonstração. Sejam q ∈ R × U , 1 ≤ k ≤ n − 3. Considere, para 1 ≤ i ≤ n− 2 − k, as

1Relembre a Definição 2.20 da Seção 2.2.
2Relembramos que este conceito foi apresentado na Seção 3.1.
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seguintes 1-formas em Ω1(R × U)

α0 = dt,

αi = dzi − zi+1dzn.

Decorre do Teorema 2.21 que

Ak
q = {Xq ∈ Tq(R ×M) | 〈αi

q, Xq〉 = 0 e Xq y dαi
q é um elemento de

spanR{α0, . . . , αn−2−k}|q, para todo 0 ≤ i ≤ n− 2 − k}.

onde Ak
q , A(IΛk)q. Note que Λk = spanC∞(R×U){α0, . . . , αn−2−k}, dim(Λk) = n− 1− k e

Ak
q ⊂ (Λk

q)
⊥. Além do mais,

Rq = {∂/∂zn−1−k , . . . , ∂/∂zn−1, α}|q ⊂ Tq(R ×M) (3.9)

é uma base de (Λk
q )

⊥, onde

α = z2∂/∂z1 + · · · + zn−1−k∂/∂zn−2−k + ∂/∂zn.

Seja Xq ∈ Tq(R ×M). O Teorema A.2 implica que

dα0 = 0,

dαi = −dzi+1 ∧ dzn,

e o Teorema 2.8 que

Xq y dα0
q = 0,

Xq y dαi
q = 〈dzn

q , Xq〉dzi+1
q − 〈dzi+1

q , Xq〉dzn
q ,

para todo 1 ≤ i ≤ n− 2 − k. Desse modo, temos que

Xq y dα0
q ∈ spanR{α0, . . . , αn−2−k}|q,

Xq y dαi
q ∈ span

R
{α0, . . . , αn−2−k}|q, para 1 ≤ i ≤ n− 2 − k,
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se e somente se

Xq y dα0
q =

n−2−k∑

j=0

c0jαi
q, onde c0j ∈ R,

Xq y dαi
q =

n−2−k∑

j=0

cijαi
q

= ci0dtq + ci1(dz1 − z2dzn)q + · · · + ci(i−1)(dzi−1 − zidzn)q

+ cii(dzi − zi+1dzn)q + ci(i+1)(dzi+1 − zi+2dzn)q + . . .

+ ci(n−2−k)(dzn−2−k − zn−1−kdzn)q, para 1 ≤ i ≤ n− 2 − k, onde cij ∈ R,

se e somente se

c00 = · · · = c0(n−2−k) = 0,

c(n−2−k)0 = · · · = c(n−2−k)(n−2−k) = 0,

〈dzn−1−k
q , Xq〉 = 〈dzn

q , Xq〉 = 0,

ci0 = · · · = ci(i−1) = cii = ci(i+2) = · · · = ci(n−2−k) = 0,

ci(i+1) = 〈dzn
q , Xq〉 = 0,

ci(i+1)zi+2(q) = 〈dzi+1
q , Xq〉 = 0, para 1 ≤ i ≤ n− 3 − k,

se e somente se

Xq y dα0
q = Xq y dα1

q = · · · = Xq y dαn−2−k
q = 0

se e somente se

〈dz2
q , Xq〉 = · · · = 〈dzn−1−k

q , Xq〉 = 〈dzn
q , Xq〉 = 0. (3.10)

Suponha que Xq ∈ Ak
q ⊂ (Λk

q)
⊥ ⊂ Tq(R ×M). De (3.9), obtemos que

Xq = an−1−k∂/∂zn−1−k
q + · · ·+ an−1∂/∂zn−1

q + bαq,

onde an−1−k, . . . , an−1, b ∈ R. Então, (3.10) exige que

an−1−k = 〈dzn−1−k
q , Xq〉 = 0,

b = 〈dzn
q , Xq〉 = 0.
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Logo, Xq ∈ spanR(Bk
q ), onde

Bk
q = {∂/∂zn−k , . . . , ∂/∂zn−1}|q ⊂ Rq ⊂ (Λk

q )
⊥ ⊂ Tq(R ×M)

Assim, Ak
q ⊂ spanR(Bk

q ). Agora, seja

Xq = an−k∂/∂zn−k
q + · · ·+ an−1∂/∂zn−1

q ∈ spanR(Bk
q ) ⊂ (Λk

q)
⊥,

onde an−k, . . . , an−1 ∈ R. É claro que Xq ∈ (Λk
q)

⊥ e que (3.10) é atendida. Isto significa

que Xq ∈ Ak
q e span

R
(Bk

q ) ⊂ Ak
q , ou seja, mostramos que Ak

q = span
R
(Bk

q ).

Conclúımos então que Bk
q é uma base de Ak

q e dim(Ak
q ) = k. Como Ck

q = (Ak
q)

⊥, segue

que dim(Ck
q ) = n+ 1 − k e que

B̃k
q = {dt, dz1, . . . , dzn−1−k, dzn}|q ⊂ T ∗

q (R ×M)

é uma base de Ck
q .

Teorema 3.10. Considere o sistema de controle (3.5) e o campo de vetores aumentado

associado F a = (fa, ga
1 , g

a
2). Seja (Fk) o flag de Lie e (Gk) o flag derivado da distribui-

ção ∆ = spanC∞(U){g1, g2} ∈ X(U). Para cada 1 ≤ k ≤ n − 3, considere as seguintes

codistribuições em R × U

Λk = (Ga
k)

⊥,

Hk = (spanC∞(R×U){fa} +Ga
k)

⊥,

onde (Ga
k) é o flag derivado da distribuição ∆a = spanC∞(R×U){ga

1 , g
a
2} ∈ X(R×U). Além

disso, para todo 1 ≤ k ≤ n− 3, (t, q) ∈ R×U , definimos Ck
(t,q) = C(IΛk)(t,q), isto é, Ck

(t,q)

é o espaço de retração do ideal diferencial gerado por Λk em (t, q) (veja a Definição 2.20).

Então, dados t0 ∈ R e p ∈ U , existe uma carta local ϕ e uma realimentação de estado

estática regular da forma u = α+ βv, ambas definidas em uma vizinhança aberta V ⊂ U

de p, tais que a expressão do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local
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ϕ = (z1, . . . , zn) é dada pela forma triangular

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1,

(3.11)

se e somente se existe uma vizinhança aberta J ⊂ R de t0 e um vizinhança aberta W ⊂ U

de p, em que as seguintes condições geométricas são satisfeitas:

1. Para todo 0 ≤ k ≤ n− 2 e todo q ∈W , dim(Fk(q)) = dim(Gk(q)) = 2 + k;

2. Para todo 1 ≤ k ≤ n− 3, todo (t, q) ∈ J ×W e todo ω ∈ Hk, temos que

Lfaω(t,q) ∈ Ck
(t,q),

Lga
1
ω(t,q) ∈ Ck

(t,q),

Lga
2
ω(t,q) ∈ Ck

(t,q).

Observação 3.11. Note que a condição 1 deste teorema é precisamente a afirmação

1 estabelecida no Teorema 3.7 para sistemas sem arrasto. O propósito da condição 2

é justamente levar em conta o arrasto f do sistema (3.5). Veremos na demonstração

do teorema acima que é de fato o Teorema 3.7 que assegura a existência da carta local

ϕ = (z1, . . . , zn) e da aplicação β em u = α+ βv que necessitamos.

Antes de provarmos o teorema, explicaremos algumas das convenções e simplificações

a respeito da notação que serão adotadas em sua demonstração.

Seja M uma variedade suave, ∆ uma distribuição em U ⊂ M e X1, . . . , Xr ∈ X(U),

onde U é aberto em M . Se

∆ = spanC∞(U){X1, . . . , Xr},

escreveremos simplesmente ∆ = span{X1, . . . , Xr}. Seja V ⊂ U um aberto. Se

∆q = spanR{X1
q , . . . , X

r
q},
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para todo q ∈ V , escrevemos ∆ = span{X1, . . . , Xr} em V . Seja W ⊂ U um aberto tal

que V ⊂W ⊂ U e assuma que Y 1, . . . , Y m ∈ X(W ). Caso

∆|V = spanC∞(V ){Y 1|V, . . . , Y m|V },

escrevemos ∆|V = span{Y 1, . . . , Y m} sobre C∞(V ). Utilizaremos, ainda, notações análo-

gas para codistribuições. Observamos também que abusaremos da notação e não faremos

qualquer distinção entre dt e sua restrição a um subconjunto aberto de R×Rn. O domı́nio

de definição de dt estará claro de acordo com o contexto.

Demonstração do Teorema 3.10. Por simplicidade, provaremos o Teorema 3.10 su-

pondo que n ≥ 4. O leitor não terá dificuldades em verificar que os argumentos apresen-

tados também comprovam a validade do resultado para 2 ≤ n ≤ 3. Começamos então

demonstrando a necessidade.

(Necessidade) Primeiramente, reescrevemos (3.11) da seguinte maneira

ż = f̂(z) + ĝ1(z)v1 + ĝ2(z)v2, (3.12)

para v = (v1, v2) ∈ R2, onde

f̂ = (f + α1g1 + α2g2)|W,

ĝ1 = (β11g1 + β12g2)|W,

ĝ2 = (β21g1 + β22g2)|W

(3.13)

são determinados pelo sistema em malha-fechada resultante (3.6). Seja (F̂k) o flag de Lie

e (Ĝk) o flag derivado da distribuição ∆̂ = spanC∞(W ){ĝ1, ĝ2} ⊂ X(W ). De (3.11), temos

que as expressões de f̂ , ĝ1, ĝ2 ∈ X(W ) na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) são dadas por

f̂(z) = (φ1(z1, z2, zn), φ2(z1, z2, z3, zn), . . . , φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn), φn−2(z), 0, 0),

ĝ1(z) = (z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1),

ĝ2(z) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0),

(3.14)

respectivamente. Decorre então do Lema C.2 que

F̂k = Ĝk = spanC∞(W ){ĝ1, ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k}

possuem dimensão constante com dim(F̂k) = dim(Ĝk) = 2 + k, para 0 ≤ k ≤ n − 2, e
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ĝ2 = ∂/∂zn−1. Observe que a Proposição A.4 e Proposição A.12 fornecem que

G0|W = span{g1|W, g2|W},
Gk+1|W = Gk|W + [Gk|W,Gk|W ],

para cada k ∈ N. Assim, como β = (βij) em (3.13) é invert́ıvel em W , conclúımos pela

Observação 3.6 que

Fk|W = F̂k = Ĝk = Gk|W = span{ĝ1, ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k} (3.15)

possuem dimensão constante com dim(Fk|W ) = dim(Gk|W ) = 2+ k, para 0 ≤ k ≤ n− 2.

Agora, seja F̂ a = (f̂a, ĝa
1 , ĝ

a
2) o campo de vetores aumentado associado ao sistema

em malha-fechada resultante (3.6). É claro que (3.14) implica que as expressões dos

campos de vetores suaves f̂a, ĝa
1 , ĝ

a
2 ∈ X(R×W ) na carta local (t, ϕ) de R×Rn são dadas

respectivamente por

f̂a(t, z) = (1, φ1(z1, z2, zn), φ2(z1, z2, z3, zn), . . . , φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn), φn−2(z), 0, 0),

ĝa
1(t, z) = (0, z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1),

ĝa
2(t, z) = (0, 0, 0, . . . , 0, 1, 0).

(3.16)

Além disso, é fácil ver que

f̂a = (fa + α1g
a
1 + α2g

a
2)|R ×W,

ĝa
1 = (β11g

a
1 + β12g

a
2)|R ×W ∈ Ga

0|R ×W ⊂ Ga
k|R ×W,

ĝa
2 = (β21g

a
1 + β22g

a
2)|R ×W ∈ Ga

0|R ×W ⊂ Ga
k|R ×W, para k ∈ N.

(3.17)

Por (C.2), obtemos também que3

[∂/∂zn−j , ĝa
1 ] = [π2

∗(∂/∂z
n−j), π2

∗(ĝ1)] = π2
∗([∂/∂z

n−j , ĝ1]) = π2
∗(∂/∂z

n−1−j)

= ∂/∂zn−1−j ∈ X(R ×W ),

para todo 1 ≤ j ≤ n− 2. Segue então de (3.15), da Observação 3.1, da Proposição A.4 e

3O fato de que ĝ1 = π2
∗(ĝ

a
1 ), ĝ2 = π2

∗(ĝ
a
2 ), onde π2: R × Rn → Rn é a projeção canônica, pode ser

visto em (B.3). Para a validade da segunda igualdade, isto é, a comutatividade, veja, por exemplo, [6,
Teorema 7.9 do Caṕıtulo 4].
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da Proposição A.12 que

Ga
k|R ×W = span{ĝa

1 , ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k} ⊂ X(R ×W ) (3.18)

com dim(Ga
k|R ×W ) = 2 + k, para cada 0 ≤ k ≤ n − 2, e ĝa

2 = ∂/∂zn−1 ∈ X(R ×W ).

Resulta de (3.16), da Proposição A.10 e da Proposição A.9 que existe uma vizinhança

aberta J ⊂ R de t0 ∈ R tal que

Λk|J ×W = (Ga
k|J ×W )⊥ = span





dt

dz1 − z2dzn

dz2 − z3dzn

...

dzn−2−k − zn−1−kdzn





,

sobre C∞(J×W ), para 1 ≤ k ≤ n−3, restringindo W se necessário. Portanto, o Lema 3.9

e a Proposição 2.21 implicam que

Ck = span{dt, dz1, . . . , dzn−1−k, dzn}

em J ×W (pontualmente), para 1 ≤ k ≤ n− 3, ou seja,

Cn−2−i = span{dt, dz1, . . . , dzi+1, dzn} (3.19)

em J ×W , para 1 ≤ i ≤ n− 3.

Como f̂a = (fa +α1g
a
1 +α2g

a
2)|R×W (veja (3.17)), é fácil concluir a partir de (3.16),

(3.18), da Proposição A.10, da Proposição A.12 e da Proposição A.9 que

Hk|J×W = (span{f̂a|J×W}+Ga
k|J×W )⊥ = span





dz1 − z2dzn − φ1dt

dz2 − z3dzn − φ2dt
...

dzn−2−k − zn−1−kdzn − φn−2−kdt




,
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sobre C∞(J ×W ), para 1 ≤ k ≤ n− 3, ou, de forma equivalente,

Hn−2−i|J ×W = span





dz1 − z2dzn − φ1dt

dz2 − z3dzn − φ2dt
...

dzi − zi+1dzn − φidt




, (3.20)

sobre C∞(J ×W ), para 1 ≤ i ≤ n− 3, restringindo J e W se necessário.

Utilizando (3.16) e a Proposição A.3, obtemos que

Lf̂a(dzi − zi+1dzn − φidt) = dφi − φi+1dzn − (Lf̂aφi)dt,

Lĝa
1
(dzi − zi+1dzn − φidt) = dzi+1 − zi+2dzn − (Lĝa

1
φi)dt,

Lĝa
2
(dzi − zi+1dzn − φidt) = −(Lĝa

2
φi)dt,

para 1 ≤ i ≤ n− 3. De (3.16), é claro que

dφi ∈ spanC∞(R×W ){dz1, dz2, . . . , dzi+1, dzn},

para cada 1 ≤ i ≤ n− 3. Logo, (3.19) fornece que

Lf̂a(dzi − zi+1dzn − φidt)(t,q) ∈ Cn−2−i
(t,q) ,

Lĝa
1
(dzi − zi+1dzn − φidt)(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) ,

Lĝa
2
(dzi − zi+1dzn − φidt)(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) ,

(3.21)

para todo 1 ≤ i ≤ n − 3, (t, q) ∈ J × W . Sejam 1 ≤ i ≤ n − 3, (t, q) ∈ J × W e

ω ∈ Hn−2−i. Por (3.19) e (3.20), temos que Hn−2−i(t, q) ⊂ Cn−2−i
(t,q) . Assim, (3.20), (3.21)

e a Proposição A.3 implicam que

Lf̂aω(t,q) ∈ Cn−2−i
(t,q) , Lĝa

1
ω(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) , Lĝa
2
ω(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) ,

onde ω = ω|R ×W . Obtemos então de (3.17) e da Proposição A.3 que

Lfaω(t,q) ∈ Cn−2−i
(t,q) , Lga

1
ω(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) , Lga
2
ω(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) ,

pois 〈ω, ĝa
1〉(t′,q′) = 〈ω, ĝa

2〉(t′,q′) = 0, para (t′, q′) ∈ J ×W (veja (3.20)).

(Suficiência) Por hipótese, temos que p é um ponto regular de Fk, Gk com dim(Fk(p)) =
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dim(Gk(p)) = 2 + k, para todo 0 ≤ k ≤ n − 2. Então, aplicando o Teorema 3.7 e

restringindo W se necessário, sabemos que existe uma carta local ϕ e uma realimentação

de estado estática regular da forma u = βv, ambas definidas em W , tais as expressões dos

seguintes campos de vetores suaves

ĝ1 = (β11g1 + β12g2)|W,
ĝ2 = (β21g1 + β22g2)|W

na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) são dadas por

ĝ1(z) = (z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1),

ĝ2(z) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0),
(3.22)

respectivamente. Devido à Proposição A.7, podemos assumir, restringindo W se necessá-

rio, que4 β = β|W , onde β = (βij): U → R2×2 é uma aplicação suave.

Agora, definimos h = f |W . Seja F
a

= (ha, ĝa
1 , ĝ

a
2) o campo de vetores aumentado em

relação ao campo de vetores parametrizado F = (h, ĝ1, ĝ2). Note que

ha = fa|R ×W,

ĝa
1 = (β11g

a
1 + β12g

a
2)|R ×W,

ĝa
2 = (β21g

a
1 + β22g

a
2)|R ×W.

(3.23)

Além disso, temos que as expressões de ha, ĝa
1 , ĝ

a
2 na carta local (t, ϕ) de R×Rn são dadas

respectivamente por

ha(t, z) = (1, f(z)) = (1, γ1(z), . . . , γn(z)),

ĝa
1(t, z) = (0, z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1),

ĝa
2(t, z) = (0, 0, 0, . . . , 0, 1, 0).

(3.24)

Relembramos que β = (βij) é invert́ıvel no aberto W . Assim, segue de (3.22) e da

demonstração da necessidade acima que (veja (3.18))

Ga
k|R ×W = span{ĝa

1 , ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k} ⊂ X(R ×W ) (3.25)

com dim(Ga
k|R ×W ) = 2 + k, para cada 1 ≤ k ≤ n − 2, e ĝa

2 = ∂/∂zn−1 ∈ X(R ×W ).

4A construção da extensão β pode ser deduzida da demonstração da Proposição A.8.



Formas Triangulares para Sistemas Não-Lineares com Duas Entradas 58

Portanto, obtemos da Proposição A.10 e da Proposição A.9 que existe uma vizinhança

aberta J ⊂ R de t0 ∈ R tal que

Λk|J ×W = (Ga
k|J ×W )⊥ = span





dt

dz1 − z2dzn

dz2 − z3dzn

...

dzn−2−k − zn−1−kdzn





, (3.26)

sobre C∞(J ×W ), para cada 1 ≤ k ≤ n − 3, restringindo W se necessário. Da Observa-

ção 3.1, temos que dt ∈ Λk = (Ga
k)

⊥, 1 ≤ k ≤ n− 3. Note também que a Proposição A.7

e a Proposição A.9 garantem que podemos assumir que5

dz1 − z2dzn = θ1|J ×W,

dz2 − z3dzn = θ2|J ×W,
...

dzn−3 − zn−2dzn = θn−3|J ×W,

(3.27)

onde θ1, . . . , θn−2−k ∈ Λk, para cada 1 ≤ k ≤ n − 3, restringindo J e W se necessário.

Desse modo, (3.26), o Lema 3.9 e a Proposição 2.21 implicam que

Ck = span{dt, dz1, . . . , dzn−1−k, dzn}

em J ×W (pontualmente), para 1 ≤ k ≤ n− 3, ou seja,

Cn−2−i = span{dt, dz1, . . . , dzi+1, dzn} (3.28)

em J ×W , para 1 ≤ i ≤ n− 3.

Considere as seguintes 1-formas em Ω1(R × U)

λ1 = θ1 − 〈θ1, fa〉dt,
λ2 = θ2 − 〈θ2, fa〉dt,

...

λn−3 = θn−3 − 〈θn−3, f
a〉dt.

(3.29)

5Os detalhes da prova deste argumento são similares aos descritos na demonstração da Proposição A.8.
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Por definição,

〈dt, fa〉 = 1. (3.30)

Logo, para cada 1 ≤ k ≤ n− 3, temos que

λ1, . . . , λn−2−k ∈ Hk, (3.31)

pois dt, θ1, . . . , θ
n−2−k são elementos de Λk = (Ga

k)
⊥. Além disso, segue de (3.24) e (3.25)

que {ha, ĝa
1 , ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k} ⊂ X(R ×W ) é um conjunto formados por

3+k campos de vetores independentes em R×W (pontualmente), para todo 1 ≤ k ≤ n−3.

Assim,

(spanR{ha
(t,q)} +Ga

k(t, q))
⊥ = spanR{λ1, . . . , λn−2−k}|(t,q), (3.32)

para todo 1 ≤ k ≤ n − 3, (t, q) ∈ J ×W , já que {λ1, . . . , λn−2−k} ⊂ Hk é um conjunto

formado por (n−2−k) 1-formas independentes em J×W (veja (3.27) e (3.29)). Decorre

da Proposição A.9 que

Hk|J ×W = span{λ1, . . . , λn−2−k}

sobre C∞(J ×W ), para 1 ≤ k ≤ n− 3, ou, de forma equivalente,

Hn−2−i|J ×W = span{λ1, . . . , λi} (3.33)

sobre C∞(J ×W ), para 1 ≤ i ≤ n− 3.

Agora, definimos (veja (3.24))

α1 , −〈dzn, h
a〉 = −γn ∈ C∞(R ×W ),

α2 , −〈dzn−1, h
a〉 = −γn−1 ∈ C∞(R ×W ),

α , (α1, α2) = (−γn,−γn−1),

f̂a = ha + α1ĝ
a
1 + α2ĝ

a
2 ∈ X(R ×W ),

φi = 〈dzi − zi+1dzn, h
a〉 ∈ C∞(R ×W ),

φn−2 = 〈dzn−2, f̂
a〉 ∈ C∞(R ×W ),

(3.34)
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para cada 1 ≤ i ≤ n− 3. De (3.32) e (3.25), temos que

〈λi
(t,q), f̂

a
(t,q)〉 = 0,

onde (veja (3.23), (3.27), (3.29) e (3.34))

λi
(t,q) = (dzi − zi+1dzn − φidt)(t,q), (3.35)

para (t, q) ∈ J ×W , 1 ≤ i ≤ n − 3. Portanto, segue de (3.23), (3.24), (3.30), (3.34) e

(3.35) que

〈dt, f̂a〉 = Lf̂at = 1,

〈dzi, f̂
a〉|J ×W = Lf̂azi|J ×W = φi|J ×W,

〈dzn−1, f̂
a〉 = Lf̂azn−1 = 0,

〈dzn, f̂
a〉 = Lf̂azn = 0,

(3.36)

para 1 ≤ i ≤ n−2. De fato, como 〈dzn, ĝ
a
1〉 = 〈dzn−1, ĝ

a
2〉 = 1 e 〈dzn−1, ĝ

a
1〉 = 〈dzn, ĝ

a
2〉 = 0,

temos que 〈dzn−j, f̂
a〉 = 〈dzn−j, h

a〉 + α1〈dzn−j, ĝ
a
1〉 + α2〈dzn−j, ĝ

a
2〉 = γn−j − γn−j = 0,

para 0 ≤ j ≤ 1. Além disso, dado 1 ≤ i ≤ n− 3, temos que, restringindo a J ×W ,

〈λi|R ×W, f̂a〉 = 〈dzi, f̂
a〉 − zi+1〈dzn, f̂

a〉 − φi〈dt, f̂a〉
= 〈dzi, f̂

a〉 − zi+1〈dzn, f̂
a〉 − φi

= 〈dzi, f̂
a〉 − zi+1〈dzn, h

a〉
− α1zi+1〈dzn, ĝ

a
1〉 − α2zi+1〈dzn, ĝ

a
2〉 − φi

= 〈dzi, f̂
a〉 − zi+1〈dzn, h

a〉 − α1zi+1 − φi

= 〈dzi, f̂
a〉 + α1zi+1 − α1zi+1 − φi

= 〈dzi, f̂
a〉 − φi.

Devido ao fato de 〈λi
(t,q), f̂

a
(t,q)〉 = 0, conclúımos que 〈dzi, f̂

a〉(t,q) = φi(t, q), para todo

(t, q) ∈ J ×W .

Vamos mostrar que

dφi(t, q) ∈ spanR{dz1, . . . , dzi+1, dzn}|(t,q),

para todo (t, q) ∈ J ×W , 1 ≤ i ≤ n − 2. Sejam (t, q) ∈ J ×W e 1 ≤ i ≤ n − 3. Por
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hipótese, para todo ω ∈ Hn−2−i, temos que

Lfaω(t,q) ∈ Cn−2−i
(t,q) , Lga

1
ω(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) , Lga
2
ω(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) .

De (3.28), (3.33) e (3.35), obtemos que

Hn−2−i(t, q) ⊂ Cn−2−i
(t,q) .

Podemos assumir, restringindo W se necessário, que α = α|W , onde α = (α1, α2) e

α1, α2 ∈ C∞(U). Desse modo, como β = β|W e Ga
0 ⊂ Ga

k, k ∈ N, segue de (3.23), (3.31),

(3.34) e da Proposição A.3 que

Lf̂a(λ
i|R ×W )(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) .

Por (3.35), (3.36) e pela Proposição A.3, obtemos que

Lf̂a(λ
i|R ×W )(t,q) = (dφi − φi+1dzn − (Lf̂aφi)dt)(t,q) ∈ Cn−2−i

(t,q) .

Conseqüentemente, (3.28) implica que

dφi(t, q) ∈ spanR{dt, dz1, . . . , dzi+1, dzn}|(t,q).

Assim, (3.24) e a definição de φi em (3.34) resultam em

dφi(t, q) ∈ spanR{dz1, . . . , dzi+1, dzn}|(t,q), (3.37)

para todo (t, q) ∈ J ×W e cada 1 ≤ i ≤ n− 2.

Relembre que

dφi(t, q) = [∂/∂t|(t,q)(φi)]dt|(t,q) +

n∑

j=1

[∂/∂zj |(t,q)(φi)]dzj |(t,q),

para (t, q) ∈ J ×W , 1 ≤ i ≤ n− 2. Logo, (3.37) implica que

∂/∂t|(t,q)(φi) = ∂/∂zi+2|(t,q)(φi) = · · · = ∂/∂zn−1|(t,q)(φi) = 0, (3.38)

para (t, q) ∈ J ×W , 1 ≤ i ≤ n− 3.

Na seqüência, mostraremos que a realimentação de estado estática regular u = βα+βv,
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onde v = (v1, v2) ∈ R2, assegura que a expressão do sistema em malha-fechada resultante

(3.6) na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) de Rn é dada pela forma triangular (3.11). Ficará

claro o motivo do aparecimento do termo βα em u = βα+βv. Relembre que u = βα+βv

e ϕ = (z1, . . . , zn) estão definidas na vizinhança aberta W ⊂ U ⊂ Rn de p ∈ U .

Dado v = (v1, v2) ∈ R2, considere o campo de vetores suave

Xa
v = (ha + α1ĝ

a
1 + α2ĝ

a
2) + ĝa

1v1 + ĝa
2v2 ∈ X(R ×W ).

Por (3.24), (3.34), (3.36) e (3.38), temos que expressão de Xa
v na carta local (t, ϕ) de

R × Rn, a qual está definida em J ×W , é dada por

ṫ = 1

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1,

restringindo J e W a conjuntos abertos conexos, se necessário. Decorre então que a

expressão do campo de vetores suave

Xv = (h+ α1ĝ1 + α2ĝ2) + ĝ1v1 + ĝ2v2 ∈ X(W )

na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) de R
n é dada por

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1.

Portanto, u = βα+βv é a realimentação de estado estática regular desejada, pois h = f |W ,

ĝ1 = (β11g1 + β12g2)|W , ĝ2 = (β21g1 + β22g2)|W , α = (α1, α2) e β = (βij).
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Como conseqüência imediata do teorema anterior e do Teorema 3.8, obtemos o resul-

tado genérico mostrado abaixo.

Corolário 3.12. Considere o sistema (3.5) e o campo de vetores aumentado associado

F a = (fa, ga
1 , g

a
2). Seja (Gk) o flag derivado de ∆ = spanC∞(U){g1, g2} ∈ X(U). Para cada

1 ≤ k ≤ n− 3, considere as seguintes codistribuições em R × U

Λk = (Ga
k)

⊥,

Hk = (spanC∞(R×U){fa} +Ga
k)

⊥,

onde (Ga
k) é o flag derivado da distribuição ∆a = spanC∞(R×U){ga

1 , g
a
2} ∈ X(R×U). Além

disso, para todo 1 ≤ k ≤ n− 3, (t, q) ∈ R×U , definimos Ck
(t,q) = C(IΛk)(t,q), isto é, Ck

(t,q)

é o espaço de retração do ideal diferencial gerado por Λk em (t, q). Dado t0 ∈ R, suponha

que existe uma vizinhança aberta J ⊂ R de t0 e um conjunto D ⊂ U que é aberto e denso

em U , em que as seguintes condições geométricas são satisfeitas:

1. Para todo 0 ≤ k ≤ n− 2 e todo q ∈ D, dim(Gk(q)) = 2 + k;

2. Para todo 1 ≤ k ≤ n− 3, todo (t, q) ∈ J ×D e todo ω ∈ Hk, temos que

Lfaω(t,q) ∈ Ck
(t,q),

Lga
1
ω(t,q) ∈ Ck

(t,q),

Lga
2
ω(t,q) ∈ Ck

(t,q).

Então, existe um conjunto V ⊂ U que é aberto e denso em U tal que, para todo

p ∈ V , existe uma carta local ϕ e uma realimentação de estado estática regular da forma

u = α+ βv, ambas definidas em uma vizinhança aberta W ⊂ U de p, em que a expressão

do sistema em malha-fechada resultante (3.6) na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) é dada pela

forma triangular

ż1 = φ1(z1, z2, zn) + z2v1

ż2 = φ2(z1, z2, z3, zn) + z3v1

...

żn−3 = φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn) + zn−2v1

żn−2 = φn−2(z) + zn−1v1

żn−1 = v2

żn = v1.

(3.39)
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O exemplo acadêmico mostrado em seguida ilustra os aspectos computacionais envol-

vidos na aplicação do Teorema 3.10 em um sistema de controle com quatro estados (i.e.

n = 4).

Exemplo 3.13. Considere o sistema

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2

=




0

(x1)2 + x2

1

x1x4




+




(x4)2 + 1

(x3 − 2x1)((x4)2 + 1)

0

((x1)2 + x2)((x4)2 + 1)



u1 +




0

0

1

0



u2,

onde x = (x1, . . . , x4) ∈ R4 é o estado e u1, u2 ∈ R são os controles. Mostraremos que

este sistema pode ser descrito pela forma triangular (3.11) em torno de cada ponto de R4.

Para cada x ∈ R4, temos que

g3(x) = [g1, g2](x) =




0

−((x4)2 + 1)

0

0



,

g4(x) = [g1, g3](x) =




0

−2x4((x1)2 + x2)((x4)2 + 1)

0

((x4)2 + 1)2



,

g5(x) = [g2, g3](x) = 0.

Assim, a Proposição 3.4 e a Proposição 3.5 implicam que

dim(Fk) = dim(Gk) = 2 + k, para cada 0 ≤ k ≤ 2.
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Como Ga
1 = spanC∞(R4){ga

1 , g
a
2 , g

a
3} e

(fa(x) ga
1(x) ga

2(x) ga
3(x)) =




1 0 0 0

0 (x4)2 + 1 0 0

(x1)2 + x2 (x3 − 2x1)((x4)2 + 1) 0 −((x4)2 + 1)

1 0 1 0

x1x4 ((x1)2 + x2)((x4)2 + 1) 0 0



,

(3.40)

para todo x ∈ R
4, resulta da Proposição A.9 que

Λ1 = (Ga
1)

⊥ = spanC∞(R4){dt, α},
H1 = (spanC∞(R4){fa, ga

1 , g
a
2 , g

a
3})⊥ = spanC∞(R4){x1x4dt+ ((x1)2 + x2)dx1 − dx4},

onde

α = ((x1)2 + x2)dx1 − dx4 ∈ Ω1(R × R
4).

No que se segue, iremos provar, com base na demonstração do Lema 3.9, que

C1
(t,p) , C(IΛ1)(t,p) = span

R
{dt, dx1, dx2, dx4}|(t,p),

para todo (t, p) ∈ R × R4.

Seja (t, p) ∈ R × R4 e defina A1
(t,p) = A(IΛ1)(t,p). Da Proposição 2.21, obtemos que

A1
(t,p) = {X(t,p) ∈ T(t,p)(R × R

4) | 〈dt(t,p), X(t,p)〉 = 〈α(t,p), X(t,p)〉 = 0,

X(t,p) y d(dt)(t,p), X(t,p) y dα(t,p) ∈ spanR{dt, α}|(t,p)}.

Note que A1
(t,p) ⊂ (Λ1

(t,p))
⊥. Seja X(t,p) ∈ T(t,p)(R × R4). Pelo Teorema A.2, temos que

d(dt) = 0,

dα = d((x1)2 + x2) ∧ dx1 = d(x1)2 ∧ dx1 + dx2 ∧ dx1 = dx2 ∧ dx1,

e pelo Teorema 2.8 que

X(t,p) y d(dt)(t,p) = 0,

X(t,p) y dα(t,p) = X(t,p) y (dx2 ∧ dx1) = 〈dx2
(t,p), X(t,p)〉dx1

(t,p) − 〈dx1
(t,p), X(t,p)〉dx2

(t,p).
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Desse modo,

X(t,p) y dα(t,p) ∈ spanR{dt, α}|(t,p)

se e somente se

X(t,p) y dα(t,p) = adt(t,p) + bα(t,p) = adt(t,p) + b((x1)2 + x2)dx1 − bdx4, onde a, b ∈ R,

se e somente se

a = b = 0

se e somente se

X(t,p) y dα(t,p) = 0

se e somente se

〈dx1
(t,p), X(t,p)〉 = 〈dx2

(t,p), X(t,p)〉 = 0. (3.41)

Considere então que X(t,p) ∈ A1
(t,p) ⊂ (Λ1

(t,p))
⊥ ⊂ T(t,p)(R × R

4). Logo,

X(t,p) = c1g
a
1(t, p) + c2g

a
2(t, p) + c3g

a
3(t, p),

onde c1, c2, c3 ∈ R. Usando (3.40) e (3.41), devemos ter que c1 = c3 = 0, ou seja,

X(t,p) ∈ span
R
{ga

2(t, p)}. Desse modo, A1
(t,p) ⊂ span

R
{ga

2(t, p)}. Suponha então que

X(t,p) ∈ spanR{ga
2(t, p)} ⊂ (Λ1(t, p))⊥. Logo, (3.40) e (3.41) implicam que X(t,p) ∈ A1

(t,p).

Portanto, span
R
{ga

2(t, p)} ⊂ A1
(t,p) e

A1
(t,p) = span

R
{ga

2}|(t,p),

C1
(t,p) = spanR{dt, dx1, dx2, dx4}|(t,p).

É fácil verificar que (3.40) e a Proposição A.3 estabelecem que

Lfaγ(t,p), Lga
1
γ(t,p), Lga

2
γ(t,p) ∈ C1

(t,p),

onde

γ = x1x4dt+ ((x1)2 + x2)dx1 − dx4 ∈ Ω1(R × R
4).
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Como H1 = spanC∞(R4){γ} e H1(t, p) ⊂ C1
(t,p), conclúımos que

Lfaω(t,p), Lga
1
ω(t,p), Lga

2
ω(t,p) ∈ C1

(t,p),

para todo ω ∈ H1, (t, p) ∈ R×R4, ou seja, mostramos que as condições do Teorema 3.10

são atendidas em R × R4.

Na próxima seção, estabeleceremos condições suficientes para a triangularização de

uma classe de sistemas planares.

3.4 Condições suficientes para sistemas planares com

até cinco estados

Faremos primeiro na Seção 3.4.1 um breve resumo sobre a teoria de controle geomé-

trica de dimensão infinita desenvolvida em [29], [30], [94] e aprofundada em [87], [88], [20],

[19], [90], [91], seguindo de perto a exposição de [88] e [19]. Para um tratamento completo

e auto-contido desta teoria, direcionamos o leitor a [19], [90], [91]. Merece ser destacada a

referência [19] pela excelente exposição didática e ao mesmo tempo minuciosa, e também

por sua grande influência no desenvolvimento da presente tese. Com base nesta teoria

de controle geométrica de dimensão infinita, definiremos, ainda na Seção 3.4.1, o con-

ceito de sistema planar de uma maneira geométrica precisa. Em seguida, na Seção 3.4.2,

enunciaremos o Teorema 3.17, que estabelece que quando o sistema de controle (3.1) com

2 ≤ n ≤ 5 é planar, e a sáıda planar satisfaz algumas condições de regularidade, existe

uma mudança de coordenadas e uma realimentação regular em que o sistema é descrito

pela forma triangular (3.3). Observamos que a demonstração deste resultado está forte-

mente baseada na interpretação geométrica do Algoritmo da Extensão Dinâmica (AED)

feita em [87], [88], [19], [91] (veja também [20]).

3.4.1 Geometria diferencial de dimensão infinita

3.4.1.1 RA-variedades

Seja A um conjunto enumerável. Como podemos identificar A com N (respectiva-

mente, com um subconjunto finito de N), seja RA o conjunto de todas as seqüências reais
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infinitas (resp. finitas). Este conjunto se torna um espaço topológico com a topologia

produto, isto é, a topologia menos fina tal que todas as projeções naturais são cont́ınuas.

Uma função φ definida em um aberto V ⊂ RA é denominada de suave se, para cada

p ∈ V , existe uma vizinhança aberta Vp ⊂ V de p e algum n ∈ N tal que φ|Vp = h ◦ π|Vp,

onde π é a projeção de R
A sobre R

n e h é uma função suave no sentido usual definida no

conjunto aberto π(Vp) ⊂ Rn. Seja B um outro conjunto enumerável. Dizemos que uma

aplicação ϕ de um conjunto aberto de R
A em R

B é suave se cada função componente

é suave. A partir destas definições, podemos estabelecer os conceitos de RA-variedade,

aplicação suave entre R
A-variedades, aplicação tangente, fibrado tangente, campo de veto-

res suave, pull-back, diferencial de uma função suave, distribuição, codistribuição e assim

por diante, de maneira análoga à geometria diferencial de dimensão finita. Estes concei-

tos apresentam muitas das propriedades do caso de dimensão finita, pois, localmente, os

mesmos se comportam como se fossem de dimensão finita.

Sejam M,N RA-variedades e V ⊂ M um aberto. Se φ é uma função suave em V ,

então dφ denota a sua diferencial. Se Φ = (φ1, . . . , φn) é uma aplicação suave de V em

Rn e ξ ∈ V , então dΦ denota (dφ1, . . . , dφn) e dΦ(ξ) denota (dφ1(ξ), . . . , dφn(ξ)). Se X

é um campo de vetores suave em M , então LXφ é a derivada de Lie de φ em relação

a X e Lk+1
X φ = LX(Lk

Xφ), k ∈ N, onde L0
Xφ , φ. Se X e Y são campos de vetores

suaves em M , então [X, Y ] denota o colchete de Lie e adk+1
X Y = [X, adk

XY ], k ∈ N, onde

ad0
XY , Y . Uma imersão (resp. submersão) F : M → N é uma aplicação suave tal que,

para cada p ∈ M , existem cartas locais (V, φ) e (W,ψ) de p e F (p), respectivamente, de

modo que F (V ) ⊂ W e que, nessas coordenadas, F (x) = (x, 0) (resp. F (x, y) = y). Se

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, então xy denota x1y1 + · · ·+ xnyn e card(x) , n.

Além disso, x̃ ⊂ x significa que as componentes de x̃ são também componentes de x.

3.4.1.2 Diffieties

Uma diffiety M é uma RA-variedade equipada com um campo de vetores suave fixo

∂M , denominado de campo de Cartan. Considere que M e N são diffieties. Uma aplicação

de Lie-Bäcklund ϕ de M em N é uma aplicação suave que é compat́ıvel com os campos de

Cartan, isto é, ϕ∗(∂M (p)) = ∂N (ϕ(p)), para todo p ∈ M , onde ϕ∗ é a aplicação tangente

de ϕ. Uma imersão de Lie-Bäcklund é uma aplicação de Lie-Bäcklund que é uma imersão.
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3.4.1.3 Sistemas

Um sistema é uma tripla (S, d/dt, τ), onde S é uma diffiety com campo de Cartan d/dt

e τ : S → R é uma submersão de Lie-Bäcklund com R munido da estrutura diferenciável

usual. Por abuso de notação, denotaremos (S, d/dt, τ) simplesmente por S. Se φ é uma

aplicação suave em um conjunto aberto de S, então φ(k+1) = Ld/dtφ
(k), para cada k ∈ N,

onde φ(0) , φ e φ̇ = φ(1).

3.4.1.4 Representações de estado e sáıdas

Seja S um sistema. Uma representação de estado de S em ξ ∈ S é uma carta local

(V, ϕ = (t, x, U)) de ξ tal que t = τ |V , x = (x1, . . . , xn) e u
(k+1)
j = Ld/dtu

(k)
j , k ∈ N,

onde U = {u(k)
j : 1 ≤ j ≤ m, k ∈ N}. Denominamos x e u = (u

(0)
1 , . . . , u

(0)
m ) de estado e

entrada, respectivamente. Como x e u determinam ϕ completamente, denotamos (V, ϕ)

simplesmente por (x, u). Nestas coordenadas, o campo de Cartan é dado por

d/dt = ∂/∂t +

n∑

i=1

fi∂/∂xi +

m∑

j=1

∞∑

k=0

u
(k+1)
j ∂/∂u

(k)
j . (3.42)

Note que o campo de Cartan fica completamente determinado por ẋi = fi. Se (x, u)

e (z, v) são representações de estado em ξ, então devemos ter que6 card(u) = card(v).

Uma aplicação suave y = (y1, . . . , yp) em torno de ξ é chamada sáıda de S em ξ. Ela é

denominada de sáıda planar se (∅, y) é uma representação de estado em ξ (isto é, não há

estado). Nestas coordenadas, o campo de Cartan é dado por

d/dt = ∂/∂t +

p∑

j=1

∞∑

k=0

y
(k+1)
j ∂/∂y

(k)
j ,

onde p = card(y).

Seja (x, u) uma representação de estado de S e y = (y1, . . . , yp) uma sáıda de S.

Assuma que o domı́nio de y esteja contido no de (x, u). Dizemos que (x, u) (resp. y)

é clássica se ẋi (resp. yℓ) não depende de u
(k)
j , para 1 ≤ i ≤ n (resp. 1 ≤ ℓ ≤ p),

1 ≤ j ≤ m, k ≥ 1 (isto é, ẋi = f(t, x, u) (resp. y = h(t, x, u))). E, (x, u) (resp. y) é

independente do tempo se ẋi (resp. yℓ) não depende de t, para cada 1 ≤ i ≤ n (resp.

1 ≤ ℓ ≤ p). Uma sáıda planar y é denominada de 0-planar se y = h(x). Dizemos que

6Veja, por exemplo, [30], [87], [19], [91].
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duas representações de estado (x, u) e (z, v) em ξ estão relacionadas por realimentação

de estado estática invariante no tempo se: (i) card(x)=card(z), card(u)=card(v); (ii)

spanR{dx(ν)} = spanR{dz(ν)}, spanR{dx(ν), du(ν)} = spanR{dz(ν), dv(ν)}, para todo ν

em torno de ξ.

Adotaremos em toda esta seção uma notação mais concisa, escrevendo simplesmente

span{dx} = span{dz}, span{dx, du} = span{dz, dv}, em torno de ξ. Faremos também

simplificações similares para propriedades que são válidas em todos os pontos de deter-

minado conjunto.

Teorema 3.14. [87], [91] Seja S um sistema, (x, u) uma representação de estado clás-

sica independente do tempo em ξ ∈ S, e z, v aplicações suaves definidas em torno de

ξ com card(x) = card(z) e card(u) = card(v). Suponha que span{dx} = span{dz} e

span{dx, du} = span{dz, dv}, em torno de ξ. Então, (z, v) é uma representação de estado

clássica independente do tempo em ξ que está relacionada à (x, u) por realimentação de

estado estática invariante no tempo.

Uma outra caracterização de platitude é fornecida pelo teorema abaixo.

Teorema 3.15. [87], [20], [91] Seja S um sistema e (x, u) uma representação de estado

clássica independente do tempo em ξ ∈ S. Suponha que y é uma sáıda clássica indepen-

dente do tempo em ξ com card(y) = card(u). Então, y é uma sáıda planar local em ξ se

e somente se existe k∗ ∈ N tal que span{dx, du} ⊂ span{dy, . . . , dy(k∗)}, em torno de ξ, e

{dy, . . . , dy(k∗)} é independente em ξ.

Portanto, segue da definição de aplicação suave entre espaços RA que a formalização

geométrica de platitude apresentada neste seção está de acordo com a noção de platitude

descrita na Introdução deste trabalho. Para maiores detalhes, veja [30], [87], [20], [88],

[19], [91], [60], [67].

3.4.1.5 Sistemas associados a sistemas de controle

Considere um sistema de controle da forma

ẋi = fi(x, u), 1 ≤ i ≤ n,

yℓ = hℓ(x), 1 ≤ ℓ ≤ p,
(3.43)

onde x ∈ U ⊂ Rn é o estado, U é aberto e u ∈ Rm é o controle. É posśıvel associar a

estas equações um sistema S com representação de estado global clássica independente
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do tempo (x, u) e sáıda global clássica independente do tempo y = (y1, . . . , yp). De fato:

S = R×U × (Rm)N; t, xi, u
(k)
j são as coordenadas canônicas; τ = t; e o campo de Cartan

de S é definido por (3.42) com card(x) = n e card(u) = m.

Na seção seguinte, apresentaremos, com base nas ferramentas geométricas de dimensão

infinita que explicamos acima, a terceira e última contribuição da presente tese referente

a formas triangulares para sistemas não-lineares com duas entradas.

3.4.2 Resultado de triangularização

Considere o seguinte sistema de controle com duas entradas e duas sáıdas

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2 = f(x) + g(x)u, (3.44)

y = h(x), (3.45)

onde x ∈ U ⊂ Rn é o estado, U é aberto, 2 ≤ n ≤ 5, u = (u1, u2) ∈ R2 é o controle,

y = (y1, y2) ∈ R2 é a sáıda, f, g1, g2: U → Rn, h: U → R2 são aplicações suaves, g = (g1, g2)

e h = (h1, h2).

Definição 3.16. Seja S um sistema e (x, u) uma representação de estado de S definida

em um conjunto aberto V ⊂ S. Suponha que y = (y1, . . . , yp) é uma sáıda 0-planar

de S definida em V . Dizemos que y é 0-regular se y
(1)
1 depende de u em V , isto é,

∂y
(1)
1 /∂u|ν 6= 0, para todo ν ∈ V .

Teorema 3.17. Considere o sistema de controle (3.44)–(3.45) e suponha que distribuição

G = spanC∞(U){g1, g2} é involutiva. Seja S o sistema associado a (3.44)–(3.45) com

representação de estado global clássica independente do tempo (x, u) e sáıda global clássica

independente do tempo y = (y1, y2). Assuma que y é uma sáıda 0-regular local em ξ ∈ S

tal que y
(k)
1 (ξ) = 0, para k ∈ N, onde ξ = (t, x, u1, u2, u

(1)
1 , u

(1)
2 , . . . ) ∈ S é um ponto

regular das seguintes codistribuições

Yk = spanC∞(S){dx, dy, . . . , dy(k)}, (3.46)

para 1 ≤ k ≤ n. Então, existe uma mudança de coordenadas z = Ψ(x) e uma realimen-

tação de estado estática regular u = α + βv, ambas definidas em torno de x ∈ U e com
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v
(k)
1 (ξ) = 0, para k ∈ N, tais que (3.44) é descrito pela forma triangular

ż1 = z2 + φ1(z1, z2, zn)v1,
...

żn−3 = zn−2 + φn−3(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1,

żn−2 = zn−1 + φn−2(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1,

żn−1 = v2,

żn = v1.

(3.47)

Em particular, y = (z1, zn) é um sáıda 0-planar local de S em ξ.

Demonstração. Veja o Apêndice D.

Conforme mencionado anteriormente, este resultado está fortemente baseado na in-

terpretação geométrica do Algoritmo da Extensão Dinâmica (AED), que é fornecida pelo

Teorema D.4 do Apêndice D. Alguns pontos importantes sobre o teorema são destacados

abaixo.

Observação 3.18. O fato de que y = (z1, zn) é um sáıda 0-planar local de S em ξ é uma

conseqüência direta da forma triangular (3.47), do Teorema A.2, da Proposição A.3 e do

Teorema 3.15. Alternativamente, pode-se chegar a esta mesma conclusão aplicando o Te-

orema da Função Impĺıcita em cada uma das primeiras n−2 equações da forma triangular

(3.47), de modo a obter as aplicações suaves A e B em (1.5) e (1.6), respectivamente,

da Introdução deste trabalho. O Teorema 3.15 implica então que y = (z1, zn) é um sáıda

0-planar local de S em ξ.

Observação 3.19. Seja S o sistema associado a (3.44) e considere que y = (y1, y2) é

uma sáıda 0-planar definida em um aberto W ⊂ S. A Proposição D.3 do Apêndice D

estabelece que sempre existe uma sáıda 0-regular y = (y1, y2) de S que é determinada a

partir de y e que está definida em um conjunto aberto não-vazio V ⊂W ,

Observação 3.20. Considere que ξ = (t, x, u1, u2, 0, 0, 0, 0, . . . ) ∈ S. É fácil verificar

que se h1(x) = 0 em (3.45) e (x, (u1, u2)) é um ponto de equiĺıbrio de (3.44) (isto é,

f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2 = 0), então y
(k)
1 (ξ) = 0, para k ∈ N.

Observação 3.21. Em [87], [90], é mostrado que o conjunto dos pontos regulares das

codistribuições (3.46), para 1 ≤ k ≤ n, é aberto e denso.
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Observação 3.22. Como pode ser visto na demonstração do teorema, não é exigido

que a distribuição G seja involutiva para a existência da forma triangular (3.47) quando

2 ≤ n ≤ 4. Neste caso, no entanto, żn−2 = zn−1 +φn−2(z1, z2, . . . , zn−2, zn)v1 é substitúıda

por żn−2 = zn−1 + φn−2(z1, z2, . . . , zn−1, zn)v1.

Os resultados do Teorema 3.17 foram publicados nos anais do simpósio “3rd IFAC

Symposium on System, Structure and Control – SSSC” com o artigo [111], o qual pode

ser visto no Apêndice F.

Neste ponto, chegamos ao final do caṕıtulo e ao término do Parte I deste trabalho. Re-

lembramos que as três contribuições da presente pesquisa referentes a formas triangulares

para sistemas não-lineares com duas entradas são: o Teorema 3.10, o Corolário 3.12 e o

Teorema 3.17. Acrescentamos, ainda, que esperamos ter evidenciado o papel fundamental

que a geometria diferencial desempenha no estabelecimento de importantes resultados na

teoria de controle não-linear.

O próximo caṕıtulo, que corresponde à Parte II desta tese, trata do problema de

controlar sistemas sem arrasto que evoluem em SU(n). As conclusões gerais sobre ambas

as partes do presente trabalho assim como sugestões de assuntos de pesquisa futuros, serão

apresentadas nas Considerações Finais.



Parte II

Controle de Sistemas sem Arrasto

em SU(n) com Aplicações em

Mecânica Quântica



Caṕıtulo 4

Planejamento Periódico de

Trajetórias para Sistemas sem

Arrasto em SU(n)

Este caṕıtulo corresponde integralmente à Parte II da presente tese e trata o pro-

blema de controlar sistemas sem arrasto que evoluem no grupo especial unitário SU(n).

Formularemos o problema de planejamento periódico de trajetórias para tal classe de sis-

temas, que, em poucas palavras, consiste em encontrar entradas que forcem o estado do

sistema a rastrear assintoticamente uma trajetória de referência de peŕıodo T que passa

por X∞, com T > 0, X∞ ∈ SU(n) arbitrários. Em particular, se resolvermos este pro-

blema, seremos capazes de especificar entradas que conduzem o estado do sistema até

uma vizinhança arbitrariamente pequena de X∞ em algum instante de tempo finito. O

propósito deste caṕıtulo é apresentar as soluções obtidas nesta pesquisa para o referido

problema de controle.

As notações que serão adotadas ao longo de todo o caṕıtulo serão explicadas na Se-

ção 4.1. Em seguida, na Seção 4.2, definiremos de maneira precisa o problema de plane-

jamento periódico de trajetórias para sistemas de controle sem arrasto em SU(n). Toma-

remos, ainda, o cuidado em esclarecer do modo mais elementar posśıvel todos os aspectos

envolvidos. Na Seção 4.3, a solução que estabelecemos para o problema de controle consi-

derado é constrúıda progressivamente. Procuramos explicar em cada passo os argumentos

que são necessários para continuarmos caminhando em direção a uma solução final para

o problema de controle. Dessa maneira, a necessidade de introduzirmos os conceitos de
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regularidade e de p-controlabilidade para tal classe de sistemas é justificada. Apresenta-

remos também dois critérios algébricos: um determina quando que o sistema é regular,

enquanto que o outro estabelece quando que o mesmo é p-controlável. O primeiro critério

é uma conseqüência do Método do Retorno de Coron e, o segundo, decorre basicamente

da identidade de Jacobi. Com base no resultado de convergência de tipo-Lyapunov do

Teorema 4.20, formularemos um algoritmo que determina as entradas desejadas em um

número finito de passos. A solução que estabelecemos para o problema de planejamento

periódico de trajetórias é então sintetizada no Teorema 4.23, sob a hipótese de que o sis-

tema é regular ou p-controlável. Por fim, exibimos na Seção 4.4 os resultados de simulação

obtidos com a aplicação da estratégia de controle proposta a um sistema quântico formado

duas part́ıculas de spin-1/2, com o objetivo de gerar a porta lógica quântica C–NOT. Ob-

servamos que tanto o resultado de convergência de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20 quanto

o algoritmo desenvolvido são contribuições da Parte II da presente pesquisa.

4.1 Notações

O conjunto dos números complexos será denotado por C, os números reais por R, o

conjunto dos números reais maiores ou iguais à zero (não-negativos) por R+, o conjunto

dos inteiros por Z, o conjunto dos números naturais (incluindo o zero) por N e o conjunto

das matrizes quadradas de ordem n com elementos complexos por Mn, onde n ≥ 1. A

unidade imaginária de C é denotada por ı e a matriz identidade de Mn por I. Escrevemos

X = (xij) para enfatizar que xij ∈ C são os elementos de X ∈Mn. Se z ∈ C, então ℜ(z) é

sua parte real e ℑ(z) sua parte imaginária. Chamaremos de função uma aplicação de um

conjunto em R e usaremos o termo suave como sinônimo de infinitamente diferenciável.

O conjunto Mn é um espaço de Banach real de dimensão dim(Mn) = 2n2 munido com

a estrutura usual de espaço vetorial e com a norma usual de Hilbert-Schmidt definida

por ‖X‖ = (
∑n

i,j=1 |xij|2)1/2, para todo X = (xij) ∈ Mn, onde | · | é a norma Euclidiana

em C. Observamos que na literatura a norma de Hilbert-Schmidt é também denominada

de norma Euclidiana ou norma de Frobenius. Se X ∈ Mn e Ω ⊂ Mn é um conjunto

não-vazio, então d(X,Ω) , infY ∈Ω ‖Y −X‖. Quando X = (xij) ∈ Mn é uma matriz tal

que xij = 0, para todo i 6= j, escrevemos simplesmente X = diag(x11, . . . , xnn). Dado

A ∈ Mn, tr(A) ∈ C é seu traço, det(A) ∈ C sua determinante, A† ∈ Mn sua transposta

conjugada e A−1 ∈ Mn sua inversa, caso a mesma exista. Relembramos que o traço é

linear e que tr(AB) = tr(BA), para A,B ∈Mn.
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Dizemos que A ∈ Mn é Hermitiana se A† = A, anti-Hermitiana se A† + A = 0 e

unitária se A†A = I. Se A,B ∈Mn, então AB ∈ Mn denota o produto matricial usual e

o colchete comutador [A,B] ∈Mn é definido da maneira usual como [A,B] = AB −BA.

Temos que o espaço Mn munido com o colchete comutador é uma álgebra de Lie real. Mais

precisamente, isto significa que Mn é um espaço vetorial real e que o colchete comutador

satisfaz as seguintes propriedades:

1. O colchete comutador é R-bilinear;

2. [A,B] = −[B,A], para todo A,B ∈ Mn;

3. [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0, para A,B,C ∈Mn (identidade de Jacobi).

Definimos, ainda, ad0
AB = B e adj+1

A B = [A, adj
AB], para todo j ∈ N. O subconjunto

su(n) ⊂ Mn é o conjunto de todos os A ∈ Mn em que A† + A = 0 e tr(A) = 0. Temos

que su(n) é uma subálgebra de Lie de Mn com dim(su(n)) = n2 − 1, ou seja, su(n) é

um subespaço vetorial (real) de Mn tal que [A,B] ∈ su(n), para todo A,B ∈ su(n). O

subconjunto SU(n) ⊂Mn é o conjunto de todos os A ∈Mn em que A†A = I e det(A) = 1.

Temos que SU(n) é um grupo algébrico sob o produto matricial e é denominado de grupo

especial unitário. Além disso, SU(n) é um subconjunto conexo e compacto (fechado e

limitado) de Mn, exp(X) é uma matriz unitária se X é anti-Hermitiana e exp(X) ∈ SU(n)

se X ∈ su(n). Quando consideramos SU(n) como um grupo de Lie, temos que a álgebra

de Lie associada a SU(n) é canonicamente isomorfa à álgebra de Lie su(n). Observamos

que todos os detalhes técnicos mencionados acima podem ser encontrados em [55] e [38],

por exemplo.

Por fim, seja H ⊂ Mn um conjunto não-vazio. Denotamos por Lie(H) a menor

subálgebra de Lie de Mn que contém H . Note que Lie(H) está bem definida, pois Mn é

um álgebra de Lie que contém H . Pode ser mostrado que1

Lie(H) = span{[Xk, [Xk−1, [. . . , [X2, X1] . . . ]], para todo k ≥ 1, Xk, . . . , X1 ⊂ H}.

Dizemos que Lie(H) é a álgebra de Lie gerada por H ⊂Mn.

1Veja, por exemplo, [82, Proposição 3.25].
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4.2 Definição do problema de controle

Considere o seguinte sistema de controle sem arrasto

Ẋ =

m∑

k=1

ukHkX, X(0) = I, (4.1)

onde X ∈Mn é o estado, uk ∈ R são os controles e H = {H1, . . . , Hm} ⊂ su(n).

Primeiramente, relembraremos alguns resultados negativos bem conhecidos na lite-

ratura referentes à estabilização de sistemas não-holonômicos sem arrasto. Considere o

sistema

ẋ =

m∑

k=1

ukfk(x), (4.2)

onde x ∈ Rn é o estado, uk ∈ R são os controles e as aplicações fk são suaves. Se m < n e

f1(0), . . . , fm(0) são linearmente independentes, então a origem do sistema (4.2) não pode

ser estabilizada através de realimentações cont́ınuas invariantes no tempo uk = uk(x).

Isto é provado em [93] com base na condição necessária estabelecida em [11]. Além disso,

foi mostrado em [11] que existem sistemas controláveis da forma (4.2) que não podem

ser estabilizados por realimentações cont́ınuas invariantes no tempo. No entanto, quando

(4.2) é controlável, é posśıvel estabilizá-lo com realimentações suaves variantes no tempo

uk = uk(t, x) que são periódicas em t [93], [15] (veja também [17], [18]).

Agora, baseados em [119, pág. 70], [23, pág. 26], [1], explicaremos uma maneira em

que sistemas da forma (4.1), os quais evoluem2 em SU(n), aparecem naturalmente em

problemas de controle. Neste caso, no entanto, X ∈ Mn não corresponde a um estado

f́ısico do sistema real.

Considere o sistema de controle

ψ̇ =

m∑

k=1

ukHkψ, ψ(0) = ψ0 ∈ S
n−1, (4.3)

onde ψ ∈ Cn é o estado, uk ∈ R são os controles e Sn−1 é a esfera unitária em Cn.

Assuma que as entradas uk: R+ → R em (4.1) foram especificadas. É fácil verificar que

2O fato de que o sistema (4.1) evolui em SU(n) será demonstrado mais adiante.
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se X: R+ → SU(n) é a solução correspondente de (4.1), então

ψ(t) = X(t)ψ0 ∈ C
n, t ∈ R+, (4.4)

é a solução de (4.3) com as mesmas entradas. Em particular, como X(t) ∈ SU(n), temos

‖ψ(t)‖ = ‖X(t)ψ0‖ = ‖ψ0‖ = 1, para todo t ∈ R+,

ou seja, ψ(t) ∈ Sn−1, para t ∈ R+. Do mesmo modo, suponha que as entradas uk: R+ → R

em (4.3) foram escolhidas. Se existe X: R+ →Mn tal que, para todo ψ0 ∈ Sn−1,

ψ(t) = X(t)ψ0 ∈ C
n, t ∈ R+,

é a solução correspondente de (4.3), então X: R+ → Mn é a solução de (4.1) com as

mesmas entradas. Em particular, X(t) ∈ SU(n) e ψ(t) ∈ Sn−1, para todo t ∈ R+. O

mapeamento X: R+ → SU(n), que é solução de (4.1) para certas entradas, é denominado

de propagador ou operator de evolução do sistema (4.3) com as mesmas entradas [23].

Denominaremos (4.1) de sistema propagador do sistema de controle (4.3).

Seguindo [1], podemos definir dois tipos de problemas de controlabilidade. O primeiro,

consiste em encontrar entradas u1, . . . , um: [0, tf ] → R que conduzem o estado ψ do sis-

tema (4.3) a um estado final arbitrário ψf ∈ S
n−1 em algum instante de tempo tf > 0. O

segundo problema, que é análogo ao anterior, porém mais geral no caso de considerarmos

o sistema propagador de (4.3), refere-se à especificação de entradas u1, . . . , um: [0, tf ] → R

que conduzem o estado X de (4.1) a um estado final arbitrário Xf ∈ SU(n) em algum

instante tf > 0. Desse modo, conclúımos a partir de (4.4) que ao resolvermos o pro-

blema de controlabilidade do sistema propagador do sistema de controle (4.3), estamos,

essencialmente, controlando operadores que atuam na condição inicial ψ0 de (4.3) e que

determinam seu estado futuro ψ(t) no instante t > 0. Isto se torna muito importante no

caso de sistemas quânticos. Por exemplo, quando (4.3) modela a dinâmica de um sistema

formado por n-qubits, a controlabilidade do sistema propagador implica na possibilidade

de geração de portas lógicas quânticas arbitrárias que atuam em um n-qubit.

É um resultado bem conhecido na teoria de controle geométrica que o sistema (4.1) é

controlável3 em SU(n) se e somente se Lie(H) = su(n) [1], [48], [101] (veja também [46] e

3Mais precisamente, dado Xf ∈ SU(n), existe um número real tf > 0 e entradas constantes por partes
uk: [0, tf ] → R, 1 ≤ k ≤ m, tais que a solução correspondente X : [0, tf ] → SU(n) de (4.1) satisfaz
X(tf ) = Xf .
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[97]). Em [1], é mostrado que, quando este é o caso, o sistema (4.3) é controlável em Sn−1.

Uma maneira direta de comprovarmos esta segunda propriedade é utilizando o fato de que

a ação natural do grupo de Lie SU(n) em Sn−1 é transitiva, ou seja, dados ψ0, ψf ∈ Sn−1,

existe X ∈ SU(n) tal que ψf = Xψ0 [22]. No entanto, o simples conhecimento de que (4.1)

é controlável em SU(n) não significa que sabemos como especificar as entradas u1, . . . , um

que conduzem o estado do sistema para um estado desejado Xf ∈ SU(n).

A presente pesquisa tem como objetivo determinar entradas u1, . . . , um que resolvam,

ao menos de maneira aproximada, o problema de controlabilidade descrito acima do sis-

tema de controle (4.1). Em poucas palavras, dados T > 0, X∞ ∈ SU(n), desejamos

encontrar entradas u1, . . . , um que forcem o estado X de (4.1) a rastrear assintoticamente

uma trajetória de referência de peŕıodo T que passa por X∞. Em particular, se resol-

vermos este problema de controle, seremos capazes de especificar entradas u1, . . . , um que

conduzem o estado de (4.1) até uma vizinhança arbitrariamente pequena de X∞ em al-

gum instante de tempo finito. Na seqüência, definimos de maneira precisa o problema de

controle a ser solucionado.

O problema de planejamento periódico de trajetórias para o sistema de controle (4.1)

é formulado da seguinte maneira. Dado um estado objetivo X∞ ∈ SU(n) e um número

real T > 0 (arbitrários), encontrar uma trajetória de referência periódica continuamente

diferenciável Xr: R+ → SU(n) de peŕıodo T , com Xr(0) = X∞, e determinar leis de

controle cont́ınuas por partes4 uk: R+ → R, para cada 1 ≤ k ≤ m, de modo que o erro de

rastreamento entre a trajetória (continuamente diferenciável por partes) X: R+ → SU(n)

de (4.1) e Xr convirja para zero quando t→ ∞, isto é,

lim
t→∞

(X(t) −Xr(t)) = 0.

Em particular, (ℓ ∈ N)

lim
ℓ→∞

X(ℓT ) = X∞.

Faremos agora alguns comentários sobre o exposto acima. Apesar de desenvolvermos

uma estratégia de controle que resolve o problema de planejamento periódico de traje-

tórias para o sistema (4.1) somente na próxima seção, adiantamos, desde já, que, na

realidade, serão determinadas leis de controle uk = uk((T,X∞), X, t), 1 ≤ k ≤ m, que

solucionam o referido problema. Estas leis de controle dependem do peŕıodo T , do estado

objetivo X∞, do estado X do sistema de controle (4.1) e do tempo t. Portanto, quando

4Mais precisamente, cont́ınuas por partes em cada intervalo compacto de R+.



Planejamento Periódico de Trajetórias para Sistemas sem Arrasto em SU(n) 81

o estado X não puder ser medido continuamente, como no caso de (4.1) corresponder

ao sistema propagador do sistema de controle (4.3), as entradas cont́ınuas por partes

uk(t) = uk((T,X∞), X(t), t) desejadas deverão ser obtidas por integração numérica.

Em segundo lugar, se as entradas cont́ınuas por partes uk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, são

dadas, resultados clássicos de equações diferenciais ordinárias estabelecem que5 a solução

X: J → Mn de (4.1) é continuamente diferenciável por partes e está definida em um

intervalo maximal J = [0, b) ⊂ R+, onde b > 0. Da regra de diferenciação do produto,

temos que

d

dt
(X†(t)X(t)) =

(
d

dt
X†(t)

)
X(t) +X†(t)

d

dt
X(t) = Ẋ(t)†X(t) +X†(t)Ẋ(t)

=

m∑

k=1

ukX
†(t)H†

kX(t) +

m∑

k=1

ukX
†(t)HkX(t) = 0,

para cada t ∈ J , pois H†
k +Hk = 0. Como X(0)†X(0) = I, obtemos que X(t)†X(t) = I,

para t ∈ J . A formula de Abel6 estabelece que

det(X(t)) = det(X(0)) exp

[∫ t

0

tr

(
m∑

k=1

uk(s)Hk

)
ds

]
= det(X(0)) = 1,

para todo t ∈ J , pois tr(Hk) = 0. Logo, X(t) ∈ SU(n) ⊂Mn, para t ∈ J . Como SU(n) é

compacto em Mn, conclúımos que7 J = R+ e que X: R+ → SU(n).

Por fim, não há perda de generalidade em assumir que X(0) = I em (4.1). De fato,

suponha que o problema de planejamento periódico de trajetórias foi resolvido para o

sistema (4.1) com X(0) = I. Sejam T > 0 e X0, X∞ ∈ SU(n) arbitrários. Defina

X∞ = X∞X
†

0 ∈ SU(n). Decorre então que existe uma trajetória de referência periódica

continuamente diferenciável Xr de peŕıodo T , com Xr(0) = X∞ = X∞X
†

0, e entradas

cont́ınuas por partes u1, . . . , um: R+ → R tais que

lim
t→∞

(X(t) −Xr(t)) = 0.

Defina X = XX0 e Xr = XrX0. Note que X(0) = X0 e que Xr é continuamente

diferenciável e periódica de peŕıodo T com Xr(0) = Xr(0)X0 = X∞. É fácil ver que, com

5Veja, por exemplo, [52, Corolário do Teorema 8, pág. 199, demonstração do Teorema 7, pág. 198,
demonstração do Teorema 2, pág. 374, e demonstração do Teorema 3, pág. 375].

6Veja, por exemplo, [9, Teorema 2.3].
7O fato de que J = R+ decorre de [55, demonstração do Lema 17.10], por exemplo.
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as entradas u1, . . . , um: R+ → R obtidas, X: R+ → SU(n) satisfaz

Ẋ(t) =

m∑

k=1

uk(t)HkX(t), para todo t ∈ R+.

Em outras palavras, o sistema de controle (4.1) é invariante à direita. Desse modo,

lim
t→∞

(X(t) −Xr(t)) = lim
t→∞

(X(t)X0 −Xr(t)X0) = lim
t→∞

(X(t) −Xr(t))X0 = 0.

Portanto, conclúımos por unicidade de soluções8 que o problema de controle também está

resolvido para (4.1) com condição inicial X(0) = X0 ∈ SU(n).

4.3 Solução do problema de controle

Assumiremos em todo o restante desta seção, assim como no Apêndice E, que T > 0 e

X∞ ∈ SU(n) (estado objetivo) foram fixados de modo arbitrário.

Baseado em (4.1), definimos o sistema de referência

Ẋr =
m∑

k=1

ur
kHkXr, Xr(0) = X∞ ∈ SU(n), (4.5)

onde Xr ∈Mn e as funções cont́ınuas ur
k: R → R restam ainda ser determinadas.

Pelo momento, considere que as funções cont́ınuas ur
k: R → R do sistema de referência

(4.5) foram especificadas de maneira que a solução (continuamente diferenciável) corres-

pondente Xr: R+ → SU(n) possua peŕıodo T . Em outras palavras, Xr é uma trajetória

de referência tal que Xr(0) = Xr(T ) = X∞.

É fácil verificar a partir de (4.1) e (4.5) que a mudança de coordenadas dependente do

tempo

Z = Z(t, X) = X†Xr(t), para todo (t, X) ∈ R ×Mn, (4.6)

juntamente com a mudança de controle variante no tempo

vk = ur
k(t) − uk, para todo t ∈ R, 1 ≤ k ≤ m, (4.7)

8Veja, por exemplo, [52, demonstração do Teorema 3, pág. 375].
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determina o sistema invariante à esquerda

Ż = ZX†
r(t)

m∑

k=1

vkHkXr(t), Z(0) = X∞ ∈ SU(n), (4.8)

para todo (t, Z) ∈ R ×Mn.

Seja V : Mn → R a função linear cont́ınua definida por

V (X) = ℜ(tr(X)), para todo X ∈Mn. (4.9)

Para

vk(t, Z) = V (ZX†
r (t)HkXr(t)), (t, Z) ∈ R ×Mn,

temos, por construção, que

V̇ (t, Z) =
m∑

k=1

vk(t, Z)2 ≥ 0, para todo (t, Z) ∈ R ×Mn.

Assim, V se qualifica como uma candidata à função de tipo-Lyapunov. Note também que,

dado X ∈ SU(n),

n ≥ V (X) ≥ −n,

V (X) = n⇔ X = I.

Com base nestas propriedades de V , e inspirados na versão periódica do prinćıpio da

invariância de LaSalle apresentada em [125, Teorema 77, pág. 178] e no método de es-

tabilização pela condição ad (ad-condition) de [47], estabeleceremos mais adiante certos

resultados de convergência de tipo-Lyapunov e formularemos um algoritmo que obtém,

em um número finito de passos, leis de controle cont́ınuas por partes u1, . . . , um que as-

seguram a convergência assintótica do erro de rastreamento X − Xr para zero (veja o

Teorema 4.23). Como os resultados de convergência desenvolvidos não possuem conver-

gência global, ou seja, existe uma região de convergência local, o propósito do algoritmo é,

à grosso modo, garantir uma convergência global do erro de rastreamento para zero através

de um número finito de translações à esquerda do mesmo. Estas translações fazem com

que sempre estejamos dentro da região de convergência a cada passo do algoritmo. Por-

tanto, tudo se passa como se o algoritmo proposto contornasse as singularidades da função

de tipo-Lyapunov V (Z) = ℜ(tr(Z)). Observamos, ainda, que apesar de os resultados de

convergência de tipo-Lyapunov que estabelecemos não serem triviais, suas demonstrações

dependem basicamente de propriedades bem conhecidas de álgebra linear e de argumentos
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topológicos elementares em espaços de Banach. Mais precisamente, compacidade, conti-

nuidade e convergência de seqüências. Relembramos que SU(n) é um conjunto compacto

no espaço de Banach Mn.

No que se segue, descreveremos os pontos chave que nos conduzirão em direção a uma

solução para o problema de planejamento periódico de trajetórias do sistema (4.1). Se

determinarmos funções cont́ınuas por partes vk: R+ → R, para cada 1 ≤ k ≤ m, de

maneira que

lim
t→∞

Z(t) = lim
t→∞

X†(t)Xr(t) = I, (4.10)

onde Z: R+ → SU(n) é a solução correspondente do sistema (4.8), e X: R+ → SU(n) é a

solução do sistema de controle (4.1) com as entradas cont́ınuas por partes (veja (4.7))

uk(t) = ur
k(t) − vk(t), para todo t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m,

decorre da Proposição 4.1 apresentada abaixo que

lim
t→∞

(X(t) −Xr(t)) = 0, (4.11)

resolvendo assim o problema de planejamento periódico de trajetórias. A Proposição 4.1

estabelece que (4.10) e (4.11) são equivalentes. Desse modo, Z(t) = X†(t)Xr(t) corres-

ponde, no grupo SU(n), ao erro de rastreamento X(t) −Xr(t) no instante t ∈ R+.

Proposição 4.1. Sejam A,B: R+ → SU(n). Então,

lim
t→∞

A†(t)B(t) = I ⇔ lim
t→∞

(A(t) − B(t)) = 0.

Demonstração. Como SU(n) ⊂ Mn é compacto (limitado), existe um número real c ≥ 0

tal que ‖A(t)‖ ≤ c, ‖A†(t)‖ ≤ c, para todo t ∈ R+. Temos também que

‖A(t) − B(t)‖ = ‖A(t)[I − A†(t)B(t)]‖ ≤ c‖I − A†(t)B(t)‖,
‖I −A†(t)B(t)‖ = ‖A†(t)[A(t) − B(t)]‖ ≤ c‖A(t) − B(t)‖,

para todo t ∈ R+. O resultado é imediato destas desigualdades.

Conclúımos, então, que para encontrarmos uma solução para o problema de planeja-

mento periódico de trajetórias do sistema (4.1), devemos:

1. Para cada T > 0 e X∞ ∈ SU(n), determinar funções cont́ınuas ur
k: R → R em (4.5)
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de modo que a solução correspondente Xr: R+ → SU(n) possua peŕıodo T (ou seja,

Xr é uma trajetória de referência);

2. Obter funções cont́ınuas por partes vk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, tais que (4.10) é

satisfeita para o sistema (4.8).

Na seqüência, mostraremos como podemos satisfazer estas duas exigências. Para a

primeira, torna-se necessário introduzir os conceitos de T -regular e de p-controlável para

o sistema de controle (4.1). Em relação à segunda exigência, estabeleceremos alguns

resultados de convergência de tipo-Lyapunov e formularemos um algoritmo que determina

as funções desejadas v1, . . . , vm em um número finito de passos. Começamos então com a

definição de T -regular.

Definição 4.2. Dado T > 0, dizemos que o sistema (4.1) é T -regular quando existem

funções periódicas suaves uT
k : R → R de peŕıodo T , para cada 1 ≤ k ≤ m, tais que a

solução suave XT : R → SU(n) de (4.1) com uk = uT
k (t) também é periódica de peŕıodo T

e satisfaz

su(n) = span{Bj
k(0), para todo 1 ≤ k ≤ m, j ∈ N},

onde

A(t) =

m∑

k=1

uT
k (t)Hk ∈ su(n),

B0
k(t) = HkX

T (t),

Bj+1
k (t) = Ḃj

k(t) − A(t)Bj
k(t),

para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R. Quando (4.1) é T -regular para todo T > 0, diremos

simplesmente que o sistema (4.1) é regular.

Observação 4.3. Note que A: R → su(n), Bj
k, Ḃ

j
k: R → Mn são suaves e periódicas de

peŕıodo T , para cada j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. Logo, cada uma destas aplicações é limitada.

Além disso, definindo

C0
k(t) = Hk,

Cj+1
k (t) = Ċj

k(t) + [Cj
k(t), A(t)],
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para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R, é fácil provar por indução que

Cj
k(t)X

T (t) = Bj
k(t), para j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R.

Em particular, Cj
k(0) = Bj

k(0), para j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m.

Considere que (4.1) é T -regular. Seja XT
r : R → SU(n) a solução suave de (4.5) com

XT
r (0) = I e

ur
k = uT

k , para cada 1 ≤ k ≤ m, (4.12)

onde uT
k é como na Definição 4.2. Sabemos então que ur

k = uT
k assegura que XT

r é periódica

de peŕıodo T e que

su(n) = span{Bj
k(0), para todo 1 ≤ k ≤ m, j ∈ N}, (4.13)

onde
A(t) =

∑m
k=1 u

T
k (t)Hk ∈ su(n),

B0
k(t) = HkX

T
r (t),

Bj+1
k (t) = Ḃj

k(t) − A(t)Bj
k(t),

(4.14)

para cada j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R. Definimos a trajetória de referência Xr: R → SU(n)

por

Xr = XT
r X∞. (4.15)

Note que Xr é a solução suave de (4.5) com Xr(0) = X∞ e ur
k dada por (4.12). É evidente

que Xr também tem peŕıodo T . Veremos mais adiante que (4.13) e (4.14) serão cruciais

para encontrarmos uma solução para o problema de planejamento periódico de trajetórias

no caso em que (4.1) é T -regular.

Em todo o restante desta seção e no Apêndice E, sempre que assumirmos que o sistema

(4.1) é T -regular, estaremos considerando que ur
k no sistema de referência (4.5) está

definida por (4.12) e Xr por (4.15).

O próximo teorema apresenta um critério algébrico para que (4.1) seja regular.

Teorema 4.4 (Método do Retorno de Coron). [16, pág. 377], [18, págs. 187–192,

296–298] Considere o sistema de controle (4.1). Então, dado T > 0, existem realimenta-
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ções suaves variantes no tempo uT
k : R ×Mn → R, para cada 1 ≤ k ≤ m, tais que

uT
k (t, Y ) = −uT

k (T − t, Y ),

uT
k (t+ T, Y ) = uT

k (t, Y ),
(4.16)

para todo (t, Y ) ∈ R ×Mn, e de modo que

Lie(H) = span{Bj
k(0), para todo 1 ≤ k ≤ m, j ∈ N}, (4.17)

onde

A(t) =
m∑

k=1

uT
k (t, XT (t))Hk ∈ su(n),

B0
k(t) = HkX

T (t),

Bj+1
k (t) = Ḃj

k(t) −A(t)Bj
k(t),

para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R, e XT : R → SU(n) é a solução suave de (4.1) com as

realimentações de estado variantes no tempo uk = uT
k (t, X).

Em particular, a solução XT é periódica de peŕıodo T e, se Lie(H) = su(n), então o

sistema de controle (4.1) é regular.

Julgamos importante esclarecer alguns pontos a respeito deste resultado.

Observação 4.5. A prova deste teorema é apresentada em [16], e envolve certos con-

ceitos e resultados referentes a espaços de funções (topologia de Whitney, jatos, etc.).

Para o estudo de tais assuntos, direcionamos o leitor a [63], [40], [35], [72] (veja também

[73], [49], [50]). Além disso, ressaltamos que o Método do Retorno de Coron foi desen-

volvido para uma classe muito mais ampla de sistemas de controle do que (4.1) e possui

importantes conseqüências em problemas de estabilização.

Observação 4.6. Resultados clássicos de equações diferenciais ordinárias estabelecem

que9 a solução XT : J → Mn de (4.1) com uk = uT
k (t, X) está definida em um intervalo

aberto maximal J ⊂ R contendo t = 0. Prosseguindo do mesmo modo que na seção

anterior, a regra de diferenciação do produto e a fórmula de Abel implicam que, para todo

t ∈ J , XT (t) ∈ SU(n). Como SU(n) é compacto em Mn, conclúımos que10 J = R e que

XT : R → SU(n).

9Veja, por exemplo, [52, Teorema 7, pág. 388].
10O fato que J = R decorre de [55, demonstração do Lema 17.10], por exemplo.
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Observação 4.7. [16], [18] Note que o sistema linearizado de (4.1) ao longo da trajetória

(XT (t), uT
1 (t, XT (t)), . . . , uT

m(t, XT (t))), t ∈ R, é dado pelo seguinte sistema de controle

linear variante no tempo

Ẋℓ = A(t)Xℓ +
m∑

k=1

wkB
0
k(t),

onde Xℓ ∈ Mn é o estado e wk ∈ R são os controles. Mais precisamente, reescrevendo

(4.1) como

Ẋ = F (X, u1, . . . , um) =
m∑

k=1

ukHkX,

temos que

A(t) =
∂F

∂X
(XT (t), uT

1 (t, XT (t)), . . . , uT
m(t, XT (t))) =

m∑

k=1

uT
k (t, XT (t))Hk ∈Mn,

B0
k(t) =

∂F

∂uk
(XT (t), uT

1 (t, XT (t)), . . . , uT
m(t, XT (t))) = HkX

T (t) ∈Mn,

para cada 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R.

Observação 4.8. [18] Mostraremos que (4.16) implica que a solução XT : R → SU(n) de

(4.1) com uk = uT
k (t, X) é periódica de peŕıodo T . Considere as aplicações Y : R → SU(n)

e Z: R → SU(n) definidas por

Y (t) = XT (T − t), para todo t ∈ R,

Z(t) = XT (t+ T ), para todo t ∈ R,

respectivamente. Temos que

uT
k (t, XT (T − t)) = −uT

k (T − t, XT (T − t)),

e

Ẏ (t) = −ẊT (T − t) = −
m∑

k=1

uT
k (T − t, XT (T − t))HkX

T (T − t)

=

m∑

k=1

uT
k (t, XT (T − t))HkX

T (T − t) =

m∑

k=1

uT
k (t, Y (t))HkY (t),

para todo t ∈ R. Como Y (T/2) = XT (T/2), conclúımos por unicidade de soluções que11

11Veja, por exemplo, [52, Teorema 3, pág. 375].
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Y (t) = XT (T − t) = XT (t), para todo t ∈ R. Logo, XT (0) = XT (T ) = I, ou seja, as

realimentações de estado variantes no tempo uT
k (t, X) garantem que o sistema “retorna”

a XT (0) = I no instante t = T . Do mesmo modo, temos que

uT
k (t+ T,XT (t+ T )) = uT

k (t, XT (t+ T )),

e

Ż(t) = ẊT (t+ T ) =

m∑

k=1

uT
k (t+ T,XT (t+ T ))HkX

T (t+ T )

=
m∑

k=1

uT
k (t, XT (t+ T ))HkX

T (t+ T ) =
m∑

k=1

uT
k (t, Z(t))HkZ(t),

para todo t ∈ R, com Z(0) = XT (T ) = XT (0) = I. Portanto, Z(t) = XT (t+T ) = XT (t),

para todo t ∈ R, e XT : R → SU(n) é periódica de peŕıodo T .

Segue então que se Lie(H) = su(n), então o sistema de controle (4.1) é regular.

De fato, para cada 1 ≤ k ≤ m, basta definirmos as funções suaves uT
k : R → R na

Definição 4.2 por uT
k (t) = uT

k (t, XT (t)), para todo t ∈ R. Note que uT
k é periódica de

peŕıodo T .

Agora, considere novamente a função linear cont́ınua V : Mn → R definida em (4.9)

da seguinte maneira

V (X) = ℜ(tr(X)), para todo X ∈Mn. (4.18)

Definimos o sistema auxiliar por

Ẇ = WX†
r(t)

m∑

k=1

fkak(t,W )HkXr(t), (4.19)

para cada (t,W ) ∈ R ×Mn, onde fk ∈ R é não-nulo e

ak(t,W ) = fkV (WX†
r(t)HkXr(t)) ∈ R. (4.20)

Observe que o sistema (4.8) com as realimentações vk = fkak(t, Z) nada mais é do que o
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sistema auxiliar (4.19)–(4.20). Além disso, por construção,

V̇ (t,W ) =

m∑

k=1

ak(t,W )2 ≥ 0, para todo (t,W ) ∈ R ×Mn. (4.21)

Relembramos que, dado X ∈ SU(n),

n ≥ V (X) ≥ −n,

V (X) = n⇔ X = I.
(4.22)

O Teorema 4.11 apresentado logo abaixo foi inspirado em [125, Lema 71, pág. 177],

o qual é aplicado na demonstração da versão periódica do prinćıpio da invariância de

LaSalle apresentada em [125, Teorema 77, pág. 178], e estabelece um importante resultado

de convergência de tipo-Lyapunov para o sistema auxiliar (4.19)–(4.20) com função de

tipo-Lyapunov V (W ) = ℜ(tr(W )). Observamos que, apesar de as propriedades (4.13) e

(4.22) não serem exigidas em sua demonstração, (4.14) e (4.21) desempenham um papel

fundamental. De crucial importância também é a utilização do Lema de Barbalat que

enunciamos em seguida.

Necessitaremos da seguinte versão mais geral do Lema de Barbalat.

Lema 4.9 (Lema de Barbalat). Seja α: [0,∞) → R um função que satisfaz as seguintes

hipóteses:

1. α é continuamente diferenciável;

2. lim
t→∞

α(t) = α, onde α ∈ R;

3. Existe uma função limitada β: [0,∞) → R tal que, para cada número real b > 0,

existe um conjunto finito Nb ⊂ [0, b] de modo que a restrição β|[0, b] é cont́ınua por

partes e

α̈(t) = β(t), para cada t ∈ [0, b] \Nb.

Então,

lim
t→∞

α̇(t) = 0.

Demonstração. As hipóteses 1 e 3, juntamente com o Teorema do Valor Médio12, implicam

12Veja [27, pág. 43] ou [52, demonstrações do Teorema 5, pág. 313, do Corolário 1, pág. 314, e do
Corolário do Teorema 9, pág. 200].
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que α̇ é uniformemente cont́ınua. O resultado segue então da versão usual13 do Lema de

Barbalat.

Observação 4.10. Em todo o restante desta seção, abusaremos da notação sempre que

formos aplicar o Lema de Barbalat acima, escrevendo simplesmente α̈ = β.

Teorema 4.11. Assuma que o sistema (4.1) é T -regular. Dado q = (t0,Wt0) ∈ R×SU(n),

seja Wq: R → SU(n) a solução do sistema auxiliar (4.19)–(4.20) com condição inicial

Wq(t0) = Wt0. Então:

1. limt→∞ V (Wq(t)X
†
r (t)HkXr(t)) = 0, para cada 1 ≤ k ≤ m;

2. limt→∞ d(Wq(t), ER) = 0 e ER é não-vazio, onde

ER = {W ∈ SU(n) : V (WX†
∞B

j
k(0)X∞) = 0, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m}

e Bj
k é como em (4.14).

Demonstração. Seja Ω(Wq) o conjunto limite da soluçãoWq (este conceito é relembrado na

Definição E.1 do Apêndice E). Devido à Observação E.2 e à Proposição E.3 do Apêndice E,

basta provarmos que Ω(Wq) ⊂ ER.

Primeiramente, como V é uma função linear cont́ınua (veja (4.18)), existe um número

real c > 0 tal que

|V (X)| ≤ c‖X‖, para todo X ∈Mn. (4.23)

Além disso, decorre de (4.5), (4.19)–(4.20), da Observação 4.3 e da compacidade de SU(n),

que cada uma das seguintes aplicações

Xr, X
†
r ,Wq, B

j
k, Ẋr, Ẋ

†
r , Ẇq, Ḃ

j
k, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, (4.24)

é limitada.

13Veja, por exemplo, [114, Lema 4.2].
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Considere as funções α: R → R, bjk: R ×Mn → R, βj
k: R → R definidas por

α(t) = V (Wq(t)), para todo t ∈ R,

bjk(t,W ) = V (WX†
r(t)B

j
k(t)X∞), para todo (t,W ) ∈ R ×Mn,

βj
k(t) = bjk(t,Wq(t)), para todo t ∈ R,

respectivamente, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. Vamos provar por indução que

lim
t→∞

βj
k(t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)B

j
k(t)X∞) = 0, (4.25)

para cada j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. A partir de (4.5), (4.14), (4.15), (4.18), (4.19)–(4.20) e da

definição de b0k, temos que

V̇ (t,W ) =

m∑

k=1

[fkb
0
k(t,W )]2 ≥ 0,

V̈ (t,W ) = 2

m∑

k=1

f 2
k b

0
k(t,W )ḃ0k(t,W ),

onde fk ∈ R não-nulo é como em (4.19) e14

ḃ0k(t,W ) = V (WX†
r(t)[

m∑

ℓ=1

f 2
ℓ b

0
ℓ(t,W )Hℓ]B

0
k(t)X∞) + b1k(t,W )

para todo (t,W ) ∈ R ×Mn. Como V̇ é uma função cont́ınua não-negativa, conclúımos

que α é uma função não-decrescente limitada superiormente tal que α̇ é continuamente

diferenciável e α̈ é limitada (por (4.23) e (4.24)). Logo,

lim
t→∞

α(t) = α,

onde α ∈ R. Esta relação, juntamente com o Lema de Barbalat (Lema 4.9), fornece

lim
t→∞

α̇(t) =
m∑

k=1

[fkb
0
k(t,Wq(t)]

2 = 0.

Desse modo, devido ao fato de f1, . . . , fm ∈ R serem não-nulos, obtemos a partir de (4.14)

14Aqui, é necessário utilizar o fato de que H1, . . . Hm ∈ su(n) e que a derivada de Xr comuta com ‘ † ’.
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e (4.15) que

lim
t→∞

β0
k(t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r (t)B

0
k(t)X∞) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)HkXr(t)) = 0, (4.26)

para cada 1 ≤ k ≤ m. Logo, (4.19)–(4.20) e (4.24) implicam que

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0. (4.27)

Agora, considere a hipótese de indução

lim
t→∞

βj
k(t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)B

j
k(t)X∞) = 0, (4.28)

para todo 1 ≤ k ≤ m, onde j ∈ N. Temos que

ḃjk(t,W ) = V (WX†
r(t)[

m∑

ℓ=1

f 2
ℓ b

0
ℓ(t,W )Hℓ]B

j
k(t)X∞) + bj+1

k (t,W ), (4.29)

para todo (t,W ) ∈ R×Mn e cada 1 ≤ k ≤ m. Note que ḃjk é continuamente diferenciável.

Com base em (4.23) e (4.24), computações matemáticas elementares mostram que a função

β̈j
k é de fato limitada, pois β̈j

k(t) = b̈jk(t,Wq(t)), para todo t ∈ R, 1 ≤ k ≤ m. Portanto,

resulta de (4.23), (4.24), (4.26), (4.28), (4.29) e do Lema de Barbalat que

lim
t→∞

βj+1
k (t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)B

j+1
k (t)X∞) = 0,

para cada 1 ≤ k ≤ m. Demonstramos assim que (4.25) é verdade.

Neste momento, é simples provar que Ω(Wq) ⊂ ER. De fato, sejaW ∈ Ω(Wq) ⊂ SU(n).

Então, (4.25), (4.27) e o Lema E.5 (veja o Apêndice E) estabelecem que

V (WX†
∞B

j
k(0)X∞) = 0,

para cada j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m.

Este teorema é um primeiro resultado de convergência de tipo-Lyapunov que desen-

volvemos para o caso que o sistema (4.1) é T -regular. No entanto, para determinarmos

funções cont́ınuas por partes vk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, tais que (4.10) é satisfeita para o

sistema (4.8), ainda precisamos, à grosso modo, relaxar as propriedades do conjunto ER

do Teorema 4.11 de modo que I ∈ ER e n ∈ V (ER). Isto será feito mais adiante de ma-
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neira gradual em duas etapas: o Lema 4.18 e o Teorema 4.20. Observamos que o último é

o principal resultado de convergência de tipo-Lyapunov que estabelecemos para o sistema

auxiliar (4.19)–(4.20). No entanto, antes de prosseguirmos nesta direção, introduziremos

a propriedade de p-controlabilidade para o sistema (4.1) e demonstraremos um resultado

análogo ao Teorema 4.11 para tal caso.

Mesmo quando sabemos que o sistema (4.1) é T -regular, podemos não ter a nossa

disposição expressões anaĺıticas expĺıcitas para as funções cont́ınuas ur
k do sistema de

referência (4.5). Isto ocorre, por exemplo, quando (4.1) é controlável em SU(n), ou seja,

Lie(H) = su(n). Quando este é o caso, o Método do Retorno de Coron implica que

o sistema é regular (veja o Teorema 4.4). Entretanto, o Método do Retorno garante

apenas a existência das funções uT
k que definem ur

k em (4.12), sem fornecer expressões

anaĺıticas expĺıcitas para as mesmas. É com o objetivo de contornar esta dificuldade, a

qual pode impossibilitar a solução do problema de planejamento periódico de trajetórias

em situações práticas, que introduzimos o conceito de p-controlável dado abaixo. Neste

caso, ao contrário do caso regular, veremos que as funções ur
k são determinadas de modo

expĺıcito e anaĺıtico.

Definição 4.12. Dizemos que o sistema de controle (4.1) é p-controlável quando existem

H1, . . .Hp ∈ span(H) tais que

su(n) = span{adj

Hℓ
Hk, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p}.

É evidente que se (4.1) é p-controlável, então Lie(H) = su(n), isto é, (4.1) é controlável

em SU(n). Em suma, temos que

p-controlável ⇒ controlável em SU(n) ⇔ Lie(H) = su(n) ⇒ regular.

Relembramos que a segunda implicação decorre do Teorema 4.4.

Suponha que (4.1) é p-controlável. Logo, existem H1, . . .Hp ∈ span(H) tais que

su(n) = span{adj

Hℓ
Hk, para todo 1 ≤ ℓ ≤ p, 1 ≤ k ≤ m, j ∈ N}. (4.30)

Temos que

Hℓ =

m∑

k=1

cℓkHk, para cada 1 ≤ ℓ ≤ p,
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onde cℓk ∈ R. Seja

Tp = T/p (4.31)

e, para 1 ≤ k ≤ m, definimos as funções ur
k: R → R em (4.5) por

ur
k(t) =





sin(2πt/Tp)c
1
k, para ℓT ≤ t < ℓT + Tp,

sin(2πt/Tp)c
2
k, para ℓT + Tp ≤ t < ℓT + 2Tp,

...

sin(2πt/Tp)c
p−1
k , para ℓT + (p− 2)Tp ≤ t < ℓT + (p− 1)Tp,

sin(2πt/Tp)c
p
k, para ℓT + (p− 1)Tp ≤ t < ℓT + pTp = (ℓ+ 1)T,

(4.32)

para todo ℓ ∈ Z. Assim, obtemos que

Ẋr = Fr(t, Xr) = sin(2πt/Tp)Hr(t)Xr, Xr(0) = X∞ ∈ SU(n), (4.33)

para todo (t, Xr) ∈ R ×Mn, onde Hr: R → su(n) é dada por

Hr(t) =





H1, para ℓT ≤ t < ℓT + Tp,

H2, para ℓT + Tp ≤ t < ℓT + 2Tp,
...

Hp−1, para ℓT + (p− 2)Tp ≤ t < ℓT + (p− 1)Tp,

Hp, para ℓT + (p− 1)Tp ≤ t < ℓT + pTp = (ℓ+ 1)T,

(4.34)

para todo ℓ ∈ Z. É fácil ver que a solução (continuamente diferenciável) Xr: R → SU(n)

de (4.33) é dada por

Xr(t) =





exp(Tp/2π[1 − cos(2πt/Tp)]H1)X∞, para ℓT ≤ t < ℓT + Tp,

exp(Tp/2π[1 − cos(2πt/Tp)]H2)X∞, para ℓT + Tp ≤ t < ℓT + 2Tp,
...

exp(Tp/2π[1 − cos(2πt/Tp)]Hp)X∞, para ℓT + (p− 1)Tp ≤ t < (ℓ+ 1)T,

(4.35)

para todo ℓ ∈ Z. Portanto, Xr é periódica de peŕıodo T e, além disso,

Xr(ℓTp) = X∞, para todo ℓ ∈ Z. (4.36)

Observação 4.13. Note que Hr é constante por partes em cada intervalo compacto de

R, limitada e periódica de peŕıodo T . Apesar disso, a aplicação Fr: R ×Mn → Mn em
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(4.33) é cont́ınua. De fato, Hr é constante por partes com as descontinuidades nos pontos

t = ℓTp, para todo ℓ ∈ Z. A função sin(2πt/Tp) que multiplica Hr em (4.33) garante que o

produto sin(2πt/Tp)Hr é cont́ınuo em R e periódico de peŕıodo T . Portanto, Fr é cont́ınua.

Do mesmo modo, temos que ur
k em (4.32) é cont́ınua e de peŕıodo T . Ressaltamos que

a definição de ur
k em (4.32) é dada de maneira expĺıcita e anaĺıtica. Além do mais,

estabeleceremos um critério algébrico para que o sistema (4.1) seja p-controlável (veja a

Proposição 4.15 mostrada logo abaixo).

Observação 4.14. Note, ainda, que a definição de Hr acima corresponde a uma co-

mutação periódica de peŕıodo T entre os elementos H1, . . . , Hp ∈ span(H) que satisfazem

(4.30). Os instantes de comutação são em t = ℓTp, para ℓ ∈ N. Veremos mais adiante que

tal comportamento será fundamental para encontrarmos uma solução para o problema de

controle considerado no caso em que (4.1) é p-controlável (veja o Lema E.6, o Lema E.7

e o Teorema 4.16).

Em todo o restante desta seção e no Apêndice E, sempre que assumirmos que o sistema

(4.1) é p-controlável, estaremos considerando que ur
k no sistema de referência (4.5) está

definida por (4.32) e Xr por (4.35).

Relembre que p-controlável ⇒ controlável ⇔ Lie(H) = su(n) ⇒ regular. A próxima

proposição estabelece condições algébricas para que a rećıproca da primeira implicação

seja válida.

Proposição 4.15. Considere o sistema (4.1). Suponha que existe G ⊂ Lie(H) tal que:

1. G é uma base vetorial de Lie(H);

2. G ⊂ span{[X1, [X2, X3]], ad
j
YX4, para todo X1, . . . , X4 ∈ H, Y ∈ span(H), j ∈ N}.

Então, existem H1, . . . , Hp ∈ span(H) tais que

Lie(H) = span{adj

Hℓ
Hk, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p, }.

Em particular, se Lie(H) = su(n), então (4.1) é p-controlável.

Demonstração. Defina

L = span{[X1, [X2, X3]], ad
j
YX4, para todo X1, . . . , X4 ∈ H, Y ∈ span(H), j ∈ N}.
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Por hipótese, temos que G ⊂ L ⊂ Lie(H) é finito e Lie(H) = span(G). Portanto, basta

mostrarmos que, dados X, Y, Z ∈ H = {H1, . . . , Hm}, existem H1, . . . , H5 ∈ span{H}
tais que

[X, [Y, Z]] ∈ span{ad2
Hℓ
X, ad2

Hℓ
Y, ad2

Hℓ
Z, para todo 1 ≤ ℓ ≤ 5}.

De fato, se isto for verdade, então existem H1, . . . , Hp ∈ span{H} tais que

G ⊂ span{adj

Hℓ
Hk, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p} ⊂ L ⊂ Lie(H).

Logo, obtemos que

Lie(H) = span(G) ⊂ span{adj

Hℓ
Hk, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p} ⊂ Lie(H),

ou seja,

Lie(H) = span{adj

Hℓ
Hk, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p}.

Agora, sejam X, Y, Z ∈ H . Temos que

ad2
X+ZY = ad2

XY + ad2
ZY − [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]],

ad2
X−YZ = ad2

XZ + ad2
Y Z − [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]].

Utilizando a identidade de Jacobi

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0,

encontramos que

−3[X, [Y, Z]] = ad2
X+ZY + ad2

X−YZ − (ad2
XY + ad2

ZY + ad2
XZ + ad2

Y Z).

Assim, escolhendo H1 = X, H2 = Y , H3 = Z, H4 = X + Z, H5 = X − Y , completa a

demonstração.

Quando o sistema de controle (4.1) é p-controlável, temos então o seguinte resultado

de convergência de tipo-Lyapunov, que é análogo ao Teorema 4.11 referente ao caso em

que o sistema é T -regular. Observamos que sua demonstração, apesar de não utilizar as

propriedades (4.22) e (4.30), tem por base (4.34), (4.36) e o Lema de Barbalat.

Teorema 4.16. Suponha que (4.1) é p-controlável. Dado q = (t0,Wt0) ∈ R × SU(n),
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seja Wq: R → SU(n) a solução do sistema auxiliar (4.19)–(4.20) com condição inicial

Wq(t0) = Wt0. Então:

1. limt→∞ V (Wq(t)X
†
r (t)HkXr(t)) = 0, para cada 1 ≤ k ≤ m;

2. limt→∞ d(Wq(t), EC) = 0 e EC é não-vazio, onde

EC = {W ∈ SU(n) : V (WX†
∞[adj

Hℓ
Hk]X∞) = 0, para j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p},

e Hℓ é como em (4.34).

Para demonstrarmos este teorema, necessitamos da definição dada baixo, que é um

conceito generalizado de derivada de uma função ao longo das trajetórias do sistema

auxiliar (4.19)–(4.20). Observamos que esta generalização é necessária devido ao fato

de Hr em (4.34) ser constante por partes (em cada intervalo compacto de R) com as

descontinuidades em t = ℓTp, para todo ℓ ∈ Z.

Definição 4.17. Considere o sistema auxiliar (4.19)–(4.20). Seja α: R ×Mn → R uma

função tal que, para todo (t,W ) ∈ R×Mn, ∂α/∂t+(t,W ) ∈ R e ∂α/∂W (t,W ) existem15.

Definimos então a função α̇: R ×Mn → R por

α̇(t,W ) =
∂α

∂t+
(t,W ) +

∂α

∂W
(t,W )Ẇ , para todo (t,W ) ∈ R ×Mn,

onde Ẇ é como em (4.19)–(4.20). Denominamos α̇ de derivada de α ao longo das

trajetórias do sistema auxiliar (4.19)–(4.20).

Demonstração (do Teorema 4.16). A prova deste resultado segue essencialmente as mes-

mas linhas de racioćınio utilizadas na demonstração do Teorema 4.11. Faremos, no en-

tanto, uma apresentação independente.

De acordo com a Observação E.2 e a Proposição E.3, basta mostrarmos que o conjunto

limite Ω(Wq) da solução Wq está contido no conjunto EC .

15Mais precisamente, ∂α/∂t+(t, W ) ∈ R denota a derivada parcial à direita de α em relação à t
em (t, W ) e ∂α/∂W (t, W ) denota a derivada parcial de α em relação à W em (t, W ). Isto significa
que ∂α/∂W (t, W ): Mn → R é uma aplicação linear cont́ınua. Note que quando α é continuamente
diferenciável, esta definição coincide com a definição usual de derivada ao longo das trajetórias do sistema
auxiliar (4.19)–(4.20) que temos utilizado até o presente momento.
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Em primeiro lugar, como V é uma função linear cont́ınua (veja (4.18)), existe um

número real c > 0 tal que

|V (X)| ≤ c‖X‖, para todo X ∈Mn. (4.37)

Além disso, segue de (4.33)–(4.34), (4.35), (4.19)–(4.20) e da compacidade de SU(n) que

cada uma das seguintes aplicações

Hr, Xr, X
†
r ,Wq, Ẋr, Ẋ

†
r , Ẇq, adj

Hr
Hk : R →Mn, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, (4.38)

é limitada.

Considere as aplicações α: R → R, bjk: R ×Mn → Mn, βj
k: R → R definidas por

α(t) = V (Wq(t)), para todo t ∈ R,

bjk(t,W ) = V (WX†
r(t)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t)), para todo (t,W ) ∈ R ×Mn,

βj
k(t) = bjk(t,Wq(t)), para todo t ∈ R,

respectivamente, para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. Mostraremos por indução que

lim
t→∞

βj
k(t) = lim

t→∞
bjk(t,Wq(t)) = 0, (4.39)

para todo j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. De (4.18), (4.19)–(4.20), (4.33)–(4.34) e da definição de b0k,

obtemos que

V̇ (t,W ) =
m∑

k=1

[fkb
0
k(t,W )]2 ≥ 0,

V̈ (t,W ) = 2

m∑

k=1

f 2
k b

0
k(t,W )ḃ0k(t,W ),

onde fk ∈ R não-nulo é como em (4.19) e16

ḃ0k(t,W ) = V (WX†
r(t)[

m∑

ℓ=1

f 2
ℓ b

0
ℓ(t,W )Hℓ]HkXr(t)) − sin(2πt/Tp)b

1
k(t,W ),

para todo (t,W ) ∈ R×Mn. Note que b0k, ḃ
0
k, V̇ e V̈ são cont́ınuas, para cada 1 ≤ k ≤ m.

Como V̇ é uma função não-negativa, conclúımos que α é uma função não-decrescente

16Aqui, é necessário utilizar o fato de que H1, . . . Hm ∈ su(n) e que a derivada de Xr comuta com ‘ † ’.
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limitada superiormente tal que α̇ é continuamente diferenciável e α̈ é limitada (por (4.37)

e (4.38)). Assim,

lim
t→∞

α(t) = lim
t→∞

V (Wq(t)) = α,

onde α ∈ R. Esta relação, juntamente com o Lema de Barbalat (Lema 4.9), estabelece

que

lim
t→∞

α̇(t) = lim
t→∞

V̇ (t,Wq(t)) =

m∑

k=1

[fkb
0
k(t,Wq(t))]

2 = 0.

Portanto, como f1, . . . , fm ∈ R são não-nulos, obtemos que

lim
t→∞

β0
k(t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)HkXr(t)) = 0, (4.40)

para cada 1 ≤ k ≤ m. Logo, resulta de (4.19)–(4.20) e (4.38) que

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0. (4.41)

Agora, considere a hipótese de indução

lim
t→∞

βj
k(t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r (t)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t)) = 0, (4.42)

para cada 1 ≤ k ≤ m, onde j ∈ N. Seja 1 ≤ k ≤ m. Defina cjk: R ×Mn →Mn por

cjk(t,W ) , sin2(2πt/Tp)b
j
k(t,W )

= V (WX†
r(t) sin2(2πt/Tp)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t)), para todo (t,W ) ∈ R ×Mn,

com Tp = T/p (veja (4.31)). O propósito de multiplicar bjk pela função sin2(2πt/Tp) é

garantir uma certa regularidade de cjk para que seja posśıvel aplicar o Lema Barbalat.

Vejamos então os detalhes. De (4.34), temos que Hr é constante por partes com as

descontinuidades em t = ℓTp, para cada ℓ ∈ Z. Assim, cjk é continuamente diferenciável

em cada (t,W ) ∈ R×Mn tal que t 6= ℓTp, com ℓ ∈ Z. Seja ℓ ∈ Z. Em t = ℓTp, temos que

lim
h→0

sin2(2π(ℓTp + h)/Tp)

h
= d/dt|t=ℓTp

sin2(2πt/Tp) = (4π/Tp) sin(0) cos(0) = 0.
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Obtemos então de (4.34) que

d/dt−|t=ℓTp
(sin2(2πt/Tp)ad

j

Hr(t)
Hk) = lim

h→0−

sin2(2π(ℓTp + h)/Tp)ad
j

Hℓ
Hk

h

= [d/dt−|t=ℓTp
sin2(2πt/Tp)]ad

j

Hℓ
Hk = 0,

d/dt+|t=ℓTp
(sin2(2πt/Tp)ad

j

Hr(t)
Hk) = lim

h→0+

sin2(2π(ℓTp + h)/Tp)ad
j

Hℓ+1

Hk

h

= [d/dt+|t=ℓTp
sin2(2πt/T )]adj

Hℓ+1

Hk = 0,

onde Hℓ, Hℓ+1 ∈ {H1, . . . , Hp}. Desse modo, mostramos que ∂cjk/∂t(t,W ) existe para

todo (t,W ) ∈ R ×Mn. Além disso, é uma conseqüência de (4.33)–(4.34) que

∂cjk/∂t(t,W ) = V (WẊ†
r(t) sin2(2πt/Tp)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t))

+(4π/Tp)V (WX†
r(t) cos(2πt/Tp) sin(2πt/Tp)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t))

+V (WX†
r(t) sin2(2πt/Tp)[adj

Hr(t)
Hk]Ẋr(t))

= (4π/Tp)V (WX†
r(t) cos(2πt/Tp) sin(2πt/Tp)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t))

−V (WX†
r(t) sin3(2πt/Tp)[adj+1

Hr(t)
Hk]Xr(t)),

para todo (t,W ) ∈ R × Mn. É fácil ver que ∂cjk/∂t é uma função cont́ınua. De fato,

apesar de as aplicações adj

Hr
Hk, adj+1

Hr
Hk: R → Mn serem constante por partes com

as descontinuidades nos pontos t = ℓTp, para todo ℓ ∈ Z, a função sin(2πt/Tp) que

as multiplica assegura a continuidade do produto. Como ∂cjk/∂W também é cont́ınua,

decorre que cjk é continuamente diferenciável e

ċjk(t,W ) = V (WX†
r(t)dk(t,W )Xr(t)), para todo (t,W ) ∈ R ×Mn, (4.43)

onde
dk(t,W ) = sin2(2πt/Tp)[

∑m
ℓ=1 f

2
ℓ b

0
ℓ(t,W )Hℓ]adj

Hr(t)
Hk

+(4π/Tp) cos(2πt/Tp) sin(2πt/Tp)adj

Hr(t)
Hk

− sin3(2πt/Tp)adj+1

Hr(t)
Hk.

(4.44)

Assim, (4.34) (Hr é constante por partes) assegura que c̈jk: R × Mn → Mn existe no
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sentido mais geral da Definição 4.17 e é dada por

c̈jk(t,W ) = V (ẆX†
r(t)dk(t,W )Xr(t) +WẊ†

r(t)dk(t,W )Xr(t) +WX†
r(t)dk(t,W )Ẋr(t))

+V (WX†
r(t)ek(t,W )Xr(t)),

para todo (t,W ) ∈ R ×Mn, onde

ek(t,W ) = sin2(2πt/Tp)[
∑m

ℓ=1 f
2
ℓ ḃ

0
ℓ(t,W )Hℓ]adj

Hr(t)
Hk

+(4π/Tp) cos(2πt/Tp) sin(2πt/Tp)[
∑m

ℓ=1 f
2
ℓ b

0
ℓ(t,W )Hℓ]adj

Hr(t)
Hk

+(8π2/T 2
p )[cos2(2πt/Tp) − sin2(2πt/Tp)]adj

Hr(t)
Hk

−(6π/Tp) cos(2πt/Tp) sin2(2πt/Tp)adj+1

Hr(t)
Hk.

Definimos então γk: R → R por

γk(t) , cjk(t,Wq(t)) = sin2(2πt/Tp)β
j
k(t), para todo t ∈ R.

É claro que γk é continuamente diferenciável e que δk: R → R definida por

δk(t) = c̈jk(t,Wq(t)), para todo t ∈ R,

é limitada e cont́ınua por partes em cada intervalo compacto de R. Além disso, γ̈k = δk,

conforme a Observação 4.10. Portanto, a hipótese de indução (4.42) e o Lema de Barbalat

(Lema 4.9) implicam que

lim
t→∞

γk(t) = lim
t→∞

γ̇k(t) = lim
t→∞

ċjk(t,Wq(t)) = 0.

Logo, (4.37), (4.38), (4.40), (4.42) e (4.43)–(4.44) estabelecem que

lim
t→∞

sin3(2πt/Tp)V (Wq(t)X
†
r (t)[adj+1

Hr(t)
Hk]Xr(t)) = 0.

Desse modo, conclúımos a partir de (4.41) e do Lema E.7 que

lim
t→∞

βj+1
k (t) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)[adj+1

Hr(t)
Hk]Xr(t)) = 0.

Mostramos então a validade de (4.39).

Por fim, é imediato provar que Ω(Wt0) ⊂ EC . De fato, pela Observação E.2, temos que
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Ω(Wt0) ⊂ SU(n) é um conjunto não-vazio. Logo, (4.39), (4.41) e o Lema E.6 asseguram

que Ω(Wt0) ⊂ EC , completando assim a demonstração do teorema.

Neste momento, recapitulamos que quando o sistema de controle (4.1) é T -regular

ou p-controlável, sabemos como definir as funções cont́ınuas ur
k: R → R, 1 ≤ k ≤ m,

do sistema de referência (4.5) de modo que a solução correspondente Xr seja uma tra-

jetória de referência continuamente diferenciável de peŕıodo T com Xr(0) = X∞. Além

disso, determinamos critérios algébricos para que (4.1) seja T -regular ou p-controlável

e estabelecemos os resultados de convergência de tipo-Lyapunov do Teorema 4.11 e do

Teorema 4.16.

Resta-nos agora determinar funções cont́ınuas por partes vk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m,

que asseguram a validade de (4.10) para o sistema (4.8). Isto é o que descreveremos na

seqüência. Mostraremos como que o Teorema 4.20 apresentado logo mais adiante, o qual

é o principal resultado de convergência de tipo-Lyapunov estabelecido na Parte II desta

pesquisa, juntamente com alguns resultados bem conhecidos de álgebra linear e argumen-

tos topológicos elementares em espaços de Banach, permite formular um algoritmo que

obtém, em um número finito de passos, as funções desejadas v1, . . . , vm. A estratégia

de controle que propomos para solucionar o problema de planejamento periódico para o

sistema (4.1) é então sintetizada no Teorema 4.23.

Para demonstrarmos o Teorema 4.20 supramencionado, necessitamos do lema dado

abaixo, que foi inspirado no método de estabilização pela condição ad (ad-condition)

desenvolvido em [47]. Observamos que as propriedades (4.13) e (4.30), referentes à T -

regularidade e à p-controlabilidade do sistema de controle (4.1), respectivamente, desem-

penham um papel fundamental na demonstração deste lema.

Lema 4.18. Suponha que o sistema de controle (4.1) é T -regular ou p-controlável. Dado

q = (t0,Wt0) ∈ R × SU(n), seja Wq: R → SU(n) a solução do sistema (4.19)–(4.20) com

condição inicial Wq(t0) = Wt0 . Então:

1. limt→∞ V (Wq(t)X
†
r (t)HkXr(t)) = 0, para cada 1 ≤ k ≤ m;
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2. limt→∞ d(Wq(t), F ) = 0, I ∈ F e ER ∪EC ⊂ F , onde

F = {W ∈ SU(n) : V (W ) =

n∑

i=1

ℜ(λi), onde λi ∈ C são tais que |λi| = 1,

n∏

i=1

λi = 1,ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn)}

e ER, EC são como no Teorema 4.11 e no Teorema 4.16, respectivamente.

Observação 4.19. Seja

T = {W ∈Mn : W = diag(z1, . . . , zn), onde

n∏

i=1

zi = 1, |zi| = 1, zi ∈ C} ⊂ SU(n)

o toro maximal usual de SU(n) [2, Proposição 10.10]. Considere o conjunto

S = {W ∈Mn : W = diag(z, . . . , z), onde z ∈ C, zn = 1} ⊂ SU(n).

Note que S ⊂ T ⊂ SU(n) e S ⊂ F ⊂ SU(n). Se W ∈ SU(n), então existem M ∈ SU(n)

e D ∈ T tais que W = MDM † [2, Teorema 10.13] (veja também [59, Teorema 13.8 e

Teorema 13.16]).

Demonstração. Se o sistema (4.1) é T -regular, segue do Teorema 4.11 que é suficiente

mostrarmos a inclusão ER ⊂ F . E, se (4.1) é p-controlável, o Teorema 4.16 implica que

basta demonstrarmos que EC ⊂ F .

Seja W ∈ ER ∪ EC ⊂ SU(n). Pela Observação 4.19, temos que

W = Mdiag(λ1, . . . , λn)M †,

onde M ∈ SU(n), λ1, . . . , λn ∈ C,
∏n

i=1 λi = 1 e |λi| = 1. Assim, por (4.18),

V (W ) =

n∑

i=1

ℜ(λi),

V (WX†
∞B

j
k(0)X∞) = V (diag(λ1, . . . , λn)(X∞M)†Bj

k(0)(X∞M)) = 0,

V (WX†
∞[adj

Hℓ
Hk]X∞) = V (diag(λ1, . . . , λn)(X∞M)†[adj

Hℓ
Hk](X∞M)) = 0,

para cada j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ ℓ ≤ p, onde Bj
k(0) e Hℓ são como em (4.14) e (4.34),

respectivamente. Como X∞M é unitária, é imediato que a aplicação N : su(n) → su(n)
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definida por

N(Y ) = (X∞M)†Y (X∞M), para todo Y ∈ su(n),

é um isomorfismo linear sobrejetivo.

Agora, se (4.1) é T -regular, então (4.13) é satisfeita e V (diag(λ1, . . . , λn)X) = 0, para

X ∈ su(n). E, quando (4.1) é p-controlável, (4.30) é válida e V (diag(λ1, . . . , λn)X) = 0,

para todo X ∈ su(n). Suponha então que (4.1) é T -regular ou p-controlável. Assim,

V (diag(λ1, . . . , λn)Dk) = 0,

para cada 1 ≤ k ≤ n, onde

D1 = diag(ı,−ı, 0, . . . , 0),

D2 = diag(0, ı,−ı, 0, . . . , 0),

...

Dn−1 = diag(0, . . . , ı,−ı),
Dn = diag(ı, 0, . . . , 0,−ı)

são as matrizes diagonais canônicas de su(n). A partir da estrutura diagonal de

D1, . . . , Dn, conclúımos que λ1, . . . , λn devem satisfazer

ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn),

Isto implica que W ∈ F . Portanto, ER ∪ EC ⊂ F .

O lema anterior e as propriedades (4.22) da função de tipo-Lyapunov V = ℜ(tr(W )),

estabelecem o importante resultado de convergência de tipo-Lyapunov para o sistema

auxiliar (4.19)–(4.20) que apresentamos em seguida. É com base neste resultado que

formularemos o algoritmo mencionado anteriormente.

Teorema 4.20. Sejam T > 0 e X∞ ∈ SU(n). Suponha que o sistema de controle (4.1)

é T -regular ou p-controlável. Dado q = (t0,Wt0) ∈ R × SU(n), seja Wq: R → SU(n) a

solução do sistema auxiliar (4.19)–(4.20) com condição inicial Wq(t0) = Wt0 . Então:

1. limt→∞ V (Wq(t)X
†
r (t)HkXr(t)) = 0, para cada 1 ≤ k ≤ m;
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2. O conjunto

G = {x ∈ R : x =

n∑

i=1

ℜ(λi), onde λi ∈ C são tais que |λi| = 1,

n∏

i=1

λi = 1,

ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn)}.

é finito, n ∈ G e n = max(G). Além disso, sendo17 δ o elemento maximal do

conjunto G \ {n}, temos que

V (Wt0) > δ ⇒ lim
t→∞

Wq(t) = I.

Observação 4.21. Note que V (S) ⊂ V (F ) ⊂ G, onde F ⊂ SU(n) é como no Lema 4.18

e S ⊂ SU(n) é como na Observação 4.19. Além disso, é fácil ver que

V (S) = {x ∈ R : x = nℜ(z), onde z ∈ C, zn = 1} ⊂ G.

Ressaltamos que o conjunto G pode ser determinado com base na demonstração do Teo-

rema 4.20 apresentada na seqüência. Para n = 2, temos que V (S) = G = {−2, 2} e, para

n = 4, V (S) = G = {−4, 0, 4}. No entanto, nem sempre é verdade que V (S) = G. Por

exemplo, para n = 3, V (S) = {−3/2, 3} e G = {−3/2,−1, 3}.

Demonstração. É claro que n ∈ G e n = max (G). Primeiramente, mostraremos que G é

um conjunto finito. Seja x ∈ G. Existem então λ1, . . . , λn ∈ C tais que x =
∑n

j=1 ℜ(λj) e

1.
∏n

j=1 λj ;

2. |λj| = 1;

3. ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn).

A propriedade 2 implica que λj = eıθj , onde θj ∈ R, e resulta da propriedade 3 que

λj = λ1 = eıθ1 ou λj = eı(π−θ1), para cada 1 ≤ j ≤ n. Seja n1 o número de j ∈ {1, . . . , n}
em que λj = λ1. Defina n2 = n− n1. Assim,

x =
n∑

j=1

ℜ(λj) = n1 cos(θ1) + n2 cos(π − θ1) = (n1 − n2) cos(θ1),

17Neste teorema, consideramos que max({ }) , −∞.
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com n1, (n2 + 1) ∈ {1, . . . , n} e n1 + n2 = n. Se n1 = n2, então x = 0. Desse modo,

assuma que n1 6= n2. A partir da propriedade 1, obtemos que

eın1θ1eın2(π−θ1) = eı(n1θ1+n2(π−θ1)) = 1.

Portanto, existe k ∈ Z tal que n1θ1 + n2(π − θ1) = 2kπ. Esta relação implica que

θ1 =
(2k − n2)π

n− 2n2
.

Observamos que n1, n2, k dependem de x ∈ G e que n2, n1 − n2 podem assumir apenas

um número finito de valores. Se mostrarmos que cos(θ1) pode assumir apenas um número

finito de valores, então teremos provado que o mesmo é válido para x ∈ G, o que implica

que G é um conjunto finito. É evidente que a função η: Z → R definida por

η(ℓ) = cos

(
(2ℓ− n2)π

n− 2n2

)
, para todo ℓ ∈ Z,

tem peŕıodo |n−2n2| > 0. Assim, os valores assumidos por cos(θ1) devem ser em número

finito.

Agora, demonstraremos o resultado de convergência de Wq. Por (4.22), dada uma

matriz X ∈ SU(n), temos que

n ≥ V (X) ≥ −n,
V (X) = n⇔ X = I.

(4.45)

Seja δ = max(G \ {n}). Logo,

δ < x ≤ n⇒ x = n, para todo x ∈ G. (4.46)

Suponha que V (Wt0) > δ. Como SU(n) é um conjunto compacto em Mn e V : Mn → R é

cont́ınua (veja (4.18)), decorre que a restrição V |SU(n) é uniformemente cont́ınua. Defina

a função α: R → R por

α(t) = V (Wq(t)), para todo t ∈ R.
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Relembre que (veja (4.21)), por construção,

V̇ (t,W ) =

m∑

k=1

ak(t,W )2 ≥ 0, para todo (t,W ) ∈ R ×Mn,

onde ak é como em (4.20). Assim, V̇ é cont́ınua. Devido ao fato de V̇ ser uma função

não-negativa, conclúımos que α é uma função não-decrescente. Portanto,

V (Wq(t)) ≥ V (Wt0) > δ, para todo t ≥ t0.

A continuidade uniforme de V |SU(n) implica que existe um número real µ > 0 tal que

‖X −Wq(t)‖ < µ⇒ V (X) > δ, para todo t ≥ t0 e todo X ∈ SU(n) (4.47)

(de fato, escolha ǫ = V (Wt0) − δ > 0). O resultado de convergência de Wq do Lema 4.18

significa que

∀ǫ > 0 ∃T ∈ R ∀t ≥ T ∃β(t) ∈ F t.q. ‖β(t) −Wq(t)‖ < ǫ.

Seja ǫ > 0 e defina ǫ = min(ǫ, µ). Logo,

∀t ≥ T ∃β(t) ∈ F t.q. ‖β(t) −Wq(t)‖ < ǫ ≤ µ,

onde T ∈ R. Defina T̃ = max(T , t0) e seja t ≥ T̃ . Como β(t) ∈ F ⊂ SU(n) e V (F ) ⊂ G,

(4.47) fornece que

δ < V (β(t)) ∈ G.

Entretanto, δ < V (β(t)) ≤ n, por (4.45). Desse modo, é uma conseqüência de (4.46) que

V (β(t)) = n. Obtemos então que β(t) = I (veja (4.45)). Acabamos de mostrar que

lim
t→∞

Wq(t) = I.

Veremos agora como o teorema anterior permite formular um algoritmo que obtém,

em um número finito de passos, funções cont́ınuas por partes vk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m,

que asseguram a validade de (4.10) para o sistema (4.8), resolvendo, assim, o problema

de planejamento periódico de trajetórias. Observe que o resultado de convergência do

Teorema 4.20 não é global, isto é, existe uma região de convergência local para o sistema
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auxiliar (4.19)–(4.20) que é determinada por V (Wt0) > δ. O propósito do algoritmo é, à

grosso modo, garantir uma convergência global através de um número finito de translações

à esquerda do estado W do sistema auxiliar. Estas translações fazem com que sempre

estejamos dentro da região de convergência a cada passo do algoritmo. Portanto, tudo

se passa como se o algoritmo proposto contornasse as singularidades da função de tipo-

Lyapunov V (W ) = ℜ(tr(W )).

Suponha que V (X∞) > δ. No Teorema 4.20, escolhemos q = (0, X∞) ∈ R × SU(n).

Portanto,

lim
t→∞

Wq(t) = I.

Assim, as realimentações cont́ınuas vk: R+ → R definidas por (veja (4.6) e (4.20))

vk(t) , fkak(t, Z(t)) = f 2
kV (X†(t)HkXr(t)), para todo t ∈ R+,

1 ≤ k ≤ m, onde Z: R+ → SU(n) é a solução correspondente de (4.8) e X: R+ → SU(n)

a solução do sistema de controle (4.1) com as entradas cont́ınuas uk(t) = ur
k(t) − vk(t),

t ∈ R+ (veja (4.6) e (4.7)), asseguram que Z(t) = X†(t)Xr(t) = Wq(t), para t ∈ R+. De

fato, basta comparar (4.8) com o sistema auxiliar (4.19)–(4.20). Logo, (4.10) é atendida

e o Teorema 4.20 implica também que

lim
t→∞

vk(t) = lim
t→∞

f 2
kV (X†(t)HkXr(t)) = lim

t→∞
V (Wq(t)X

†
r(t)HkXr(t)) = 0,

1 ≤ k ≤ m. Note que os f 2
k > 0 podem ser vistos como “ganhos de realimentação”.

Assuma então que V (X∞) ≤ δ. Para este caso, iremos determinar, com base em

argumentos de continuidade, um caminho (cont́ınuo) de extremidades X∞ e I adequado

que, em um certo sentido, reduz o problema à situação em que V (X∞) > δ. Para isto, a

idéia principal é encontrar um caminho Z: [0, 1] → SU(n) de extremidades Z(0) = X∞ e

Z(1) = I, e obter 0 = θ0 < θ1 < · · · < θN−1 < θN = 1 de modo que

V (Z(θℓ+1)
†Z(θℓ)) > δ, para todo 0 ≤ ℓ ≤ N − 1.

Seguirá então do Teorema 4.20 que

lim
t→∞

Z(θℓ)Wℓ(t) = Z(θℓ), para todo 1 ≤ ℓ ≤ N,
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onde Wℓ: R → SU(n) é a solução do sistema auxiliar (4.19)–(4.20) com condição inicial

Wℓ(Tℓ) = Z(θℓ)
†Z(θℓ−1) ∈ SU(n)

e 0 = T1 < · · · < TN+1 são tais que

Wℓ(Tℓ+1) ≈ I.

À grosso modo, o próximo passo será “colar” juntas as N translações à esquerda

Z(θ1)W1, . . . , Z(θN)WN de maneira apropriada de modo a definirmos uma solução

(Z(t), v1(t), . . . , vm(t)), t ∈ R+, do sistema (4.8) que satisfaz (4.10). Ressaltamos que,

para cada 1 ≤ ℓ ≤ N , tudo se passa como se estivéssemos no caso V (X∞) > δ. Na

seqüência, iremos formalizar estes argumentos em detalhe e determinar um algoritmo que

obtém, em N passos, funções cont́ınuas vk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, tais que (4.10) é válida.

Pela Observação 4.19, temos que

X∞ = M †diag(eıλ1 , . . . , eıλn)M, (4.48)

onde M ∈ SU(n), λ1, . . . , λn ∈ R e
∑n

i=1 λi = 0. Considere o caminho Z: [0, 1] → SU(n)

de extremidades Z(0) = X∞ e Z(1) = I definido por

Z(θ) = M †diag(eıλ1(1−θ), . . . , eıλn(1−θ))M, para todo θ ∈ [0, 1].

Sejam a, b ∈ [0, 1]. Logo,

Z(b)†Z(a) = M †diag(eıλ1(b−a), . . . , eıλn(b−a))M

e, portanto,

V (Z(b)†Z(a)) =

n∑

j=1

cos(λj(b− a)).

Como a função γ: [0, 1] → R definida por

γ(θ) =
n∑

j=1

cos(λjθ), para todo θ ∈ [0, 1],

é cont́ınua com γ(0) = n, sabemos que existe um número real ν > 0 tal que

|θ| < ν ⇒ γ(θ) > δ, para todo θ ∈ [0, 1]
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(de fato, escolha ǫ = n− δ > 0). Assim,

|b− a| < ν ⇒ V (Z(b)†Z(a)) > δ, para todo a, b ∈ [0, 1],

e existe η ∈ N não-nulo tal que

V (Z
†

ℓ+1Zℓ) =
n∑

j=1

cos(λj∆) > δ, para todo N ≥ η e cada 0 ≤ ℓ ≤ N − 1, (4.49)

onde Zℓ = Z(ℓ∆), para cada 0 ≤ ℓ ≤ N , com ∆ = 1/N . Observe que Z0 = Z(0) = X∞ e

ZN = Z(1) = I. Relembramos que λ1, . . . , λn ∈ R são como em (4.48).

Seja N ≥ η e considere a função cont́ınua β: Mn ×Mn → R definida por

β(X, Y ) = V (Y †X), para todo (X, Y ) ∈Mn ×Mn.

Como SU(n)×SU(n) é um conjunto compacto emMn×Mn, a restrição β|(SU(n)×SU(n))

é uniformemente cont́ınua. Portanto, (4.49) implica que existe µ > 0 tal que

‖X − Zℓ‖ < µ⇒ V (Z
†

ℓ+1X) > δ, para todo X ∈ SU(n) e cada 0 ≤ ℓ ≤ N − 1 (4.50)

(de fato, escolha ǫ =
∑n

j=1 cos(λj∆) − δ > 0 e considere a norma do sup em Mn ×Mn).

O algoritmo que necessitamos para resolver o problema de controle considerado é

descrito abaixo.

Algoritmo 4.22. Seja X∞ ∈ SU(n). Escolha qualquer N ∈ N não-nulo de maneira que

(4.49) é satisfeita. Defina T1 = 0, W0(0) = I e TN+1 = +∞. Para cada 1 ≤ ℓ ≤ N − 1,

escolha um número real positivo Tℓ+1 > Tℓ tal que

V (Z
†

ℓ+1ZℓWℓ(Tℓ+1)) > δ,

onde δ é como no Teorema 4.20 e Wℓ: R → SU(n) é a solução do sistema (4.19)–(4.20)

com condição inicial

Wℓ(Tℓ) = Z
†

ℓZℓ−1Wℓ−1(Tℓ) ∈ SU(n).
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Para 1 ≤ ℓ ≤ N , defina (veja (4.20))

Z(t) = ZℓWℓ(t) ∈ SU(n), para t ∈ [Tℓ, Tℓ+1),

vk(t) , fkak(t,Wℓ(t)) = f 2
kV (Z

†

ℓZ(t)X†
r (t)HkXr(t))

= f 2
kV (Z

†

ℓX
†(t)HkXr(t)) ∈ R, para t ∈ [Tℓ, Tℓ+1), 1 ≤ k ≤ m,

ou, de maneira equivalente,

Z(t) = γ(t)Wℓ(t) ∈ SU(n), para t ∈ R+,

vk(t) = f 2
kV (γ(t)†Z(t)X†

r(t)HkXr(t)),

= f 2
kV (γ(t)†X†(t)HkXr(t)) ∈ R, para t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m,

onde γ: R+ → SU(n) é a aplicação constate por partes dada por

γ(t) =





Z1, se t ∈ [0, T2),

Z2, se t ∈ [T2, T3),
...

ZN−1, se t ∈ [TN−1, TN),

ZN = I, se t ∈ [TN ,+∞).

É importante esclarecermos alguns pontos. Primeiramente, com base na linha de

racioćınio que precede o Algoritmo 4.22, sabemos que sempre existe N ∈ N não-nulo

tal que (4.49) é verdade. Além disso, o Teorema 4.20 e a propriedade (4.50) asseguram

que Tℓ+1 > Tℓ sempre pode ser escolhido conforme exigido no Algoritmo 4.22, para cada

1 ≤ ℓ ≤ N − 1. É também evidente que a aplicação cont́ınua Z: R+ → SU(n) e as

funções cont́ınuas por partes vk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, determinadas pelo algoritmo

são tais que Z é a solução (continuamente diferenciável por partes) correspondente do

sistema (4.8). De fato, compare (4.8) com o sistema auxiliar (4.19)–(4.20). Temos também

que Z(t) = X†(t)Xr(t), para t ∈ R+, onde X: R+ → SU(n) é a solução do sistema

de controle (4.1) com as entradas cont́ınuas por partes uk(t) = ur
k(t) − vk(t), t ∈ R+

(veja (4.6), (4.7), (4.12) e (4.32)). Note, ainda, que cada vk possui no máximo N − 1

pontos de descontinuidade. Mais precisamente, vk é possivelmente descont́ınua somente

nos instantes t = Tℓ, para 2 ≤ ℓ ≤ N . Por fim, como

V (Z
†

NZN−1WN−1(TN)) = V (ZN−1WN−1(TN )) > δ,
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o Teorema 4.20 implica que

lim
t→∞

vk(t) = lim
t→∞

f 2
kV (WN(t)X†

r(t)HkXr(t)) = lim
t→∞

f 2
kV (X†(t)HkXr(t)) = 0,

lim
t→∞

Z(t) = lim
t→∞

WN(t) = I,

pois Z(t) = X†(t)Xr(t) = WN(t), para t ≥ TN . Desse modo, as funções cont́ınuas por

partes vk: R+ → R determinadas pelo Algoritmo 4.22 são tais que (4.10) é satisfeita.

Mostramos assim a existência de uma estratégia de controle que soluciona o problema

de planejamento periódico de trajetórias para o sistema (4.1). Esta estratégia é sintetizada

no teorema abaixo.

Teorema 4.23. Sejam T > 0, X∞ ∈ SU(n) e f1, . . . , fm ∈ R não-nulos. Suponha que

o sistema de controle (4.1) é T -regular ou p-controlável. Então, existem leis de controle

limitadas e cont́ınuas por partes uk: R+ → R, 1 ≤ k ≤ m, tais que

lim
t→∞

(X(t) −Xr(t)) = 0. (4.51)

Mais precisamente, se V (X∞) > δ, onde δ é como no Teorema 4.20, então as entradas

cont́ınuas

uk(t) = ur
k(t) − f 2

kV (X†(t)HkXr(t)), para t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m,

obtidas por integração numérica, garantem que (4.51) é atendida e satisfazem

lim
t→∞

(ur
k(t) − uk(t)) = lim

t→∞
f 2

kV (X†(t)HkXr(t)) = 0, para 1 ≤ k ≤ m. (4.52)

Caso contrário, quando V (X∞) ≤ δ, a execução do Algoritmo 4.22 determina N ∈ N

não-nulo, Z1, . . . , ZN ∈ SU(n), T1, . . . , TN ∈ R+, os quais dependem18 do peŕıodo T e do

estado objetivo X∞, com ZN = I, T1 = 0 e Tℓ+1 > Tℓ, para 1 ≤ ℓ ≤ N − 1, de modo que

as entradas cont́ınuas por partes dadas por

uk(t) = ur
k(t) − f 2

kV (γ(t)†X†(t)HkXr(t)), para t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m,

18Na realidade, N , Z1, . . . , ZN , dependem apenas de X∞.
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onde

γ(t) =





Z1, se t ∈ [0, T2),

Z2, se t ∈ [T2, T3),
...

ZN−1, se t ∈ [TN−1, TN),

ZN = I, se t ∈ [TN ,+∞),

asseguram a validade de (4.51), satisfazem (4.52) e são possivelmente descont́ınuas so-

mente nos instantes t = Tℓ, para 2 ≤ ℓ ≤ N .

Em particular, o problema de planejamento periódico de trajetórias sempre possui

solução quando o sistema de controle (4.1) é controlável em SU(n) ou p-controlável.

Observação 4.24. Relembramos que mesmo quando sabemos que o sistema de controle

(4.1) é T -regular, podemos não ter a nossa disposição expressões anaĺıticas expĺıcitas para

as funções cont́ınuas ur
k do sistema de referência (4.5) que determinam as entradas uk

do sistema no teorema acima. Isto ocorre, por exemplo, quando (4.1) é controlável em

SU(n), ou seja, Lie(H) = su(n). Neste caso, o Método do Retorno de Coron implica que o

sistema é regular (veja o Teorema 4.4). No entanto, o Método do Retorno garante apenas

a existência das funções uT
k que definem ur

k em (4.12), sem fornecer expressões anaĺıticas

expĺıcitas para as mesmas. Felizmente, quando o sistema (4.1) é p-controlável, no qual

estabelecemos o critério algébrico da Proposição 4.15, tanto as funções ur
k do sistema de

referência (4.5) quanto a própria trajetória de referência Xr correspondente, são dadas

anaĺıtica e explicitamente em (4.32) e (4.35), respectivamente.

Observação 4.25. Note que quando o estado X do sistema (4.1) pode ser medido continu-

amente, o Teorema 4.23 estabelece, na realidade, que a execução off-line do Algoritmo 4.22

determina as seguintes leis de controle

uk = uk((T,X∞), X, t) = ur
k(t) − f 2

kV (γ(t)†X†HkXr(t)),

ou seja, leis de controle dependentes do peŕıodo T , do estado objetivo X∞, do estado X do

sistema e do tempo t, que solucionam o problema de planejamento periódico de trajetórias

caso (4.1) seja regular ou p-controlável (note que a aplicação γ depende do par (T,X∞) e

deve ser obtida off-line). Desse modo, se não é posśıvel medirmos o estado X continua-

mente, como na situação em que (4.1) corresponde ao sistema propagador do sistema de

controle (4.3), as entradas limitadas e cont́ınuas por partes uk(t) = uk((T,X∞), X(t), t)

desejadas deverão ser obtidas por integração numérica.
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A solução proposta para o problema de planejamento periódico de trajetórias para

sistemas (4.1) que são regulares, foi publicada nos anais do congresso “48th IEEE Con-

ference on Decision and Control – CDC” com o artigo [112], o qual pode ser visto no

Apêndice G.

Ressaltamos que tanto o resultado de convergência de tipo-Lyapunov do Teorema 4.20

quanto o Algoritmo 4.22 são contribuições da presente pesquisa em relação à Parte II.

Na próxima seção, aplicaremos a estratégia de controle desenvolvida a um sistema

quântico formado duas part́ıculas de spin-1/2, com o objetivo de gerar a porta C–NOT.

4.4 Aplicação em mecânica quântica

Após algumas aproximações (aproximação do comprimento de onda longo (long wa-

velength approximation) e considerando baixa intensidade do campo) e a mudança de

coordenadas global linear

ψ = Tφ ∈ C
4,

onde T ∈M4 é a matriz unitária dada por

T =
1√
2




0 ι 1 0

ι 0 0 −1

ι 0 0 1

0 −ι 1 0



,

um sistema quântico consistindo de duas part́ıculas de spin-1/2 acopladas com interação

de Heisenberg e controladas por um campo eletromagnético externo, pode ser modelado

pela seguinte equação de Schrödinger [23, Caṕıtulo 2 e Seção 5.5], [122], [21],

~ψ̇ = (JD + exγ1Dx + eyγ1Dy + ezγ1Dz)ψ, ψ(0) = ψ0 ∈ S
3, (4.53)

onde ψ ∈ C4 é o estado, as entradas ex, ey, ez ∈ R são as componentes x, y, z do campo

eletromagnético, respectivamente, S3 é a esfera unitária em C4, ~ = h/2π, h é a constante

de Planck, J ∈ R é a constante de acoplamento entre as duas part́ıculas, γ1, γ2 ∈ R

são as razões giromagnéticas (gyromagnetic ratios) da primeira e da segunda part́ıcula,
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respectivamente, r = γ2/γ1, e D,Dx, Dy, Dz ∈ su(n) são dadas respectivamente por

D = diag(3ı,−ı,−ı,−ı),

Dx =




0 0 0 (r − 1)

0 0 −(1 + r) 0

0 (1 + r) 0 0

−(r − 1) 0 0 0



,

Dy =




0 0 (r − 1) 0

0 0 0 (r + 1)

−(r − 1) 0 0 0

0 −(1 + r) 0 0



,

(4.54)

Dz =




0 (r − 1) 0 0

−(r − 1) 0 0 0

0 0 0 −(r + 1)

0 0 (r + 1) 0



.

Assumimos, ainda, que o acoplamento entre as duas part́ıculas é fraco, no sentido de [57,

pág. 363]. Observamos que quando as duas part́ıculas são heteronucleares, esta hipótese

sempre é atendida [57, pág. 366]. Em [62, págs. 8 e 137], são apresentados diversos valores

experimentais de razões giromagnéticas e de constantes de acoplamento. Os primeiros

são da ordem de 107–108 rad T−1s−1 e os últimos da ordem de 10–100 Hz. Além disso,

~ ∼= 1, 054 × 10−34 Js (Joule · segundo) [57, pág. 6].

É uma conseqüência dos prinćıpios da mecânica quântica que a equação de Schrödinger

(4.53) modela a dinâmica do sistema apenas enquanto o sistema permanece isolado de

medições do seu estado. Mais precisamente, a medição causa um colapso no (redução do)

estado do sistema, e a relação entre o estado no momento da medida e o imediatamente

posterior à mesma não pode ser deduzida da equação diferencial determińıstica (4.53), mas

sim de maneira probabiĺıstica pelo Postulado da Projeção da teoria da mecânica quântica

(veja, por exemplo, [117]). Conclúımos, assim, que não é posśıvel aplicar diretamente

técnicas de controle por realimentação de estado.

Temos que o sistema propagador de (4.53) é definido por

~Ż = (JD + exγ1Dx + eyγ1Dy + ezγ1Dz)Z, Z(0) = I, (4.55)
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onde Z ∈ M4. Relembre que se as entradas ex, ey, ez são especificadas e Z: R+ → SU(4)

é a solução correspondente, então a solução ψ: R+ → S3 de (4.53) é dada por

ψ(t) = Z(t)ψ0 ∈ S
3, para t ∈ R+.

Os resultados de [21] estabelecem que, se r 6= 1 em (4.54), então (4.55) é controlável em

SU(4), ou seja, Lie({D,Dx, Dy, Dz}) = su(4). No entanto, o simples fato de sabermos que

(4.55) é controlável em SU(4) não significa que, dado Zf ∈ SU(4), saibamos especificar

entradas ex, ey, ez: [0, tf ] → R que conduzem o estado Z de (4.55) da condição inicial

Z(0) = I até Z(tf ) = Zf em algum instante de tempo tf > 0. Nosso objetivo é a

determinação de leis de controle ex, ey, ez: R+ → R que conduzem o estado Z a partir de

Z(0) = I até uma vizinhança arbitrariamente pequena de Zf ∈ SU(4) em algum instante

de tempo finito. Na seqüência, mostraremos como a estratégia de controle desenvolvida

nesta pesquisa possibilita atingir tal meta.

Primeiramente, seguindo a exposição em [23], [122], [21], mudamos a escala de tempo

pelo fator ~/J e as escalas das entradas pelo fator γ1/~, resultando no sistema de controle

Ẏ = (D + uxDx + uyDy + uzDz)Y, Y (0) = I, (4.56)

onde Y ∈M4 é o estado e ux, uy, uz ∈ R são as novas entradas, com

Z(t) = Y (Jt/~), t ∈ R,

ex =
~

γ1
ux, ey =

~

γ1
uy, ez =

~

γ1
uz.

Observamos que foi provado em [21] que todo estado em SU(4) de (4.56) pode ser atingido

em no máximo 6π unidades de tempo quando r 6= 1.

Por simplicidade, de agora em diante assumiremos que r = 2 em (4.54). Relembramos

que a estratégia de controle proposta é válida apenas para sistemas sem arrasto. Assim,

com o objetivo de eliminar o termo de arrasto DY do sistema (4.56), definimos a seguinte

mudança de coordenadas dependente do tempo

X = Φ(t, Y ) = e−DtY, para todo (t, Y ) ∈ R ×M4. (4.57)

Note que e−Dt ∈ SU(4), para todo t ∈ R, pois D ∈ su(4) (veja (4.54)). Nestas coordena-
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das, (4.56) é descrito por19

Ẋ = (uxCx(t) + uyCy(t) + uzCz(t))X, X(0) = I, (4.58)

onde X ∈M4 é o estado e, para todo t ∈ R,

Cx(t) = e−DtDxe
Dt =




0 0 0 e−ı4t

0 0 −3 0

0 3 0 0

−eı4t 0 0 0



,

Cy(t) = e−DtDye
Dt =




0 0 e−ı4t 0

0 0 0 3

−eı4t 0 0 0

0 −3 0 0



,

Cz(t) = e−DtDze
Dt =




0 e−ı4t 0 0

−eı4t 0 0 0

0 0 0 −3

0 0 3 0



.

Na seqüência, explicaremos a importância f́ısica da mudança de coordenadas (4.57),

baseado em [7], [23]. Suponha que as entradas ux, uy, uz: R+ → R em (4.56) e (4.58)

foram especificadas. Sejam Y,X: R+ → SU(4) as respectivas soluções correspondentes.

Defina as aplicações ϕ, ϕ: R+ → S3 por

ϕ(t) = Y (t)ψ0,

ϕ(t) = X(t)ψ0, para todo t ∈ R+,

respectivamente, onde ψ0 ∈ S3, e escreva

ϕ(t) =




α1(t)

α2(t)

α3(t)

α4(t)



, ϕ(t) =




α1(t)

α2(t)

α3(t)

α4(t)



,

19Em mecânica quântica, esta descrição é geralmente denominada de representação de interação (inte-
raction representation ou interaction picture) [23], [39], [117], [7].
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onde αj(t), αj(t) ∈ C, para 1 ≤ j ≤ 4, t ∈ R+. Resulta de (4.54) e (4.57) que

ϕ(t) = Y (t)ψ0 = eDtX(t)ψ0 = eDtϕ(t) = diag(eı3t, e−ıt, e−ıt, e−ıt)ϕ(t),

para t ∈ R+. Portanto,

|αj(t)|2 = |αj(t)|2,

para todo 1 ≤ j ≤ 4, t ∈ R+. Isto significa que a mudança de coordenadas (4.57)

preserva as amplitude de probabilidade dos estados ϕ e ϕ correspondentes a (4.56) e (4.58),

respectivamente. Considere a norma Euclidiana em M4 e sejam ǫ > 0, X∞ ∈ SU(4).

Suponha que existe t′ ∈ R+ tal que ‖X(t′) −X∞‖ ≤ ǫ. Escreva

X∞ψ0 =




β1

β2

β3

β4




∈ S
3.

Temos então que

| |αj(t
′)|−|βj| | = | |αj(t

′)|−|βj| | ≤ |αj(t
′)−βj | ≤ ||ϕ(t′)−X∞ψ0‖ = ‖(X(t′)−X∞)ψ0‖ ≤ ǫ,

para 1 ≤ j ≤ 4. Desse modo, conclúımos que se X(t′) está próximo de X∞, então as

amplitudes de probabilidade de ϕ(t′) = Y (t′)ψ0 ∈ S3 estão próximas das de X∞ψ0 ∈ S3.

Agora, considere as matrizes HR
ij = (hR,ij

kℓ ), HI
ij = (hI,ij

kℓ ) ∈ su(4) definidas por

hR,ij
ij = 1, hR,ij

ji = −1, hR,ij
kℓ = 0, se k, ℓ 6= i, j,

hI,ij
ij = ı, hI,ij

ji = ı, hI,ij
kℓ = 0, se k, ℓ 6= i, j,

respectivamente, para cada 1 ≤ i < j ≤ 4. Por exemplo,

HR
12 =




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, HI

23 =




0 0 0 0

0 0 ı 0

0 ı 0 0

0 0 0 0



.

Relembramos que dim(su(4)) = 15. É fácil ver que

{HR
ij , H

I
ij, H

d
12, H

d
23, H

d
34, 1 ≤ i < j ≤ 4} ⊂ su(n),
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é um base vetorial de su(4), onde

Hd
12 =




ı 0 0 0

0 −ı 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, Hd

13 =




ı 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −ı 0

0 0 0 0



, Hd

14 =




ı 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −ı



.

Escolhemos as entradas reais ux, uy, uz do sistema (4.58) como

ux , (u1 + ıu2)e
ı4t + (u1 − ıu2)e

−ı4t = 2u1 cos(4t) − 2u2 sin(4t),

uy , (u3 + ıu4)e
ı4t + (u3 − ıu4)e

−ı4t = 2u3 cos(4t) − 2u4 sin(4t),

uz , (u5 + ıu6)e
ı4t + (u5 − ıu6)e

−ı4t = 2u5 cos(4t) − 2u6 sin(4t), para t ∈ R,

(4.59)

respectivamente, onde u1, . . . , u6 ∈ R são as novas entradas. Aplicando a aproximação

da onda girante20 (rotating wave approximation – RWA) ao sistema (4.58)–(4.59), a qual

consiste em considerar apenas os termos que são independentes do tempo e desprezar

todos os que são oscilatórios, obtemos o seguinte sistema de controle sem arrasto

Ẋrwa =
6∑

k=1

ukHkXrwa, Xrwa(0) = I, (4.60)

onde Xrwa ∈M4 é o estado, uk são os controles e

H1 = HR
14, H2 = HI

14, H3 = HR
13, H4 = HI

13, H5 = HR
12, H6 = HR

12.

Observamos que quando as entradas uk possuem amplitudes relativamente pequenas e

variações relativamente lentas, espera-se que, ao menos em algum intervalo [0, trwa], onde

trwa > 0, o erro resultante da aproximação da onda girante X −Xrwa seja relativamente

pequeno, isto é, ‖X(t) − Xrwa(t)‖ ≈ 0, t ∈ [0, trwa], onde X é a solução correspondente

do sistema de controle (4.58)–(4.59).

20Veja, por exemplo, [99], [108], [23], [53], [110, Caṕıtulos 3, 5, 13 e 14], [39] .
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Temos que

[H1, H2] = 2Hd
14, [H1, H3] = HR

34, [H1, H4] = −HI
34,

[H1, H5] = HR
24, [H1, H6] = −HI

24,

[H3, H4] = 2Hd
13, [H3, H5] = HR

23, [H3, H6] = −HI
23,

[H5, H6] = 2Hd
12.

Portanto, o sistema de controle (4.60) é 4-controlável (p = 4) com

H1 = H1, H2 = H2, H3 = H3, H4 = H5.

Em particular, (4.60) é regular, ou seja, T -regular para todo T > 0. Desse modo, podemos

aplicar o Teorema 4.23 para resolver o problema de planejamento periódico de trajetórias

para o sistema de controle (4.60).

Especificamos o peŕıodo como T = 40 e, como estado objetivo X∞, escolhemos a

matriz correspondente à porta lógica quântica C-NOT (Controlled-NOT )

X∞ =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0




∈ SU(4),

que é uma das portas universais e possui grande importância na teoria de computação

quântica e informação quântica. Mais precisamente, do mesmo modo que a porta lógica

clássica NAND é universal, isto é, qualquer operação em bits clássicos pode ser realizada

como uma composição de portas NAND, a porta lógica quântica C-NOT, juntamente com

as portas um qubit (single qubit gate), forma um conjunto universal, ou seja, qualquer

operação unitária em qubits pode ser implementada a partir de portas C-NOT e portas

um qubit. Para maiores detalhes, veja [81], [54].

Decorre da Observação 4.21 que

G = {−4, 0, 4}, δ = 0.

Temos também que

V (X∞) = ℜ(tr(X∞)) = 2 > 0.
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Como o sistema de controle (4.60) é 4-controlável, o Teorema 4.23 implica que, para

quaisquer “ganhos de realimentação” f 2
k > 0, as seguintes entradas cont́ınuas

uk(t) = ur
k(t)−vk(t) = ur

k(t)−f 2
kV (X†

rwa(t)HkXr(t)), para t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ 6, (4.61)

obtidas por integração numérica, asseguram que

lim
t→∞

(Xrwa(t) −Xr(t)) = 0, (4.62)

onde a trajetória de referência Xr é dada por (4.35) e ur
k por (4.32) com Tp = T/p = 10

(veja(4.31)), ou seja,

ur
k(t) =





sin(2πt/10)c1k, para ℓ40 ≤ t < ℓ40 + 10,

sin(2πt/10)c2k, para ℓ40 + 10 ≤ t < ℓ40 + 20,

sin(2πt/10)c3k, para ℓ40 + 20 ≤ t < ℓ40 + 30,

sin(2πt/10)c4k, para ℓ40 + 30 ≤ t < (ℓ+ 1)40,

(4.63)

para todo t ∈ R, ℓ ∈ Z, e cjk, 1 ≤ j ≤ 4, são os elementos correspondentes da matriz

C = (cjk) definida por

C =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0



. (4.64)

Relembre que Xr(ℓTp) = Xr(10ℓ) = X∞, para ℓ ∈ Z (veja (4.36)).

Mostraremos agora os resultados de simulação obtidos no intervalo [0, T ] = [0, 40]

com fk = 1, 1 ≤ k ≤ 6. Utilizaremos a norma Euclidiana em M4. A Figura 4.1 exibe a

convergência de ‖Xrwa−Xr‖ para zero. Percebemos que a norma do erro de rastreamento

é não-crescente. Na Figura 4.2, apresentamos as funções ur
k em (4.63) e as entradas uk

em (4.61), 1 ≤ k ≤ 6. É facilmente visualizado que cada função ur
k corresponde de fato a

uma modulação de sin(2πt/10) pelos pulsos de duração Tp = 10 determinados pela matriz

C em (4.64). As “realimentações” vk = V (X†
rwaHkXr(t)), 1 ≤ k ≤ 6, são mostradas

na Figura 4.3. Observe que as amplitudes de v2, v5, v6 são muito menores do que as de

v1, v3, v4. Todos os resultados que comentamos até o momento são referentes ao sistema de

controle (4.60)–(4.61). Vejamos agora os resultados obtidos para o sistema de controle que

precede a aproximação da onda girante, isto é, o sistema (4.58)–(4.59), onde as entradas

(4.59) são determinadas por (4.61) e (4.63). Na Figura 4.4, mostramos a norma do erro
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de rastreamento X −Xr entre a trajetória X de (4.58)–(4.59) e a trajetória de referência

Xr, e, na Figura 4.5, as entradas ux, uy, uz. Observamos que os valores assumidos por

‖X − Xr‖ não são satisfatórios. Assim, devemos encontrar uma maneira de diminuir a

amplitude e a taxa de variação das entradas uk obtidas de modo que o erro X − Xrwa

decorrente da aproximação da onda girante seja relativamente pequeno. Isto é o que

descrevemos na seqüência, inspirados em [48, Teorema 5.1].

Seja α > 0 um número real, uk: R+ → R como em (4.61) e Xrwa a solução correspon-

dente de (4.60). Defina as novas entradas uα
k : R+ → R por

uα
k (t) , αuk(αt) = αur

k(αt) − αvk(αt) , uαr
k (t) − vα

k (t), para t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ 6.

Note que uα
k corresponde a uma mudança na escala de tempo e na escala dos controles pelo

fator α. Observe, ainda, que (4.60), (4.61), (4.63) e (4.35) implicam que uk, v̇k, 1 ≤ k ≤ 6,

são limitadas em R+, ou seja, existe β > 0 tal que |uk(t)| ≤ β, |v̇k(t)| ≤ β, para todo

t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ 6. Além disso, se t 6= ℓ40 + j10, para ℓ ∈ N, 0 ≤ j ≤ 3, temos que

|u̇r
k(t)| ≤ |(2π/10) cos(2πt/10) max{c1k, . . . , c4k}| ≤ (2π/10)|max{c1k, . . . , c4k}| , βk.

Logo,

|uα
k (t)| = α|uk(αt)| ≤ αβ, para t ∈ R+,

|u̇α
k (t)| = |α2u̇r

k(αt) − α2v̇k(αt)| ≤ α2(βk + β), t 6= (ℓ40 + j10)/α, ℓ ∈ N, 0 ≤ j ≤ 3.

Desse modo, para α > 0 suficientemente pequeno, a amplitude e a taxa de variação

dos uα
k serão relativamente pequenas. Portanto, conclúımos que quando α > 0 é sufici-

entemente pequeno, espera-se que, ao menos em algum intervalo [0, trwa], onde trwa > 0,

o erro resultante da aproximação da onda girante seja relativamente pequeno, isto é,

‖Xα(t) − Xα
rwa(t)‖ ≈ 0, t ∈ [0, trwa], onde Xα denota a solução do sistema de controle

(4.58)–(4.59) com uα
k no lugar de uk e Xα

rwa é a solução de (4.60) com as entradas uα
k .

Denotaremos as entradas resultantes em (4.59) por uα
x , u

α
y , u

α
z .

Considere a aplicação Xα
r : R+ → SU(n) definida por

Xα
r (t) = Xr(αt), para t ∈ R+,

relembrando que Xr é como em (4.35). É claro que Xα
r (1000ℓ) = X∞, para ℓ ∈ Z e que

Xα
r possui peŕıodo T/α, ou seja, Xα

r é uma trajetória de referência. Note também que
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Xα
r é a solução do sistema de referência (4.5) com as funções uαr

k no lugar de ur
k. Além

disso, é fácil ver que a solução Xα
rwa de (4.60) com as entradas uα

k é dada por

Xα
rwa = Xrwa(αt), para t ∈ R+.

e que

vα
k (t) = αf 2

kV ((Xα
rwa)

†(t)HkX
α
r (t)), para t ∈ R+.

De (4.62), obtemos então que

lim
t→∞

(Xα
rwa(t) −Xα

r (t)) = 0. (4.65)

Logo, para α > 0 suficientemente pequeno, é esperado que, ao menos em algum intervalo

[c, d], onde 0 ≤ c < d, tenhamos ‖Xα(t) −Xα
r (t)‖ ≈ 0, para todo t ∈ [c, d].

No que se segue, apresentamos os resultados de simulação obtidos com base na técnica

descrita acima. Especificamos α = 0, 01 e fk = 1, 1 ≤ k ≤ 6. O intervalo de tempo

simulado foi [0, T/α] = [0, 4000]. Na Figura 4.6, mostramos a convergência da norma do

erro de rastreamento Xα
rwa −Xα

r para zero. Por definição, Xα
rwa −Xα

r difere de Xrwa −Xr

apenas por uma mudança na escala de tempo pelo fator α = 0, 01 (compare com a

Figura 4.1). A Figura 4.7 apresenta a norma do erro de rastreamento Xα − Xα
r . Veja

a Figura 4.8 para maiores detalhes no intervalo [3750, 3775]. Observe que ‖Xα −Xα
r ‖ é

relativamente próxima de ‖Xα
rwa −Xα

r ‖ no intervalo [0, 4000] (veja a Figura 4.6) e que

‖Xα(1000ℓ) −X∞‖ < 0, 025, para 2 ≤ ℓ ≤ 4.

Através da comparação entre os resultados da Figura 4.7 e os da Figura 4.4, conclúımos

que a aproximação da onda girante fornece de fato resultados razoáveis para uma boa

escolha de α. No entanto, devido à mudança na escala de tempo pelo fator α, existe

a desvantagem de termos de aumentar o instante de tempo t′ > 0 necessário para que

‖Xα(t′) −X∞‖ satisfaça as especificações práticas. Os envelopes das entradas uα
x , u

α
y , u

α
z

que controlam o estado Xα são mostrados na Figura 4.9. Maiores detalhes no intervalo

[1000, 1100] podem ser vistos na Figura 4.10. A norma do erro resultante da aproximação

da onda girante Xα − Xα
rwa é exibida na Figura 4.11, e em maiores detalhes no inter-

valo [1000, 1050] na Figura 4.12. Percebemos que ‖Xα(t) −Xα
rwa(t)‖ < 0, 025, para todo

t ∈ [0, 4000], e que ‖Xα(1000ℓ) − Xα
rwa(1000ℓ)‖ < 0, 005, para 2 ≤ ℓ ≤ 4. Por fim, as

funções uαr
k e as entradas uα

k são apresentadas na Figura 4.13 e, na Figura 4.14, exibimos

as “realimentações” vα
k = V ((Xα

rwa)
†HkX

α
r (t)). Relembramos que uαr

k , u
α
k , v

α
k estão relacio-
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nadas a ur
k, uk, vk, respectivamente, por uma mudança na escala de tempo e na escala dos

controles pelo fator α = 0, 01 (compare com a Figura 4.2 e com a Figura 4.3).

Voltamos agora ao fato de o sistema (4.60) ser regular, ou seja, T -regular, para T > 0.

Especificamos novamente T = 40. Com base na Observação 4.3 (Cj
k(0) = Bj

k(0)), pacotes

de computação simbólica mostraram que se definirmos as funções suaves ur
k: R → R em

(4.12) por

ur
k(t) =

nf∑

ℓ=1

akℓ sin(2πℓt/40), para t ∈ R, 1 ≤ k ≤ 6, (4.66)

onde nf ≥ 3 e akℓ ∈ R são escolhidos de maneira aleatória a partir da distribuição uniforme

no intervalo [−a, a], com a > 0 “suficientemente grande”, então é “muito provável” que

dim(span{Bj
k(0), 1 ≤ k ≤ 6, 0 ≤ j ≤ 6}) = 15, (4.67)

ou seja, (4.13) é satisfeita, onde Bj
k é como em (4.14). Note que como ur

k em (4.66) é uma

função periódica ı́mpar de peŕıodo T = 40, temos que a solução XT
r correspondente de

(4.5) com XT
r (0) = I também possui peŕıodo T = 40 (veja os argumentos utilizados na

Observação 4.8). Definimos então a trajetória de referência Xr = XT
r X∞ seguindo (4.15).

Quando (4.67) é atendida, o Teorema 4.23 estabelece que as entradas

uk(t) = ur
k(t)−vk(t) =

nf∑

ℓ=1

akℓ sin(2πℓt/40)−f 2
kV (X†

rwa(t)HkXr(t)), t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ 6,

(4.68)

garantem que

limt→∞ vk(t) = limt→∞ f 2
kV (X†

rwa(t)HkXr(t)) = 0, para 1 ≤ k ≤ m,

limt→∞(Xrwa(t) −Xr(t)) = 0,
(4.69)

onde Xrwa é a solução de (4.60) com as entradas (4.68). Note que, em (4.66), a e nf

determinam, num certo sentido, o “ńıvel de excitação” das funções ur
k. Simulações com-

putacionais feitas indicaram que, com fk = 1, a taxa de convergência para zero do erro

de rastreamento Xrwa −Xr torna-se mais elevada à medida que a e nf tornam-se maiores

(assumindo (4.67), é claro).

Mostramos agora os resultados de simulação obtidos no intervalo [0, 4T ] = [0, 160],

com fk = 1, a = 1, nf = 3 e akℓ escolhidos como os elementos correspondentes da matriz
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A = (akℓ) dada por

A =




−2.00 −1.39 4.66

−0.31 −1.54 0.92

−4.69 −0.31 1.75

−2.79 0.77 4.09

2.19 0.60 −0.27

−0.18 −4.44 −1.38




.

Para estas especificações, verificamos que (4.67) é satisfeita. A Figura 4.15 exibe a conver-

gência de ‖Xrwa−Xr‖ para zero. Percebemos que ‖Xrwa−Xr‖ é uma função não-crescente.

Na Figura 4.16, apresentamos as funções ur
k em (4.66) e as entradas uk em (4.68). As

“realimentações” vk = V (X†
rwaHkXr(t)) são mostradas na Figura 4.17. Comprovamos que

as mesmas estão de acordo com (4.69). Ao compararmos as Figuras 4.15 e 4.16 com

as Figuras 4.1 e 4.2 (caso 4-controlável), respectivamente, observamos que, apesar de as

entradas obtidas na Figura 4.16 (correspondentes à (4.68) com Xr dada por (4.15)) terem

mais energia do que as obtidas na Figura 4.2 (correspondentes à (4.61) com Xr dada por

(4.35)), a convergência de ‖Xrwa − Xr‖ na Figura 4.1 é, à grosso modo, mais rápida do

que na Figura 4.15.
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Figura 4.1: Convergência da norma do erro de rastreamento Xrwa −Xr para zero.
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Figura 4.2: Funções ur
k e entradas uk, 1 ≤ k ≤ 6.
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Figura 4.3: “Realimentações” vk = V (X†
rwaHkXr(t)), 1 ≤ k ≤ 6.
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Figura 4.4: Norma do erro de rastreamento X −Xr.
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Figura 4.5: Entradas ux, uy, uz.



Planejamento Periódico de Trajetórias para Sistemas sem Arrasto em SU(n) 129

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0

0.5

1

1.5

2

2.5

||X
α rw

a(t
) 

−
 X

α r
(t

)|
|

t

Figura 4.6: Convergência da norma do erro de rastreamento Xα
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Figura 4.8: Norma do erro de rastreamento Xα −Xα
r no intervalo [3750, 3775].
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z no intervalo [1000, 1100].
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Figura 4.12: Norma do erro de aproximação Xα −Xα
rwa no intervalo [1000, 1050].

0 1000 2000 3000 4000
−0.01

0

0.01

t

uα 
r

1
(t

),
 u

α 1
(t

)

 

 
uα r

1

uα
1

0 1000 2000 3000 4000
−0.01

0

0.01

t

uα 
r

2
(t

),
 u

α 2
(t

)

 

 
u

2
α r

uα
2

0 1000 2000 3000 4000
−0.01

0

0.01

t

u 3α 
r (t

),
 u

α 3
(t

)

 

 
u

3
α r

uα
3

0 1000 2000 3000 4000
−2

0
2
4

x 10
−4

t

u 4α 
r (t

),
 u

α 4
(t

)

 

 
u

4
α r

uα
4

0 1000 2000 3000 4000
−0.01

0

0.01

t

u 5α 
r (t

),
 u

α 5
(t

)

 

 

u
5
α r

uα
5

0 1000 2000 3000 4000
−1

0
1
2

x 10
−9

t

u 6α 
r (t

),
 u

α 6
(t

)

 

 
u

6
α r

uα
6

Figura 4.13: Funções uαr
k e entradas uα
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Figura 4.14: “Realimentações” vα
k = V ((Xα
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†HkX
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r (t)), 1 ≤ k ≤ 6.
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Figura 4.15: Convergência da norma do erro de rastreamento Xrwa −Xr para zero para
o caso regular.
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Figura 4.16: Funções ur
k e entradas uk para o caso regular, 1 ≤ k ≤ 6.
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Figura 4.17: “Realimentações” vk = V (X†
rwaHkXr(t)) para o caso regular.



Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Na presente pesquisa, estabelecemos condições geométricas para a triangularização

de sistemas não-lineares com duas entradas (Parte I) e desenvolvemos uma estratégia de

controle que soluciona o problema de planejamento periódico de trajetórias para sistemas

de controle sem arrasto que evoluem no grupo especial unitário SU(n) (Parte II).

Na seqüência, enfatizaremos as contribuições desta tese em relação à cada parte, co-

mentaremos alguns pontos espećıficos das mesmas, e recomendaremos certos assuntos a

serem investigados futuramente.

As contribuições referentes à Parte I são:

1. O Teorema 3.10, que pode ser visto como uma generalização dos resultados de [76]

para sistemas sem arrasto;

2. O Corolário 3.12, que pode ser visto como uma generalização dos resultados de [68]

para sistemas sem arrasto;

3. O Teorema 3.17, que apresenta condições suficientes para que um sistema planar

com até cinco variáveis de estado (i.e. 2 ≤ n ≤ 5) seja triangularizado.

Relembramos que, conforme mostrado na Introdução deste trabalho, a forma triangu-

lar determinada pelo Teorema 3.10 e pelo Corolário 3.12 implica que, exceto por algumas

condições de regularidade, o sistema é planar. Portanto, quando um sistema de controle

com duas entradas satisfaz as condições do Teorema 3.10 ou do Corolário 3.12, os proble-

mas de planejamento de trajetórias, rastreamento de trajetórias e rastreamento da sáıda
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planar podem, a menos de certas exigências de regularidade, serem tratados com base nas

propriedades de platitude diferencial.

Em [67], é mostrado que o satélite artificial com dois controles é planar quando o valor

de um parâmetro real a possui modulo unitário. Até onde é de conhecimento do autor,

saber se tal sistema é ou não planar para outros valores de a ainda é um problema em

aberto. É claro que do ponto de vista prático, é desejável que o satélite seja planar para

qualquer valor posśıvel de a. Apesar de não termos inclúıdo neste trabalho, constatamos

que o satélite com dois controles não atende as condições do Teorema 3.10, para quaisquer

pontos do espaço de estados e para quaisquer valores de a. Mais precisamente, é facilmente

verificado que, mesmo após uma realimentação endógena que considera o estado ω1 como

entrada, a regularidade exigida do flag derivado não é satisfeita, para quaisquer valores

de a e para quaisquer pontos do espaço de estado. Logo, o referido sistema não pode

ser descrito pela forma triangular do Teorema 3.10. Conclúımos então que a questão de

estabelecer se o satélite com dois controles é planar para |a| 6= 1 permanece em aberto, o

que reforça ainda mais a complexidade do problema.

Sugerimos as seguintes investigações futuras em relação à Parte I:

1. Generalização do Teorema 3.10 para sistemas com múltiplas entradas;

2. Generalização do Teorema 3.17 para n ≥ 6 ou, ao menos, determinação de um

contra-exemplo de triangularização com n ≥ 6;

3. Verificação da equivalência entre a forma triangular do Teorema 3.10 e a do Teo-

rema 3.17 (após uma mudança de coordenadas e uma realimentação regular).

Acreditamos que um ponto de partida para abordar o primeiro assunto possa ser os

resultados de [85].

As contribuições em relação à Parte II são:

1. O Teorema 4.20, que é um resultado de convergência de tipo-Lyapunov para o

sistema auxiliar (4.19)–(4.20);

2. O Algoritmo 4.22, que, juntamente com o Teorema 4.20, determina uma estratégia

de controle que soluciona o problema de planejamento periódico de trajetórias (veja

o Teorema 4.23).
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Os resultados razoáveis de simulação obtidos com a aplicação da técnica de controle

desenvolvida a um sistema quântico consistindo de duas part́ıculas de spin-1/2, com o

objetivo de gerar a porta lógica quântica C-NOT, a qual tem grande importância na te-

oria de computação quântica, podem, possivelmente, ser considerados como uma terceira

contribuição referente à Parte II da presente pesquisa. Acrescentamos, ainda, que deter-

minamos entradas cont́ınuas para o referido sistema. Desse modo, evitamos, à prinćıpio,

as dificuldades práticas decorrentes da utilização de entradas constantes por partes, as

quais podem invalidar o modelo do sistema.

Observamos que, como o Teorema 4.20 apresenta uma região de convergência que é

local e não global, é exigida a execução offline do Algoritmo 4.22 para determinar as leis de

controle uk = uk((T,X∞), X, t) que forçam o estado do sistema a seguir uma trajetória de

referência de peŕıodo T > 0 que passa pelo estado objetivo X∞ ∈ SU(n). Caso a região de

convergência fosse global, o Algoritmo 4.22 passaria a ser desnecessário e encontraŕıamos

leis de controle realimentadas da forma uk = uk(X, t) que poderiam ser implementadas

em tempo real no sistema.

Além disso, até onde é de conhecimento do autor, a aproximação da onda girante

não possui um tratamento rigoroso do ponto de vista matemático, principalmente quando

existem várias freqüências envolvidas.

Recomendamos, então, os seguintes assuntos de pesquisa futuros:

1. Determinação de um resultado de convergência global para o sistema (4.19)–(4.20);

2. Formalização matemática da aproximação da onda girante.



Apêndice A

Resultados de Geometria Diferencial

Ao longo de todo este apêndice, M é uma variedade suave de dimensão finita.

Teorema A.1. [6], [41], [55] Considere que U ⊂ M é aberto. Sejam X, Y, Z ∈ X(U),

α, β ∈ C∞(U) e V ⊂ U um aberto. Então:

1. O colchete de Lie é R-bilinear;

2. [X, Y ] = −[Y,X];

3. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (identidade de Jacobi);

4. [X, Y ]|V = [X|V, Y |V ];

5. [αX, βY ] = αβ[X, Y ] + α(LXβ)Y − (LY α)βX.

Teorema A.2. [6] Seja U ⊂M um aberto. A derivada exterior d: Ω(U) → Ω(U) possui

as seguintes propriedades:

1. d é uma aplicação R-linear e d(Ωr(U)) ⊂ Ωr+1(U);

2. Se f ∈ C∞(U), então df ∈ Ω1(U) coincide com a diferencial de f ;

3. Se θ ∈ Ωr(U) e σ ∈ Ωs(U), então d(θ ∧ σ) = (dθ) ∧ σ + (−1)rθ ∧ (dσ);

4. d ◦ d = 0;

5. Se V ⊂ U é aberto e ω ∈ Ω(U), então (dω)|V = d(ω|V ).
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Proposição A.3. [41], [55] Considere que U ⊂ M é aberto. Sejam X,X1, X2 ∈ X(U),

ω, ω1, ω2 ∈ Ω1(U), α, β ∈ C∞(U), a, b ∈ R. Então:

1. L(aX1+bX2)ω = aLX1
ω + bLX2

ω;

2. LX(aω1 + bω2) = aLXω1 + bLX2
ω;

3. LαXβω = αβ(LXω) + 〈ω,X〉βdα+ α(LXβ)ω;

4. LXdα = d(LXα);

5. Se V ⊂ U é aberto, então LX|V (α|V ) = (LXα)|V .

Demonstração. Conseqüência imediata do Teorema A.2, do Teorema 2.8 e do Teo-

rema 2.10.

Proposição A.4. Sejam ∆,∆1,∆2 distribuições em U , onde U ⊂M é aberto e ∆2 ⊂ ∆1.

Considere que V,W são conjuntos abertos em M , com W ⊂ V ⊂ U . Então:

1. (∆|V )p = ∆p, para todo p ∈ V ;

2. Se ∆ = spanC∞(U){X1, . . . , Xr}, então ∆p = span
R
{X1

p , . . . , X
r
p}, para todo p ∈ U ,

e ∆|V = spanC∞(V ){X1|V, . . . , Xr|V };

3. Se ∆p = span
R
{X1

p . . . , X
r
p}, para todo p ∈ V , onde X1, . . . , Xr ∈ ∆ são indepen-

dentes em V , então ∆|V = spanC∞(V ){X1|V, . . . , Xr|V } e dim(∆|V ) = r;

4. (∆|V )|W = ∆|W ;

5. ∆2
p ⊂ ∆1

p, para todo p ∈ U ;

6. ∆2|V ⊂ ∆1|V ;

7. Se ∆ é involutiva, então ∆|V é involutiva.

Demonstração. Todas as afirmações acima, exceto pela terceira e última, seguem de ma-

neira trivial das definições. Note que spanC∞(V ){X1|V, . . . , Xr|V } ⊂ ∆|V . Os argumentos

necessários para mostrar que ∆|V ⊂ spanC∞(V ){X1|V, . . . , Xr|V } são semelhantes aos uti-

lizados na demonstração do Proposição A.9. A última afirmação é uma conseqüência

imediata do Teorema A.1.
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Proposição A.5. Seja ∆ uma distribuição em U , onde U ⊂ M é aberto. Suponha que

p ∈ U é um ponto regular de ∆ com dim(∆p) = r. Então, existe uma vizinhança aberta

V ⊂ U de p e r campos de vetores X1, . . . , Xr ∈ ∆ independentes em V , tais que

∆q = spanR{X1
q , . . . , X

r
q},

para todo q ∈ V . Em particular, dim(∆|V ) = r e

∆|V = spanC∞(V ){X1|V, . . . , Xr|V }.

Demonstração. Sendo p ∈ U é um ponto regular de ∆, existe, por definição, uma

vizinhança aberta V ⊂ U de p tal que dim(∆q) = r, para todo q ∈ V . Assim,

existem X1, . . . , Xr ∈ ∆ ⊂ X(U) tais que X1
p , . . . , X

r
p ∈ TpM são linearmente in-

dependentes e ∆p = span
R
{X1

p , . . . , X
r
p}. Sabemos que existe também uma carta lo-

cal ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta W ⊂ V ⊂ U de p. Como

X1
p , . . . , X

r
p ∈ Tp(M) são independentes e B = {∂/∂x1

p, . . . , ∂/∂x
n
p} é uma base do espaço

vetorial real TpM , existem n − r vetores tangentes ∂/∂xkr+1

p , . . . , ∂/∂xkn
p ∈ B tais que

{X1
p , . . . , X

r
p , ∂/∂x

kr+1

p , . . . , ∂/∂xkn
p } é uma base de TpM . Temos que

X i
q =

n∑

j=1

aij(q)∂/∂xj
q ,

para todo q ∈ W e todo 1 ≤ i ≤ r, onde aij ∈ C∞(W ), pois X i ∈ ∆ ⊂ X(U). Para cada

q ∈ W , considere a matriz quadrada A(q) = (aij(q)) ∈ Rn×n definida por aij(q) = aij(q),

para 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n, e aij(q) = δkij, para r + 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, onde δkij é o

delta de Kronecker, isto é, δkij = 1, para ki = j, e δkij = 0, para ki 6= j. Como a função

D: W → R definida por D(q) = det(A(q)), para todo q ∈ W , é cont́ınua1 com D(p) 6= 0,

conclúımos que D(q) 6= 0, para todo q ∈W (restringindo W se necessário). Desse modo,

{X1
q , . . . , X

r
q , ∂/∂x

kr+1

q , . . . , ∂/∂xkn
q } é uma base de TqM , para todo q ∈W . Em particular,

{X1
q , . . . , X

r
q} ⊂ ∆q são independentes, para todo q ∈ W . Mas, dim(∆q) = r, para cada

q ∈ W . Portanto, {X1
q , . . . , X

r
q} é uma base de ∆q, para todo q ∈W ⊂ V ⊂ U .

Definição A.6. [59], [41] Seja p ∈M e considere que R é um subespaço vetorial de TpM .

Definimos o seguinte subespaço vetorial de T ∗
pM

R⊥ = {ωp ∈ T ∗
pM | 〈ωp, Xp〉 = 0, para todo Xp ∈ R},

1Veja, por exemplo, [52, pág. 342].



Resultados de Geometria Diferencial 141

denominado de anulador de R. Suponha que S é um subespaço vetorial de T ∗
pM . Defini-

mos o seguinte subespaço de TpM

S⊥ = {Xp ∈ TpM | 〈ωp, Xp〉 = 0, para todo ωp ∈ S},

denominado de anulador de S.

Pode-se mostrar que2 (R⊥)⊥ = R e (S⊥)⊥ = S. Além disso, se dim(M) = n e

dim(R) = r, então dim(R⊥) = n− r. O mesmo resultado também é válido para S.

Proposição A.7. [55] Considere que U é um aberto em M com a topologia de subespaço.

Seja F um conjunto fechado em U e V um conjunto aberto em U com F ⊂ V . Então,

existe σ ∈ C∞(U) tal que:

1. 0 ≤ σ(p) ≤ 1, para todo p ∈ U ;

2. σ(p) = 1, para todo p ∈ F ;

3. supp σ , {p ∈ U | σ(p) 6= 0} ⊂ V , onde o fecho é tomado em relação a U .

Proposição A.8. Seja ∆ uma distribuição em U e considere que p ∈ U é um ponto

regular de ∆, onde U ⊂ M é aberto, dim(M) = n e dim(∆p) = r. Então, p é um ponto

regular de ∆⊥ com dim((∆⊥)p) = n− r. Além disso, existe uma vizinhança aberta V ⊂ U

de p tal que, para todo q ∈ V ,

(∆q)
⊥ = (∆⊥)q,

((∆⊥)⊥)q = ∆q.

Demonstração. Pela Proposição A.5, existe uma vizinhança aberta V ⊂ U de p e r campos

de vetores X1, . . . , Xr ∈ ∆ independentes em V , tais que

∆q = span
R
{X1

q , . . . , X
r
q}, (A.1)

para todo q ∈ V . É fácil ver a partir da demonstração da Proposição A.5 que existem

Xr+1, . . . , Xn ∈ X(W ) tais que {X1
q , . . . , X

r
q , X

r+1
q , . . . , Xn

q } é uma base de TqM , para

todo q ∈W , onde W ⊂ V ⊂ U é uma vizinhança aberta de p. Sejam ω1, . . . , ωn ∈ Ω1(W )

2Veja, por exemplo, [59].
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as (únicas) 1-formas que são o dual de X1, . . . , Xn em todos os pontos de W ⊂ U , isto é,

〈ωi
q, X

j
q 〉 = δij, para todo 1 ≤ i, j ≤ n e todo q ∈W . Portanto, decorre de (A.1) que

(∆q)
⊥ = span

R
{ωr+1

q , . . . , ωn
q }, (A.2)

para todo q ∈W ⊂ U .

Para cada r + 1 ≤ i ≤ n, podemos estender a 1-forma ωi ∈ Ω1(W ) para uma 1-forma

ωi ∈ Ω1(U) de maneira que ωi ∈ ∆⊥ e ωi(q) = ωi(q), para todo q ∈ W (restringindo

W se necessário). De fato3, temos que ωi
q =

∑n
j=1 b

ij(q)dxj
q, para todo 1 ≤ i ≤ n e

cada q ∈ W , onde bij ∈ C∞(W ) e ϕ = (x1, . . . , xn) é uma carta local definida em W

(restringindo W se necessário). Sabemos que existe um conjunto compacto F em U e

um conjunto aberto W̃ em U que satisfazem p ∈ W̃ ⊂ F ⊂ W ⊂ U , onde a topologia

de U é a topologia de subespaço. A Proposição A.7 implica então que existe σ ∈ C∞(U)

tal que σ(q) = 1, para todo q ∈ F , e supp σ ⊂ W . Seja 1 ≤ i ≤ n. Definimos

ωi
q , σ(q)ωi

q = σ(q)
∑n

j=1 b
ij(q)dxj

q ∈ T ∗
q M , para cada q ∈ W , e ωi

q = 0 ∈ T ∗
q M , para

cada q ∈ (U − supp σ). Note que ωi
q = 0, para todo q ∈W ∩ (U − supp σ) = W − supp σ.

Portanto, o vetor cotangente ωi
q ∈ T ∗

q M está bem definido, para cada q ∈ U . Como

U − (W − supp σ) = (U − W ) ∪ supp σ, temos que W − supp σ é um aberto em U .

Portanto, ωi ∈ Ω1(U). Observe que, por construção, ωi ∈ ∆⊥ e ωi
q = ωi

q, para todo

q ∈ W̃ ⊂ F ⊂ W ⊂ U e cada r + 1 ≤ i ≤ n.

Agora, seja q ∈ W e considere que ωq ∈ (∆⊥)q. Como {ω1
q , . . . , ω

n
q } é uma base de

T ∗
q M e X1, . . . , Xr ∈ ∆, segue que ωq =

∑n
j=r+1 c

jωj
q, onde cj ∈ R. Assim, obtemos de

(A.2) que (∆⊥)q = (∆q)
⊥ = span

R
{ωr+1

q , . . . , ωn
q }, para todo q ∈ W . Logo, p ∈ U é um

ponto regular de ∆⊥ com dim((∆⊥)p) = n− r. Aplicando argumentos análogos aos acima

à codistribuição ∆⊥, conclúımos que existe uma vizinhança aberta Ṽ ⊂ W de p tal que,

para todo q ∈ Ṽ , ((∆⊥)⊥)q = ((∆⊥)q)
⊥ = ((∆q)

⊥)⊥ = ∆q.

Proposição A.9. Considere que ∆ é uma distribuição em U , onde U ⊂ M é aberto.

Seja V ⊂ U um aberto tal que, para todo p ∈ V , p é um ponto regular de ∆. Suponha que

ω1, . . . , ωr ∈ ∆⊥ ⊂ Ω1(U) são independentes em V e que uma das seguintes condições

equivalentes é satisfeita:

1. Para todo p ∈ V , (∆⊥)p = span
R
{ω1

p, . . . , ω
r
p},

3Os argumentos aqui apresentados para provar a existência da referida extensão estão baseados em
[55, demonstração do Lema 4.5].
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2. Para todo p ∈ V , (∆p)
⊥ = spanR{ω1

p, . . . , ω
r
p}.

Então,

(∆|V )⊥ = (∆⊥)|V = spanC∞(V ){ω1|V, . . . , ωr|V }.

Demonstração. Note que as duas condições são equivalentes pela Proposição A.8. É fácil

ver que ∆⊥|V ⊂ (∆|V )⊥, para qualquer conjunto aberto V ⊂ U . Agora, considere

que V ⊂ U é um aberto tal que, para todo p ∈ V , p é um ponto regular de ∆. Pela

Proposição A.4, temos que (∆|V )p = ∆p, para cada p ∈ V . Desse modo, todo p ∈ V é

também um ponto regular de ∆|V . Seja ω ∈ (∆|V )⊥. A Proposição A.8 implica que

ωp ∈ ((∆|V )⊥)p = ((∆|V )p)
⊥ = (∆p)

⊥ = (∆⊥)p,

para todo p ∈ V . Logo, ωp =
∑r

i=1 b
i(p)ωi

p, onde bi(p) ∈ R, para todo p ∈ V .

Com base em argumentos semelhantes aos utilizados na demonstração da Proposi-

ção A.5, vamos mostrar agora que bi ∈ C∞(V ), para 1 ≤ i ≤ r. Seja p ∈ V . Existe então

uma carta local ϕ = (x1, . . . , xn) definida em uma vizinhança aberta W ⊂ V ⊂ U de

p. Mas, por hipótese, ω1
p, . . . , ω

r
p ∈ T ∗

pM são linearmente independentes. Além do mais,

B = {dx1
p, . . . , dx

n
p} é uma base do espaço vetorial T ∗

pM . Portanto, existem n− r vetores

cotangentes dxkr+1

p , . . . , dxkn
p ∈ B tais que {ω1

p, . . . , ω
r
p, dx

kr+1

p , . . . , dxkn
p } é uma base de

T ∗
pM . Temos que

ωi
q =

n∑

j=1

aij(q)dxj
q,

ωq =
n∑

j=1

cj(q)dxj
q =

r∑

i=1

bi(q)ωi
q,

(A.3)

para todo q ∈W ⊂ V ⊂ U e todo 1 ≤ i ≤ r, onde aij , cj ∈ C∞(W ), pois ωi ∈ ∆⊥ ⊂ Ω1(U)

e ω ∈ (∆|V )⊥ ⊂ Ω1(V ). Para q ∈ W , considere a matriz quadrada A(q) = (aij(q)) ∈ Rn×n

definida por aij(q) = aij(q), para 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n, e aij(q) = δkij, para r+1 ≤ i ≤ n,

1 ≤ j ≤ n, onde δkij é o delta de Kronecker, ou seja, δkij = 1, para ki = j, e δkij = 0, para

ki 6= j. Temos que a função D: W → R definida por D(q) = det(A(q)), para todo q ∈W ,

é cont́ınua4 com D(p) 6= 0. Logo, a matriz inversa A(q)−1 de A(q) existe para todo q ∈W

(restringindo W se necessário). É fácil ver a partir de (A.3) que A(q)′b(q) = c(q), para

cada q ∈ W , onde b(q) = (b1(q), . . . , br(q), 0, . . . , 0)′ ∈ Rn, c(q) = (c1(q), . . . , cn(q))′ ∈ Rn.

4Veja, por exemplo, [52, pág. 342].
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Como a aplicação L: W → Rn×n definida por L(q) = (A(q)′)−1, para todo q ∈W , é suave5

e b(q) = (A(q)′)−1c(q), para q ∈ W , conclúımos que bi|W ∈ C∞(W ), para 1 ≤ i ≤ r.

Portanto, bi ∈ C∞(V ), para cada 1 ≤ i ≤ r.

Temos então que ω ∈ ∆⊥|V , pois bi ∈ C∞(V ) e ωi ∈ ∆⊥, para 1 ≤ i ≤ r. Desse

modo, (∆|V )⊥ = (∆⊥)|V . Aplicando uma vez mais a Proposição A.4, obtemos que

(∆|V )⊥ = (∆⊥)|V = spanC∞(V ){ω1|V, . . . , ωr|V }.

Proposição A.10. Assuma que ∆ é uma distribuição em U e que p é um ponto regular

de ∆, onde U ⊂M é aberto. Então, existe uma vizinhança aberta V ⊂ U de p tal que

(∆|V )⊥ = ∆⊥|V.

Demonstração. Basta aplicar a Proposição A.8, a versão dual da Proposição A.5 para

codistribuições e a Proposição A.9.

Note que a relação ∆ ⊂ (∆⊥)⊥ é sempre verdadeira. A proposição a seguir apresenta

condições que asseguram a igualdade.

Proposição A.11. Seja ∆ = spanC∞(U){X1, . . . , Xr} ⊂ X(U) uma distribuição em U tal

que X1, . . . , Xr são independentes em U , onde U ⊂M é aberto. Então,

(∆⊥)⊥ = ∆.

Demonstração. A Proposição A.8 e argumentos similares aos utilizados na prova da Pro-

posição A.9 implicam que (∆⊥)⊥ ⊂ ∆.

O próximo resultado, apesar de intuitivo, parece não ser tão evidente assim.

Proposição A.12. Sejam ∆1,∆2,∆3 distribuições em U tais que ∆2,∆3 ⊂ ∆1, onde

U ⊂M é aberto. Suponha que V ⊂ U é aberto. Então,

(∆2 + ∆3)|V = ∆2|V + ∆3|V,
(∆1 + [∆2,∆3])|V = ∆1|V + [∆2|V,∆3|V ].

Demonstração. Segue das definições que (∆2 + ∆3)|V = ∆2|V + ∆3|V . Considere as

distribuições H = ∆1 + [∆2,∆3] e H̃ = ∆1|V + [∆2|V,∆3|V ]. Temos que mostrar que

5Veja, por exemplo, [52, pág. 344].
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H|V = H̃ . Seja X =
∑k

i=1 ai(Xi|V ) ∈ H|V , onde ai ∈ C∞(V ) e Xi ∈ H . Assim,

Xi =
∑ki

j=1 bij(Y
1
ij + [Y 2

ij, Y
3
ij ]), onde bij ∈ C∞(U), Y 1

ij ∈ ∆1, Y
2
ij ∈ ∆2, Y

3
ij ∈ ∆3, para cada

1 ≤ i ≤ k. Pelo Teorema A.1, temos que Xi|V =
∑ki

j=1 bij |V (Y 1
ij |V + [Y 2

ij |V, Y 3
ij|V ]) ∈ H̃ ,

para todo 1 ≤ i ≤ k. Logo, X ∈ H̃ . Agora, seja X =
∑k

i=1 ai(Y
1
i + [Y 2

i , Y
3
i ]) ∈ H̃, com ai

em C∞(V ), Y 1
i ∈ ∆1|V , Y 2

i ∈ ∆2|V , Y 3
i ∈ ∆3|V . Temos então que Y j

i =
∑kij

ℓ=1 bijℓ(Zijℓ|V ),

onde bijℓ ∈ C∞(V ), Zijℓ ∈ ∆j ⊂ ∆1, para 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ 3. Aplicando o Teorema A.1,

[Y 2
i , Y

3
i ] = [

ki2∑

ℓ=1

bi2ℓ(Zi2ℓ|V ),

ki3∑

m=1

bi3m(Zi3m|V )]

=

ki2∑

ℓ=1

ki3∑

m=1

ciℓm(Zi2ℓ|V ) + diℓm(Zi3m|V ) + eiℓm([Zi2ℓ, Zi3m]|V ) ∈ H|V,

onde ciℓm, diℓm, eiℓm ∈ C∞(V ), para 1 ≤ i ≤ k. Portanto, X ∈ H|V .



Apêndice B

Formalização dos Conceitos de

Campo de Vetores Parametrizado e

de Campo de Vetores Aumentado

Suponha que M é uma variedade suave de dimensão finita. Sejam f, g1, g2 ∈ X(U),

onde U ⊂M é aberto. Definimos F : R2 → X(U) por

Fu = f + g1u1 + g2u2, para todo u = (u1, u2) ∈ R
2.

Em outras palavras, F é um campo de vetores suave em U parametrizado por u ∈ R2. De-

nominamos F de campo de vetores parametrizado em relação à tripla ordenada (f, g1, g2).

Isto será denotado por F = (f, g1, g2).

Assuma que ϕ é uma carta local de M definida em um aberto V ⊂ U . Temos que a

expressão de Fu na carta local ϕ = (x1, . . . , xn) é dada por

Fu(x) = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2,

ou seja,

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2,

para todo u = (u1, u2) ∈ R2, onde f(x), g1(x), g2(x) são as expressões de f, g1, g2 na carta

local ϕ = (x1, . . . , xn), respectivamente.

Considere então a variedade produto R ×M , com R munido da estrutura usual de
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variedade suave. Por abuso de notação, denotamos por t a carta global canônica de R

(função identidade). Sejam π1: R ×M → R e π2: R ×M → M as projeções canônicas

definidas por π1(t, p) = t e π2(t, p) = p, para todo (t, p) ∈ R ×M , respectivamente. Para

cada (t, p) ∈ R ×M , considere a aplicação canônica j(t,p): T(t,p)(R ×M) → TtR × TpM

definida por j(t,p)(X(t,p)) = (π1
∗(X(t,p)), π

2
∗(X(t,p))), para todo X(t,p) ∈ T(t,p)(R ×M), onde

π1
∗ e π2

∗ são as aplicações tangentes de π1 e π2 em (t, p), respectivamente. É um resultado

bem conhecido1 em geometria diferencial que j(t,p) é um isomorfismo sobrejetivo, para

cada (t, p) ∈ R ×M . Definimos

F a
u (t, p) = j−1

(t,p)(d/dt|t, Fu(p)) ∈ T(t,p)(R ×M),

para todo (t, p) ∈ R × U , u ∈ R2, onde d/dt é o campo de vetores suave usual em R, isto

é, d/dt|t(α) é a derivada da função suave α no ponto t ∈ R, onde α está definida em uma

vizinhança aberta de t ∈ R. É evidente que

F a
u (t, p) = fa(t, p) + ga

1(t, p)u1 + ga
2(t, p)u2,

onde
fa(t, p) = j−1

(t,p)(d/dt|t, f(p)),

ga
1(t, p) = j−1

(t,p)(0, g1(p)),

ga
2(t, p) = j−1

(t,p)(0, g2(p)),

(B.1)

para todo (t, p) ∈ R × U , u = (u1, u2) ∈ R2, ou seja, F a
u = fa + ga

1u1 + ga
2u2, para

u = (u1, u2) ∈ R2. Além disso, dado u = (u1, u2) ∈ R2, é fácil verificar que

π2
∗(F

a
u (t, p)) = Fu(p) = f(p) + g1(p)u1 + g2(p)u2,

π2
∗(f

a(t, p)) = f(p),

π2
∗(g

a
1(t, p)) = g1(p),

π2
∗(g

a
2(t, p)) = g2(p),

(B.2)

1Veja, por exemplo, [55, pág. 78], [127, pág. 52].
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para todo (t, p) ∈ R × U , isto é,

Fu = π2
∗(F

a
u ),

f = π2
∗(f

a),

g1 = π2
∗(g

a
1),

g2 = π2
∗(g

a
2).

(B.3)

Agora, seja ϕ = (x1, . . . , xn) uma carta local de M definida em um aberto V ⊂ U .

Considere que f(x), g1(x), g2(x), Fu(x) são as expressões de f, g1, g2, Fu na carta local ϕ,

respectivamente, para cada u ∈ R2. É imediato ver que, na carta local (t, ϕ) de R ×M ,

fa(t, x) = (1, f(x)),

ga
1(t, x) = (0, g1(x)),

ga
2(t, x) = (0, g2(x)),

F a
u (t, x) = (1, Fu(x)) = (1, f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2)

= fa(t, x) + ga
1(t, x)u1 + ga

2(t, x)u2,

(B.4)

ou seja,

ṫ = 1

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2,

para todo u = (u1, u2) ∈ R
2. Portanto, fa, ga

1 , g
a
2 ∈ X(R × U) e F a

u ∈ X(R × U), para

todo u ∈ R2, como era de se esperar. Assim, F a: R2 → X(R × U). Denominamos

F a de campo de vetores aumentado em relação a F = (f, g1, g2). Devido à (B.1), isto

será denotado por F a = (fa, ga
1 , g

a
2). Observamos que (B.3) é o mesmo que dizer que

F a
u , f

a, ga
1 , g

a
2 ∈ X(R × U) são π2-relacionados com Fu, f, g1, g2 ∈ X(U), respectivamente,

para cada u = (u1, u2) ∈ R2.

Por fim, seja ψ = (y1, . . . , yn) uma carta local de M definida em uma vizinhança

aberta W ⊂ U e u = (u1, u2) ∈ R2. Se a expressão de F a
u na carta local (t, ψ) de R ×M

é dada por

F a
u (t, y) = (1, f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2),

ou seja,

ṫ = 1

ẏ = f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2,
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então é claro que a expressão de Fu na carta local ψ = (y1, . . . , yn) de M é dada por

Fu(y) = f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2 = f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2, (B.5)

ou seja,

ẏ = f(y) + g1(y)u1 + g2(y)u2,

onde f(y), g1(y), g2(y) são as expressões de f, g1, g2 na carta local ψ, respectivamente.

Temos, ainda, o seguinte resultado.

Proposição B.1. Sejam X1, X2 ∈ X(U), onde U ⊂ M é aberto. Considere a variedade

produto R ×M e a projeção canônica π2: R ×M → M . Defina os campos de vetores

suaves Xa
1 , X

a
2 ∈ X(R × U) por Xa

1 (t, p) = j−1
(t,p)(0, X1(p)), X

a
2 (t, p) = j−1

(t,p)(0, X2(p)), para

todo (t, p) ∈ R ×U , respectivamente, onde a aplicação j(t,p): T(t,p)(R ×M) → TtR × TpM

é o isomorfismo sobrejetivo canônico. Defina, para cada k ∈ N, as seguintes distribuições

G0 = spanC∞(U){X1, X2}, Ga
0 = spanC∞(R×U){Xa

1 , X
a
2},

Gk+1 = Gk + [Gk, Gk] ⊃ Gk, Ga
k+1 = Ga

k + [Ga
k, G

a
k] ⊃ Ga

k.

Então, π2
∗|Ga

k(t, p) é uma aplicação linear injetiva e

π2
∗(G

a
k(t, p)) = Gk(p),

para cada k ∈ N, (t, p) ∈ R×U . Em particular, dim(Ga
k(t, p)) = dim(Gk(p)), para k ∈ N,

(t, p) ∈ R × U . Além disso,

〈dπ1, Xa〉(t,p) = Xa
(t,p)(π

1) = 0,

para todo k ∈ N, Xa ∈ Ga
k, (t, p) ∈ R × U , onde π1: R ×M → R é a projeção canônica.

Demonstração. Este resultado será provado por indução sobre k ∈ N. Defina, para k ∈ N,

B0 = {X1, X2}, Ba
0 = {Xa

1 , X
a
2},

Bk+1 = {X ∈ X(U) | X = [Y1, Y2], onde Y1, Y2 ∈
k⋃

j=0

Bj},

Ba
k+1 = {Xa ∈ X(R × U) | Xa = [Y a

1 , Y
a
2 ], onde Y a

1 , Y
a
2 ∈

k⋃

j=0

Ba
j }.
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Como X1 = π2
∗(X

a
1 ), X2 = π2

∗(X
a
2 ), ou seja, X1(p) = π2

∗(X
a
1 (t, p)), X2(p) = π2

∗(X
a
2 (t, p)),

para (t, p) ∈ R × U (veja (B.1)–(B.3)), é claro que π2
∗(B

a
0) = B0 e π2

∗(G
a
0(t, p)) = G0(p),

para todo (t, p) ∈ R × U . Seja (t, p) ∈ R × U . Suponha então que (hipótese de indução)

π2
∗(B

a
i ) = Bi,

π2
∗(G

a
i (t, p)) = Gi(p), para cada 0 ≤ i ≤ k.

Primeiramente, vamos mostrar que π2
∗(B

a
k+1) = Bk+1. Seja X ∈ Bk+1. Por definição,

temos que X = [Y1, Y2], onde Y1, Y2 ∈ ⋃k
j=0Bj . Mas, Y1 = π2

∗(Z
a
1 ), Y2 = π2

∗(Z
a
2 ), onde

Za
1 , Z

a
2 ∈ ⋃k

j=0B
a
j . Como2

X = [Y1, Y2] = [π2
∗(Z

a
1 ), π2

∗(Z
a
2 )] = π2

∗([Z
a
1 , Z

a
2 ])

e [Za
1 , Z

a
2 ] ∈ Ba

k+1, obtemos que X ∈ π2
∗(B

a
k+1). Portanto, Bk+1 ⊂ π2

∗(B
a
k+1). Agora, seja

X ∈ π2
∗(B

a
k+1). Assim, X = π2

∗(X
a), onde Xa = [Za

1 , Z
a
2 ] ∈ Ba

k+1, com Za
1 , Z

a
2 ∈ ⋃k

j=0B
a
j .

Mas, π2
∗(Z

a
1 ), π2

∗(Z
a
2 ) ∈ ⋃k

j=0Bj e X = π2
∗(X

a) = π2
∗([Z

a
1 , Z

a
2 ]) = [π2

∗(Z
a
1 ), π2

∗(Z
a
2 )] ∈ Bk+1.

Desse modo, π2
∗(B

a
k+1) ⊂ Bk+1. Logo, π2

∗(B
a
k+1) = Bk+1.

Decorre da Proposição 3.5 (veja a Definição 3.3) e da Proposição A.4 que, dado ℓ ∈ N,

Gℓ+1(p) = G0(p) + span
R
(Bℓ+1|p),

Ga
ℓ+1(t, p) = Ga

0(t, p) + span
R
(Ba

ℓ+1|(t,p)).
(B.6)

Portanto,

Gk+1(p) = G0(p) + spanR(Bk+1|p) = π2
∗(G

a
0(t, p)) + spanR(π2

∗(B
a
k+1)|p)

= π2
∗(G

a
0(t, p)) + π2

∗(span
R
(Ba

k+1|(t,p)))

= π2
∗(G

a
0(t, p) + spanR(Ba

k+1|(t,p)))

= π2
∗(G

a
k+1(t, p)).

Seja π1: R×M → R a projeção canônica. Da definição de colchete de Lie, é fácil ver que

se Y a, Za ∈ X(R × U) são tais que Y a
(t,p)(π

1) = Za
(t,p)(π

1) = 0, então [Y a, Za](t,p)(π
1) = 0,

para (t, p) ∈ R×U . Observe que Xa
1 (t, p)(π1) = Xa

2 (t, p)(π1) = 0, para (t, p) ∈ R×U (veja

(B.1) e (B.4)). Assim, é imediato provar por indução sobre k ∈ N que Y a
(t,p)(π

1) = 0, para

2Para a validade desta última igualdade, isto é, a comutatividade, veja, por exemplo, [6, Teorema 7.9
do Caṕıtulo 4].
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Y a ∈ Ba
k , (t, p) ∈ R × U , k ∈ N. Em particular, conclúımos de (B.6) que 〈dπ1, Y a〉(t,p) =

Y a
(t,p)(π

1) = 0, para Y a ∈ Ga
k, (t, p) ∈ R × U , k ∈ N.

Resta-nos mostrar que π2
∗ |Ga

k(t, p) é injetiva, para (t, p) ∈ R × U , k ∈ N. Para isto,

sejam (t, p) ∈ R×U , k ∈ N, Y a
(t,p) ∈ Ga

k(t, p) e considere que ϕ = (x1, . . . , xn) é uma carta

local de M definida em uma vizinhança aberta V ⊂ U de p. Suponha que π2
∗(Y

a
(t,p)) = 0.

Desse modo, Y a
(t,p)(x

i ◦ π2|(R × V )) = π2
∗(Y

a
(t,p))(x

i) = 0, para 1 ≤ i ≤ n. Logo, Y a
(t,p) = 0,

pois Y a
(t,p)(π

1) = 0.



Apêndice C

Demonstrações de Alguns

Resultados Conhecidos da Teoria de

Controle Geométrica

Proposição C.1. Sejam X1, X2, X̂1, X̂2 ∈ X(U), onde U ⊂M é aberto. Suponha que

X̂1 = β11X1 + β12X2,

X̂2 = β21X1 + β22X2,

onde βij ∈ C∞(U), para cada 1 ≤ i, j ≤ 2, e a matriz quadrada β(p) = (βij(p)) ∈ R2×2 é

invert́ıvel, para todo p ∈ U . Seja (Fk) o flag de Lie e (Gk) o flag derivado da distribuição

∆ = spanC∞(U){X1, X2}. Do mesmo modo, seja (F̂k) o flag de Lie e (Ĝk) o flag derivado

da distribuição ∆̂ = spanC∞(U){X̂1, X̂2}. Então,

(Fk) = (F̂k),

(Gk) = (Ĝk),

ou seja, Fk = F̂k e Gk = Ĝk, para todo k ∈ N.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre k ∈ N. É evidente que F̂0 ⊂ F0, pois

F̂0 = ∆̂ e F0 = ∆. Temos que

β(p) =

(
β11(p) β12(p)

β21(p) β22(p)

)
, β(p)−1 =

(
γ11(p) γ12(p)

γ21(p) γ22(p)

)
,
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para todo p ∈ U , onde γij(p) ∈ R, para cada 1 ≤ i, j ≤ 2. Mas, a aplicação γ: U → R2×2

definida por γ(p) = β(p)−1, para todo p ∈ U , é suave1. Em particular, γij ∈ C∞(U), para

1 ≤ i, j ≤ 2. Considere então X̃1 = γ11X̂1 + γ12X̂2, X̃2 = γ21X̂1 + γ22X̂2 ∈ X(U). Como

X̂1 = β11X1 + β12X2 e X̂2 = β21X1 + β22X2, segue da definição de γ que X̃1 = X1 e

X̃2 = X2. Portanto, F0 ⊂ F̂0. Logo, F0 = F̂0 e G0 = Ĝ0. Assuma agora que Fk = F̂k e

Gk = Ĝk. É imediato da Definição 3.3 que Fk+1 = F̂k+1 e Gk+1 = Ĝk+1.

C.1 Prova da Proposição 3.4

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre k ∈ N. Vamos primeiro mostrar por

indução sobre k ∈ N que
⋃k

j=0Aj ⊂ Fk. Em particular, spanC∞(U)(
⋃k

j=0Aj) ⊂ Fk, para

k ∈ N. É evidente que A0 ⊂ F0 = ∆. Suponha que
⋃k

j=0Aj ⊂ Fk. Obtemos então a

partir das definições de Fk+1 e de Ak+1 que
⋃k+1

j=0 Aj ⊂ Fk+1.

Observe que F0 = spanC∞(U)(A0). Considere então que (hipótese de indução)

Fk = spanC∞(U)(

k⋃

j=0

Aj).

Seja X = W1 + [W2,W3] ∈ Fk+1, onde W1,W2 ∈ Fk, W3 ∈ F0. Temos que

W2 =

m∑

ℓ=1

βℓYℓ ∈ Fk = span(

k⋃

j=0

Aj),

W3 = γX1 + δX2,

onde βℓ, γ, δ ∈ C∞(U), Yℓ ∈
⋃k

j=0Aj. O Teorema A.1 implica que

[W2,W3] = [

m∑

ℓ=1

βℓYℓ, γX1 + δX2] = −
m∑

ℓ=1

[γX1, βℓYℓ] + [δX2, βℓYℓ]

=
m∑

ℓ=1

aℓX1 + bℓX2 + cℓYℓ + dℓ[X1, Yℓ] + eℓ[X2, Yℓ],

1Veja, por exemplo, [52, pág. 344].
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onde aℓ, bℓ, cℓ, dℓ, eℓ ∈ C∞(U). Como

X1, X2 ∈ A0 ⊂
k+1⋃

j=0

Aj,

W1 ∈ Fk = spanC∞(U)(
k⋃

j=0

Aj) ⊂ spanC∞(U)(
k+1⋃

j=0

Aj),

Yℓ ∈
k⋃

j=0

Aj ⊂
k+1⋃

j=0

Aj ,

[X1, Yℓ], [X2, Yℓ] ∈
k+1⋃

j=0

Aj ,

obtemos que X ∈ spanC∞(U)(
⋃k+1

j=0 Aj). Portanto, Fk+1 ⊂ spanC∞(U)(
⋃k+1

j=0 Aj) e, assim,

Fk+1 = spanC∞(U)(
⋃k+1

j=0 Aj).

Acabamos de mostrar que Fk = spanC∞(U)(
⋃k

j=0Aj), para todo k ∈ N. É evidente que

Fk+1 = Fk + spanC∞(U)(Ak+1), para cada k ∈ N.

C.2 Prova da Proposição 3.5

Demonstração. Provaremos este resultado por indução sobre k ∈ N. Primeiramente,

observamos que B0, . . . , Bk ⊂ Gk, k ∈ N. Em particular, G0 + spanC∞(U)(Bk+1) ⊂ Gk+1,

para k ∈ N, pois G0 = ∆ = spanC∞(U)(B0). De fato, é claro que B0 ⊂ G0. Assuma que

B0, . . . , Bk ⊂ Gk. Segue então das definições de Gk+1 e de Bk+1 que B0, . . . , Bk+1 ⊂ Gk+1.

Note que G0 = spanC∞(U)(B0) = G0 + spanC∞(U)(B0) e Bk+1 ⊂ Bk+2, para k ∈ N.

Considere então que (hipótese de indução)

Gk = G0 + spanC∞(U)(Bk).

Seja X = W1 + [W2,W3] ∈ Gk+1, onde W1,W2,W3 ∈ Gk. Assim,

Wi = Zi +

ri∑

ℓ=1

βiℓYiℓ ∈ Gk = G0 + spanC∞(U)(Bk),

para 2 ≤ i ≤ 3, onde βiℓ ∈ C∞(U), Zi ∈ G0, Yiℓ ∈ Bk ⊂ Gk. Utilizando o Teorema A.1,
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obtemos que

[W2,W3] = [Z2 +

r2∑

ℓ=1

β2ℓY2ℓ, Z3 +

r3∑

m=1

β3mY3m]

= [Z2, Z3] +

r3∑

m=1

[Z2, β3mY3m] +

r2∑

ℓ=1

[β2ℓY2ℓ, Z3] +

r2∑

ℓ=1

r3∑

m=1

[β2ℓY2ℓ, β3mY3m]

= [Z2, Z3] +

r3∑

m=1

amY3m + bm[Z2, Y3m] +

r2∑

ℓ=1

cℓY2ℓ + dℓ[Y2ℓ, Z3]

+

r2∑

ℓ=1

r3∑

m=1

eℓmY2ℓ + fℓmY3m + gℓm[Y2ℓ, Y3m],

onde am, bm, cℓ, dℓ, eℓm, fℓm, gℓm ∈ C∞(U), e que

[Z2, Z3] ∈ G0 + spanC∞(U)(B1) ⊂ G0 + spanC∞(U)(Bk+1),

[Z2, Y3m], [Y2ℓ, Z3] ∈ G0 + spanC∞(U)(Bk+1).

Como

W1, Y2ℓ, Y3m ∈ Gk = G0 + spanC∞(U)(Bk) ⊂ G0 + spanC∞(U)(Bk+1),

[Y2ℓ, Y3m] ∈ Bk+1 ⊂ G0 + spanC∞(U)(Bk+1),

conclúımos que X ∈ G0 + spanC∞(U)(Bk+1). Logo, Gk+1 ⊂ G0 + spanC∞(U)(Bk+1) e, dessa

maneira, Gk+1 = G0 + spanC∞(U)(Bk+1).

Acabamos de mostrar que Gk = G0 + spanC∞(U)(Bk), para k ∈ N. Como G0 ⊂ Gk e

G0+spanC∞(U)(Bk) ⊂ G0+spanC∞(U)(Bk+1), é imediato queGk+1 = Gk+spanC∞(U)(Bk+1),

para cada k ∈ N.

C.3 Prova do Teorema 3.7

Parte da demonstração do Teorema 3.7 está baseada no lema dado abaixo.

Lema C.2. Sejam X1, X2 ∈ X(U), onde U ⊂M é aberto e dim(M) = n ≥ 2. Considere

que ϕ é uma carta local de M definida em U . Assuma que as expressões de X1 e X2 na

carta local ϕ = (z1, . . . , zn) são dadas, respectivamente, por:
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para n = 2,

X1(z) = (0, 1),

X2(z) = (1, 0);

e, para n ≥ 3,

X1(z) = (z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1),

X2(z) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0)

(note que X2 = ∂/∂zn−1). Seja (Fk) o flag de Lie e (Gk) o flag derivado da distribuição

∆ = spanC∞(U){X1, X2}. Então, para cada 0 ≤ k ≤ n− 2, temos que

Fk = Gk = spanC∞(U){X1, ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k}.

Em particular, Fk, Gk possuem dimensão constante com dim(Fk) = dim(Gk) = 2+k, para

0 ≤ k ≤ n− 2. Além disso,

(Fk)
⊥ = (Gk)

⊥ = spanC∞(U){dz1 − z2dzn, dz2 − z3dzn, . . . , dzn−2−k − zn−1−kdzn},
(Fn−2)

⊥ = (Gn−2)
⊥ = {0},

para 0 ≤ k ≤ n− 3.

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar por indução sobre 0 ≤ k ≤ n− 2 que

Gk = spanC∞(U){X1, ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k}. (C.1)

Como X2 = ∂/∂zn−1, é imediato que G0 = spanC∞(U){X1, ∂/∂zn−1}. Suponha então que

(hipótese de indução)

Gk = spanC∞(U){X1, ∂/∂zn−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k},

onde 0 ≤ k ≤ n − 3 com n ≥ 3. Defina H = Gk + spanC∞(U){∂/∂zn−1−(k+1)}. Assim,

basta demonstrarmos que Gk+1 = H . Por hipótese,

X1(z) = (z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1).
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É fácil ver que2

[∂/∂zn−j , X1] = ∂/∂zn−1−j ∈ Fj ⊂ Gj , para todo 1 ≤ j ≤ n− 2. (C.2)

Em particular, ∂/∂zn−1−(k+1) = ∂/∂zn−2−k ∈ Gk+1. Logo, H ⊂ Gk+1, pois Gk ⊂ Gk+1.

Agora, seja Y = Y 1 + [Y 2, Y 3] ∈ Gk+1, onde Y i ∈ Gk, para 1 ≤ i ≤ 3. Temos que

Y i = αiX1 +

k+1∑

j=1

βij∂/∂zn−j ,

onde αi, βij ∈ C∞(U), para 1 ≤ i ≤ 3. Decorre então do Teorema A.1 e de (C.2) que

[Y 2, Y 3] = [α1X1 +

k+1∑

j=1

β1j∂/∂zn−j , α2X1 +

k+1∑

j=1

β2j∂/∂zn−j ]

= λX1 +
k+1∑

j=1

γj∂/∂zn−j +
k+1∑

j=1

δj∂/∂zn−1−j ∈ H,

onde λ, γj, δj ∈ C∞(U). Como Y1 ∈ Gk ⊂ H , temos que Y ∈ H . Desse modo, Gk+1 ⊂ H .

Relembramos que Fk ⊂ Gk, para 0 ≤ k ≤ n − 2, com F0 = G0. Por outro lado, é

imediato de (C.1) e (C.2) que Gk ⊂ Fk, para 0 ≤ k ≤ n − 2. Portanto, Fk = Gk, para

cada 0 ≤ k ≤ n− 2.

Por fim, (C.1) e a Proposição A.4 implicam que dim(Gk) = 2+ k, para 0 ≤ k ≤ n− 2.

Assim, a Proposição A.9 fornece que

(Gk)
⊥ = spanC∞(U){dz1 − z2dzn, dz2 − z3dzn, . . . , dzn−2−k − zn−1−kdzn},

para 0 ≤ k ≤ n− 3, e a Proposição A.8 que (Gn−2)
⊥ = {0}.

Demonstração do Teorema 3.7. Mostraremos que (1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 1), supondo

que n ≥ 3. Em [76], é demonstrado que (1 ⇒ 2). O fato de que (2 ⇒ 3) é uma conseqüência

imediata da Forma Normal de Goursat do Teorema 2.27. Veremos agora que (3 ⇒ 4).

Assuma que 3 é verdade. De acordo com as versões duais da Proposição A.4 e da

2Veja também [105, Lema 11.8].
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Proposição A.10 para codistribuições, temos que

(∆|Ṽ )⊥ = Λ|Ṽ = spanC∞(Ṽ ){dy2 − y3dy1, . . . , dyn−1 − yndy1}, (C.3)

restringindo Ṽ se necessário. Seja F = (0, g1, g2) o campo de vetores parametrizado

associado ao sistema (3.5) com f = 0, isto é, Fu = g1u1 + g2u2 ∈ X(U), para todo

u = (u1, u2) ∈ R2. Temos que

ẏ1(q) = 〈dy1, Fu〉q = u1〈dy1, g1〉q + u2〈dy1, g2〉q,
ẏn(q) = 〈dyn, Fu〉q = u1〈dyn, g1〉q + u2〈dyn, g2〉q,

para todo q ∈ Ṽ , u = (u1, u2) ∈ R2. Como Fu|Ṽ ∈ ∆|Ṽ , para todo u ∈ R2, obtemos de

(C.3) que

ẏ2(q) = 〈dy2, Fu〉q = (y3〈dy1, Fu〉)q = y3(q)ẏ1(q)

= u1(y
3〈dy1, g1〉)q + u2(y

3〈dy1, g2〉)q,

...

ẏn−1(q) = 〈dyn−1, Fu〉q = (yn〈dy1, Fu〉)q = yn(q)ẏ1(q)

= u1(y
n〈dy1, g1〉)q + u2(y

n〈dy1, g2〉)q,

para todo q ∈ Ṽ , u = (u1, u2) ∈ R2. Mas, para 1 ≤ i ≤ 2, a expressão de gi ∈ X(U) na

carta local ψ = (y1, . . . , yn) é dada por

gi(y) = (〈dy1, gi〉q, . . . , 〈dyn, gi〉q)
= (〈dy1, gi〉, y3〈dy1, gi〉, . . . , yn〈dy1, gi〉, 〈dyn, gi〉)|q.

Como dim(∆q) = 2, para q ∈ Ṽ , temos que g1, g2 são linearmente independentes em Ṽ .

Portanto, a matriz quadrada real dada por

γ(q) =


 〈dy1, g1〉q 〈dy1, g2〉q

〈dyn, g1〉q 〈dyn, g2〉q


 ∈ R

2×2

tem que ser invert́ıvel, para todo q ∈ Ṽ . Defina a aplicação suave3 β: Ṽ → R
2×2 por

β(q) = γ(q)−1, para todo q ∈ Ṽ . Considere então a seguinte realimentação de estado

3O fato de β ser suave pode ser visto em [52, pág. 344], por exemplo.
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estática regular

u = βv, (C.4)

onde v = (v1, v2) ∈ R2. Por construção, temos que

ẏ1 = v1

ẏ2 = y3v1

...

ẏn−1 = ynv1

ẏn = v2,

(C.5)

para v = (v1, v2) ∈ R2. Logo, a carta local ϕ = (z1, . . . , zn) = (y2, . . . , yn−1, y1, yn)

definida na vizinha aberta Ṽ ⊂ U de p é a mudança de coordenadas desejada para que 4

seja satisfeita.

Por fim, assuma que 4 é válida. Assim, existe uma carta local ϕ, além de uma reali-

mentação de estado estática regular da forma u = βv, ambas definidas em uma vizinhança

aberta V̂ ⊂ U de p, em que a expressão do sistema em malha-fechada resultante (3.6)

na carta local ϕ = (z1, . . . , zn) é dada pela forma em cascata (3.7). Isto significa que as

expressões dos seguintes campos de vetores

ĝ1 = (β11g1 + β12g2)|V̂ ∈ X(V̂ ),

ĝ2 = (β21g1 + β22g2)|V̂ ∈ X(V̂ )

na carta local ϕ são dadas por

ĝ1(z) = (z2, z3, . . . , zn−1, 0, 1),

ĝ2(z) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0),
(C.6)

respectivamente, onde β = (βij).

Defina ∆̂ = spanC∞(V̂ ){ĝ1, ĝ2}. Seja (F̂k) o flag de Lie e (Ĝk) o flag derivado da

distribuição ∆̂. Decorre então do Lema C.2 que dim(F̂k) = dim(Ĝk) = 2 + k e que

F̂k = Ĝk = spanC∞(V̂ ){ĝ1, ∂/∂z
n−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k},

para 0 ≤ k ≤ n − 2, onde ĝ2 = ∂/∂zn−1. Assim, como β em u = βv é invert́ıvel em V̂ ,
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conclúımos pela Observação 3.6 e pela Proposição A.12 que

Fk|V̂ = F̂k = Ĝk = Gk|V̂ = spanC∞(V̂ ){ĝ1, ∂/∂z
n−1, ∂/∂zn−2, . . . , ∂/∂zn−1−k},

com dim(Fk|V̂ ) = dim(Gk|V̂ ) = 2 + k, para 0 ≤ k ≤ n− 2. Desse modo, (4 ⇒ 1).

Quando n = 2, é fácil verificar pelos argumentos acima que 1 ⇔ 4.



Apêndice D

Proposições e Demonstração do

Teorema 3.17

Proposição D.1. Seja y = (y1, y2) uma sáıda planar de um sistema S definida no aberto

W ⊂ S. Então, para cada k ∈ N, y = (y1 + y
(k)
2 , y2) também é uma sáıda planar de S

definida em W ⊂ S.

Demonstração. Evidente.

Proposição D.2. Seja y = (y1, y2) uma sáıda de um sistema S e (x, u) uma representação

de estado de S, ambas definidas no aberto W ⊂ S. Se, para cada k ∈ N, y
(k)
1 and y

(k)
2 não

dependem de u em W , então y não é uma sáıda planar de S.

Demonstração. Provaremos este resultado por contradição. Assim, suponha que y é uma

sáıda planar de S. Sabemos então que a mudança de coordenadas

(t, x, u1, u2, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . ) 7→ (t, y1, y2, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . )

é uma bijeção local. No entanto, esta aplicação não pode ser injetiva caso y
(k)
1 e y

(k)
2 não

dependem de u em W , para todo k ∈ N.

Proposição D.3. Seja S o sistema associado a (3.44) e considere que y = (y1, y2) é uma

sáıda 0-planar de S definida em um aberto W ⊂ S. Então, existe uma sáıda 0-regular

y = (y1, y2) de S que é determinada a partir de y e que está definida em um conjunto

aberto não-vazio V ⊂W .
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Demonstração. Basta considerarmos o caso em que ∂ẏ1/∂u = ∂ẏ2/∂u = 0 no aberto

W ⊂ S. Após uma posśıvel reordenação de y1 e y2, escolha o menor k ≥ 1 em que:

1. ∂y
(k)
2 /∂t = ∂y

(k)
2 /∂u(j) = 0 em W , para todo 0 ≤ k ≤ k − 1, j ∈ N;

2. ∂y
(k)
2 /∂t = ∂y

(k)
2 /∂u(j) = 0 em W , para todo j ≥ 1;

3. ∂y
(k)
2 /∂u|ν 6= 0, onde ν ∈W .

Tal k existe pela Proposição D.2 e pela forma do sistema de controle (3.44). Por conti-

nuidade, temos que ∂y
(k)
2 /∂u 6= 0 em alguma vizinhança aberta V ⊂W de ν ∈W . Desse

modo, a Proposição D.1 implica que y = (y1, y2) = (y1+y
(k−1)
2 , y2)|V é uma sáıda 0-planar

de S tal que y
(1)
1 depende de u em V , isto é, ∂y

(1)
1 /∂u 6= 0 em V .

Os próximos dois teoremas são essenciais na demonstração do Teorema 3.17. O pri-

meiro deles fornece uma interpretação geométrica do Algoritmo da Extensão Dinâmica.

Teorema D.4. [87], [19], [91] Suponha que S é um sistema. Seja (x, u) uma repre-

sentação de estado clássica independente do tempo e y = (y1, y2) uma sáıda clássica

independente do tempo, ambas definidas em uma vizinhança aberta W ⊂ S de ξ ∈ S.

Considere que ξ é um ponto regular das seguintes codistribuições

Yk = spanC∞(W ){dy, . . . , dy(k)},
Yk = spanC∞(W ){dx, dy, . . . , dy(k)},

para cada 0 ≤ k ≤ n, onde card(x) = n.

Então:

1. Podemos escolher ỹk ⊂ y de modo de que {dx, dỹ0, dỹ
(1)
1 , . . . , dỹ

(k)
k } é uma base de

Yk em torno de ξ e ỹ
(k)
k−1 ⊂ ỹ

(k)
k , para todo 0 ≤ k ≤ n, onde ỹ−1 , ỹ0;

2. Considere as seqüências {σk} e {ρk} definidas por σk = dim(Yk(ξ))−dim(Yk−1(ξ)) e

ρk = dim(Yk(ξ))−dim(Yk−1(ξ)), respectivamente, para k ∈ N, onde Y−1 = span{dx}
e Y−1 = {0}. Então, {σk} é uma seqüência não-decrescente e {ρk} é uma seqüência

não-crescente. Além disso, existe um único 0 ≤ k∗ ≤ n tal que σk < ρk, se k < k∗,

e σk = ρk, se k ≥ k∗. A seqüência finita {σ0, . . . , σn} é denominada de estrutura

no infinito em ξ;
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3. Existe uma vizinhança aberta V ⊂W de ξ tal que Yk∩span{dx} = Yk∗−1∩span{dx}
em V , para todo k ≥ k∗, k ∈ N.

Teorema D.5. [87] Suponha que S é um sistema. Seja (x, u) uma representação de

estado clássica independente do tempo e y = (y1, y2) uma sáıda clássica independente

do tempo, ambas definidas em uma vizinhança aberta W ⊂ S de ξ ∈ S. Assuma que

card(x) = n, card(y) = card(u) = m, span{dx, du} = span{dx, dẋ}, em torno de ξ, e que

ξ é um ponto regular das codistribuições

Yk = spanC∞(W ){dy, . . . , dy(k)},
Yk = spanC∞(W ){dx, dy, . . . , dy(k)},

para cada 0 ≤ k ≤ n.

Então, y é uma sáıda 0-planar em ξ (restringindo W se necessário) se e somente se

existe 1 ≤ k ≤ n tal que uma das seguintes condições equivalentes é atendida:

1. A estrutura no infinito {σ0, . . . , σn} em ξ satisfaz

n +

k−1∑

i=1

σi = mk, σk = m;

2. span{dx} ⊂ Yk−1, em torno de ξ.

Demonstração do Teorema 3.17. Nas coordenadas (x, u), temos que

y
(1)
1 = Lfh1(x) + Lg1

h1(x)u1 + Lg2
h1(x)u2,

y
(1)
2 = Lfh2(x) + Lg2

h2(x)u1 + Lg2
h2(x)u2,

onde Lg1
h1 6= 0 ou Lg2

h1 6= 0, em torno de ξ, pois y é uma sáıda 0-regular local em ξ

(Lfhi and Lgj
hi denotam as derivadas de Lie usuais em Rn). Desse modo, existe uma

realimentação de estado estática regular da forma (no sentido da Definição 3.2)

u = α(x) + β(x)v, (D.1)
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tal que1

y
(1)
1 = v1,

onde α = (α1, α2) é uma aplicação suave em torno de ξ e β = (βij) é um difeomorfismo

local2 em torno de ξ, com v = (v1, v2) ∈ R
2. Portanto, o Teorema 3.14 implica que (x, v)

é uma representação de estado clássica independente do tempo em ξ que está relacio-

nada à (x, u) por realimentação de estado estática invariante no tempo. Nestas novas

coordenadas, o campo de Cartan de S é descrito por

ẋ = f(x) + g(x)α(x) + g(x)β(x)v

, f(x) + g1(x)v1 + g2(x)v2.
(D.2)

Como y é uma sáıda 0-planar local em ξ, obtemos que

dy1 6= 0,

dy1 ∈ span{dx},

em torno de ξ. Logo, existem xi1 , . . . , xin−1
∈ {x1, . . . , xn} tais que3

span{dxi1 , . . . , dxin−1
, dy1} = span{dx}, (D.3)

em torno de ξ. Seja x̃ = (xi1 , . . . , xin−1
, y1). Decorre do Teorema 3.14 que (x̃, v) é uma

representação de estado clássica independente do tempo em ξ que está relacionada à (x, v)

por realimentação de estado estática invariante no tempo. Por construção, temos que

y1 = x̃n,

y
(1)
1 = ˙̃xn = v1,

˙̃x = f̃(x̃) + g̃1(x̃)v1 + g̃2(x̃)v2.

(D.4)

Na seqüência, mostramos que a estrutura no infinito {σ0, . . . , σn} em ξ (veja o Teo-

rema D.4) é dada por

σ0 = 0, σ1 = · · · = σn−2 = 1, σn−1 = σn = 2. (D.5)

1Esta construção está baseada no Algoritmo da Extensão Dinâmica. Veja, por exemplo, [19], [87],
[24].

2O fato de β ser um difeomorfismo em torno de ξ pode ser visto na demonstração da Proposição C.1.
3A validade desta afirmação pode ser deduzida da demonstração da Proposição A.5.
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De fato, é claro que σ0 = 0, pois y é uma sáıda 0-planar em ξ. Por hipótese, temos que ξ

é um ponto regular das seguintes codistribuições

Yk = spanC∞(S){dy, . . . , dy(k)},
Yk = spanC∞(S){dx, dy, . . . , dy(k)},

para 0 ≤ k ≤ n. A partir de (D.3), obtemos que

Yk = span{dx̃, dy, . . . , dy(k)},

em torno de ξ, para 0 ≤ k ≤ n. Como card(x̃) = card(x) = n e card(v) = card(y) = 2,

decorre do Teorema D.5 que existe 1 ≤ k ≤ n tal que span{dx̃} ⊂ Yk−1, em torno de ξ.

Observe que (D.4) garante que span{dx̃, dv} = span{dx̃, d ˙̃x}, em torno de ξ. De acordo

com o Teorema D.4, existe 1 ≤ k∗ ≤ n tal que

Yk ∩ span{dx̃} = Yk∗−1 ∩ span{dx̃},

em torno de ξ, para cada k ≥ k∗, k ∈ N. Portanto, span{dx̃} ⊂ Yk∗−1, em torno de ξ.

Conclúımos então pelo Teorema D.5 que

n+

k∗−1∑

i=1

σi = 2k∗, σk∗ = 2. (D.6)

Por definição (veja o Teorema D.4), temos que σk ≤ ρk ≤ 2, para cada k ∈ N. No

entanto, {ρk} é uma seqüência não-crescente e σk∗ = 2. Assim, ρk = 2 e σk < 2, para

1 ≤ k < k∗. De (D.4), obtemos que σ1 ≥ 1. Como {σk} é uma seqüência não-decrescente,

temos que σ1 = . . . σk∗−1 = 1. Logo, (D.6) implica que k∗ = n − 1. Desse modo, σ0 = 0,

σ1 = · · · = σn−2 = 1 e σn−1 = σn = 2.

Relembre que y
(1)
1 = v1, em torno de ξ (veja (D.4)). Portanto, (D.5) e o Teorema D.4

determinam que

dy2 ∈ span{dx̃}, (D.7)

dy
(k)
2 ∈ span{dx̃, dv1, . . . , dv

(k−1)
1 }, (D.8)

em torno de ξ, para 1 ≤ k ≤ n− 2. Isto significa que, nas coordenadas (x̃, v),

∂y
(k)
2 /∂v2 = 0, (D.9)
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em torno de ξ, para 0 ≤ k ≤ n− 2.

Iremos agora determinar uma nova representação de estado clássica independente do

tempo em ξ tal que, nessas novas coordenadas, o campo de Cartan de S é descrito por

(3.47). Seja ϕ = (t, x̃, V 1, V 2): W → ϕ(W ) a carta local de ξ correspondente à (x̃, v),

onde W é uma vizinhança aberta de ξ e Vj = {v(k)
j : k ∈ N}, para 1 ≤ j ≤ 2. Por

hipótese, temos que y
(k)
1 (ξ) = 0, para k ∈ N. Como y

(1)
1 = v1, em torno de ξ, segue que

ϕ(ξ) = (t(ξ), x̃(ξ), 0, V 2(ξ)). Defina a aplicação suave ι = ϕ−1 ◦ η ◦ ϕ: W → W , onde

η: ϕ(W ) → ϕ(W ) é dada por η(t, x̃, V 1, V 2) = (t, x̃, 0, V 2), restringindo W se necessário.

Considere então as seguintes funções suaves em W

z1 = y2,

z2 = y
(1)
2 ◦ ι,

...

zn−1 = y
(n−2)
2 ◦ ι,

zn = y1 = x̃n,

(D.10)

onde podemos assumir, restringindo W se necessário, que y é 0-planar em W . De (D.7)

e (D.8), conclúımos que, nas coordenadas (x̃, v),

y2 = r(x̃), (D.11)

y
(k)
2 = sk(x̃, v1, v

(1)
1 , . . . , v

(k−1)
1 ), (D.12)

em torno de ξ, para 1 ≤ k ≤ n−2, onde r e sk são funções suaves em um conjunto aberto

de R
n e R

n+k, respectivamente. Assim, de acordo com (D.10), temos que

span{dz} ⊂ span{dx̃}

em W . Se provarmos que

{dz1, . . . , dzn}

é linearmente independente em W , então o Teorema 3.14 implicará que (z, v) é uma

representação de estado clássica independente do tempo em ξ. Isto é de fato verdade e é

o que demonstramos abaixo.
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Primeiramente, provaremos por indução que, nas coordenadas (x̃, v)

Lg̃2
Lk−1

f̃
r = 0, (D.13)

y
(k)
2 = Lk

f̃
r + Pk, (D.14)

dy
(k)
2 =

∂Lk
f̃
r

∂x̃
dx̃+Qkdx̃+ wk, (D.15)

para 1 ≤ k ≤ n− 2, onde r é como em (D.11),

wk ∈ Z = span{dv1, dv
(1)
1 , . . . }

em W , e Pk, Qk são polinômios na variáveis

v1, (v1)
2, . . . , (v1)

k−1, (v1)
k,

v
(1)
1 , (v

(1)
1 )2, . . . , (v

(1)
1 )k−1,

...

v
(k−2)
1 , (v

(k−2)
1 )2

v
(k−1)
1 ,

com coeficientes que são funções suaves de x̃ e tais que

Pk(0, . . . , 0) = Qk(0, . . . , 0) = 0.

Observe que, por (D.4), o campo de Cartan de S, nas coordenadas (x̃, v), é dado por

d/dt = ∂/∂t + (f̃(x̃) + g̃1(x̃)v1 + g̃2(x̃)v2)∂/∂x̃ +

2∑

j=1

∞∑

i=0

v
(i+1)
j ∂/∂v

(i)
j . (D.16)

Desse modo, (D.9) e (D.11) fornecem que

Lg̃2
r = 0,

y
(1)
2 = Lf̃r + (Lg̃1

r)v1,

dy
(1)
2 =

∂Lf̃r

∂x̃
dx̃+

(
∂Lg̃1

r

∂x̃

)
v1dx̃+ (Lg̃1

r)dv1,

e (D.13)–(D.15) é válida para k = 1. Suponha então que existe 1 ≤ k ≤ n − 3 tal que
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(D.14) é satisfeita (hipótese de indução). Novamente de (D.9) e de (D.16), obtemos que

Lg̃2
Lk

f̃
r = 0,

y
(k+1)
2 = Lk+1

f̃
r + (Lg̃1

Lk
f̃
r)v1 + Lf̃Pk + (Lg̃1

Pk)v1 +

(k−1)∑

j=0

v
(j+1)
1

∂Pk

∂v
(j)
1

= Lk+1

f̃
r + Pk+1,

pois v1, . . . , v
(k−1)
1 são funções coordenadas e Pk(0, . . . , 0) = 0. Logo,

dy
(k+1)
2 =

∂Lk+1

f̃
r

∂x̃
dx̃+Qk+1dx̃+ wk+1,

e, dessa maneira, (D.13)–(D.15) é válida para k + 1.

Seja

Y = span{dy1, dy2, dy
(1)
1 , dy

(1)
2 , . . . }.

Então, Z ⊂ Y em W , pois v1 = y
(1)
1 . Como y = (y1, y2) é uma sáıda planar em W , segue

que

{dy1, dy2, dy
(1)
1 , dy

(1)
2 , . . . }

é linearmente independente em W . Assim, é imediato de (D.11) e (D.15) que, em W e

para 0 ≤ k ≤ n− 2,

(dy
(k)
2 ) ◦ i mod Z =

∂Lk
f̃
r

∂x̃
dx̃ mod Z,

e que {
dy1,

∂r

∂x̃
dx̃,

∂Lf̃r

∂x̃
dx̃, . . . ,

∂Ln−2

f̃
r

∂x̃
dx̃

}
(D.17)

é linearmente independente mod Z em W . Observe que (D.11) e (D.14) implicam que

d(y
(k)
2 ◦ i) =

∂Lk
f̃
r

∂x̃
dx̃,

para 0 ≤ k ≤ n− 2. Desse modo, resulta de (D.10) e (D.17) que

{dz1, . . . , dzn}

é linearmente independente em W . Como span{dz} ⊂ span{dx̃} em W , temos que

span{dz} = span{dx̃} (D.18)
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em W . Logo, o Teorema 3.14 estabelece que (z, v) é uma representação de estado clássica

independente do tempo em ξ que está relacionada à (x̃, v) por realimentação de estado

estática invariante no tempo.

De (D.4), (D.10), (D.13) e (D.14), vemos que, nas coordenadas (z, v),

ż1 = z2 + φ1(z)v1,

ż2 = z3 + φ2(z)v1,
...

żn−2 = zn−1 + φn−2(z)v1,

żn−1 = zn + φn−1(z)v1 + δ(z)v2,

żn = v1,

(D.19)

onde δ = Lg̃2
Ln−2

f̃
r, em torno de ξ. Como (x̃, v) é uma representação de estado clássica

independente do tempo em ξ, obtemos a partir de (D.8) que

dy
(n−1)
2 ∈ span{dx̃, dv1, . . . , dv

(n−2)
1 , dv2}, (D.20)

em torno de ξ. Relembramos que σn−1 = 2 e y
(1)
1 = v1. Portanto, devido a (D.7), (D.8),

(D.14) e (D.16), nas coordenadas (x̃, v), devemos ter que

∂y
(n−1)
2 /∂v2 = Lg̃2

Ln−2

f̃
r 6= 0 (D.21)

em ξ, pois, caso contrário, teŕıamos que σn−1 = 1 (veja o Teorema D.4). Isto implica que

δ 6= 0, em torno de ξ. Defina então a seguinte realimentação de estado estática regular

v =




0

− zn

δ(z)


 +




1 0

−φn−1(z)

δ(z)

1

δ(z)


 ṽ = α̂(z) + β̂(z)ṽ, (D.22)

onde ṽ = (ṽ1, ṽ2). Observe que ṽ1 = v1, α̂ é suave em torno de ξ e β̂ é um difeomorfismo

local em torno de ξ. Decorre então do Teorema 3.14 que (z, ṽ) é uma representação de

estado clássica independente do tempo em ξ que está relacionada à (z, v) (e, portanto,

também à (x, u)) por realimentação de estado estática regular. Por construção, nestas

coordenadas, o campo de Cartan é dado por

ż = f̂(z) + ĝ1(z)ṽ1 + ĝ2(z)ṽ2, (D.23)
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em torno de ξ, onde

f̂ = (z2, . . . , zn−1, 0, 0),

ĝ1 = (φ1, . . . , φn−2, 0, 1),

ĝ2 = (0, . . . , 0, 1, 0).

Assim, para finalizarmos a demonstração, resta-nos mostrar que as funções componentes

φk de ĝ1 possuem de fato a estrutura triangular de (3.47).

Relembramos que (z, ṽ) está relacionada à (x, u) por (D.1), (D.3), (D.18) e (D.22).

Note que (D.3) e (D.18) implicam que z = Ψ(x) é uma mudança de coordenadas definida

em torno de x ∈ U ⊂ Rn, onde ξ = (t, x, u1, u2, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . ) ∈ S, e que ĝ1∂/∂z, ĝ2∂/∂z

são campos de vetores suaves definidos em torno x ∈ U , onde ∂/∂z = (∂/∂z1, . . . , ∂/∂zn).

Por hipótese, no sistema de controle (3.44)–(3.45), a distribuição G = spanC∞(U){g1, g2} é

involutiva. Obtemos então de (D.1), (D.22), da Observação 3.6 e da Proposição A.4 que

[ĝ1∂/∂z, ĝ2∂/∂z] ∈ spanR{g1, g2} = spanR{ĝ1∂/∂z, ĝ2∂/∂z},

em torno de x ∈ U . No entanto, observe que {ĝ1∂/∂z, ĝ2∂/∂z} é linearmente independente

em torno de x. Conseqüentemente, devemos ter que

[ĝ1∂/∂z, ĝ2∂/∂z] = −(∂φ1/∂zn−1, . . . , ∂φn−2/∂zn−1, 0, 0)∂/∂z = 0, (D.24)

em torno de x. Logo, (3.47) é satisfeita para n ≤ 4.

Assuma então que n = 5. É fácil comprovar que a estrutura no infinito em ξ é

invariante sob representações de estado em ξ que estão relacionadas por realimentação de

estado estática invariantes no tempo. Desse modo, (D.5) ainda é válida e, assim como

descrito anteriormente, fornece que (veja (D.9))

∂y
(k)
2 /∂ṽ2 = 0, (D.25)

em torno de ξ, para 0 ≤ k ≤ n− 2. Decorre que

L∂/∂ṽ2
y

(k)
2 = 0, (D.26)
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em torno de ξ, o que é equivalente à4

Ladk
d/dt

∂/∂ṽ2
y

(j)
2 = 0, (D.27)

em torno de ξ, para 0 ≤ k ≤ n−2, 0 ≤ j ≤ n−2−k. Seja êi = ∂/∂zi, para 1 ≤ i ≤ n−2.

É fácil concluir a partir de (D.23) que

[d/dt, ∂/∂ṽ2] = −ê4, (D.28)

e, de (D.24), que

[d/dt, [d/dt, ∂/∂ṽ2]] = −ê3. (D.29)

Como z1 = y2, em torno de ξ, (D.23) e (D.27) fornecem que

〈dy(1)
2 ,−ê3〉 = ṽ1〈dφ1,−ê3〉 = 0, (D.30)

em torno de ξ, implicando que

〈dφ1, ê3〉 = ∂φ1/∂z3 = 0 (D.31)

em torno de ξ, pois ṽ1 é uma função coordenada. Desse modo, (D.23) tem a forma

triangular desejada (3.47) para n = 5, completando a demonstração.

Com base nos argumentos apresentados acima, é imediato verificar a validade da Ob-

servação 3.22. De fato, note que a Observação 3.22 é claramente válida para n ≤ 3. Para

n = 4, temos

[d/dt, ∂/∂ṽ2] = −ê3.

Assim, a Observação 3.22 é uma conseqüência de (D.27), (D.30) e (D.31).

4Para uma demonstração deste fato, veja, por exemplo, [41, Lemma 4.1.2].



Apêndice E

Lemas Desenvolvidos para

Demonstrar o Teorema 4.20

Por simplicidade, consideraremos em todo este apêndice que q = (t0,Wt0) ∈ R×SU(n)

está fixado e que Wq: R → SU(n) denota a solução do sistema auxiliar (4.19)–(4.20) com

condição inicial Wq(t0) = Wt0 .

Antes de apresentarmos os lemas que foram desenvolvidos na presente pesquisa para

demonstrar o Teorema 4.20, relembramos a definição de conjunto limite da solução Wq.

Definição E.1. [125, pág. 152] Um elemento W ∈Mn é denominado de ponto limite da

solução Wq se existe uma seqüência real {tm} tal que

lim
m→∞

tm = ∞,

lim
m→∞

Wq(tm) = W.

O conjunto de todos os pontos limites de Wq é denominado de conjunto limite de Wq e é

denotado por Ω(Wq).

Observação E.2. Como SU(n) é um conjunto compacto de Mn, é fácil ver que Ω(Wq)

é um subconjunto não-vazio de SU(n). Relembramos que, dado um conjunto compacto C

em um espaço de Banach, toda seqüência em C possui uma subseqüência que converge

para algum elemento de C.

A proposição abaixo é um resultado bem conhecido que pode ser facilmente demons-

trado por contradição.
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Proposição E.3. [125, Lema 34, pág. 153] Temos que

lim
t→∞

d(Wq(t),Ω(Wq)) = 0.

Os próximos resultados, que consistem de quatro lemas, são essenciais para estabele-

cermos o Teorema 4.20.

Lema E.4. Seja W : R →Mn uma aplicação continuamente diferenciável tal que

lim
t→∞

Ẇ (t) = 0

e {tm} uma seqüência real em que

lim
m→∞

tm = ∞,

lim
m→∞

W (tm) = W.

Então, para todo ǫ ∈ R,

lim
m→∞

W (tm + ǫ) = W.

Demonstração. Seja ǫ ≥ 0 e m ∈ N. Temos que

W (tm + ǫ) −W (tm) =

∫ tm+ǫ

tm

Ẇ (t) dt.

Assim,

‖W (tm + ǫ) −W (tm)‖ ≤ |ǫ| sup
t∈[tm,tm+ǫ]

‖Ẇ (t)‖.

Como

‖W (tm + ǫ) −W‖ ≤ ‖W (tm + ǫ) −W (tm)‖ + ‖W (tm) −W‖,

as hipóteses implicam que

lim
m→∞

W (tm + ǫ) = W.

Para ǫ < 0, podemos proceder de maneira análoga.

Lema E.5. Suponha que o sistema de controle (4.1) é T -regular. Sejam W ∈ Ω(Wq),
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j ∈ N e 1 ≤ k ≤ m. Assuma que

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0,

lim
t→∞

V (Wq(t)X
†
r (t)B

j
k(t)X∞) = 0,

onde Bj
k é como em (4.14). Então,

V (WX†
∞B

j
k(0)X∞) = 0.

Demonstração. Seja W ∈ Ω(Wq). Por definição, existe uma seqüência real {tm} tal que

lim
m→∞

tm = ∞,

lim
m→∞

Wq(tm) = W.

Agora, para cada m ∈ N, existe ℓm ∈ Z tal que

sm = tm − ℓmT ∈ [0, T ).

Como [0, T ] é um conjunto compacto, existe uma subseqüência {smi
} de {sm} em que

lim
i→∞

smi
= θ,

onde θ ∈ [0, T ]. Seja {tmi
} a subseqüência correspondente de {tm}. Definimos as seqüên-

cias reais {s∗mi
} e {t∗mi

} por

s∗mi
= smi

− θ,

t∗mi
, tmi

− θ = smi
+ ℓmi

T − θ = s∗mi
+ ℓmi

T,

respectivamente. Por hipótese, temos que

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0,

lim
t→∞

V (Wq(t)X
†
r (t)B

j
k(t)X∞) = 0.

Desse modo, o Lema E.4 estabelece que

lim
i→∞

Wq(t
∗
mi

) = lim
i→∞

Wq(tmi
− θ) = W.
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Além disso, por definição,

lim
i→∞

s∗mi
= 0.

Portanto, a continuidade e a periodicidade de Bj
k e de Xr (veja a Observação 4.3 e (4.15))

implicam que

lim
i→∞

V (Wq(t
∗
mi

)X†
r(t

∗
mi

)Bj
k(t

∗
mi

)X∞) = lim
i→∞

V (Wq(t
∗
mi

)X†
r(s

∗
mi

)Bj
k(s

∗
mi

)X∞)

= V (WX†
∞B

j
k(0)X∞) = 0

(relembre que V é cont́ınua por (4.18)).

Os dois lemas que apresentamos na seqüência tratam o caso em que o sistema de

controle (4.1) é p-controlável.

Lema E.6. Suponha que o sistema de controle (4.1) é p-controlável. Sejam W ∈ Ω(Wq),

j ∈ N e 1 ≤ k ≤ m. Assuma que

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0,

lim
t→∞

V (Wq(t)X
†
r (t)[ad

j

Hr(t)
Hk]Xr(t)) = 0,

onde Hr é como em (4.34). Então,

V (WX†
∞[adj

Hℓ
Hk]X∞) = 0, para cada 1 ≤ ℓ ≤ p.

Demonstração. Seja W ∈ Ω(Wq). Por definição, existe uma seqüência real {tm} tal que

lim
m→∞

tm = ∞,

lim
m→∞

Wq(tm) = W.

Agora, para cada m ∈ N, existe ℓm ∈ Z tal que

sm = tm − ℓmT ∈ [0, T ).

Como [0, T ] é um conjunto compacto, existe uma subseqüência {smi
} de {sm} em que

lim
i→∞

smi
= θ,

onde θ ∈ [0, T ]. Seja {tmi
} a subseqüência correspondente de {tm}. Para cada 0 ≤ ℓ ≤ p,
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definimos as seqüências reais {sℓ
mi
} e {tℓmi

} por

sℓ
mi

= smi
− θ + ℓTp,

tℓmi
, tmi

− θ + ℓTp = smi
+ ℓmi

T − θ + ℓTp = sℓ
mi

+ ℓmi
T,

respectivamente, com Tp = T/p (veja (4.31)). Assim,

sℓ+1
mi

= sℓ
mi

+ Tp, para todo i ∈ N, 0 ≤ ℓ ≤ p− 1. (E.1)

Por hipótese, temos que limt→∞ Ẇq(t) = 0. Desse modo, as definições acima e o Lema E.4

implicam que

lim
i→∞

(sℓ
mi

+ ǫ) = ℓTp + ǫ,

lim
i→∞

Wq(t
ℓ
mi

+ ǫ) = lim
i→∞

Wq(tmi
− θ + ℓTp + ǫ) = W,

(E.2)

para todo ǫ ∈ R, 0 ≤ ℓ ≤ p. Defina β: R → R por

β(t) = V (Wq(t)X
†
r(t)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t)), para todo t ∈ R.

Por hipótese,

lim
t→∞

β(t) = 0. (E.3)

Seja 0 ≤ ℓ ≤ p− 1. De (4.34), temos que Hr é constante no intervalo [ℓTp, (ℓ+ 1)Tp)

com Hr(ℓTp) = Hℓ+1. Como Xr é cont́ınua e Hr, Xr possuem peŕıodo T (veja (4.34) e

(4.35)), obtemos que

lim
i→∞

Hr(t
ℓ
mi

+ ǫ) = lim
i→∞

Hr(s
ℓ
mi

+ ǫ) = Hr(ℓTp + ǫ) = Hℓ+1,

lim
i→∞

Xr(t
ℓ
mi

+ ǫ) = lim
i→∞

Xr(s
ℓ
mi

+ ǫ) = Xr(ℓTp + ǫ),
(E.4)

para todo ǫ ∈ (0, Tp). Defina γ: (0, Tp) → R por

γ(ǫ) , lim
i→∞

β(tℓmi
+ ǫ) = lim

i→∞
β(tmi

− θ + ℓTp + ǫ), para todo ǫ ∈ (0, T ).

Decorre de (E.2), (E.3), (E.4) e da continuidade de V (veja (4.18)) que

γ(ǫ) = V (WX†
r(ℓTp + ǫ)[adj

Hℓ+1

Hk]Xr(ℓTp + ǫ)) = 0, para todo ǫ ∈ (0, T ).
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Portanto, conclúımos da continuidade de Xr e de (4.36) que

lim
ǫ→0

γ(ǫ) = V (WX†
∞[adj

Hℓ+1

Hk]X∞) = 0.

Lema E.7. Suponha que o sistema de controle (4.1) é p-controlável. Sejam j ∈ N,

1 ≤ k ≤ m e α: R → R uma função cont́ınua periódica de peŕıodo T tal que o número de

zeros da restrição α|[0, T ] é finito. Assuma que

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0,

lim
t→∞

α(t)V (Wq(t)X
†
r (t)[ad

j

Hr(t)
Hk]Xr(t)) = 0,

onde Hr é como em (4.34). Então,

lim
t→∞

V (Wq(t)X
†
r (t)[ad

j

Hr(t)
Hk]Xr(t)) = 0.

Em outras palavras, tudo se passa como se pudéssemos dividir o segundo limite acima

pela função α.

Demonstração. Provaremos este resultado por contradição. Defina β: R → R por

β(t) = V (Wq(t)X
†
r(t)[adj

Hr(t)
Hk]Xr(t)), para todo t ∈ R,

e suponha que β não converge para zero quando t → ∞. Temos que Wq: R → SU(n),

Xr: R → SU(n), SU(n) é compacto, Hr: R →Mn é limitada e V é cont́ınua (veja (4.18)).

Relembre que, dado um conjunto compacto C em um espaço de Banach, toda seqüência

em C possui uma subseqüência que converge para algum elemento de C. Portanto, existe

uma seqüência real {tm} tal que

lim
m→∞

tm = ∞,

lim
m→∞

Wq(tm) = W,

lim
m→∞

Xr(tm) = Xr,

lim
m→∞

Hr(tm) = Ar,

lim
m→∞

β(tm) = V (WX
†

r[adj

Ar
Hk]Xr) = β 6= 0,

(E.5)
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onde W,Xr ∈ SU(n), Ar ∈Mn, β ∈ R.

Para cada m ∈ N, existe ℓm ∈ Z tal que

sm = tm − ℓmT ∈ [0, T ).

Como [0, T ] é compacto, existe uma subseqüência {smi
} de {sm} tal que

lim
i→∞

smi
= θ,

onde θ ∈ [0, T ]. Seja {tmi
} a subseqüência correspondente de {tm}. Por hipótese, α tem

peŕıodo T , é cont́ınua e

lim
t→∞

α(t)β(t) = 0. (E.6)

Logo,

lim
i→∞

α(tmi
)β(tmi

) = lim
i→∞

α(smi
)β(tmi

) = α(θ)β = 0

e, como β 6= 0, conclúımos que α(θ) = 0, ou seja, θ pertence ao conjunto Z de zeros de

α|[0, T ]. Mas, por hipótese, Z é um conjunto finito. Desse modo, θ é um ponto isolado

de Z ⊂ R. Além disso, (E.5), as definições acima e o Lema E.4 implicam que

lim
i→∞

(smi
+ ǫ) = θ + ǫ,

lim
i→∞

Wq(tmi
+ ǫ) = W,

(E.7)

para todo ǫ ∈ R.

Iremos agora considerar dois casos distintos, dependendo do valor de θ ∈ [0, T ]. Re-

lembramos que Tp = T/p (veja (4.31)).

Caso 1: θ 6= ℓTp, para todo 0 ≤ ℓ ≤ p.

Devido ao fato de θ ser um ponto isolado de Z ⊂ R e usando (4.34), sabemos que

existe um número real ǫ0 > 0 tal que α(ǫ) 6= 0, para todo ǫ ∈ (θ, θ+ ǫ0), e Hr é constante

em [θ, θ + ǫ0) e cont́ınua em t = θ. Como Xr é cont́ınua e Hr, Xr possuem peŕıodo T
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(veja (4.34) e (4.35)), obtemos de (E.5) que

lim
i→∞

Hr(tmi
) = lim

i→∞
Hr(smi

) = Hr(θ) = Ar,

lim
i→∞

Hr(tmi
+ ǫ) = lim

i→∞
Hr(smi

+ ǫ) = Hr(θ + ǫ) = Hr(θ) = Ar,

lim
i→∞

Xr(tmi
) = lim

i→∞
Xr(smi

) = Xr(θ) = Xr,

lim
i→∞

Xr(tmi
+ ǫ) = lim

i→∞
Xr(smi

+ ǫ) = Xr(θ + ǫ),

(E.8)

para cada ǫ ∈ (0, ǫ0). Defina γ: (0, ǫ0) → R por

γ(ǫ) = lim
i→∞

β(tmi
+ ǫ), para cada ǫ ∈ (0, ǫ0).

De (E.7) e (E.8), resulta que

γ(ǫ) = V (WX†
r(θ + ǫ)[adj

Ar
Hk]Xr(θ + ǫ)), para cada ǫ ∈ (0, ǫ0),

e (E.6) implica que

lim
i→∞

α(tmi
+ ǫ)β(tmi

+ ǫ) = lim
i→∞

α(smi
+ ǫ)β(tmi

+ ǫ) = α(θ + ǫ)γ(ǫ) = 0, para ǫ ∈ (0, ǫ0).

Mas, α(θ+ǫ) 6= 0, para ǫ ∈ (0, ǫ0). Desse modo, γ = 0. Portanto, decorre da continuidade

de Xr e de (E.8) que

lim
ǫ→0

γ(ǫ) = V (WX
†

r[adj

Ar
Hk]Xr) = β = 0,

contradizendo β 6= 0.

Caso 2: θ = ℓTp, onde 0 ≤ ℓ ≤ p.

Considere os conjuntos

L+ = {i ∈ N : smi
≥ θ},

L− = {i ∈ N : smi
< θ}.

É evidente que estes conjuntos são disjuntos e L+ ∪ L− = N. Além disso, L+ ou é finito

ou infinito. Suponha que L+ é infinito. Assim, existe uma subseqüência1 {smij
} de {smi

}

1Veja, por exemplo, [52, Proposição 1, pág. 11].
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tal que

smij
≥ θ, para todo j ∈ N.

Seja {tmij
} a subseqüência correspondente de {tmi

}. Podemos então proceder de maneira

idêntica ao Caso 1, substituindo {smi
} por {smij

}, {tmi
} por {tmij

} e a continuidade de

Hr em t = θ pela continuidade à direita de Hr em t = θ = ℓTp (veja (4.34)), e concluir

que β = 0.

Agora, suponha que L+ é finito. Portanto, L− é infinito e existe uma subseqüência

{smik
} de {smi

} tal que

smik
< θ, para todo k ∈ N.

Note que θ 6= 0, ou seja, ℓ 6= 0, pois sm ∈ [0, T ), para todo m ∈ N. Como θ = ℓTp é

um ponto isolado de Z ⊂ R, segue de (4.34) que existe um número real ǫ0 > 0 tal que

α(ǫ) 6= 0 e Hr(ǫ) = Hr(ℓTp), para ǫ ∈ (θ − ǫ0, θ). Obtemos então de (E.5) que

lim
k→∞

Hr(tmik
) = lim

k→∞
Hr(smik

) = Hr(ℓTp) = Ar,

lim
k→∞

Hr(tmik
− ǫ) = lim

k→∞
Hr(smik

− ǫ) = Hr(θ − ǫ) = Hr(ℓTp) = Ar,

lim
k→∞

Xr(tmik
) = lim

k→∞
Xr(smik

) = Xr(θ) = Xr,

lim
k→∞

Xr(tmik
− ǫ) = lim

k→∞
Xr(smik

− ǫ) = Xr(θ − ǫ),

(E.9)

para cada ǫ ∈ (0, ǫ0). Defina δ: (0, ǫ0) → R por

δ(ǫ) = lim
k→∞

β(tmik
− ǫ), para cada ǫ ∈ (0, ǫ0).

É uma conseqüência de (E.7) e (E.9) que

δ(ǫ) = V (WX†
r (θ − ǫ)[adj

Ar
Hk]Xr(θ − ǫ)), para cada ǫ ∈ (0, ǫ0),

e de (E.6) que

lim
k→∞

α(tmik
−ǫ)β(tmik

−ǫ) = lim
k→∞

α(smik
−ǫ)β(tmik

−ǫ) = α(θ−ǫ)δ(ǫ) = 0, para ǫ ∈ (0, ǫ0).

Assim, δ = 0, pois α(θ − ǫ) 6= 0, para cada ǫ ∈ (0, ǫ0). Portanto, (E.9) estabelece que

lim
ǫ→0

δ(ǫ) = V (WX
†

r[adj

Ar
Hk]Xr) = β = 0,

que é uma contradição.
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Este apêndice corresponde ao artigo [111] publicado nos anais do simpósio “3rd IFAC

Symposium on System, Structure and Control – SSSC”.



A TRIANGULAR FORM FOR FLAT

NONLINEAR SYSTEMS WITH TWO

CONTROLS AND FIVE OR LESS STATES

H. B. Silveira, P. S. Pereira da Silva

Department of Telecommunications and Control – PTC

University of São Paulo – USP

São Paulo, SP, Brasil

Emails: hector@lac.usp.br, paulo@lac.usp.br

Abstract: This paper shows that, for flat affine time-invariant continuous-time
nonlinear systems with two controls and five or less state variables, there exists
a smooth change of coordinates and a time-invariant regular static state feedback
such that the system is described by a triangular form. The presentation is based
on an infinite-dimensional differential geometric approach to nonlinear control
systems. Copyright c© 2007 IFAC

Keywords: Nonlinear control systems, Structural properties, Control theory,
Differential geometric methods, Co-ordinate transformations, State feedback.

1. INTRODUCTION

The concept of flatness was introduced by Fliess et

al. (1992) in the control literature (see also (Fliess
et al., 1999)). Loosely speaking, if a system is flat,
then there exists an output y (called flat output)
such the state and the control can be determined
from y and a finite number of its derivatives. In
this paper 1 , we present a proof that flat affine
time-invariant continuous-time nonlinear systems
with two controls and five or less states are es-
sentially triangular. In other words, there exists a
smooth change of coordinates and a time-invariant
regular static state feedback in which the system
is described by a triangular form. This is achie-
ved by using the infinite-dimensional differential
geometric approach to nonlinear control systems
developed in (Pomet, 1995),(Fliess et al., 1999).

1 The first author was supported by the Ministry of Edu-
cation through CAPES. The second author was partially
supported by the National Council of Scientific and Tech-
nology Development – CNPQ.

The layout of the paper is as follows. A brief
overview of the infinite-dimensional differential
geometric approach mentioned above is given in
Section 2. In Section 3, a proof of the existence of a
triangular form for flat systems with two controls
and five or less states is presented. Specific parts
of the proof, along with some selected theorems
from the literature that are referred to along the
text, were collected in Appendix.

2. MATHEMATICAL BACKGROUND

This section follows very closely the presentation
in (Pereira da Silva and Corrêa Filho, 2001).

Conventions. Let R be the set of real numbers,
N the set of natural numbers (including 0), [n] =
{0, . . . , n} ⊂ N and ]n] = {1, . . . , n} ⊂ N. The
symbol ‘◦’ denotes the composition of mappings
and ‘|’ the restriction of a mapping. By a function
we mean a mapping of a set into R. If x =
(x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ R

n, then xy
denotes x1y1 + . . . + xnyn and card(x) , n.
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Furthermore, x̃ ⊂ x means that the components
of x̃ are also components of x.

R
A-manifolds. Let A be a countable set. Since

we can identify A with N, let R
A be the set of

all real sequences. This set becomes a topological
space with the (Tychonoff) product topology (i.e.
the coarsest topology such that all the natural
projections are continuous). A function φ defined
on an open set V ⊂ R

A is smooth if, for every
p ∈ V , there exists an open neighborhood Vp ⊂ V
of p and some n ∈ N such that φ|Vp = h ◦ π|Vp,
where π is the projection of R

A onto R
n and h

is a smooth function in the usual sense defined
on the open set π(Vp) ⊂ R

n. Let B be another
countable set. A mapping ϕ of an open set of R

A

into R
B is smooth if each component function is

smooth. From these definitions, we can establish
the concepts of R

A-manifold, smooth mapping
between R

A-manifolds, tangent mapping, tangent
bundle, smooth vector field, pull-back, differen-
tial of a smooth function, smooth (co)distribution
and so on, in an analogous manner to finite-
dimensional differential geometry. These concepts
exhibit many of the properties of the finite-
dimensional case, since, locally, they behave as if
they were finite-dimensional. LetM andN be R

A-
manifolds and let V ⊂M be open. If φ is a smooth
function on V , then dφ denotes its differential.
If Φ = (φ1, . . . , φn) is a smooth mapping of V
into R

n, then dΦ denotes (dφ1, . . . , dφn). If X is
a smooth vector field on M , then LXφ is the Lie
derivative of φ along X and Lk

Xφ = LX(Lk−1
X φ),

k ∈ N, where L0
Xφ , φ. If X and Y are smooth

vector fields on M , then [X,Y ] denotes their Lie
bracket and adk

XY = [X, adk−1
X Y ], k ∈ N, where

ad0
XY , Y . An immersion ι : M → N is a

smooth mapping such that, for every p ∈ M ,
there exist local charts (V, φ) and (W,ψ) of p
and ι(p), respectively, with ι(V ) ⊂ W and such
that, in these coordinates, ι(x) = (x, 0). If Ω is a
codistribution, then Ω⊥ denotes its annihilator.

Diffieties. A diffietyM is a R
A-manifold endowed

with a fixed smooth vector field ∂M , called the
Cartan field. Let M and N be diffieties. A Lie-
Bäcklund mapping ϕ of M into N is a smooth
mapping that is compatible with the Cartan fields,
that is, ϕ∗|p(∂M (p)) = ∂N (ϕ(p)), for all p ∈
M , where ϕ∗ is the tangent mapping of ϕ. A
Lie-Bäcklund immersion is Lie-Bäcklund mapping
that is an immersion.

Systems. A system is a triple (S, d/dt, τ), where
S is a diffiety with Cartan field d/dt and τ : S → R

is a Lie-Bäcklund immersion with R having the
usual differential structure. By abuse of notation,
we shall denote (S, d/dt, τ) simply by S. If φ is
a smooth function on an open set of S, then
φ(k) = Ld/dtφ

(k−1), k ∈ N, where φ(0) , φ, and

φ̇ = φ(1).

State representations and outputs. Let S be
a system. A state representation of S at ξ ∈ S
is a local chart (V, ϕ = (t, x, U)) of ξ such that

t = τ |V , x = (x1, . . . , xn) and u
(k+1)
j = Ld/dtu

(k)
j ,

where U = {u
(k)
j : j ∈ ]m], k ∈ N}. We call x

and u = (u
(0)
1 , . . . , u

(0)
m ) the state and the input,

respectively. Since x and u completely determine
ϕ, we shall denote (V, ϕ) simply by (x, u). In these
coordinates, the Cartan field is given by

d/dt = ∂/∂t+

n∑

i=1

fi∂/∂xi

+

m∑

j=1

∞∑

k=0

u
(k+1)
j ∂/∂u

(k)
j .

(1)

Note that it is completely determined by ẋi =
fi. If (x, u) and (v, z) are state representations
at ξ, then we must have card(u) = card(v). A
smooth mapping y = (y1, . . . , yp) around ξ is
called an output of S at ξ. It is called a flat
output at ξ if (∅, y) is a state representation at ξ
(i.e. there is no state). Another characterization
of flatness is given in Theorem 3 in Appendix
A.3. Let (x, u) be a state representation of S and
y = (y1, . . . , yp) an output of S. Assume that
the domain of y is contained in that of (x, u).
Then, (x, u) (resp. y) is classic if ẋi (resp. yl) does

not depend on u
(k)
j , for i ∈ ]n] (resp. l ∈ ]p]),

j ∈ ]m], k ≥ 1. And, (x, u) (resp. y) is time-
independent if ẋi (resp. yl) does not depend on
t, for i ∈ ]n] (resp. l ∈ ]p]). A flat output y is

0-flat if it does not depend on t, u
(k)
j , for j ∈

]m], k ∈ N. Two state representations (x, u) and
(z, v) at ξ are related by time-invariant static state
feedback if: (i) card(x)=card(z), card(u)=card(v);
(ii) span{dx} = span{dz}, span{dx, du} =
span{dz, dv}, around ξ (pointwise).

Systems associated to control systems. Consi-
der the following control system

ẋi = fi(x, u), i ∈ ]n],
yl = hl(x), l ∈ ]p],

(2)

where x ∈ X (open set of R
n) and u ∈ R

m.
It is possible to associate to these equations a
system S with global classic time-independent
state representation (x, u) and global classic time-
independent output y = (y1, . . . , yp). Indeed: S =

R × X × (Rm)N; t, xi, u
(k)
j are the canonical

coordinates; τ = t; and the Cartan field of S is
defined by (1), with card(x) = n and card(u) = m.

3. MAIN RESULT

Consider the following affine nonlinear control
system with two controls and two outputs

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2 = f(x) + g(x)u,(3)
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y = h(x), (4)

where x ∈ X ⊂ R
n is the state vector, X is

open, f, g1, g2: X → R
n are smooth, g = (g1, g2),

u = (u1, u2) ∈ R
2 is the control, y = (y1, y2) ∈ R

2

is the output and h: X → R
2 is smooth.

Let S be a system and let (x, u) be a state
representation of S defined on an open set V ⊂ S.
Suppose that y is an output of S defined on V .
We define, for every k ∈ N, the following smooth
codistributions on V (over C∞(V ))

Yk = span{dy, . . . , dy(k)},

Yk = span{dx, dy, . . . , dy(k)}.
(5)

Definition 1. Suppose that y = (y1, y2) is a 0-flat
output of S. Then y is said to be 0-regular 2 if

y
(1)
1 depends on u, i.e. ∂y

(1)
1 /∂u 6= 0 on V .

Theorem 1. Consider the control system (3)–(4),
with n ≤ 5. Suppose that the smooth distribu-
tion G = span{g1, g2} is involutive. Let S be
the system associated to (3)–(4) with global clas-
sic time-independent state representation (x, u)
and global classic time-independent output y =
(y1, y2). Assume that y is a local 0-regular output

at ξ = (t, x, u1, u2, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . .) ∈ S and that

y
(k)
1 (ξ) = 0, for k ∈ N, where ξ is a regular point

of the codistributions (5), for k ∈ [n]. Then, there
exists a classic time-independent state represen-
tation (z, v) (v = (v1, v2)) at ξ that is related to
(x, u) by time-invariant static state feedback, such

that v
(k)
1 (ξ) = 0, for k ∈ N, and that, in these new

coordinates, the Cartan field of S is described by

ż1 = z2 + φ1(zn, z1, z2)v1,
ż2 = z3 + φ2(zn, z1, z2, z3)v1,

...
żn−3 = zn−2 + φn−3(zn, z1, z2, . . . , zn−2)v1,
żn−2 = zn−1 + φn−2(zn, z1, z2, . . . , zn−2)v1,
żn−1 = v2,
żn = v1.

(6)

In particular, y = (z1, zn) is a local 0-flat output
of S at ξ.

Remark 1. As can be seen in the proof of the
theorem above, it is not required that G is in-
volutive for the triangular form of (6) to hold
when n ≤ 4. In this case, however, żn−2 =
zn−1 + φn−2(zn, z1, z2, . . . , zn−1)v1 is substituted
for żn−2 = zn−1 + φn−2(zn, z1, z2, . . . , zn−2)v1.

Remark 2. The last assertion of the theorem is a
direct consequence of the triangular form of (6),

2 It is shown in Appendix A.1 that we can always assume,
without loss of generality, that a local 0-flat output y =
(y1, y2) of the system S associated to (3) is a local 0-regular
output.

the Implicit Function Theorem and Theorem 3 in
Appendix A.3.

Remark 3. Let ξ = (t, x, u1, u2, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . .) ∈

S. It is easily seen that in case h1(x) = 0 in
(4), where h = (h1, h2), and (x, (u1, u2)) is an
equilibrium point of (3) (i.e. f(x) + g1(x)u1 +

g2(x)u2 = 0), then y
(k)
1 (ξ) = 0, for k ∈ N.

Remark 4. Put another way, the theorem esta-
blishes that there exists a smooth change of co-
ordinates (z = Φ(x)) Φ: V → Φ(V ) ⊂ R

n,
where V ⊂ R

n is an open neighborhood of x,
and a time-invariant (smooth) regular static state
feedback ((u1, u2) = α(x, (v1, v2)) α: W → R

2,
where W ⊂ R

n × R
2 is an open neighborhood of

(x, (0, v2)) and α(x, (0, v2)) = (u1, u2), such that,
in the new coordinates z and in the new control
v = (v1, v2), (3) is described by the triangular
system (6) around (Φ(x), (0, v2)).

Proof. In the coordinates (x, u), we have

y
(1)
1 = Lfh1(x) + Lg1

h1(x)u1 + Lg2
h1(x)u2,

y
(1)
2 = Lfh2(x) + Lg2

h2(x)u1 + Lg2
h2(x)u2,

(7)

where Lg1
h1 6= 0 or Lg2

h1 6= 0, around ξ, because
y is a local 0-regular output at ξ (Lfhi and Lgjhi

denote the usual Lie derivatives in R
n). It follows

that there exists a regular static feedback (in the
usual sense) of the form 3

u = α(x) + β(x)v, (8)

such that y
(1)
1 = v1, where α is smooth around

ξ, β is a diffeomorphism around ξ and v =
(v1, v2) ∈ R

2. Therefore, it follows from Theo-
rem 2 (see Appendix A.3) that (x, v) is a classic
time-independent state representation at ξ that
is related to (x, u) by time-invariant static state

feedback. By construction, we have that v1 = y
(1)
1 ,

around ξ. Furthermore, in these new coordinates,
the Cartan field of S is described by

ẋ = f(x) + g(x)α(x) + g(x)β(x)v

= f(x) + g1(x)v1 + g2(x)v2.
(9)

Since y is a local 0-flat output at ξ, we obtain
that dy1 6= 0 and dy1 ∈ span{dx}, around ξ.
Hence, we can choose among the components of
x = (x1, . . . , xn) in a way that

span{dxi1 , . . . , dxin−1
, dy1} = span{dx}, (10)

around ξ. Let x̃ = (xi1 , . . . , xin−1
, y1). Theo-

rem 2 thus implies that (x̃, v) is a classic time-

3 This construction is based on the coordinate description
of the Dynamic Extension Algorithm. See e.g. (Di Bene-
detto et al., 1989), (Pereira da Silva, 2000).
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independent state representation at ξ that is re-
lated to (x, v) by time-invariant static state feed-
back. By construction, we have

x̃n = y1,

v1 = y
(1)
1 = ˙̃xn,

˙̃x = f̃(x̃) + g̃1(x̃)v1 + g̃2(x̃)v2.

(11)

It is shown in Appendix A.2 that the structure
at infinity {σ0, . . . , σn} at ξ (see Theorem 5(b) in
Appendix A.3) is given by

σ0 = 0, σ1 = . . . = σn−2 = 1, σn−1 = σn = 2. (12)

But v1 = y
(1)
1 , around ξ. Hence, Theorem 5(a)

implies

dy2 ∈ span{dx̃}, (13)

dy
(k)
2 ∈ span{dx̃, dv1, . . . , dv

(k−1)
1 }, (14)

around ξ, for k ∈ ]n − 2]. Therefore, in the
coordinates (x̃, v), we obtain

∂y
(k)
2 /∂v2 = 0, (15)

around ξ, for k ∈ [n− 2].

We shall now determine a new classic time-
independent state representation at ξ such that,
in these new coordinates, the Cartan field of S is
described by (6). Let ϕ = (t, x̃, V 1, V 2): W →
ϕ(W ) be the local chart of ξ corresponding to
(x̃, v), where W is an open neighborhood of ξ

and Vj = {v
(k)
j : k ∈ N}, for j = 1, 2. By

hypothesis, we have that y
(k)
1 (ξ) = 0, for k ∈ N.

Since v1 = y
(1)
1 , around ξ, it follows that ϕ(ξ) =

(t(ξ), x̃(ξ), 0, V 2(ξ)). Define the smooth mapping
ι = ϕ−1 ◦η ◦ϕ: W → W , where η: ϕ(W ) → ϕ(W )
is given by η(t, x̃, V 1, V 2) = (t, x̃, 0, V 2). Now,
consider the following smooth functions on W

z1 = y2,

z2 = y
(1)
2 ◦ ι,

...

zn−1 = y
(n−2)
2 ◦ ι,

zn = y1 = x̃n,

(16)

where we can assume, without loss of generality,
that the open set where y is 0-regular is equal
to W . From (13) and (14), it follows that, in the
coordinates (x̃, v), we have

y2 = r(x̃), (17)

y
(k)
2 = sk(x̃, v1, v

(1)
1 , . . . , v

(k−1)
1 ), (18)

around ξ, for k ∈ ]n − 2], where r and sk are
smooth functions on an open set of R

n and R
n+k,

respectively. It is easy to show by induction from
(11) and (15) that, in the coordinates (x̃, v),

L
g̃2

Lk−1

f̃
r= 0, (19)

y
(k)
2 = Lk

f̃
r + Pk, (20)

dy
(k)
2 =

∂Lk

f̃
r

∂x̃
dx̃+Qkdx̃+ wk, (21)

for k ∈ ]n − 2], where r is as in (17), wk ∈ Z =

span{dv1, dv
(1)
1 , . . .} on W , and Pk and Qk are

polynomials with real coefficients in the variables

v1 (until degree k), v
(1)
1 (until degree k − 1), . . . ,

v
(k−2)
1 (until degree 2), v

(k−1)
1 (only degree 1),

such that Pk = Qk = 0 for v
(j)
1 = 0. Recall

that y = (y1, y2) is a flat output on W and

note that (17) and (20) imply that d(y
(k)
2 ◦ i) =

(∂Lk

f̃
r/∂x̃)dx̃, for k ∈ [n − 2]. It is thus straight-

forward to show from (21) that {dz1, . . . , dzn}
is linearly independent on W . Since span{dz} ⊂
span{dx̃} on W , we obtain

span{dz} = span{dx̃} (22)

on W . Therefore, Theorem 2 implies that (z, v) is
a classic time-independent state representation at
ξ that is related to (x̃, v) by time-invariant static
state feedback.

It is easily seen from (11), (16), (19) and (20) that,
in the coordinates (z, v), we have

ż1 = z2 + φ1(z)v1,

ż2 = z3 + φ2(z)v1,

...
żn−2 = zn−1 + φn−2(z)v1,

żn−1 = zn + φn−1(z)v1 + δ(z)v2,

żn = v1,

(23)

where δ = L
g̃2

Ln−2

f̃
r, around ξ. Since (x̃, v) is a

classic time-independent state representation at ξ,
it follows from (14) that

dy
(n−1)
2 ∈ span{dx̃, dv1, . . . , dv

(n−2)
1 , dv2}, (24)

around ξ. Recall that σn−1 = 2 and v1 = y
(1)
1 .

Hence, in the coordinates (x̃, v), we must have

∂y
(n−1)
2 /∂v2 = L

g̃2

Ln−2

f̃
r 6= 0 (25)

at ξ, because otherwise we would have σn−1 = 1
(see Theorem 5(a)–(b)). This implies that δ 6= 0,
around ξ. Define the regular static feedback

v =




0

−
zn

δ(z)



 +




1 0

−
φn−1(z)

δ(z)

1

δ(z)



 ṽ

= α̂(z) + β̂(z)ṽ,

(26)

Preprints of the 3rd IFAC Symposium on System, Structure and Control SSSC07, Foz do Iguassu, Brazil, October 17-19th, 2007

4/6



where ṽ = (ṽ1, ṽ2). Note that ṽ1 = v1, α̂ is smooth

around ξ and β̂ is a diffeomorphism around ξ. It
thus follows from Theorem 2 that (z, ṽ) is a classic
time-independent state representation at ξ that is
related to (z, v) (and hence to (x, u)) by time-
invariant static state feedback. By construction,
in these coordinates, the Cartan field is given by

ż = f̂(z) + ĝ1(z)ṽ1 + ĝ2(z)ṽ2, (27)

around ξ, where f̂ = (z2, . . . , zn−1, 0, 0), ĝ1 =
(φ1, . . . , φn−2, 0, 1) and ĝ2 = (0, . . . , 0, 1, 0). The-
refore, in order to complete the proof, it remains to
show that the component functions φk of ĝ1 have
indeed the triangular structure of (6). Throughout
the rest of this section, we will denote the smooth
vector fields ĝ1∂/∂z and ĝ2∂/∂z simply by ĝ1 and
ĝ2, respectively.

Note that {ĝ1, ĝ2} is independent around ξ. By hy-
pothesis, in the control system (3)–(4), the smooth
distribution G = span{g1, g2} is involutive. Recall
that (z, ṽ) is related to (x, u) by (8), (10), (22) and

(26). Hence, Ĝ = span{ĝ1, ĝ2} is involutive and we
thus must have

[ĝ1, ĝ2] = −




∂φ1/∂zn−1

...
∂φn−2/∂zn−1

0

0




= 0, (28)

around ξ. Therefore, (6) is true for n ≤ 4.

Now, suppose that n = 5. It is easy to see that
the structure at infinity at ξ is invariant under
state representations at ξ that are related by time-
invariant static state feedback. Hence, (12) still
holds and, as before, gives

∂y
(k)
2 /∂ṽ2 = 0, (29)

around ξ, for k ∈ [n− 2]. It follows that

L
∂/∂ṽ2

y
(k)
2 = 0, (30)

around ξ, which in turn is equivalent to 4

L
adk

d/dt
∂/∂ṽ2

y
(j)
2 = 0, (31)

around ξ, for k ∈ [n − 2], j ∈ [n − 2 − k]. Let
êi = ∂/∂zi, for i ∈ ]n]. It is straightforward to
conclude from (27) that

[d/dt, ∂/∂ṽ2] = −ê4, (32)

and from (28) that

[d/dt, [d/dt, ∂/∂ṽ2]] = −ê3. (33)

4 For a proof of this fact, see e.g. (Isidori, 1995, Lemma
4.1.1, p. 140).

Since z1 = y2, around ξ, (27) and (31) give

〈dy
(1)
2 ,−ê3〉 = ṽ1〈dφ1,−ê3〉 = 0, (34)

around ξ, which implies

〈dφ1, ê3〉 = ∂φ1/∂z3 = 0 (35)

around ξ, because ṽ1 is a coordinate function.
Therefore, (27) has the desired triangular form (6)
for n = 5, which completes the proof.

It is easy to verify from the foregoing reasoning
the validity of Remark 1. Indeed, note that it is
clearly true for n ≤ 3. For n = 4, we have that
[d/dt, ∂/∂ṽ2] = −ê3. Thus, Remark 1 follows from
(31), (34) and (35).

2
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APPENDIX

Appendix A.1

This fact is a consequence of the next two results.

Proposition 1. Let y = (y1, y2) be a 0-flat output

of S. Then, for every k ∈ N, y = (y1 + y
(k)
2 , y2) is

also a 0-flat output of S.
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Proof. Straightforward. 2

Proposition 2. Let y = (y1, y2) be an output of S.

If, for every k ∈ N, y
(k)
1 and y

(k)
2 do not depend

on u, then y is not a flat output of S.

Proof. We shall prove this by contradiction.
Hence, suppose that y is a flat output of S.
Therefore, the change of coordinates mapping

(t, x, u1, u2, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . .) 7→ (t, y1, y2, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . .)

is a bijection. However, this mapping cannot be

injective in case y
(k)
1 and y

(k)
2 do not depend on u,

for k ∈ N. 2

Indeed, suppose that this is not the case. After a
possible reordering of the outputs, take the least

k ≥ 1 such that: (i) y
(k)
2 does not depend on t, u(j),

for k ∈ [k− 1], j ∈ N; (ii) y
(k)
2 does not depend on

t, u(j), for j ≥ 1; (iii) ∂y
(k)
2 /∂u 6= 0 on some open

set V ⊂ S . Such k exists by Proposition 2 and
by the form of the control system (3). Therefore,

Proposition 1 implies that y = (y1 + y
(k−1)
2 , y2) is

a local 0-flat output of S such that y
(1)
1 |V depends

on u (i.e. ∂y
(1)
1 /∂u 6= 0 on V ), where y = (y1, y2).

Appendix A.2

It is clear that σ0 = 0, since y is a local 0-
flat output at ξ. By hypothesis, ξ is a regular
point of Yk,Yk in (5), for k ∈ [n]. From (10), we
have that Yk = span{dx̃, dy, . . . , dy(k)}, around
ξ, for k ∈ [n]. Since card(x̃) = card(x) = n and
card(v) = card(y) = 2, it follows from Theorem 4
in Appendix A.3 that there exists k ∈ [n] such
that span{dx̃} ⊂ Yk−1, around ξ. Note that, by

(11), we have that span{dx̃, dv} = span{dx̃, d ˙̃x},
around ξ. According to Theorem 5(b)–(c), there
exists k∗ ∈ [n] such that Yk ∩ span{dx̃} =
Yk∗−1∩span{dx̃}, around ξ, for k ≥ k∗. Therefore,
span{dx̃} ⊂ Yk∗−1, around ξ. We thus conclude
from Theorem 4 that

n+

k∗

−1∑

i=1

σi = 2k∗, σk∗ = 2. (.1)

Now, by definition (see Theorem 5(b)), we have
that 2 ≥ ρk ≥ σk, for k ∈ N. However, {ρk} is
a non-increasing sequence and σk∗ = 2. Hence,
ρk = 2 and σk < 2, for 1 ≤ k < k∗. From (11), we
obtain that σ1 ≥ 1. Since {σk} is a non-decreasing
sequence, we have that σ1 = . . . σk∗−1 = 1. Hence,
(.1) implies that k∗ = n − 1. Therefore, σ0 = 0,
σ1 = . . . = σn−1 = 1 and σn−1 = σn = 2.

Appendix A.3

Theorem 2. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system and let (x, u) be a classic time-independent
state representation at ξ ∈ S. Let z and v be
smooth mappings defined around ξ such that
card(x) = card(z) and card(u) = card(v). Sup-
pose that, around ξ, span{dx} = span{dz} and
span{dx, du} = span{dz, dv}. Then, (z, v) is a
classic time-independent state representation at ξ
that is related to (x, u) by time-invariant static
state feedback.

Theorem 3. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system and let (x, u) be a classic state representa-
tion at ξ ∈ S. Suppose that y is a classic output at
ξ such that card(y) = card(u). Then, y is a local
flat output at ξ if and only if there exists k∗ ∈ N

such that {dy, . . . , dy(k∗)} is independent at ξ and
span{dx, du} ⊂ span{dy, . . . , dy(k∗)}, around ξ.

Theorem 4. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system. Let (x, u) be a classic time-independent
state representation at ξ and let y be a classic
time-independent output at ξ such that card(x) =
n, card(y) = card(u) = m and span{dx, du} =
span{dx, dẋ}, around ξ, where ξ ∈ S is a regular
point of the smooth codistribuitions (5), for k ∈
[n]. Suppose that (x, u) and y are defined on the
same open set. Then, y is a local 0-flat output at ξ
if and only if there exists k ∈ [n] such that either
one of the following two equivalent conditions is
met: (i) the structure at infinity {σ1, . . . , σn} at

ξ satisfies n +
∑k−1

i=1 σi = mk, σk = m; (ii)
span{dx} ⊂ Yk−1, around ξ.

Theorem 5. (Pereira da Silva, 2000) Let S be a
system. Let (x, u) be a classic time-independent
state representation at ξ ∈ S and let y be a classic
time-independent output of S at ξ. Assume that
(x, u) and y are defined on the same open set and
that ξ is a regular point of the codistributions (5),
for k ∈ [n], where card(x) = n. Then:

(a) We can choose ỹk ⊂ y such that ỹ
(k)
k−1 ⊂ ỹ

(k)
k

and {dxk} is a basis for Yk, around ξ, where

xk = (x, ỹ0, ỹ
(1)
1 , . . . , ỹ

(k)
k ), for k ∈ [n];

(b) Consider the sequences {σk} and {ρk} de-
fined as σk = dim(Yk(ξ)) − dim(Yk−1(ξ))
and ρk = dim(Yk(ξ)) − dim(Yk−1(ξ)), where
Y−1 = span{dx}, Y−1 = {0}, and Yk and
Yk are as in (5), for k ∈ N. Then, {σk}
is a non-decreasing sequence and {ρk} is a
non-increasing sequence. Furthermore, there
exists (an unique) k∗ ∈ [n] such that σk < ρk,
for k < k∗, and σk = ρk, for k ≥ k∗, k ∈ N.
The finite sequence {σ0, . . . , σn} is called the
structure at infinity at ξ;

(c) Yk ∩ span{dx} = Yk∗−1 ∩ span{dx}, around
ξ, for k ≥ k∗, k ∈ N.
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Apêndice G

Artigo “A Time-Periodic Lyapunov

Approach for Motion Planning of

Controllable Driftless Systems on

SU(n)”
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A Time-Periodic Lyapunov Approach for Motion Planning of
Controllable Driftless Systems on SU(n)

H. B. Silveira, P. S. Pereira da Silva and P. Rouchon

Abstract— For a right-invariant and controllable driftless sys-
tem on SU(n), we consider a time-periodic reference trajectory
along which the linearized control system generatessu(n): such
trajectories always exist and constitute the basic ingredient
of Coron’s Return Method. The open-loop controls that we
propose, which rely on a left-invariant tracking error dynamics
and on a fidelity-like Lyapunov function, are determined from
a finite number of left-translations of the tracking error and
they assure global asymptotic convergence towards the periodic
reference trajectory. The role of these translations is to avoid
being trapped in the critical region of this Lyapunov-like
function. The convergence proof relies on a periodic version
of LaSalle’s invariance principle and the control values are
determined by numerical integration of the dynamics of the
system. Simulations illustrate the obtained controls forn = 4
and the generation of the C–NOT quantum gate.

I. INTRODUCTION

Consider the right-invariant driftless system

Ẋ =

m∑

k=1

ukHkX, X(0) = I, (1)

whereX ∈ Mn is the state,Mn is the real Banach space of
squaren × n matrices with complex entries endowed with
the Euclidean norm,H = {H1, . . . ,Hm} ⊂ su(n) (the Lie
algebra of the special unitary group SU(n)), uk ∈ R are the
controls, andI is the identity matrix ofMn. The periodic
motion planning problemfor this system is formulated as
follows. Given agoal stateX∞ ∈ SU(n) and T > 0, find
a smooth periodicreference trajectoryXr: R+ → SU(n)
of period T , with Xr(0) = X∞, and determine continuous
open-loop controlsuk: R+ → R, for 1 ≤ k ≤ m, in
a manner that the tracking error between the trajectory
X: R+ → SU(n) of (1) andXr converges to zero ast → ∞,
that is, limt→∞[X(t) − Xr(t)] = 0.

We remark that there is no loss of generality in as-
suming that X(0) = I in (1). Indeed, since system
(1) is right-invariant, if (X(t), (u1(t), . . . , um(t))), for
t ∈ R+, is a solution of (1) with X(0) = I, then
(X(t)X0, (u1(t), . . . , um(t))), for t ∈ R+, is a solution of
(1) with initial condition X(0) = X0 ∈ SU(n). Therefore,

The first author was fully supported by CAPES. The second author was
partially supported by CNPq. The second and third authors were partially
supported by CAPES/COFECUB and “Agence Nationale de la Recherche”
(ANR), Projet Blanc CQUID number 06-3-13957.
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P. Rouchon is with Mines ParisTech, Centre Automatique et Systèmes,
Mathématiques et Systèmes, France
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if the periodic motion planning problem has been solved for
system (1) withX(0) = I, it is straightforward to show that
it will also be solved for (1) withX(0) = X0 ∈ SU(n).

The main result of this paper is the determination of
a solution for the periodic motion planning problem. This
is established by Theorem 2 in Section II, whose only
assumption is that system (1) regular, in the sense of
Definition 1 in Section II. The results of Coron’s Return
Method show that such condition is always met in case
the system is controllable on SU(n) (see Remark 2 in
Section II). Loosely speaking, by finding an appropriate
reference trajectoryXr, using the time-dependent change of
coordinatesZ = Z(X, t) = X†Xr(t), which corresponds
to the tracking error on the group SU(n), and defining an
adequate “feedback”, we determine an algorithm that obtains,
in a finite number of steps, continuous open-loops controls
uk, for every 1 ≤ k ≤ m, which assure that the tracking
error X − Xr converges to zero ast → ∞. This algorithm
relies on Lyapunov-like convergence results inspired in the
periodic version of LaSalle’s invariance principle presented
in [11], and in thead-conditionstabilization method of [6]. In
a certain sense, we have used the real part of the trace of the
left-invariant tracking errorZ as a Lyapunov-like function,
that is,V (Z) = ℜ(tr(Z)). In the case of quantum systems,
V can then be seen as a fidelity-like Lyapunov function.

The problem of steering a quantum system from a given
initial state to an arbitrary final state, which can be regarded
as a particular case of the periodic motion planning problem
here formulated, has recently been treated in [8] using a
flatness-based approach and in the book [4] (see also the
references therein), where many quantum control techniques
used in the literature are grouped together and explained in
detail, such as Lyapunov-based methods, optimal control and
decompositions of SU(n). Our Lyapunov-like approach has
no restrictions on the goal stateX∞ ∈ SU(n) and onn, as
long as system (1) is regular.

The layout of the paper is as follows. Section II is
entirely dedicated to the proof of Theorem 2 mentioned
above. Simulations illustrate in Section III the generation
of the Controlled-NOT (C–NOT) gate for a quantum system
with n = 4. Appendix presents the proof of the important
convergence result of Theorem 1 in Section II.

II. M AIN RESULT

Based on (1), we define thereference system

Ẋr =

m∑

k=1

ur
kHkXr, Xr(0) = X∞ ∈ SU(n), (2)



whereXr ∈ Mn and the smooth time functionsur
k: R → R

are still to be specified.
Definition 1: System (1) is said to beregular when, given

T > 0, there exist smooth periodic functionsuT
k : R → R

of period T , for all 1 ≤ k ≤ m, such that the solution
XT

r : R → SU(n) of (2), with XT
r (0) = I andur

k = uT
k , is

also periodic of periodT and satisfies

span{Bj
k(0), 1 ≤ k ≤ m, j ∈ N} = su(n), (3)

where N is the set of natural numbers (including zero),
A(t) =

∑m

k=1 uT
k (t)Hk ∈ su(n), B0

k(t) = HkXT
r (t),

Bj+1
k (t) = −A(t)Bj

k(t) + Ḃj
k(t), 1 ≤ k ≤ m, j ∈ N, t ∈ R.

Remark 1:Note thatA: R → su(n), Bj
k, Ḃj

k: R → Mn

are smooth and also have periodT , for every1 ≤ k ≤ m,
j ∈ N. Hence, they are bounded mappings.

Remark 2:Note that the linearized control system of (2)
(or of (1)) along the trajectory(XT

r , (uT
1 , . . . , uT

m)) is given
by Ẋℓ

r = A(t)Xℓ
r +

∑m

k=1 wkB0
k(t), wk ∈ R. Based on

Coron’s Return Method (see [2], [3]), it can be shown that
(1) is regular in case Lie(H) = su(n). We recall that (1) is
controllable on SU(n) if and only if Lie(H) = su(n) [1].

For simplicity, we shall assume throughout this paper that
system (1) is regular, thatT > 0 has been fixed and that
the functionsur

k in (2) were specified accordingly, that is,
ur

k = uT
k , for 1 ≤ k ≤ m. Moreover, we also assume that

the goal stateX∞ ∈ SU(n) is fixed. DefineXr: R → SU(n)
as Xr = XT

r X∞. Note that Xr is the solution of (2)
with Xr(0) = X∞ and that Xr also has periodT . It
will be shown afterwards thatXr can indeed be used as a
reference trajectory. We also adopt the following notations.
The imaginary unit ofC is denoted byı and if z ∈ C, then
ℜ(z) is its real part andℑ(z) its imaginary part.

It is straightforward to verify from (1) and (2) that the
time-dependent change of coordinates

Z = Z(t,X) = X†Xr(t), for all (t,X) ∈ R × Mn,

along with the time-varying control shift

vk , ur
k(t)−uk = uT

k (t)−uk, for all t ∈ R, 1 ≤ k ≤ m,

determine the left-invariant “closed-loop system”

Ż = ZX†
r (t)

m∑

k=1

vkHkXr(t), Z(0) = X∞ ∈ SU(n), (4)

for all (t, Z) ∈ R×Mn. If we can find continuous functions
vk: R+ → R, for each1 ≤ k ≤ m, such that

lim
t→∞

Z(t) = lim
t→∞

X†(t)Xr(t) = I, (5)

whereZ: R+ → SU(n) is the solution of system (4) and
X: R+ → SU(n) is the solution of system (1) with the
continuous open-loop controls

uk(t) = uT
k (t) − vk(t), for all t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m,

it is then clear that

lim
t→∞

[X(t) − Xr(t)] = 0, (6)

thus solving the periodic motion planning problem.

Let V : Mn → R be defined by

V (X) = ℜ(tr(X)), for all X ∈ Mn, (7)

and consider theauxiliary system

Ẇ = WX†
r (t)

m∑

k=1

fkak(t,W )HkXr(t), (8)

where (t,W ) ∈ R × Mn, fk 6= 0 is a fixed real number,
1 ≤ k ≤ m, and

ak(t,W ) = fkV(WX†
r (t)HkXr(t)) ∈ R. (9)

Notice that the “closed-loop” system (4) with “feedbacks”
vk = fkak(t, Z) is nothing but system (8)–(9). Note also
that V in (7) is linear and that, for everyX ∈ SU(n),
we have −n ≤ V (X) ≤ n and V (X) = n if and
only if X = I. Furthermore, by construction,̇V(t,W ) =∑m

k=1 ak(t,W )2 ≥ 0, for all (t,W ) ∈ R × Mn.
In what follows, we show how the next theorem, which is

a Lyapunov-like convergence result for the auxiliary system
(8)–(9) with Lyapunov-like functionV (W ) = ℜ(tr(W )),
and whose proof is deferred to Appendix, determines con-
tinuous functionsvk: R+ → R, for 1 ≤ k ≤ m, such that (5)
is satisfied for the “closed-loop” system (4). We remark that
the properties ofV stated above are essential in the proof.
Our approach to solve the periodic motion planning problem
is then summarized in Theorem 2.

Theorem 1:Consider the set

G = {x ∈ R : x =
n∑

i=1

ℜ(λi), for someλi ∈ C such

that |λi| = 1,
n∏

i=1

λi = 1,ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn)}.

Then, G is a finite set,n ∈ G and n = max(G). Further-
more, lettingδ be the maximal element of the setG \ {n},
we have that, for allq = (t0,Wt0) ∈ R × SU(n),

V (Wt0) > δ ⇒ lim
t→∞

Wq(t) = I,

whereWq: R → SU(n) is the solution of (8)–(9) with initial
conditionWq(t0) = Wt0 .

Suppose thatV (X∞) > δ. In Theorem 1, we choose
q = (0,X∞) ∈ R × SU(n). Therefore,limt→∞ Wq(t) = I.
Hence, the smooth “feedbacks”vk: R+ → R defined as

vk(t) , fkak(t, Z(t)) = f2
kV(X†(t)HkXr(t)),

for t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m, assure thatZ(t) = Wq(t), for
t ∈ R+. Indeed, compare (4) with (8)–(9). Thus, (5) holds.

Now, assume thatV (X∞) ≤ δ. For this case, based
on continuity arguments, we determine an adequate (con-
tinuous) path fromX∞ to I which, in a certain sense,
reduces the problem to the situation whereV (X∞) > δ.
In order to achieve this, the main idea is to find a path
Z: [0, 1] → SU(n), with Z(0) = X∞ and Z(1) = I,
and obtain0 = θ0 < θ1 < · · · < θN−1 < θN = 1,
such thatV (Z(θℓ+1)

†Z(θℓ)) > δ, for all 0 ≤ ℓ ≤ N − 1.
It thus follows from Theorem 1 that, for1 ≤ ℓ ≤ N ,



limt→∞ Z(θℓ)Wℓ(t) = Z(θℓ), where Wℓ: R → SU(n)
is the solution of (8)–(9) with initial conditionWℓ(Tℓ) =
Z(θℓ)

†Z(θℓ−1) ∈ SU(n), where0 = T1 < · · · < TN+1 are
such thatWℓ(Tℓ+1) ≈ I. Loosely speaking, we then “glue”
together the left-translationsZ(θ1)W1, . . . , Z(θN )WN in an
appropriate manner in order to define a continuous solution
(Z(t), (v1(t), . . . , vm(t))), for t ∈ R+, of system (4) that
satisfies (5). We remark that, for every1 ≤ ℓ ≤ N , it is as if
we were in the caseV (X∞) > δ. In the sequel, we formalise
these arguments in detail and determine an algorithm which
obtains, inN steps, continuous functionsvk: R+ → R, for
1 ≤ k ≤ m, such that (5) holds.

It is a standard result that anyX∞ ∈ SU(n) can be written
as X∞ = M†diag(exp ıλ1, . . . , exp ıλn)M , whereM is a
unitary matrix,λ1, . . . , λn ∈ R and

∑n

i=1 λi = 0. Consider
the pathZ: [0, 1] → SU(n) from X∞ to I defined by

Z(θ) = M†diag(exp ıλ1(1 − θ), . . . , exp ıλn(1 − θ))M,

for all θ ∈ [0, 1]. Let a, b ∈ [0, 1]. Hence,Z(b)†Z(a) =
M†diag(exp ıλ1(b − a), . . . , exp ıλn(b − a))M and there-
fore V (Z(b)†Z(a)) =

∑n

j=1 cos(λj(b − a)). Since the
function γ: [0, 1] → R defined byγ(θ) =

∑n

j=1 cos(λjθ),
for all θ ∈ [0, 1], is continuous withγ(0) = n, there exists
ν > 0 such thatγ(θ) > δ in case|θ| < ν, for all θ ∈ [0, 1]
(indeed, chooseǫ = n − δ > 0). Hence,V (Z(b)†Z(a)) > δ
whenever|b− a| < ν, for all a, b ∈ [0, 1], and there exists a
non-zeroη ∈ N such that, for allN ≥ η,

V (Z
†

ℓ+1Zℓ) =

n∑

j=1

cos(λj∆) > δ, (10)

for all 0 ≤ ℓ ≤ N − 1, where Zℓ = Z(θℓ), θℓ = ℓ∆,
for every 0 ≤ ℓ ≤ N , with ∆ = 1/N . Note thatZ0 =
Z(0) = X∞ andZN = Z(1) = I. Let N ≥ η and consider
the continuous functionβ: Mn × Mn → R defined by
β(X,Y ) = V (Y †X), for all (X,Y ) ∈ Mn × Mn. Since
SU(n)×SU(n) is compact,β|(SU(n)×SU(n)) is uniformly
continuous. Therefore, by (10), there existsµ > 0 such that,
for all X ∈ SU(n) and0 ≤ ℓ ≤ N − 1, we have

‖X − Zℓ‖ < µ ⇒ V (Z
†

ℓ+1X) > δ (11)

(indeed, chooseǫ =
∑n

j=1 cos(λj∆) − δ > 0 and consider
the sup norm onMn ×Mn). The aforementioned algorithm
is described below. Recall thatZ0 = X∞ andZN = I.

Algorithm 1: Let X∞ ∈ SU(n). Choose any non-zero
N ∈ N in a manner that (10) holds. DefineT1 = 0 and
W0(T1) = I. For every1 ≤ ℓ ≤ N − 1, choose a real
numberTℓ+1 > Tℓ such thatV (Z

†

ℓ+1ZℓWℓ(Tℓ+1)) > δ,
where Wℓ: R → SU(n) is the solution of system (8)–(9)
with initial conditionWℓ(Tℓ) = Z

†

ℓZℓ−1Wℓ−1(Tℓ) ∈ SU(n).
Define

Z(t) = ZℓWℓ(t) ∈ SU(n), for t ∈ [Tℓ, Tℓ+1),

vk(t) = fkak(t,Wℓ(t)) ∈ R, 1 ≤ k ≤ m, for t ∈ [Tℓ, Tℓ+1).

If TN > TN−1 has been chosen as above, define

Z(t) = WN (t) ∈ SU(n), for t ≥ TN ,

vk(t) = fkak(t,WN (t)) ∈ R, 1 ≤ k ≤ m, for t ≥ TN ,

whereWN : R → SU(n) is the solution of (8)–(9) with initial
conditionWN (TN ) = ZN−1WN−1(TN ) ∈ SU(n). �

Some remarks are in order. First of all, from the rea-
soning preceding Algorithm 1, we know that there al-
ways exists some non-zeroN ∈ N such that (10) is
true. Furthermore, Theorem 1 and property (11) assure
that Tℓ+1 > Tℓ can always be chosen as required in the
algorithm, for every1 ≤ ℓ ≤ N − 1. It is also clear
that (Z(t), (v1(t), . . . , vm(t))), for t ∈ R+, determined by
the algorithm is a continuous solution of the “closed-loop”
system (4). Indeed, compare (4) with (8)–(9). Finally, since
V (Z

†

NZN−1WN−1(TN )) = V (ZN−1WN−1(TN )) > δ,
Theorem 1 implies thatlimt→∞ WN (t) = I. However,
Z(t) = WN (t), for t ≥ TN . Therefore, the continuous
functionsvk: R+ → R determined by Algorithm 1 are such
that (5) is satisfied. We have thus shown our main result:

Theorem 2:Assume that system (1) is regular, in the sense
of Definition 1. GivenX∞ ∈ SU(n), T > 0 and “feedback
gains”f2

k > 0, considerXT
r : R → SU(n) anduT

k : R → R as
in Definition 1, for1 ≤ k ≤ m. DefineXr = XT

r X∞. Then,
there exist continuous open-loop controlsuk: R+ → R,
for 1 ≤ k ≤ m, such that (6) is satisfied. In other
words, the periodic motion planning problem always has a
solution when (1) is regular. More precisely, ifV (X∞) > δ,
where δ is as in Theorem 1, then the smooth open-loop
controls uk(t) = uT

k (t) − f2
kV(X†(t)HkXr(t)), obtained

by numerical integration, fort ∈ R+, 1 ≤ k ≤ m, assure
that (6) holds. Otherwise, in caseV (X∞) ≤ δ, then by
following Algorithm 1 we determine continuous functions
vk: R+ → R, for 1 ≤ k ≤ m, such that the corresponding
continuous open-loop controlsuk(t) = uT

k (t) − vk(t), for
t ∈ R+, assure that (6) is satisfied.

III. QUANTUM MECHANICAL EXAMPLE

After some approximations, an appropriate change of
coordinates, scalings and simplifications, a controlled quan-
tum system consisting of two coupled spin-1

2 particles with
Heisenberg interaction and driven by an external electromag-
netic field, can be modeled as [4]

Ẏ = (D + uxDx + uyDy + uzDz)Y, Y (0) = I, (12)

whereY ∈ M4 (n = 4), the controlsux, uy, uz ∈ R are the
x, y, z components of the electromagnetic field, respectively,
D = diag(3ı,−ı,−ı,−ı), Dx = HR

14 − 3HR
23, Dy = HR

13 +
3HR

24, Dz = HR
12 − 3HR

34 ∈ su(4), and HR
ij = (hR,ij

kℓ ),
HI

ij = (hI,ij
kℓ ) ∈ su(4) are the matrices with entries

hR,ij
ij = 1, hR,ij

ji = −1, hR,ij
kℓ = 0, for k, ℓ 6= i, j,

hI,ij
ij = hI,ij

ji = ı, hI,ij
kℓ = 0, for k, ℓ 6= i, j,

respectively, for all1 ≤ i < j ≤ 4.
Now, in order to remove the drift termDY in (12), we

define, as usual, the time-dependent change of coordinates



X = Φ(t, Y ) = e−DtY , for all (t, Y ) ∈ R × M4. In these
coordinates, (12) is described as1

Ẋ = (uxCx(t)+uyCy(t)+uzCz(t))X, X(0) = I, (13)

where

Cx(t) = e−DtDxeDt =




0 0 0 e−ı4t

0 0 −3 0
0 3 0 0

−eı4t 0 0 0


 ,

Cy(t) = e−DtDyeDt =




0 0 e−ı4t 0
0 0 0 3

−eı4t 0 0 0
0 −3 0 0


 ,

Cz(t) = e−DtDze
Dt =




0 e−ı4t 0 0
−eı4t 0 0 0

0 0 0 −3
0 0 3 0


 ,

for all t ∈ R. We choose the real controlsux, uy, uz as

ux = (u1 + ıu2)e
ı4t + (u1 − ıu2)e

−ı4t,

uy = (u3 + ıu4)e
ı4t + (u3 − ıu4)e

−ı4t,

uz = (u5 + ıu6)e
ı4t + (u5 − ıu6)e

−ı4t,

(14)

respectively, for allt ∈ R, whereu1, . . . , u6 ∈ R are the
new controls. By applying the rotating wave approximation
(RWA) (see e.g. [9], [4], [5]) to system (13)–(14), which con-
sists in considering only the terms that are time-independent
and in disregarding all the oscillating ones, we obtain the
following time-independent driftless system

Ẋ = (u1H
R
14+u2H

I
14+u3H

R
13+u4H

I
13+u5H

R
12+u6H

I
12)X,

(15)
with initial condition X(0) = I. It is straightforward to ver-
ify that Lie({HR

14,H
I
14,H

R
13,H

I
13,H

R
12,H

I
12}) = su(4), i.e.

the system is controllable on SU(4). Hence, Coron’s Return
Method implies that the system is regular (see Remark 2)
and therefore Theorem 2 can be applied. We chooseT = 1
and as goal state the C–NOT (Controlled-Not) gate

X∞ =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 ∈ SU(4),

which is one of the universal gates and has great importance
in quantum information theory [7], [5]. It is easy to see from
the proof of Theorem 1 thatG = {−4, 0, 4} with δ = 0.
SinceV (X∞) = 2 > 0, Theorem 2 implies that the smooth
open-loop controlsuk(t) = u1

k(t)− f2
kV(X†(t)HkXr(t)) =

u1
k(t)−vk(t), for t ∈ R+, 1 ≤ k ≤ 6, obtained by numerical

integration, assure thatlimt→∞[X(t) − Xr(t)] = 0, for any
“feedback gains”f2

k > 0. Here, u1
k = uT

k with T = 1,
and H1 = HR

14, H2 = HI
14, H3 = HR

13, H4 = HI
13,

H5 = HR
12, H6 = HI

12. However, the periodic functions

1In quantum mechanics, this description is usually called theinteraction
picture or interaction representation.

u1
1, . . . , u

1
6 are not known explicitly. Coron’s Return Method

only establishes their existence. Fortunately, for system(15),
symbolic computation software packages have shown that if
we define them asu1

k(t) =
∑nf

ℓ=1 akℓ sin(2πℓt), for t ∈ R,
1 ≤ k ≤ 6, with nf ≥ 3 and whereakℓ ∈ R are randomly
chosen from the uniform distribution on the interval[−a, a]
with “sufficiently large” a > 0, then it is “very likely” that
dim(span{Bj

k(0), 1 ≤ k ≤ 6, 0 ≤ j ≤ 6}) = 15, that is, (3)
holds (recall that dim(su(4)) = 15). And, when (3) is true,
it follows that limt→∞[X(t)−Xr(t)], whereXr = X1

r X∞.
We remark that sinceu1

k is an odd periodic function with
periodT = 1, the solutionX1

r : R → SU(n) in Definition 1
is also periodic with periodT = 1. Note thata and nf

determine the “excitation level” ofu1
k. Forfk = 1, computer

simulations have suggested that asa and nf get larger, the
faster the convergence of the tracking errorX −Xr to zero
(assuming that dim(span{Bk

j (0)}) = 15, of course).
The obtained simulation results are now presented for

fk = 1, a = nf = 5 and akℓ having as values the
corresponding entries of the matrixA = (akℓ) below

A =




−2.00 −1.39 4.66 4.31 1.80
−0.31 −1.54 0.92 −3.20 −2.18
−4.69 −0.31 1.75 3.94 −1.11
−2.79 0.77 4.09 2.34 3.46

2.19 0.60 −0.27 0.43 −3.75
−0.18 −4.44 −1.38 −4.58 2.59




.

With these choices, we have indeed verified that
dim(span{Bk

j (0)}) = 15. Figure 1 exhibits the convergence
of ‖X −Xr‖ to zero (Euclidean norm onM4). We see that
the norm of the tracking error is non-increasing. In Figure 2,
the controlsu1, u2 (top) and the “feedbacks”v1, v2 (bottom)
on the time interval[0, 10] are shown. Notice thatvk is
relatively small in comparison with the controluk, for
k = 1, 2. Therefore, the controluk is relatively close tou1

k

as defined above, fork = 1, 2. In order not to overwhelm
the presentation, we have chosen not to exhibituk, vk, for
3 ≤ k ≤ 6. They have, however, a similar behavior and a
similar order of magnitude as fork = 1, 2.
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Fig. 1. Convergence of the norm of the tracking error to zero.

IV. CONCLUDING REMARKS

In the solution here presented for the periodic motion
planning problem, the only needed assumption is that system
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Fig. 2. Controlsu1, u2 and “feedbacks”v1, v2 on the interval[0, 10].

(1) is regular, which requires that the periodic functionsuT
k

satisfying (3) are explicitly known. Nevertheless, this will
hardly be the case in general. For this reason, currently under
investigation is the explicit determination ofur

k in (2) in a
manner that Theorem 1 still holds under assumptions other
than the regularity of system (1).
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APPENDIX

In order to prove Theorem 1, we need first a few inter-
mediate definitions and results. For simplicity, we consider
throughout this section thatq = (t0,Wt0) ∈ R × SU(n)
is fixed and thatWq: R → SU(n) denotes the solution of
system (8)–(9) with initial conditionWq(t0) = Wt0 . Recall
that if X ∈ Mn andΩ ⊂ Mn, d(X,Ω) , infY ∈Ω ‖Y −X‖.

Definition 2: [11] A point W ∈ Mn is called a limit
point of Wq if there exists a real sequence{tm} such that
limm→∞ tm = ∞ and limm→∞ Wq(tm) = W . The set of
all limit points of Wq is called thelimit set of Wq and is
denoted byΩ(Wq).

Remark 3:Since SU(n) is a compact subset ofMn, it is
clear thatΩ(Wq) is a non-empty subset of SU(n).

Proposition 1: [11] limt→∞ d(Wq(t),Ω(Wq)) = 0.
The next 2 lemmas are essential in the proof of the

important convergence result of Theorem 3 given below,
which was inspired in the periodic version of LaSalle’s
invariance principle presented in [11] and in thead-condition
stabilization method of [6].

Lemma 1:Let W : R → Mn be a continuously differen-
tiable mapping such thatlimt→∞ Ẇ (t) = 0. Suppose that
{tm} is a real sequence such thatlimm→∞ tm = ∞ and
limm→∞ W (tm) = W . Then, for everyǫ ∈ R, we have that
limm→∞ W (tm + ǫ) = W .

Proof: Let ǫ ≥ 0 and m ∈ N. We have that
W (tm + ǫ)−W (tm) =

∫ tm+ǫ

tm
Ẇ (t) dt. Thus, the inequality

‖W (tm + ǫ) − W (tm)‖ ≤ |ǫ| supt∈[tm,tm+ǫ] ‖Ẇ (t)‖ holds.
The assumptions then imply thatlimm→∞ W (tm + ǫ) = W .
For ǫ < 0, we can proceed in an analogous manner.

Lemma 2:Consider thatW ∈ Ω(Wq), j ∈ N and let
1 ≤ k ≤ m. Assume thatlimt→∞ Ẇq(t) = 0 and that
limt→∞ V(Wq(t)X

†
r (t)Bj

k(t)X∞) = 0, whereBj
k is as in

(3). Then,V(WX†
∞Bj

k(0)X∞) = 0.
Proof: Let W ∈ Ω(Wq). By definition, there exists

a real sequence{tm} such that limm→∞ tm = ∞ and
limm→∞ Wq(tm) = W . Now, for eachm ∈ N, there
exists ℓm ∈ Z such thatsm = tm − ℓmT ∈ [0, T ), where
T > 0 is the period ofXr and of Bj

k (see Remark 1).
Since [0, T ] is compact, there exists a subsequence{smi

}
in which limi→∞ smi

= θ ∈ [0, T ]. Let {tmi
} be the

corresponding subsequence of{tm}. Define the sequences
{t∗mi

} and {s∗mi
} as t∗mi

= tmi
− θ and s∗mi

= smi
− θ,

respectively. We have thatlimt→∞ Ẇq(t) = 0 as well
as limt→∞ V(Wq(t)X

†
r (t)Bj

k(t)X∞) = 0 (assumptions).
Therefore, by definition,limi→∞ s∗mi

= 0, and Lemma 1
gives thatlimi→∞ Wq(t

∗
mi

) = limi→∞ Wq(tmi
− θ) = W .

Hence, the continuity and periodicity ofXr and of Bj
k

imply that limi→∞ V(Wq(t
∗
mi

)X†
r (t∗mi

)Bj
k(t∗mi

)X∞) =

limi→∞ V(Wq(t
∗
mi

)X†
r (s∗mi

)Bj
k(s∗mi

)X∞) =

V(WX†
∞Bj

k(0)X∞) = 0.
Theorem 3:Consider the subsetE = {W ∈ SU(n) :

V(WX†
∞Bj

k(0)X∞) = 0, for all j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m},
whereBj

k is as in (3). Then,limt→∞ d(Wq(t), E) = 0 and
E is non-empty.

Proof: Due to Proposition 1, it suffices to prove that the
non-empty limit setΩ(Wq) of the solutionWq is contained in
the setE. We remark that sinceV: Mn → R is a continuous
linear function, there existsc > 0 such that|V(X)| ≤ c‖X‖,
for all X ∈ Mn. Furthermore, it follows from (2), (8)–(9),
Remark 1 and the compactness of SU(n) that each of the
mappingsXr, X†

r , Wq, Bj
k, Ẋr, Ẋ†

r , Ẇq, Ḃj
k is bounded,

for every j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m.
Consider the functionsα: R → R, bj

k: R × Mn → R,
βj

k: R → R defined respectively as

α(t) = V(Wq(t)), for all t ∈ R,

bj
k(t,W ) = V(WX†

r (t)Bj
k(t)X∞), (t,W ) ∈ R × Mn,

βj
k(t) = bj

k(t,Wq(t)), for all t ∈ R,

for j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. We will prove by induction that

lim
t→∞

βj
k(t) = lim

t→∞
V(Wq(t)X

†
r (t)Bj

k(t)X∞) = 0, (16)

for j ∈ N, 1 ≤ k ≤ m. From (8)–(9) and the definition of
b0
k, we have thatV̇(t,W ) =

∑m

k=1 f2
k b0

k(t,W )2 ≥ 0 and
V̈(t,W ) = 2

∑m

k=1 f2
k ḃ0

k(t,W )b0
k(t,W ), whereḃ0

k(t,W ) =
V(WX†

r (t)
∑m

ℓ=1 f2
ℓ b0

ℓ(t,W )HℓB
0
k(t)X∞) + b1

k(t,W ) and
f1, . . . , fm ∈ R are non-zero, for(t,W ) ∈ R × Mn.
Since V̇ is a non-negative function, we conclude thatα is
a non-decreasing function bounded from above such thatα̈
is bounded. Hence,limt→∞ α(t) exists and is finite. This
relation along with Barbalat’s Lemma (see e.g. [10]) give
that limt→∞ α̇(t) =

∑m

k=1 f2
k b0

k(t,Wq(t))
2 = 0. Thus,

limt→∞ β0
k(t) = limt→∞ V(Wq(t)X

†
r (t)B0

k(t)X∞) = 0,
for each1 ≤ k ≤ m, from which (8)–(9) imply that

lim
t→∞

Ẇq(t) = 0. (17)



Now, consider the induction hypothesis

lim
t→∞

βj
k(t) = lim

t→∞
V(Wq(t)X

†
r (t)Bj

k(t)X∞) = 0, (18)

for some j ∈ N and all 1 ≤ k ≤ m. We have that
ḃj
k(t,W ) = V(WX†

r (t)
∑m

ℓ=1 f2
ℓ b0

ℓ(t,W )HℓB
j
k(t)X∞) +

bj+1
k (t,W ), for all 1 ≤ k ≤ m, (t,W ) ∈ R×Mn. Straight-

forward computations show thaẗβj
k is bounded because

β̈j
k(t) = b̈j

k(t,Wq(t)), for all 1 ≤ k ≤ m, t ∈ R. Hence,
(18) and Barbalat’s Lemma imply thatlimt→∞ βj+1

k (t) =
limt→∞ V(Wq(t)X

†
r (t)Bj+1

k (t)X∞) = 0, for 1 ≤ k ≤ m.
We have thus proved that (16) is true. At this moment, it
is simple to prove thatΩ(Wq) ⊂ E. Indeed, assume that
W ∈ Ω(Wq) ⊂ SU(n). Then, (16), (17) and Lemma 2 imply
that V(WX†

∞Bj
k(0)X∞) = 0, for eachj ∈ N, 1 ≤ k ≤ m.

Lemma 3:Consider the subsetF = {W ∈ SU(n) :
V (W ) =

∑n

i=1 ℜ(λi), for someλi ∈ C such that|λi| =
1,

∏n

i=1 λi = 1,ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn)}. Then,I ∈ F and
limt→∞ d(Wq(t), F ) = 0.

Proof: According to Theorem 3, it suffices to show
the inclusion E ⊂ F . Let W ∈ E ⊂ SU(n). It is a
well-known result in linear algebra thatW ∈ SU(n) can
be decomposed asW = Mdiag(λ1, . . . , λn)M†, whereM
is unitary, λ1, . . . , λn ∈ C, |λi| = 1 and

∏n

i=1 λi = 1.
Thus, V (W ) =

∑n

i=1 ℜ(λi) and V(WX†
∞Bj

k(0)X∞) =
V(diag(λ1, . . . , λn)(X∞M)†Bj

k(0)(X∞M)) = 0, for each
1 ≤ k ≤ m, j ∈ N. Since X∞M is unitary, it
is clear thatN : su(n) → su(n) defined by N(Y ) =
(X∞M)†Y (X∞M), for everyY ∈ su(n), is a linear surjec-
tive isomorphism. Now, by assumption, system (1) is regular
and (3) is satisfied. Hence,V(diag(λ1, . . . , λn)X) = 0, for
everyX ∈ su(n), and thusV(diag(λ1, . . . , λn)Dℓ) = 0, for
each1 ≤ ℓ ≤ n, whereD1 = diag(ı,−ı, 0, . . . , 0), D2 =
diag(0, ı,−ı, 0, . . . , 0), . . . ,Dn−1 = diag(0, . . . , ı,−ı) and
Dn = diag(ı, 0, . . . , 0,−ı) are the canonical diagonal matri-
ces ofsu(n). From the diagonal structure ofD1, . . . ,Dn, we
conclude thatλ1, . . . , λn must satisfyℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn).
This implies thatW ∈ F and thereforeE ⊂ F .

The proof of Theorem 1 is given below.
Proof: It is clear thatn = max (G) becauseI ∈ F .

We will first show thatG is finite. Let x ∈ G. Then, there
exist λ1, . . . , λn ∈ C such thatx =

∑n

j=1 ℜ(λj) with (i)∏n

j=1 λj , (ii) |λj | = 1 and (iii) ℑ(λ1) = · · · = ℑ(λn).
Property (ii) implies thatλj = eıθj , for someθj ∈ R, and it
follows from (iii) that λj = λ1 = eıθ1 or λj = eı(π−θ1), for
each1 ≤ j ≤ n. Let n1 be the number ofj ∈ {1, . . . , n}
such thatλj = λ1 and definen2 = n − n1. Therefore,
x = n1 cos(θ1) + n2 cos(π − θ1) = (n1 − n2) cos(θ1) with
n1, (n2 +1) ∈ {1, . . . , n} andn1 +n2 = n. If n1 = n2, then
x = 0. Thus, assume thatn1 6= n2. From property (i) we
obtain thateın1θ1eın2(π−θ1) = 1. Hence, there existsk ∈ Z

such thatn1θ1+n2(π−θ1) = 2kπ. This relation implies that
θ1 = (2k − n2)π/(n − 2n2). Note thatn1, n2, k depend on
x ∈ G and thatn2, n1−n2 can only assume a finite number
of values. If we show thatθ1 can only assume a finite number
of values, we will have shown that the same holds forx ∈ G,

which implies thatG is finite. It is clear that the function
η: Z → R defined asη(ℓ) = cos((2ℓ − n2)π/(n − 2n2)),
for all ℓ ∈ Z, has period|n − 2n2| > 0. Thus, the values
assumed byθ1 must be finite in number.

Now, the convergence result will be shown. Recall that,
for all X ∈ SU(n), we have that−n ≤ V (X) ≤ n and that
V (X) = n if and only if X = I. Let δ = max(G \ {n}).
SinceG is finite, we have that

δ < x ≤ n ⇒ x = n, for all x ∈ G. (19)

Suppose thatV (Wt0) > δ. Since SU(n) is compact and
V : Mn → R is continuous, it follows thatV |SU(n) is
uniformly continuous. Define the functionα: R → R by
α(t) = V(Wq(t)), for t ∈ R. Recall that, by construction,
we have thatV̇(t,W ) =

∑m

k=1 ak(t,W )2 ≥ 0, for all
(t,W ) ∈ R × Mn. Note thatak and V̇ are smooth, for
each 1 ≤ k ≤ m. Since V̇ is a non-negative function,
we conclude thatα is a smooth non-decreasing function.
Therefore,V (Wq(t)) ≥ V (Wt0) > δ, for all t ≥ t0. The
uniform continuity ofV |SU(n) then implies that there exists
µ > 0 such that

‖X−Wq(t)‖ < µ ⇒ V (X) > δ, for t ≥ t0, X ∈ SU(n)
(20)

(indeed, chooseǫ = V (Wt0) − δ > 0). The convergence
result of Lemma 3 means that

∀ǫ > 0 ∃T ∈ R ∀t ≥ T ∃α(t) ∈ F s.t. ‖α(t) − Wq(t)‖ < ǫ.

Let ǫ > 0 and defineǫ = min(ǫ, µ). Thus,

∀t ≥ T ∃α(t) ∈ F s.t. ‖α(t) − Wq(t)‖ < ǫ ≤ µ,

for someT ∈ R. Define T̃ = max(T , t0) and let t ≥ T̃ .
Sinceα(t) ∈ F ⊂ SU(n) and V (F ) ⊂ G, (20) gives that
δ < V (α(t)) ∈ G. However,δ < V (α(t)) ≤ n. Therefore,
from (19), we obtain thatV (α(t)) = n, which implies that
α(t) = I. We have thus shown thatlimt→∞ Wq(t) = I.
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[12] F. Bullo and A. D. Lewis. Geometric Control of Mechanical Systems. Springer-

Verlag, New York, 2005.

[13] K.-C. Cao. Global K-exponential tracking control of nonholonomic systems in

chained-form by output feedback. Acta Automatica Sinica, 35(5):568–576, 2009.

[14] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Laloe. Quantum Mechanics. John Wiley &

Sons/Hermann, Paris, 1977.

[15] J.-M. Coron. Global asympotic stabilization for controllable systems without drift.

Math. Control Signals Systems, 5(3):295–312, 1992.

[16] J.-M. Coron. Linearized control systems and applications to smooth stabilization.

SIAM J. Control Optim., 32(2):358–386, 1994.

[17] J.-M. Coron. On the stabilization of some nonlinear control systems: Results, tools,

and applications. In F. H. Clarke and R. J. Stern, editors, NATO Advanced Study

Institute, Nonlinear analysis, differential equations, and control, pages 307–367.

Kluwer Academic Publishers, Holanda, 1999.

[18] J.-M. Coron. Control and Nonlinearity. American Mathematical Society, 2007.
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